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lieber  das  Biemann'sche  Krümmungsmass  höherer 
Mannigfaltigkeiten. 

Von 

Prof.  Dr.  Beez 

in  Plauen  L  T. 


unter  den  von  H.  Weber  und  R.  Dedekind  heransgegebenen 
maihematisehen  Werken  Biemann^s  findet  sich  auch  eine  in  lateiniacber 
Sprache  geschriebene  Untersuchung  des  genialen  Mathematikers  über  iso- 
therme Curven^  welche  er  im  Juli  des  Jahres  1861  der  Pariser  Akademie 
als  Beantwortutig  einer  von  ihr  gestellten  Preisfrage  eingereicht  hat.  Der 
zweite  Theil  dieser  Abhandlung  bildet  einen  in  sich*  abgeschlossenen, 
rein  mathematischen  Excurs  mit  der  Ueberschrift:  ,,De  iransformatione  ex- 
pressionis  ll^'b^' ds^ds^'  in  formam  (fatom  2^i|' a^' dx^dx^/^'  und  ist  haupt- 
sächlich deshalb  von  hohem  Interesse,  weil  er  im  Grunde  genommen  eine 
vollständige  Theorie  des  sogenannten  Biemann' sehen  Erümmungsmasses 
enthält,  welche  man  wohl  an  jener  Stelle  am  wenigsten  vermuthet.  In- 
sofern darf  diese  Arbeit  als  der  Abschluss  der  bereits  sieben  Jahre  zu- 
vor von  Biemann  in  der  Habilitationsschrift:  „Ueber  die  Hypothesen, 
welche  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen*^  angestellten  Untersuchungen 
betrachtet  werden.  Die  am  Schlüsse  gegebene  Vorschrift  zur  Ableitung 
der  Covariante  (II)  ist  ein  Meisterwerk  analytischer  Kunst,  wenn  auch 
ihre  Verification  sich  nicht  so  einfach  gestaltet,  als  der  verdienstvolle 
Herausgeber  und  Interpret  Herr  B.  Dedekind  annimmt.* 

In  dieser  zweiten  Abhandlung  tritt  der  rein  analytische  Charakter  des 
Biemann'schen  Erümmungsmasses  so  entschieden  in  den  Vordergrund, 
dass  die  am  Schlüsse  gegebene  geometrische  Interpretation  eigentlich  als 
ganz  nebensächlich  erscheint.  Da  aber  gerade  diese  Interpretation  in 
der  neueren  Baumtheorie  eine  verhängnissvolle  Bolle  spielt,  so  halte  ich 
es   nicht  für  unzweckmässig,  auch  die  zweite  Schrift  Biemann* s  einer 


^8,  Biemann's  Gesammelte  mathematische  Werke  S.  388. 


üeber  das  Riemann'sche  Erümmniigsmass  etc. 

genauen  Analyse  zu  unterwerfen  und  zu  zeigen,  dass  jene  Interpreta- 
tion auf  einer  willkürlichen  Annahme  beruht,  die  sich  metageometriscb 
nicht  beweisen  Iftsst.  Hierbei  setze  ich  noch  immer  die  Möglichkeit 
höherer  Bäume  voraus  und  stütze  mich  bei  der  Betrachtung  derselben  in 
erster  Linie  auf  die  Analogie  mit. den  aus  der  Erfahrung  abstrahirten 
Baumgrössen.  Wenn  ich  mich  in  zweiter  Linie  der  Hilfe  der  Analysis 
bediene,  so  ist  dieselbe  doch  stets  nur  Mittel ,  nicht  Zweck  meiner  Unter- 
suchung, während  bei  den  in  dies  Gebiet  einschlagenden  Arbeiten  an- 
derer Mathematiker  zumeist  das  entgegengesetzte  Yerhältniss  stattfinden 
dürfte. 

I. 

TTeber  die  Transformation  des  Ausdruckt  Sik^^ikdpidpk  in  die  Form 

£idXi*;    (f,  Ar, /=  1,2,  ...«), 

Wenn  £ikOn  dpidpk  eine  wesentlich  positive  quadratische  Form  der 
n  Differentiale  cfp^,  <fpg,  ...  dp„  darstellt,  in  welcher  die  Coefficienten 
aiic  =  aig{  beliebige  unabhängige  Functionen  der  n  unabhängigen  Varia- 
belen  p^  p^,   ...  Pn  bedeuten,  deren  Determinante 

11    ...  «if 


nicht  verschwindet,  so  kann  man  die  Frage  aufwerfen,  welchen  Beding- 
ungen die  Functionen  Oiu  genügen  müssen ,  damit  die  Form  2fk  f^ik  dpf  dpi^ 
durch  Einführung  von  n  neuen  unabhängigen  Veränderlichen  —  an  die 
Stelle  der  p  —  in  die  Summe  der  Quadrate  der  Differentiale  von  diesen 
neuen  Veränderlichen  übergehe,  folglich  zwischen  beiden  Formen  die 
Oleichung  stattfinde 

1)  £i  k  Oik  dpi  dpk  =  £i  dxf. 

Bei  der  Behandlung  dieser  Gleichung  ist  es  nothwendig,  sich  zu  ver- 
gegenwärtigen,* dass  die  Form  Zatk  dpidpu  eine  doppelte  Beihe  von 
unabhängigen  Variabelen  enthält,  nämlich  die  in  den  Functionen  ftij^  ent- 
haltenen n  Grössen  p  und  die  n  Differentiale  derselben  Grössen  dp.  Auf 
der  rechten  Seite  der  Gleichung  1)  dagegen  treten  nur  die  n  Variabelen 
dx  auf.  Führt  man  in  die  linke  Seite  von  1)  statt  der  Variabelen  p 
ebensoviele,  also  n  von  einander  unabhängige  Functionen  der  x  ein,  so 
stellt  1)  eine  identische  Gleichung  dar.  Man  kann  sie  daher  nach  den 
dx  partiell  differentiiren ,  wobei  man  zu  berücksichtigen  hat,  dass  man 
durch  partielle  Differentiation  der  ebenfalls  identischen  Gleichung 


*  Die  Grundlagen  für  die  Transformation  von  Differentialausdrucken  finden 
ich,  wie  schon  Herr  B.Lipschitz  angegeben  hat,  in  Lagrange,  Mioanique  ana- 
seconde  parHe,  quatrüme  section,  6, 

Digitized  by  VjOOQIC 


Von  Prof.  Dr.  Bmuz.  3 

erhält 

QN  d.dpi  _dpi 

'  d.dxk      dxk' 

d.  h.:  Der  partielle  Differentialqnotient  von  dpi  nach  dxk  ist 
gleich  dem  partiellen  Differentialqnotienten  von  p,*  nach  xjg. 
Führt  man  die  partielle  DifFerentiation  der  Oleicbung  1)  nach  einer  be- 
stimmten Variabelen  dx^  aas,  indem  man  die  dp  und  die  dx  als  Varia- 
bele,  die  otk  aber,  da  sie  nur  Functionen  der  p  nnd  nicht  der  dp  sind, 
als  constant  ansieht,  so  ergiebt  sich 

dPt  dp9  dpn 


4) 


oder  in  abgekürzter  Form 

4*)  dXk^ZirQirdpi^. 

Man  kann  nnn  anch  umgekehrt  die  x  als  n  von  einander  unabhängige 
Functionen  der  n  unabhängigen  Variabelen  p  ansehen  und  der  Gleich- 
ung 2)  die  Gleichung 

^Pl  ^P%  <^Pn 

gegenüberstellen.  Aus  dieser  ergiebt  sich  durch  partielle  Differentiation 
nach  dpi 

d.dxji      dxk 

d.dpi'^dpi' 
Wenn  man  daher  die  Gleichung  4)  partiell  nach  dpi  differentiirt ,  so  er- 
hält man 

dpi  dXjg       *  d  Xfc       '  "d^k  *  d^k 


*  Die  entsprechende  Gleichung  bei  Biemann  lautet  S.  380  der  ges.  Werke 
unter  1) 

Biemann  findet  sie  dadurch,  dass  er  in  der  Gleichung 

^ii'  &«*'  dst  d8^  =  Zi  dx^ 
statt  des  Symbols  d  auf  beiden  Seiten  d-f-  d  einführt  und  dadurch  zu  der  Gleichung 
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Gehen  wir  jetzt  wieder  zur  Gleichung  1)  zurück  und  differentiiren 
sie  zuerst  partiell  nach  cfp^,  dp^,  ...  dp^^  so  entsteht  das  folgende 
Gleichungssystem : 


<in  dp^  +  a^^  dp^  + . . .  +  am  dpn=^dx^^  +  dx^^  + . ..+  dx, 


dp. 


'dp. 


'^P^' 


8) 


a^,dp,  +  a^^dp^  +  ...  +  a2ndpn^dx,^^+dx^^^  +  ...  +  dXn^, 


anidp^  +  an2dp^  +  ...  +  a^ndpn  =  dx,^'^+dx^^^+,..  +  dXn^. 


Ist  nun 


aik  = 


da 


der  Coefficient  von  aik  in  der  Determinante 

«11    ...  am 

«m  ••.  «Hfl 
so  ergiebt  sich  aus  dem  System  8) 


adp,=.dx,  j„n^*  +  ««^  +  . ..  +  «„.— 3 


.  +  «» 


folglich  erhSlt  man  durch  partielle  Differentiation  nach  dxk 


dpi      1  j      dxt  dxt 


übereinstimmend  mit  Gleichung  2)  bei  Biemann.    Der  partielle  Diffe- 

dxk 
System  5) 


rentialquotient  ^^  lässt  sich  aber  noch  auf  andere  Weise  darstellen.    Das 


gelangt ,  die  wir  weiter  unten  mit  Hilfe  der  Variationsrechnnng  ableiten.   Hierauf 
Bubstituirt  er  ntatt  ds^  den  Ansdniek 

und  setzt  auf  beiden  Seiten  die  Coeffidenten  von  9x  einander  gleich,  wodurch 
die  Gleichung  4)  gewonnen  wird.     In  dieser  schreibt  er  für  dXk  den  Ausdruck 

dXk _ 

cieuten  von  dpi  die  obige  Gleichung  6). 
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.         dx^  dx^  ,  dx^  ^ 


"-w/'^+w/'-+-*w/" 


giebty  nach  (fp|,  dp^^  ...  ifp.  aufgelöst, 


wonn 


10) 


und 


dpt^'^dx,  +  ^dx,  +  ...  +  '^dx„ 


9cB|     do)^         dx^ 

dx^     dx^         dx^ 
^Pi     ^P%  *      ^P« 


dx^    dXn 
Wi     ^Pi 


gesetzt  ist.    Hieraas  erhält  man 
11)  ^^' 


I  ?i^ 
*  dpi 

Au 


dxk       A  • 
Nun  bestehen  für  die  ünterdeterminanten  Aki  die  Oleichnngen 


nnd 


A    dpi'^  A    dpi'^'"'^   A     dpi 


Alk  dx^      Aik  ^^it         ,   ''HK  ^«-w  __/^ 
"T"    qIT    I   "X  "OTT  "T  •  •  •  "1       T    "TT         ^' 


Setzt  man  in  dieselben  die  Werthe  ron 


Ank  ^ 

A     dpi 
Aki 


12) 
und 
13) 


dx^  dpi^.dx^  dpi 
dpi  dx^dpi  aa?,"*" 

dX^  dpr    ,   ^^  ^Pr    . 


aus  11),  so  erhält  man 

I    ^^n  dPr  _,Q 


Mit  Hilfe  der  Gleichung  6)  bilde  man  weiter  die  Producte 


*  Die  Gleichmigen  12)  und  18)  lassen  sich  auch  direet  durch  partielle  Diffe- 
rentiation der  Gleichung 


^p.  =  |f'da,4. 


dPr^ 


dPr 


nach  dpr  und  dpi  ableiten. 


aa?, 


s^^*«-^--*-^^^* 


Digitized  by 


Google 


6  Ueber  das  Biemann'sche  Erttnuniiiigsinass  etc. 

dxi  dx^    (    ap,        8p,  apn\8*t 

8a-,  8a-,      /     8pi  8p,  8p„\8a-, 

8^-8F*°l''"8^'*"'"  8^,  ■'"•••"^"'27,^87*' 

•  •  •  • 

8jr«  8«„     /     5Pi  .  .     ^P»  ,        .  „    ^P«\8«n 
8^-8FrV'^*8^„  +  ''"8^"^-  +  ''"8^j8F* 

und  addire  sie,  dann  kommt  wegen  12)  n»d  13),  der  Ri em an n* sehen 

Gleichung  3)  entsprechend, 

14^     ^   £i^-L?^«  ?^4-      -L  ?^  ^^  =  ^  £ff  ^  =3«- 
^Pi'^Pk     ^Pi'^Pk  dpi'dpk  dpi  dpk 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  die  Gleichnng  9)  verwenden,  indem  man 
die  folgenden  Producte  bildet: 

dPi    dp^^f<»iidfi^,cc2idXj^  OnidxAdpk 

dx^'dxj^       \a    dp^       a    dp^       *"       a    dpn^dx^^ 
dpi_  dj^faudx^a^idx^  f>tnidx^\dpk 

dx^'dx^^Xa    dp^'^  a    öpj       *     "^  a   dpn/dx^' 


dpi^   dpk^^/ctudxrj^      0l2id^  anidxn\dpk^ 

dxn'dxn      \a    dpi        a    dp^       '"       a    dpn/dxn 
Durch  Addition  mit  Berücksichtigung  von  12)  und  13)  erhält  man  hieraus 

15\    ^£L  ?^4.£?i   ^J^A.       A^^fL  ^Pfc  ^  V  ^Pi  ^P*f  _  ^«fc   » 
^    dx^'dx^'^dx^'dx^'^'"'^  dxn'dxn        ' 3 xi  ' 3 Xi       a' 
womit  die  Gleichung  4)  bei  Biemann  erwiesen  ist. 

Die  Gleichung  14)  ist  der  Form  nach  dieselbe,  wie  die  Gleichung 
7)  in  meiner  früheren  Arbeit:  „Zur  Theorie  des  Erümmungsmasses  etc/*,** 
nur  besteht  der  Unterschied,  dass  in  jener  Abhandlung  die  Form  von  n 
Variabelen  Z^kf^ik^Pi^Ph  ans  einer  Form  von  n  +  1  Variabelen  Zidxi^  mit 
Zuhilfenahme  einer  Gleichung  f{x^y  x^^  ...  x^^  ^m+i)  =  c  entstanden  war, 
woraus  die  auch  gegenwärtig  geltende  Beziehung  ai^^a^i  sich  ergab. 
Trotz  dieses  Unterschiedes  aber  ist  die  weitere  Rechnung  zum  Theil  ganz 
identisch  mit  der  früheren.     Differentiirt  man  n^lmlich  die  Gleichung  14) 

dxi    dxi 
dpi    dpk 


nach  Pr  und  die  analog  gebildeten 
dxi    dxi 

bezüglich  nach  pi^  und  pi,  so  erhält  man 


y  dxj    dxi  __  dxi    dxi  __ 

dPi  ' 3Pr         '^'         dpk'dpr 


*  Die  Gleichung  14)  kami  unmittelbar  durch  Snbstitation  von  6)  in  1),  die  Gleich- 
ung 15)  aber  mit  Hilfe  des  Differentialparameters  der  Gleichung  1)  erhalten  werden. 
♦•  S.  diese  Zeitschrift  ß<C  XX,  S.  424. 
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'dpidpr'dpk'^^dp.'dpj^dpr 


d*asi 


d^Xi 


^P*  ^P*  *  ^Pr  ^P<  *  ^PA  8pr 


dpr' 


d^Xl 


d*xi 


dpk' 
daur 


dpkdpi'dpr  ^"^  dpk'dprdpi  ""  dpi' 
Durch  Snbtraction  der  ersten  Oleichnng  ron  der  Summe  der  beiden  letz- 
ten kommt 


22i 


,d  Xi        dXi         dOir       ^Okr       ^^ik 


dpidpk'dpr      dpk       dpi       dpr' 
folglich,  wenn  wir  die  schon  früher  adoptirte  Christo  ff  eT sehe  Bezeich- 
nnngsweise 


auch  jetzt  beibehalten, 
16) 


''*\dpk  dpi  dpr) 


^    d^Xj      dxi 
^IZ — 5 — -IT" 


^Pi^Pk'  dpr 

Anf  dieselbe  Weise  bilde  man 
17)  ^,_Ü|^.|f£, 

OPkOPB    OPr 

and  differentiire  16)  nach  p«,  17)  nach  p«,  so  ergiebt  sich 


ik\ 

r  r 

\k8\ 


2| 


d^xi        d^xi 


^Pi  ^Pk'  ^Pr^P» 

d*xi        d^xi 


+  2?/ 


+  £i 


d^xi         dxi 


dpidpkdp,  *  dpr' 
S^Xi         dxi 


d 

dp. 

d 

dpi 


dpk  dPt  '  dPi^Pr  dPk  ^Pm  Spi  *  dpr 

worans  man  endlich  dnrch  Snbtraction  die  Gleichung 

d^xt        d^Xi  ^     d^xi         d^xi d_\ik 

"         r 


18) 


dPi  dPk '  dPr dpg 


-2i 


^\dpkdps 


dPk  dpt  '  dpi  dpr 

d^üks         d^üik 


dp. 


ik\ 

r  r 
^  r 

dpi 


dpi  dpr  dpr  dps  dpi  dpk) 
ableitet,  um  nun  weiter  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  durch  die 
Coefficienten  Oik  und  deren  Derivirte  auszudrücken,  multiplicire  man  die 
Gleichungen 


1 
\ik 


d^x^     dx^       ^*a:. 


dpidpk    dp^ 
_    d^x^     dx^ 


dpidpk  dp^ 


|^»  +  . 


d^Xn       dXn 


dpidpk   dp^     dpidpk    dp2 


—«  +  ... 


dpidpk'dp^  ' 

d^iCn       dXn 


dpidpk'dp^ 


[lAfl        d^Xj^     dx^        d^x^     dx^ 


,         .     d^Xn     doj, 

n  I      dpidpk'dpn  '  dpidpk'dpn  dptdpk'dpn 

dPi 


der  Reihe  nach  mit  p-,  J^,  ^^' 


dxi'  dxi' 


^ —  und  addire,  so  kommt 
dxi 
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d^x^ 


d^xi 


.  T  ?^  £^  4.       4- 

dpidpk    ^dpudxr'-'^dpidp, 


+ 


fi  I  aar/' 


Wegen  der  Gleichungen  12)  und  13)  reducirt  sich  das  Ganze  auf 

dPidpk^    ^ 


^  l^xi 


In  gleicher  Weise  bildet  man 

d^xi 


^=    rfbÄy 


Somit  erhält  man  das  Prodnct 

S^xi    tf    d^xi    __ 
dpidpk'dprdps^    '*•' 
und  durch  Vertauschung  der  Indices 
a*a:i         d^Xi 
dpidpr'dpkdpt        *"" 
Die  Einführung  dieser  Werthe  in  18)  giebt 
d^Xi        d^Xi      ■    ^     d^Xi 


rs 

I  V 

ik 
f* 

Iir 


dxi' 

\rs 
I   V 

ks 

V 


dpft   dp^ 
d  xi    dxi 

dxi    dxi 


2i 


Si 


d^Xi 


=  ^i^uv 


=  -2, 


dpidpk'  dprdps 
rs 

'  ir 


^Pi^Pr'^Pk^P» 
ir\   ksll  dpf^   dpv 


flV 


rs\ 
V  \ 


V  |(  dxi  '  dxi 
j      dXi'  dXi 


dPi 


Die  Summe  -S        . 

OXi     OXl 

hält  man  als  Endresultat 


-   X— ^  hat  aber  nach  18)  den  Werth 


a 


folglich  er- 


Sp,\  r  \ 


oder 


dpi 


19») 


^\dpkdp. 


+  ^Mi^  — 


^1  I  V  I 


\ik\ 
I  ^  I 

a*ar 


ap<  apr 


+-2^/-^-^' 


>i? 


\ks 
I  V 


apr  ap,    dpi  dpi 

ik    \rs 
f*     I  V 


•  0. 


Wenn  die  Functionen  Oik  nebst  ihren  ersten  und  zweiten  Derivirten 
dieser  Gleichung  genügen,  d.h.  bewirken,  dass  die  linke  Seite  identisch 
verschwindet,  dann  lässt  sich  die  quadratische  Form  von  n  Differentialen 
Haikdpidpk  in  die  Summe  der  Quadrate  der  n  Differentiale  dx^  +  dx^  +  .,. 
.„-{-dXf^  transformiren ,  ohne  Bticksicht  darauf,  ob 

1.  die  Form  von  n  Differentialen  Saikdpidpie  aus  einer  Form  Eidy^ 
von  n  + 1  Differentialen  dy^,  dy^^  ...  rf^n+i  und  einer  Gleich- 
ung /(i/ny»!  •••  yn,yn+i)  =  c  zwischen  den  n  +  1  Variabelen  y 
hervorgegangen,  oder  ob 
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2.  die  Form  ron  n  Differentialen  Saikdpidpk  ans  einer  Form  Sidyf 
Ton  n  +  ^  Differentialen  nnd  k  simultanen  Qleichnngen 

f%{yi^y%y  ..•  y-+ifc)  =  cj, 
fhiyx.y^^ ...  yi.+0  =  «* 

zwischen  den  n  +  ^  Variabelen  y  entstanden  ist,  oder  ob  endlich 

3.  die  Form  2<Hhdpidpk  auf  eine  solche  Form  Sidyi^  gar  nicht  zn- 
rtickznführen  ist  —  ein  Fall,   dessen  Möglichkeit  wohl  erst  noch 

.  einer  näheren  Untersuchung  bedarf. 

n. 

Ableitung  einer  quadrilinearen  Form  F,  deren  Coeffloienten  den 
Auftdrtloken  19)  gleich  sind. 

Der  Ausdruck  19*)  ist  bis  auf  den  Factor  —2  identisch  mit  dem 
Riemann*schen  (I) 

^*^i,y'     I  d^b^.^g»"       d^bj^t^f,       d^b^^,u 

+  i -S,»'  (p,,  t*^  4.M  p^^  ^^ ;,  -  p^^  ,^  c"  Pv*,  f ,  I")  ^  «=  0. 

Bezeichnet  man  den  Ausdruck  links  durch  (»/,  /'*'^),  so  lässt  sich  die 
linke  Seite  der  Gleichung  19*)  durch  —^irksx)  ausdrücken.  Um  das 
Bildungsgesetz  der  Ql^chung 

(rÄ5f)  =  0 

besser  übersehen  zu  können,  soll  man  nach  Biemann*s  Vorschrift  das 
Aggregat  der  zweiten  Variationen 

A)  hhZüik  dpi  dpk  —  2d82aik  dpi  6pk  +  dd£aik  SpiSpk 
entwickeln  und  die  Variationen  des  zweiten  Grades  d',   dSj-  S*  so  be- 
stimmen, dass 

B)  i^£aik  dpiSpk  —  SHatk  dpi  fpk  —  dSoik  dpiifpk  =  0 , 
Qx  I   d'Zandpidpk  —  idHaikdpidpk^^O, 

^  ]  ^2aikSpidpk-2d2aikdpi6'pk^0 

werde,  während  f  eine  beliebige  Variation  bedeute.  Auf  diese  Weise 
finde  man,  dass  das  Aggregat  A) 

II)  =^.2{rks  i)  {dpr  dpk  —  dpk  dpr)  (dp,  6pi  —  dpt  Sp,  ) 

werde.  Die  beiden  Ausdrücke  in  C)  leitet  man  aus  B)  dadurch  her,  dass 
man  in  ihm  einmal  das  Zeichen  S  mit  6f,  das  andere  Mal  d  mit  S  ver- 
tauscht. 

Man  überzeugt  sich  nun  leicht,  dass  man  bei  stricter  Befolgung  der 
Biemann' sehen   Vorschrift    nicht    zu    dem  gewünschten   Ziele  gelangt. 
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Denn  bildet  man  aran&chBt  nacli  dem  Schema  A)  diejenigen  Ausdrttcke, 
welche  die  zweiten  Variationen  der  Coefficienten  a^  enthalten,  nnd  be- 
zeichnet das  Aggregat  aller  noch  tibrigen  Glieder  mit  J^^  so  kommt 

S*i:aikdpidpk-2d6£aikdpiipk  +  d^£aikipiipk 
=  -S  5—^  dpi  dpk  öpr  6p,  -  2  2:    J'!''    dpi  dpk  dpr  ip. 

^Pr  dp,  OPr  Öp, 

+  ^^^    al    ^Pi^Pk  dpr  dp,  +  J^. 
OPr  dp. 

Da  sich  das  Zeichen  £  anf  alle  Indices  f ,  A:,  r,  s,  welche  sämmtlich  die 
Keihe  1,  2,  ...  n  durchlaufen,  bezieht,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  in  der 
zweiten  Summe  k  und  r,  in  der  dritten  t  und  r,  Ar  nnd  s  vertauscht, 
S^Züik  dpi  dpk  —  2dd  Züik  dpi  6pk  +  (PSaik  8pi  ipk 

das  erste  Glied  aber  in  der  Gleichung 

(rÄ5i)«=0 
lautet 

d^ttik  d^Oir  d^Ck9      ,       d^^rs 


\dpr  dp. 


dpr  dp,      dpk  dp,      dpi  dpr     dpi  dpk 

Um  dieses  zu  erhalten,  hat  man  in  dem  Riem  an  naschen  Schema  A)  statt 

2di2aikdpiipk 
zu  schreiben 

d6  Zaik  dpi  dpk  +  ödZüik  ipi  dpk 

nnd  also  statt  des  Ausdruckes  A)  den  folgenden  zu  entwickeln: 

S^Eüik  dpi  dpk  —  dö£aik  dpt  öpk  —  ödüoik  Spt  dp^  +  dfiZdik  iPi  ipk  =  0. 

Um  aber  bei  der  Ausrechnung  sicher  zu  sein ,  dass  wir  auch  sämmtliche 

Glieder  auseinanderhalten,    führen   wir  nach   dem  Vorgange   des  Herrn 

R.  Lipschitz*  noch  zwei  neue  Variationszeichen  öt  und  6'  ein  und  legen 

unserer  weiteren  Entwickelung  die  Form 

-^\6  fZaik dpi d'pk - dfZüi k  dtpi 6pk - ö d'üaik ö'pt dpk  +  d iSoik dpt lfpk\ 
zu  Grunde.  Wenn  man  in  derselben  statt  i^  und  d^  bezüglich  6  und  d 
einführt,  so  erhält  man  bis  auf  den  constanten  Factor  —  ^  wieder  die 
Riem'an nasche  Form  A).     Wir  setzen  zur  Abkürzung 


*  8.  LipBchitz:  „Üeber  ganze  homogene  Functionen  von  n  Differentialen", 
Borchardt's  Journal  Bd.  72,  S.  16 flg.,  und  desselben  Verfassers  „Bemerkungen 
zu  dem  Prindp  des  kleinsten  Zwanges*',  Bd.  82,  8.  317  flg.  An  der  zuletzt  dtirten 
Stelle  weist  Herr  Lipschitz  nach,  dass  es  nur  einer  leichten  Umformung  bedürfe, 
um  von  der  Gleichung  37)  seiner  zuerst  genannten  Abhandlung  ebenfalls  auf  die 
Biemann*8cheForm  A)  zu  gelangen.  Wenn  ich  trotzdem  den  directen  Weg  zur 
Verificirung  der  letzteren  einschlage,  so  geschieht  es  aus  dem  Grunde,  weÜ  der- 
selbe geringere  Schwierigkeiten  darbietet,  als  der  von  Herrn  Lipschitz  ein- 
geschlagene Weg  zum  Beweis  der  Formel  87). 
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3)  i^^Oiic  dpi  dpk  —  d'JSaik  dpi  ^Pk  —  dSoik  äpi  ^Pk  =  ^ 

and  können  dann  die  Oleichnng  1)  auch  schreiben 

Zuvörderst  mögen  nnn  die  zur  Bildung  von  /  vorgeschriebenen  Va- 
riationen ausgeführt  werden.     Es  ist 

iZüik  ipi  Spk  =     £-^(fpi  Spk  fpr+£aik8'd^Pi  8pk  +  £aik(fpi  S'ipk 

dpr 

—  6  XOik  äpi  t^Pk^=—  £  -^-^  rfp<  S'pk  iPr"  £^ik  Ä  ^Pi  i'pk  —  £Oi  k  <fpi  Ö  S'pk 

OPr 

—  d^Soik  SPi  i'Pk  =  —  ^-^^Pi  ^Pk  d'Pr-  £aikd'iP{ ^'pk-£aik^Pi ^i'Pky 

OPr 

worin  die  Summenzeichen  auf  alle  Indices  t,  A:,  r,  welche  sämmtlich  die 
Zahlenreihe  1,  2,  ...  n  durchlaufen,  sich  beziehen.  Durch  Addition 
dieser  drei  Gleichungen  erhalten  wir,  da  6d'pk  =  i^öpk  naä  £aikd'd^Pi5pk 
=  Zoik  dT^Pk  Spi  ist, 

J^^Z^^d^Piipkgpr-S^-^d^Pilfp    8pr-£^-^SPi^Pkdrpr 
OPr  CPr  OPr 

—  2Zaikid[pi^Pk. 

Wegen  der  Vertauschbarkeit  der  Indices  lassen  sich  das  zweite  und  dritte 
Glied  rechts  beziehendlich  auch  schreiben 

E  — —  itpi ipk  ÖPr  =  -^^-^T"  ^Pi  ^'Pr  ^P^y 
Öpr  Opk 

Man  erhält  daher       • 

- .  \  dpr         OPk         OPi  ) 

=5  — 2J2:   ^    ^Pi^Pk^'Pt^^aik^^Pi^'piS 
und  in  gleicher  Weise 


6)  K^-^Xn 


dpi  ipk  ^Pr  +  £fiik  ddfpi  tipk) . 


Setzen  wir  nun  fest,  dass  die  Indices  t,  Ar,  r,  s  bezüglich  den  Variationen 
dj  d',  8f  f  zuertheilt  werden,  so  erhalten  wir  aus  Gleichting  4)  in  Ver- 
bindung mit  5)  und  6) 

*^    dPi  dfpk  S'p,  +  Zau  dd'pi  t^p,  | 
—  </  p    g  l^Pk  ^Pr S'Pm  +  ZOkMÖd^Pk  *i?.| , 
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Bei  der  Ausführung  der  angezeigten  Variationen  erhält  man  im  Gan- 
zen 14  Glieder,  von  denen  sich  vier  gegenseitig  aufheben.  Die  noch 
übrigen  zehn  lassen  sich  auf  folgende  Weise  schreiben: 


8) 


-2 


9 


dpi 


dau 
dpr 
dokM 

dpi 
kr 

s 


^Pi  ^Pk  Spr  ^P« 
detpidprü^p» 
dpiödfpkifps+Z    ^ 


dpiäpkiifpt 


^Pk  Spr  dfpt  +  2ak9  ddfpk  tifp»  —  Sai^t  ^^Pk  diipt. 


Da  nun 
fr 
s 

so  folgt 


./ggf,  dars         d(iir\  \rs\_x(^^ir    .     ^  ^U 

'*\  dpr   "*"    dpi  dpj'      I  I    I        *\dp.'^   dpr 


dpiJ' 


tri 
I  s  I 


r8\ 
i  I 


also  wird 


dpr' 


tr\ 
I  s  I 


\rs 
I  t 


und  ebenso 


"dpr' 
dpi 


\t8\ 

I  k\ 


folglich  erhalten  wir  für  F  den  Ausdruck: 

-FT     Ivi  dPid^PkiPr^P.  +  S\f\dd^piipr «>. 
opi  \  s  \)  I  t  I 

ik 


F=:£ 

9)        -2 
-Z 


\  ^ 


dpiiipk  lfpt  +  Z\ 


dpi<fpkid^p» 


pPr 

is 
k 

kr 

s 

Nun  giebt  die  Gleichung  6) 

^Zaik  dpi  ifpk  —  d^Zatk  dpi  Spu  —  dZa^  d><  ifpk 
6») 


d^Pk  Spr  di^pg  +  Zak9  dip^  difp,  —  Zok^  td^Pk  di^p^. 


=  -2Jx 


dpi  cfpk  dp,  +  Zau  dttpi  e>p 


Nach    Riemann^s    Vorschrift   würde    die    zweite    Variation    dd^pt^ 
welche  noch  ganz  willkürlich  ist,  so  zu  bestimmen  sein,  dass 

10)  ^Zoik  dpi  ä'pk  —  dtZüik  dpi  6'pk  —  dZoik  dfpi  i'pk  =  0, 

folglich  auch 


10») 


Zaudäpi^p^  +  Z 


dpi€tpkfp,  =  0 


ist.  Da  die  Variationen  dp,  unabhängig  von  einander  sind,  so  müssen 
die  Factoren  von  d/>,,  damit  der  Gleichung  10*)  genügt  werde,  sämmt- 
lieh  verschwinden.     Dies  giebt  das  folgende  Gleichungssjstem: 

ik 


11)  ZiOisdd'pi+Zik 

oder  in  ausführlicher  Darstellung 


dpidfpk=0 
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ik 


a^idd^p^  +  a^dd^p^  + . , .  +  a^i  dtfpn^  —  £\  ^ 


ik 


flu  rfdpi  +  flj,  rf djp j  + . . .  +  a«  2  rf d'p«  =  —  2:  2 


dpi  ipk% 
dPid^Pkj 


o\mdötp^  +  a2m  dd^P2+ . , .  +  Onrndd^Pu  ^  ^  £\      \dpid^pk^ 


worans 


Ua^x  £1^  I  dpi  ipk  +  «^2  ^1  2 


adip^^=^ 

dPiipk+^ 


.  +  «r«-2: 


ik\ 


dPi 


iPk\ 


oder 


rf(rp,=-.  2:^^24* 


dpiipk 


gefunden  wird.  In  derselben  Weise,  wie  ddt^  sind  die  zweiten  Variationen 
db\  tfff  ^(f  za  bestimmen.  Man  hat  also  im  Ganzen  folgende  vier  Beding- 
nngsgleichnngen  nötbig: 

i^£aik  dpi  d^pk  —  d^Hofk  dpi  opk  —  dUoik  ipi  i^pk 

Z\      \dpi  ipt  i%  +  Sau  däpi  a'p.l  =  0 , 


i£ai\t  dpi  opig  —  dSoik  ^Pi  ipk^'  ^£aik  dpi  (fpk 

ik  ) 

dpi  ^Ph  ip.  +  £(H%  dSpi  <PW  «  0 , 


12) 


=— 2{2: 

t^Soik  8pi  d^pk  —  i£aik  opi  ipk  —  i£an  t^p^  ipk 
=  -2p*^  ipiipki^Ps  +  £ai.id^Pil^PM\^Qy 
i£aik  8pi  Spk  —  Ä  £aik  ipi  fpk  —  i^£<iik  ^Pi  9Pk 
=  -2p  *^  \öpii'pkdrp.+  £ai,di'pi<fp,{=>0', 

daTch  Addition  der  ersten  und  zweiten  Oleichnng  ergebt  sich 

dHüik  dfpi  S'pk  =  0 
und  ebenso  ans  der  dritten  nnd  vierten  Oleicbung 

iZüikd^Pilfpk^O» 
Man  genügt  sämmtlicben  Bedingungen,   wenn  man  über- 
haupt festsetzt,  dass  für  drei  beliebige  Variationen  d,  ö\  i" 

8i:aikdpid''pk  =  0 
sei.     Nimmt   man   speciell   für  j'  und   ö'*  das  Differentialzeichen   d,  so 
hat  man 

13)  S£aikdpidpk  =  0. 

Hierdurch   ist  die  Biemann^sche  Vorschrift  zur  Bildung  der  zweiten 
Variationen  auf  das  isoperimetrische  Problem  zurückgeführt:  die  Grössen 
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p  als  Functionen   einer  unabhängigen  Variabelen  t  so   zn   bestimmen, 

t 

dass   die   erste  Variation   des  Integrals    1  ^^iff'~lT'~T7^^  innerhalb  der 
Grenzen  /^  und  i  verschwindet.     Denn  die  Bedingung 

to  to 

führt  unmittelbar  anf  die  Gleichung 

ö  £aije  dpi  dpk  =  0. 
Mit  der  soeben  erwähnten  Aufgabe  hängt  aber  auf  das  Engste  zu- 
sammen ein  zweites  isoperimetrisches  Problem ,  nämlich  die  Grössen  p  als 
Functionen   der  Variabelen  i  so  zu  bestimmen,   dass  die  erste  Variation 
des  Integrals  ^ 


fv 


-"  %'-^- 


Null  werde.  Wenn  wir  die  Möglichkeit  eines  gekrümmten  Raumes  von 
n  Dimensionen  zugeben,  so  würde  dieses  Integral  die  Länge  einer  von 
dem  Punkte  (PuJ^g,  -»-Pnjt^u  ^^^  ^^  dem  Punkte  (Pi,P2>  •••-Pn)«=f  ge- 
zogenen Linie  ausdrücken.  Unsere  Aufgabe  verlangt  also,  dass  diese 
Linie  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  gemacht  werde.  Die  beiden 
isoperimetrischen  Probleme  werden  nun  aber  identisch, 
wenn  man 'die  Variabele  i  in  der  Weise  bestimmt,  dass  sie 
selbst  eine  kürzeste  Linie  des  n-fachen  Raumes  darstellt, 
und  hieraus  erklärt  sich  denn  ganz  einfach  der  Zusammen- 
hang zwischen  der  quadrilinearen  Form  F^  welche  zu  der 
quadratischen  Form  Hatkdpidpk  covariant  ist,  und  den  kür- 
zesten Linien  des  n-fachen  Raumes,  dessen  Linearelement 
.durch  die  Quadratwurzel  aus  derselben  Form,  also  durch 
yHoikdpidpit  gegeben  ist.  Um  unsere  Behauptung  zu  beweisen, 
nehmen  wir  an,   es  sei  f  eine  Function  der  Grössen  pi^  wie  der  ersten 

Differentialquotienten  •—=p'i,    welche  die  Variabele  i  explicite  nicht 

enthält.  Legt  man  sich  nun  die  Aufgabe  vor,  die  Grössen  p,-  als  Func- 
tionen von  t  so  zu  bestimmen,  dass  das  Integral 


^=// 


fdi 

zwischen  den  Grenzen  iQ  und  /  ein  Maximum  oder  Minimum  sei,  so  hat 
man  zunächst  die  erste  Variation  dieses  Integrals  Null  zu  setzen.  Es  ist 
aber 
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Cpi  op  i 

folglich 

Integrirt  man  zwischen  den  Grenzen  i^  und  /,  so  kommt,  da 
gesetzt  werden  kann, 

'-[-^".]::;/4-#)"""=»- 

woraus  wegen  der  Unabhängigkeit  der  Grössen  öpi,  welche  an  den  Gren- 
zen verschwinden,  das  Gleichnngssystem 

entsteht.     Setzen  wir  jetzt  "/f  statt  /*,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 

,5^  JLi^ 1    dp't    d.f-^  df  ^ 

Yf  dpt      yj     dl  dt     'dp'i 

Beiden  Systemen,  so^rohl  14)  als  15),  genügt  man  durch  die  Bestim- 
mang,  dass  f  gleich  einer  Conatanten  sei.  Es  ist  also  f^=c  sowohl  ein 
Integral  von  14)  als  von  15).     Für 

f_y„    dpi    dpk 

nimmt  die  Gleichung  14)  folgende  Gestalt  an: 

16) 
oder  ausgeführt 


16)  E^^  ^.^_2£^«,,^  =  0 

dpr     dl     dt         dt      '     dt 


dpi  dpk  j   ^_     rf*i>i 
dl 
Die  Gleichung  15)  aber  giebt 


16»)  2\  ** 


«PI  aPk  ,    y.„     a-Pi  _  ft 


1 


17)  ^      ^*  <"  '  '' 


ik\dpt  dpt  tflpi 

r\-dt-dr-^^''"-dfi 


dt 
Das  gemeinschaftliche  Integral  von  16*)  und  17)  ist 
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folglich  iflt 


2aa%'-^.äi^}^.ii-t,). 


Wenn  man   daher  c  =  l   und  tQ  =  0  setzt,   so  ist  i  selbst  eine  kürzeste 
Linie,  wodnrch  die  oben  aufgestellte  Behauptung  erwiesen . ist. 

Aus  den  Gleichungen  12)  ergeben  sich  nun  entsprechend  den  Gleich- 
ungen 11)  und  11*)  die  zweiten  Variationen 


ddrp,  =  --£^^'£ik 


dtip.^^Z^-I^Ekr 


d^PkiPr,     derpf,^-£^^£r^ 


iPri'Pf 


Demnach  wird  in  Gleichung  9) 


%s 


ddfpiiprffpg^Z 


rs 


=  —  £ikr»  £fiv  -^ 


2\'^  \dpidd^pk«^PM=£ 


ddtp^^Pr^Pn 

ik 

a        ^ 

dpiid^pßipg 
(Xuv    ^^ 


..-2kkr.E,     '-^ 


^ßV 


ik 


dpi  ^Pk  ^  ^P»  =  £         dpi  ipk  6  d'pfk 


rs 

V 

kr 

V 


dpi(fpk8prS'p,y 


^Pi^Pk^Pri'Pr^ 


^Pi^Pk^Pr^Pty 


d'pkiprdd'ps=£ 


d^Pköprd&'p^ 


kr 

V 

Ferner  ist 

Zaudäpihb'pt  =  dip^  Iflii  ^^Pi  +  «81  ^ dp«  + . . .  +  öfi i  8^Pn 


a   I  (A 


^Pi  ^Pk  Spr  yp» . 

"  +  OnlSS'p„ 
+  döfp^  tdjj  dd'pi  +  «22  88'P%  +  •  •  •  +  «n2  88'Pn 


+  (Id'pniainSS'Pi  +  a^n^^Pi  +  . . .  +  Öl.»  ^dp„l. 

Vertauscht  man  ^ in  11)  (f,  d!  mit  d,  6'  und  setzt  die  so  erhaltenen 
Werthe  der  eingeklammerten  Reihen  in  diesen  Ausdruck  ein,  so  kommt 


Hau dd^PiöÖ'p,^  —  £v  ddtp^ Er» 
folglich,  wenn  man  11*)  berücksichtigt, 


^Pr^Pat 


Digitized  by 


Google 


Von  Prof.  Dr.  Buz. 


17 


a 


In  ganz  ähnlicher  Weise  ergiebt  sich 

£aisd(fpi  di^pg  =  2ikr»  ^nv  — ^ 

a 

Somit  erhält  man  endlich 


r8\ 


kr\ 


dPidtpkiPr^Pf 


äpi^PkSprS'p,. 


'=^'*^-!4 


dpt 


+-'f(i:ir;i-i';ir.i)!--'«'-»''- 


und  wenn  man  noch  r  mit  s  und  die  Zeichen  i  nnd  ^  vertauscht, 


^='^*"k 


d 


r 


+^°-r(|: 


f*  I 


l:l)l 


dpiipk^Pr^Ps* 


ir\  \ks 

f*ll  ^ 

Der  Coefficient  von  dpiäpk  öprifps  stimmt  aber  mit  der  linken  Seite 
der  Gleichnng  I,  19)  überein;  es  verschwindet  also  die  Form  F 
identisch,  wenn  die  Form  ^aikdpidpk  von  n  Differentialen 
sich  in  die  Snmme  der  Quadrate  von  ebensoviel  Differen- 
tialen £idx^  transformiren  lässt. 

(Schlnu  folgt.) 


Zeittebzlft  t  lUtliemAtik  n.  Phyiik  ZXIV,  1. 
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lieber  die  Polarflächen  der  windschiefen  Flächen 
dritter  Ordnung. 

Von 

Dr.  Ad.  Hochheim, 

ProlbMOr. 
(8  o  h  1  u  t  8.) 


Abschnitt  II. 
Die  Polarflftehen  der  windsohlefen  Flftehen  W  nnd  TT. 

t.tf  (.OD 

33.  Die  Olelohnngeii  der  Polarflädhen  eines  Punktes  bezflglich  einer 
windsohiefen  Fläche  2).  Sind  1^,  Ig*  ^s«  ^4  ^^^  homogenen  Coordinaten 
eines  Punktes  Ar,  so  ist  die  Gleichung  der  quadratischen  Polarfläche  des- 
selben 

57a)    li(2a;ia:j  +  x^x;)  +  £,(3 V  +  x^x^  +  l^x^  +  l^x^x^  =  0 
oder 

ß7b)  l^x^  +  3Sj V  +  i^x^x^  +  2Sia:ia;3  +  l^x^x^  +  Sia:2a;4  =  0; 
dagegen  die  der  Polarebene 

58)       (2|il3  +  SaS4)a:i  +  (3V  +  Si54)«2  +  Si*^8  +  life^4  =  0. 

34.  Die  quadratische  Polarfläohe.  Nach  Gleichung  57b)  ist  die 
quadratische  Polarfläcbe  eines  Punktes  k  bezüglich  einer 
windschiefen  Fläche  2)  eine  windschiefe  Fläche  zweiter 
Ordnung,  welche  die  Gerade  T  in  sich  enthält, 

und  zwar  ist  die  Fläche  Pq 

k 

bezüglich   der  Fläche    W  ein     bezüglich  der  Fläche    W  ein 

t.e  r.oo 

Hyperboloid  mit  einer  Man-  hyperbolisches  Paraboloid, 
telfläche,  dessen  Azen  durch  dessen  Hauptaze  der  Geraden 
die  Wurzeln  der  Gleichung         «?2=s0,  x^^sQ  parallel  läuft. 

bestimmt  sind. 
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Die  Fläche  Pq  wird  von  der  Ebene  x.^sO  in  den  beiden  Geraden 
k 

dagegen  von  der  Ebene  ar^^O  in  den  Geraden 
«^  =  0,     3:^  =  0, 
0^2  =  0,     l8a;i  +  2|i«8  +  ^^4  =  ö 
geschnitten   nnd  von  jeder  dieser  Ebenen  in  dem  Schnittpunkte  der  zu- 
gehörigen Schnittlinien  berührt. 

Aus  den  Gleichungen  2)  und  57b)  lässt  sich  schliessen: 
Eine  windschiefe  Fläche  2)  wird  von  der  zugehörigen  quadratischen 
Polarfiäche  eines  Punktes   k  in   einer  Baumcurve   sechster  Ordnung  ge- 
schnitten, welche  aus  der  Linie  T  und  einer  Raumcurve  vierter  Ordnung 
besteht. 

Die  Projection  der  Schnittcurve  vierter  Ordnung  auf  a^gcsO  ent- 
spricht den  Gleichungen 

59)   !  ''^"'®' 

]h^i+U^i^%  +  ^ V^4  +  H%^i«%  - Si«iiP2«4 - 2|ia:g»  =  0; 

dieselbe  besteht  also  aus   der  Schnittkante  der  beiden  Ebenen  x^  =  0, 

:r3  =  0  und  einer  Curve  dritter  Ordnung. 

Setzt  man  ^=^3=0,  so  gehen  die  Gleichungen  57  b)  und  59)  über  in 

S4«i  a?2  +  2  li  a?!  arg  +  li  a?gir^  =  0 

und  • 

«1  =  0,     a:2=a0,     640:1*  — Si^ia^4  —  2|ia:2*s=0. 

Daraus  folgt:  Befindet  sich  der  Pol  k  auf  der  Schnittkante  der 
beiden  Ebenen  x^=^Q^  x^=iQj  so  ist  die  quadratische  Polarfläche  bezüg- 
lich einer  windschiefen  Fläche  2)  ein  hyperbolisches  Paraboloid. 

In   diesem  Falle  besteht  die  Projection  (auf  x^  =  0)  der  räumlichen 
Schnitteurve 
der  windschiefen  Fläche  W  und  der     der  windschiefen  Fläche  W  und  der 

t,e  f. OD 

zugehörigen     quadratischen    Polar-     zugehörigen     quadratischen    Polar- 
fläche aus  den  beiden  Geraden  fläche  aus  den  beiden  Geraden 
«^1  =  0,    a?8  =  ö,  a5i«0,    a?8  =  0, 
irj  =  0,    iCgSsO  a?j  =  0,    oTjSsO 
und  einer  HTperbel.                               und  einer  Parabel. 

Verlegt  man  den  Pol  k  in  die  Kante  a?2  =  0,  a?4=0,  so  ist  die  qua- 
dratische Polarfläche  desselben  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  2) 
ebenfalls  stets  ein  hyperbolisches  Paraboloid,  doch  findet  eine  Degene- 
ration der  Projection  der  Schnittcurve  nicht  statt« 

Es  mögen  £]>  Ig«  £3«  ^  ^^^  Relation 

genügen,  so  gehen  die  Gleichungen  59)  über  in 
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Liegt  demnach  der  Pol  k  auf  der  windschiefen  Fläche  2)  selbst,  so 
besteht  die  Projection  der  Schnittcurve  aus  der  Geraden  a;^  =  0,  x^^^Oj 
der  Projection  der  durch  k  gehenden  Oeneratrix,  und  wenn  die  Fnnda- 
mentalfläche 
^  ist,  aus  einer  Hyperbel.  fTist,  aus  einer  Parabel. 

t.e  r.oD 

35.  Die  Folarebena  Die  Polarebene  des  Punktes  k  58)  wird  von 
der  Linie  T  in  dem  Punkte  durchstochen,  in  welchem  eine  durch  k  gehende 
Tangentialebene  eine  windschiefe  Fläche  2)  berührt. 

Eine  windschiefe  Fläche  2)  wird  von  der  zugehörigen  Polarebene 
des  Punktes  k  in  einer  Curve  dritter  Ordnung  geschnitten,  deren  Pro- 
jection auf  x^  =  0  der  Gleichung 

entspricht.  Diese  Projection  besteht,  wenn  der  Pol  k  in  der  Ebene 
x^=^0  liegt,' aus  drei  Geraden,  von  denen  zwei  zusammenfallen.  Die 
Polarebene  enthält  in  diesem  Falle  die  Linie  T  in  sich. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  Gleichung  58): 
a)  Gleitet  der  Pol  k  auf  dem  hyperbolischen  Paraboloid 
•  61)  2i,S,  +  |,6,  =  0 

fort,   welches   betrachtet  werden  kann  als  der  geometrische  Ort  der  Sy- 
steme von  geraden  Linien,  welche  den  Gleichungen 
Si=      Ag„     2A|3  =  ~|„ 
6i  =  -AS4,     2A|3=     S, 
entsprechen , 

so  steht  die  Polarebene  desselben  so  geht  die  Polarebene  desselben 
bezüglich  der  Fläche  W  stets  loth-     bezüglich  der  Fläche  W  immer  durch 

t.e  r.oB 

recht  auf  der  Ebene  x^  =  0,  den  Schnittpunkt  der  Ebenen  cr^^O, 

^8  =  0,  x^  =  0. 

ß)  Befindet  sich  der  Punkt  k  auf  dem  Mantel  eines  Eegela  zweiter 
Ordnung,  dessen  Gleichung 

62)  35,«  +  £,6,  =  0 

ist  (im  vorliegenden  Falle  ein  parabolischer  Cylinder),  so  steht  die  Po- 
larebene desselben  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  2)  auf  der  Ebene 
0^2  =  0  stets  lothrecht. 

y)  Liegt  der  Punkt  k  auf  der  doppelt  gekrümmten  Raumcurve,  in 
der  das  Hyperboloid  61)  von  dem  Kegel  62)  geschnitten  wird,  so  ent- 
hält die  Polarebene  die  Schnittkante  der  Ebenen  a?3  =  0,  a;^  =  0  in  sich 
und  ihre  Lage  ist  von  den  Coordinaten  £3  und  1^  ganz  unabhängig. 
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6)  Genügen  ^,  $2'  ^s»  £4  ^^'  Relation 

so  geht  die  Gleichung  60)  über  in 

Liegt  der  Punkt  k  auf  einer  windschiefen  Fläche  2),  so  ist  die  Po- 
larebene desselben  Tangentialebene  an  diesem  Punkte.     Die  Ebene  Pe 

k 

schneidet   die   windschiefe  Fläche   in   der   durch   k  gehenden  Generatrix 

und  in  einem  Kegelschnitte,  welcher  die  Generatrix  im  Punkte  k  und  in 

der  Linie   T   durchschneidet.     Die  Projection   desselben  ist,  wenn   die 

Fundamentalfläche 

W  ist,  eine  Hyperbel.  W  ist,  eine  Parabel. 

Die  Ebene  Pe  berührt  die  Fläche  Pq  in  diesem  Falle  im  Punkte  k 

k  k 

ebenfalls  und  schneidet  sie  zugleich  in  zwei  durch  k  gehenden  Geraden, 
nämlich  in  den  Inflexionstangenten  der  zugehörigen  windschiefen  Fläche, 
▼on  denen  die  eine  die  durch  k  gehende  Generatrix  der  windschiefen 
Fläche  ist. 

Befindet  sich  der  Punkt  k  auf  der  Raumcurve,  in  der  eine  wind- 
schiefe Fläche  2)  von  dem  Kegel 

geschnitten  wird ,  so  geht  die  zweite  Inflexionstangente  im  Punkte  k  stets 

durch  die  Gerade  ^ 

X2  =  0j     a?4=5  0. 

Da  eine  windschiefe  Fläche  2)  von  einer  Geraden  G  nur  in  drei 
Punkten  durchstochen  werden  kann,  von  denen  jeder  in  einer  Gene- 
ratrix liegt,  so  lässt  sich  schliessen,  dass  dieselbe  auch  der  dritten  Classe 
angehört. 

36.  Die  Biametralflächen.  Da  die  Diametralflächen  einer  Fläche  die 
Polarfiächen  unendlich  ferner  Punkte  sind,  so  kann  man  aus  den  Relationen 
57)  und  58)  die  Gleichungen  der  Diametralflächen  einer  windschiefen  Fläche 
2)  ableiten ,  indem  man  den  Pol  k  in  die  Unendlichkeit  fortrücken  lässt. 

A,     Die    Diametralflächen    der    windschiefen   Fläche    W. 

OD 

Zur  Einführung  von  Cartesischen  Coordinaten  setzen  wir  o;  für  ~  ,  y  für 

~ ,  2  für  —  und  bezeichnen  die  Winkel,  unter  denen  eine  Gerade  G 
<  a?4 

des  Sehnensystems,  zu  dem  die  Diametralflächen  conjugirt  sein  sollen, 
zu  den  neuen  Axen  geneigt  ist,  mit  9,  ^,  %\  dann  ergeben  sich  als 
Gleichungen  der  Diametralflächen: 

a?'  C0S1  +  3y*  cos'\^  +  2irz  co5qp  +  a?  cos^  +  y  co^qp  =  0, 


^       2cr  C05 9'  cos%  +  3y  co^ «l'  +  2  Co^tp  +  costp  cos i^  =  0. 


Digitized  by 


Google 


82  üeber  die  Polarfläohen  etc. 

Die  Diametralfläcbe  zweiter  Ordnung  der  windschiefen 
Fläche    W^    welche  einem   Strahlenbündel  conjugirt  ist,  ist 

demnach  im  Allgemeinen  ein  Hyperboloid. 

Lässt  man  das  Strahlenbündel  der  Ebene  a?  =  0  parallel  laufen  ^  so 
geht  die  demselben  conjugirte*  Diametralfläche  zweiter  Ordnung  über  in 
einen  hyperbolischen  Cylinder,  dessen  Generatrix  auf  der  Ebene  z  =  0 
lothrecht  steht,  während  die  Diametralebene  mit  der  Coordinatenebene 
y  =3  0  zusammenfällt. 

Legt  man  das  Strahlenbündel  parallel  der  Ebene  y  =  0,  so  ist  die 
demselben  conjugirte  Diametralfläche  zweiter  Ordnung  ein  hyperbolisches 
Paraboloid,  dessen  Axe  mit  der  T-Axe  zusammenföllt;  die  Diametral- 
ebene steht  in  diesem  Falle  lothrecht  auf  der  Ebene  y  =  0. 

Ist  jeder  Strahl  des  Bündels  der  Z- Axe  parallel,  so  besteht  die  Dia- 
metralfläche zweiter  Ordnung  aus  zwei  Ebenen,  welche  beide  mit  der 
Ebene  (r=:0  zusammenfallen. 

B.    Die   Diametralflächen    der   windschiefen    Fläche    W, 

Wir  führen  ebenfalls  Cartesische  Coordinaten    ein  und  zwar  setzen  wir 

X   für  — ,  y    für  —  und   z   für  — ,  ferner  bezeichnen  wir  die  Winkel, 

unter  denen  ein  Strahl  des  Bündels  gegen  die  Axen  des  Coordinaten- 
systems  geneigt  ist,  mit  q>\  ^',  % .  Die  Gleichungen  der  Diametralflächen 
sind  dann 

64)  (3(r'*+«')  cosq>  +  X  cos%  -{•  cos^'  =  {^ ^    3x'cos(p'+co8x  =  0. 
DieDiametralfläche  zweiter  Ordnung  der  windschiefenFläche 
JV  ist  demnach  ein  parabolischer  Cylinder,   dessen  Genera- 

t.oo 

trix  auf  der  Ebene  y'i=0  lothrecht  steht.  Dieselbe  geht  über  in 
zwei  Ebenen,  wenn  das  Strahlenbündel  der  Ebene  a;'=0  parallel  läuft. 
Die  Diametralebene  ist  stets  der  Ebene  x  =  0  parallel;  ihre  Lage  ist  von 
der  Grösse  des  Winkels  t/^'  unabhängig.     Allen  Strahlenbündeln  also,  für 

welche  das  Verhältniss  — —7   denselben  Werth  besitzt,  ist  dieselbe  Dia- 
cosx 

metralebene  conjugirt.     Ist  ein  Strahlenbündel  der  Ebene  z'=:0  parallel, 

so   fällt  die  demselben  conjugirte  Diametralebene  mit  der  Ebene  x'^=0 

zusammen. 

37.    Die  Hesse*sche  Fläche  einer  windschiefen  Fläche  2).    Mit  Hilfe 

von  Gleichung  2)  findet  man  als  Gleichung  derselben 

20^3      x^      2x^ 

x^      6a?2      0 

2x^0        0       0 

-  a?o       a?.        0        0 

oder  *         * 

65  b)  4a:,4  =  0. 


65a) 


'0 
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Die  Hesse^sche  Fläche  einer  windschiefen  Fläche  2)  wird 
demnach  gebildet  von  vier  Ebenen,  die  alle  mit  der  Ebene 
a;^s=0  zusammenfallen. 

Für  li^O  geht  die  Gleichung  67  a)  über  in 

66)  13(3  V  +  «1^4)  +  ^^i  +  S4«ia?2  =  0. 

Liegt  demnach  der  Pol  k  in  der  Ebene  07^  =  0,  so  ist  die  qua- 
dratische Polarfläche  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche 
2)  ein  Kegel,  und  zwar 
bezüglich  der  Fläche    W  ein      bezüglich    der  Fläche    W  ein 

hyperbolischer  Cylinder.  parabolischer  Cjlinder. 

Die  Oeneratrix  steht  stets  auf  derEbene  ^8=0  lothrecht' 
Die  Spitzen  aller  dieser  Kegel,  deren  Pole  in  der  Ebene 
j;^s=30  liegen,  befinden  sich  in  dem  Schnittpunkte  der  drei 
Ebenen  j?^=:0,  d?2  =  0,  (r^  =  0.  Dieser  Punkt  ist  demzufolge 
jedem  Punkte  derEbene  07^  =  0  reciprok  und  ist  zugleich  der 
Bückkehrpunkt  der  Linie  T, 

Die  Projection  der  Baumcurve  vierter  Ordnung,  in  der  eine  wind- 
schiefe Fläche  2)  von  dem  Kegel  Pq  geschnitten  wird,  auf  0^3  =  0  be- 
steht aus  zwei  Geraden,  welche  mit  der  Kante  a;^=-0,  0:3  =  0  zusammen- 
fallen, und  einem  Kegelschnitte. 

Für  Si  =  0,  §s»0  erhält  man  aus  57a) 

67)  «1  =  0,     l8a:i  +  l4«a  =  0. 

Befindet  sich  also  der  Punkt  k  in  der  Linie  7*,  so  besteht  die  Fläche  Pq 

k 

aus  zwei  Ebenen,  von  denen  die  eine  mit  derEbene  a;^=0  zusammen- 
fUlt,  die  zweite  die  erste  in  der  Linie  T  schneidet. 

Setzt  man  £i  =  0,  so  geht  die  Gleichung  58)  über  in 

68)  S4a?i  +  3|8a:g  =  0. 

Die  Polarebene  jedes  Punktes  der  Hesse' sehen  Fläche  bezüglich  einer 
windschiefen  Fläche  2)  enthält  die  Linie  T  in  sich. 

38.  Parabolische  Punkte.  Die  Curve  der  parabolischen  Punkte  auf 
einer  windschiefen  Fläche  2)  entspricht  den  Gleichungen 

69)  iCj^  +  iJ^i^aTj-f  a;,a:2a;4  =  0,     Xj^^O; 

sie  gehört  demnach  der  zwölften  Ordnung  an  und  besteht 
aus  vier  Geraden,  von  denen  jede  dreifach  zu  rechnen  ist, 
und  die  alle  vier  mit  der  Linie  T  zusammenfallen. 

Die  Schnittpunkte  einer  windschiefen  Fläche  2)  der  Fläche  Pq  und 

der  Hesse' sehen  Fläche  sind  die  Berührungspunkte  der  stationären  Tan- 
gentenebenen ,  welche  sich  vom  Punkte  k  aus  an  die  windschiefe  Fläche 
legen  lassen. 
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39.  Der  TangentenkegeL  Werden  vom  Punkte  k  aus  alle  möglichen 
Tangenten  an  eine  windschiefe  Fläche  2)  gelegt,  so  ist  die  Gleichung  des 
geometrischen  Ortes  derselben 

+  4{li(2*i«8  +  *,*,)  +  |g(3  V  +  x^x^)  +  |,V  +  |,«i*,j» 

X  Ui  (2*1*3  +  *«*«)  +  l«(3*,*  +  *!*«)  +  &*l»  +  l4*l*»} 
-ft^x       X  |(2Jig5  +  |,|«)*i  +  (3|,»  +  |i5,)*,  +  |,»*3  +  li^*,} 

'"*'  x{^»+ii(i.i3+i,g} 

-  {I,  (2*1*3  +  *»*4)  +  l»(3  V  +  *!**)  +  fe*l*  +  S4*l*.l* 

X  {(21,1,  +  |,|,)*i  +  (3 V  +  IJ,)*,  +  Si»*,  +  li^*«j* 

+  4  1*3»  +  «1  («1*3  +  *,*4)} 

X{(2|il8  +  |3l4)*i  +  (3S,«  +  lilJ*,  +  li»*,+  lil,*4}»  =  0. 

Der  Tangentenkegel  gehört  demnach  der  sechsten  Ordnung 
an,  and  zwar  besteht  er  ans  einer  Doppelebene,  welche  den 
Punkt  k  and  die  Linie  T  enthält,  and   einem  Kegel  vierter. 
Ordnung. 

Genügen  li,  I3,  ls,  I4  der  Gleichung  2),  so  geht  die  Gleichung  70a) 
Aber  in 

{(2|,l8  +  l,ga:,  +  (353«  +  |,|,)ar3  +  |i«a;,  +  li^«,}«  =  0, 
{!,«,- |ix,}«  =  0, 
70b)    \  (y+lil,)«a:i»-2S,»(J,«  +  |i|Ja!,x,  +  2|i^(|,«  +  lil,)«iX, 
+  4|i»|3Xia:,  -  li»(3|3»  +  41,  S,)«,»  -  4|i*«,«3  +  2|i»|,a:,«, 
+  li*a;,»  =  0. 

Liegt  also  der  Punkt  k  auf  der  windschiefen  Fläche  selbst,  so  besteht 
der  der  windschiefen  Fläche  umschriebene  Kegel  aus  einem  Kegel  zweiter 
Ordnung  und  vier  Ebenen ,  von  denen  zwei  mit  der  Tangentialebene  am 
Punkte  k  zusammenfallen,  die  beiden  anderen  ebenfalls  zusammenfallen 
und  die  Linie  T  enthalten.  Lässt  man  den  Punkt  k  in  die  Linie  T  fallen, 
so  verschwinden  die  Gleichungen  70  b)  ganz. 

Der  Tangentenkegel  einer  windschiefen  Fläche  2)  ge- 
hört der  dritten  Classe  an. 

40.  Die  Inflexionstangenten,  welche  sich  von  einem  Punkte  k  an 
eine  windschiefe  Fläche  2)   ziehen   lassen.     Setzt  man,   um  Cartesische 

X  sc  ££  c  c 

Coordinaten   einzuführen ,  a:  =  -^,.y  =  ^,  t=  — ,   fem  er  S  =  r »  *?  ~  t^  > 

x^  a?4  x^  §4  §4 

2;=  ^,  so  ergeben  sich  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  der  Bertthrungs- 

punkte  die  Gleichungen 

Iy^  +  x{xz  +  y)^0, 
f^^+3i?y«  +  xy  +  2S;rz  +  i?a:  +  |y  =  0, 
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Von  einem  Punkte  k  können  demnach  im  Allgemeinen  sechs 
Inflexionstangenten   an   die  windschiefe  Fläche   W  gezogen 

werden. 

Setzt  man  |  =  0,  so  nehmen  die  vorigen  Gleichungen  die  Gestalt  an 

Befindet  sieh  also  der  Punkt  k  in  der  FZ- Ebene,  so  ist  jede  von  dem- 
selben ausgehende  Gerade,  welche  die  Linie  7*  schneidet,  eine  Inflexions- 

tangente  der  Fläche  7F,  ausserdem  lässt  sich  noch  eine  Inflexionstangente 
t.t 

ziehen,  deren  Berührungspunkt  die  Coordinaten 

blitzt.  f'    3t*      27,«f 

Wird  «'=J«.  ,'=J.  z'=5,  ferner  r=f»,  n=^f,  J'=|*  gesetzt, 

x^  X^  x^  §,  §1  §1 

80  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  der  Bertthrungspunkte 
die  Gleichungen 

(  x^  +  y+xz^Q, 

72)  3ra?'*  +  j':r'+2y'+a?y+jV+i?'=0, 

Da  sich  aus  diesen  Gleichungen  nur  drei  Werthe  für  jede  der  Unbekann- 
ten ergeben,  so  folgt: 

Von  einem  Punkte  k  lassen  sich  an  die  windschiefe  Fläche 

W  im  Allgemeinen  drei  Inflexionstangenten  ziehen. 
s.» 

Beschreibt  man  von  dem  Punkte  k  aus  einen  Tangenten- 
kegel 
um  die  windschiefe  Fläche  W^     um  die  windschiefe  Fläche  W^ 

t.4  t.OD 

SO   besitzt  derselbe  im  Allge-     so  besitzt  er  im  Allgemeinen 
meinensechs  Cuspidalkanten.     drei  Cuspidalkanten. 

41.  Die  gemischte  Polarfläche  zweier  Punkte  k  und  k\  Sind  l^, 
Igi  Is«  I4  dl^  tetraedrischen  Coordinaten  des  Punktes  Ar,  $\,  ^^^  l",,  i\ 
die  des  Punktes  k\  so  ist  die  Gleichung  der  gemischten  Polarfläche  dieser 
beiden  Punkte  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  2) 

70X  {2(Sxr8+^r,)+^r4+i4r,}a:, 

Aus  dieser  Gleichung  folgt: 

Liegt  der  Punkt  k  fest  und  gleitet  der  Punkt  k'  auf  der 
Ebene 

fort,  so  dreht  sich  die  Ebene  Pe  um  den  Punkt  irj==0,  af,  =  0, 
«4  =  0.    Aehnliche  Resultate  lassen  sich  mit  Leichtigkeit  aufstellen, 

Digitized  by  VjOOQIC 


28  Ueber  die  PokrAftehen  etc. 

Befinden  sich  die  beiden  Punkte  k  nnd  k'  in  der  Hess  ersehen 
Fläche,  so  enthält  die  Ebene  Pe  die  Linie  T  in  sich.     Dasselbe  findet 

statt,   wenn  einer  der  beiden  Punkte  in  der  Linie  T  liegt,  der  andere 

eine  beliebige  Lage  ausserhalb  der  Hesse' sehen  Fläche  hat.  Lässt  man 

aber  beide  Pnnkte  in  die  Linie  T  fallen,  so  verschwindet  die  Gleich* 
nng  73). 

42.  Die  erste  Polare  einer  Geraden  G.  Durch  zwei  Punkte  k  und 
k'  sei  eine  Oerade  G  gelegt.  Construirt  man  die  quadratische  Polarfläche 
jedes  Punktes  derselben  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  2),  so  erhält 
man  ein  Büschel  von  Hyperboloiden,  dessen  Basis  die  Baumcurve  ist,  in 
der  sich  die  beiden  Flächen  Pq  und  Pq  schneiden;   derselbe  entspricht 

k  k'  • 

also  den  Oleichungen 

74)    I    ^l(2^1^8+^20  +  l8(3V  +  ^1^4)  +  l8«^l*+l4  «1^2  =  0, 

Da  jede  der  Flächen  Pq  und  Pq  die  Linie  Tin  sich  enthält,  so  besteht 
*  kr 

die  erste  Polare  der  Geraden  G  bezüglich  einer  windschie- 
fen Fläche  2)  aus  der  Geraden  T  und  einer  Baumcurve  drit- 
ter Ordnung. 

Die  Projection  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  auf  ^2  =  ^  entspricht 
der  Gleichung 

+2v^3{«ir4-£4ri)(s,r.-i4r2)-6(s,r,-i,rj(i,r3-fer,)} 
75)  •        -(53r4-54rs)fer2-s,ri)} 

+  12a:,V(6,r,-S,ri)*-2;r,a:3^,(6,r4-S4ri)(lig',-S2ri) 

-^1^4*^1  i'.-S2ri)i2(i2r4-64r,)+(i8ri-SxQi 

Befindet  sich  die  Gerade  G  in  der  Ebene  x^  =  0,  so  besteht  die 
Projection  der  ersten  Polaren  derselben  auf  0:2  =  0  aus  vier  Geraden, 
von  denen  drei  mit  der  Linie  T  zusammenfallen*,  die  vierte  der  Gleichung 

^1  KUi  -  i«r.)  (i,i'4  - 14«',) + 3(i,rs  -  isr,)«} + a^iCs^r*  -  «4  !',)»■=  0 

entspricht. 

Für  J2  =  S'2  =  0  verschwindet  die  Gleichung  75). 

Durchschneidet  endlich  die  Linie  G  die  Gerade  7,  so  besteht  die 
Projection  der  ersten  Polaren  auf  0:2  =  0  ebenfalls  aus  vier  Geraden,  von 
denen  drei  mit  der  Linie  T  zusammenfallen,  die  vierte  die  Gleichung 

■  «1  {sis^r^  -  S4r,(i8r4  -  ««r,)} + ^x^^^h,  u + ^4i4r,(54r,  -  la^ = 0 

besitzt. 

43.  Die  Pole  einer  Ebene  E.  Drei  Punkte  k^  k\  k"  mögen  sich  in 
der  Ebene  E  befinden ,  aber  nicht  in  einer  Geraden  liegen ;  ihre  tetraedri- 
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sehen  Coordinaten  seien  Ji,  S2»  •••>  S^i»  5^2»  •••»  ^i»  f^^  .•  Wird  die 
Ebene  E  als  Polarebene  bezttglich  einer  windschiefen  Fläche  2)  betrach- 
tet, so  ergeben  sich  znr  Bestimmung  der  Coordinaten  der  Pole  die  drei 
Gleichungen 

Man  findet  mit  Hilfe  derselben 

-«0,  -«,  ^  ^^=«,  = gpj- , 

^4~*'  ~  3{^  '    »j"*'"~^«' 

in  denen   Aj  a,  |,  1/,  i  Functionen   der  Coordinaten  der  Punkte  Ar,  k\ 

W  sind. 

Betrachtet  man  die  Ebene  E  als  Polarebene  bezüglich  einer  wind- 
schiefen Fläche  2),  80  kann  jeder  Punkt  der  Linie  T  als  Pol  derselben 
angesehen  werden,  ausserdem  existirt  nur  noch  ein  einziger  Punkt, 
welcher  Pol  derselben  ist. 

Construirt  man  also  zu  allen  Punkten  der  Ebene  E  die  quadrati- 
schen Polarflächen  beztiglich  einer  windschiefen  Fläche  2) ,  so  gehen  die- 
selben durch  die  Linie  T  und  durch  einen  Punkt,  den  Pol  dieser  Ebene. 

Enjeloppen  der  Polarebenen* 
44.  Die  zweite  Polarflftohe  einer  Geraden  Gr,  Gegeben  sei  die  Linie 
G^  welche  durch  die  Punkte  k  und  W  gehen  möge.  Die  Coordinaten  des 
Punktes  k  seien  £1,  $2«  ^)  ^4«  ^^^  ^^  Punktes  k'  ^1,  l'g,  l^j,  £'49  dann 
lassen  sich  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  auf  der  GeradexL 
bezeichnen  durch  Ij  +  ^l'n  Sa  +  A^l'^,  Ss  +  A^'g,  £4  +  *^'^.  Das  System 
der  Polarebenen  aller  Punkte  der  Geraden  Gr  bezüglich  einer  windschiefen 
Fläche  2)  entspricht  demnach  der  Gleichung 

(21,1,  +  S,l4)^l  +  (31,*+ I1I4)*»  +  Sl»*8 +  Slli.«« 

-ßx  + 1  {(2(Sxr, + ^rj + i^r« + i^r,)«! + (6i,r. + iir« + %^id<^^ 
'  +2i,i'i«,+(i,r,+i,ri)^4t 

in  der  man  X  alle  möglichen  Werthe  ertheilen  kann.  Man  erhält  aus 
dieser  als  Gleichung  derjenigen  Fläche,  welche  das  Ebenensystem  ein- 
hüllt, die  Relation 

■4  l(2|il,  +  «,S4)*1  +  (3  V  +  Sj  ^>,  +  ll'*8  +  Il6,*4l 

„^  x{(2rxr8+r.r4)*i+(3r%+rir4)*,+r\*3+rxr,*4i 
''  -  {(2(ixrs+i«ri)+i,r4+i4r,)»x+(6^r,+i,i'4+i4S'j«« 
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Die  zweite  Polarfläche  der  Geraden  G  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche 

2)    ist    demnach    ein    Kegel   zweiter   Ordnung,    dessen   Spitze  mit   dem 

Schnittpunkte  der  drei  Ebenen  Pe.  Pe  und  Pe  zusammenfällt. 

k      if  kie 

Aus  der  Gleichung  77)  ergiebt  sich  femer: 

a)  Befindet  sich  die  Gerade  Gr  in  der  Hesse 'sehen  Fläche,  so  schnei- 
den sich  alle  Ebenen  des  Systems  in  der  Linie  T. 

ß)  Durchsticht  die  Gerade  G  die  Linie  7,  so  degenerirt  der  Polar- 
kegel derselben  in  zwei  Ebenen,  welche  sich  decken  und  die  Gerade  T 
in  sich  enthalten. 

y)  Liegt  die  Gerade  G  in  der  Ebene  ^2  =  ^)  ^^  ^^^^  ^^^  Spitze  des 
umhüllenden  Kegels  mit  dem  Schnittpunkte  der  drei  Ebenen  j?^  =  0, 
a?2  =  0,  a?5  =  0  zusammen.  • 

45.  Die  gemischte  Polarfläohe  zweier  Geraden  G  und  G\  Die  Ge- 
rade G  gehe  durch  die  beiden  Punkte  k  und  k\  dagegen  G'  durch  die 
Punkte  k"  und  k"\     Sind  die  Coordinaten  dieser  Punkte 

91j5«1§3»***>       5lJb2»*''J       bl>52>'*'>       5lib2»"*> 

80  ist  die  Gleichung  des  Systems  der  gemischten  Polarebenen  [bezüglich 
einer  windschiefen  Fläche  2)]  von  zwei  Punkten,  deren  einer  sich  auf 
der  Geraden  G^  der  andere  auf  der  Geraden  G'  fortbewegt, 

{2(i,r'8+g,ri)+i,i"4+i«r',i^i 
+(6i,r',+ixr4+i*r,)^,+2i,r>,+(iir',+y",)a?4 
+  i  {(2(i'x  r, + r,  r'i) + r,  r* + s,  f,)^^ + (er,  s", + r,  i\ + r*^!)*, 

+2i\r>,+(rir,+r,rx)*4i 
+ f  i(2(ixr8 + isn) + ^r, + 1*^«! + (6i,r, + i^r-^ + i4r",)a:, 

+2i,r>3+(5,r,+i,r"i)«4i 
+i^{(2(r.rs+r.ri)+i',r4+r4r",)x, 

+ (er,  r, + r,  r* + ^,  r,)«, + 21',  r^  *« + cr^  r, + r,  r"i)x,i 
•  =0. 

DarAQS  findet  man  die  Oleicbnng  der  Enveloppe  dieses  Ebenensystems 
{(2{gir3  +  6,1",)  +  5,l"4  +  54r',)ar,  +  (6|,r,  +  lxl''4  +  64S".)a:, 

+2gj'>3+(Sii",+i,ri)«4} 
X  {(2  (i',r"s+rsr"i) + r,  r4+r4  r'o  ^^ + (6  r,  r", + i\  r,+^x\)  ^» 

'*^={(2{s,rs+s,r,)+i,r4+i4r,)^,+(6i,r,+5xr4+i4r,)x. 
+2g,r'>,+(i,r,+g,rxa:4i 
x{(2(rxr,+g'srx)+r,r'4+r4rs)*x+{6r,r2+i',r'4+r4r,)*, 
+2rii'>3+(rxS",+r,rx)ar4}. 

Führt  man  die  in  17)  angegebenen  Abkürzungen  ein,  so  ergiebt  sich: 
Die    gemischte  Polarfläche    der  beiden   Geraden   G  und   G'  ist  ein 
Hyperboloid  mit  einer  Mantelfläche,   und  zwar  ist  dieselbe  der  geome- 
trische Qrt  der  Systeme  von  geraden  Linien,  welche  den  Gleichungen 
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h^k"' 


Pe^y.Pe,     y.Pe^Pe 
kk*         ***"         fc**"'    *F" 


entsprechen. 

Für  besondere  Lagen  der  Geraden  G  und  &  lassen  sich  die  Resul- 
tate mit  Leichtigkeit  ans  der  Gleichung  78)  ermitteln. 

46.    Die  gemeine  Polarfläche  einer  Ebene  E  beittglioh  einer  wind- 
seliiefen  Fläche  2).    Ist  die  Gleichung  der  Ebene  E 

^\l\  +  «262  +  «sSs  +  0464  =  0» 
so  lässt  sich  nach  18)   die  Gleichung   der  gemeinen  Polarfläche  in  der 


Form  aufstellen: 

0 

«,      «j 

«8 

«1 

2«,     x^ 

2x, 

79  a) 

«» 

«4    6«, 

0 

«j 

2ar,     0 

0 

_  a  -  __ 

«i 

ar,      X. 

0 

oder 


=  0 


80) 


''  —  %a^a^x^x^  +  a3*a;ia:2iC4  +  12  a^a^x^x^  —  ia^x^  =  0, 
Das  System  der  Polarebenen  aller  Punkte  der  Ebene  £ 
bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  2)  wird  demnach  ein- 
gehüllt von  einer  windschiefen  Fläche  derselben  Ordnung, 
deren  Doppellinie  und  einfache  Leitlinie  ebenfalls  mit  der 
Linie  T  zusammenfallen. 

Die  Ebene  «|  =  0  berührt  diese  Fläche  längs  der  ganzen  Doppel- 
linie und  schneidet  sie  zugleich  in  drei  zusammenfallenden  Geraden.  Die 
andere  Tangentialebene  in  irgend  einem  Punkte  der  Doppellinie  fällt  mit 
der  des  Hyperboloids 

+  «8*^2^4  +  12  «304  V  =  ö 
zusammen. 

Für  besondere  Lagen  der  Ebene  E  nimmt  die  Gleichung  79  b)  eine 

einfachere  Gestalt  an. 

Setzt  man  ^3  =  0,  so  ergiebt  sich 

81)  a:i*  =  0,     «20:1  —  3040:2  =  0. 

Steht  also  die  Ebene  E  lothrecht  zu  der  Ebene  0:3  =  0,  so  wird  die  ge- 
meine Polarfläche  derselben  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  2)  ge- 
bildet aus  drei  Ebenen ,  von  denen  zwei  mit  der  Ebene  o:^  «=  0  zusammen- 
fallen ,  die  dritte  die  Linie  T  in  sich  enthält.  Dasselbe  Besultat  ergiebt 
sich,  wenn  die  Ebene  E  durch  die  Kante  der  Ebenen  0:2=0,  0*4=0  geht. 
Für  «2  =  03  =  0  erhält  man 

82)  .  aj,«  =  0, 
Läuft  also  die  Ebene  E 

der  Coordinaten ebene  or^  ==  0  paral- 
lel, so   besteht  die  gemeine  Polar- 


0:2  =  0. 


der  Coordinatenebene  0^4  =  0  paral- 
lel,  so   besteht  die  gemeine  Polar- 
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fläche   bezüglich    der   windschiefen 
Fläche    W 


fläche   bezüglich    der  windschiefen 
Fläche   W 


ans  drei  Ebenen,  von  denen  zwei  mit  der  Ebene  0:^  =  0,  die  dritte  mit 
der  Ebene  ar^sO  zusammenfallen. 

Ist  03  =  0^  =  0,  d.  h.  geht  die  Ebene  E  durch  die  Linie  T  der  wind- 
schiefen Fläche  2),  so  verschwindet  die  Gleichung  79  b)  vollständig. 

47.    Die  gemischte  Polarfläohe  zweier  Ebenen  E  und  E'  bezüglich 
einer  windschiefen  Fläche  t).     Es  sei  die  Oleichung  der  Ebene  E 

und  die  der  Ebene  Bf 

a\x^  +  a\x^  +  a\x^  +  a\x^^{S, 

dann  entspricht  die  gemischte  Polarfläche  nach  26)  der  Relation 


83  a) 


0 


"1 
2x. 


6x^ 
0 


«8 

2x^ 
0 
0 
0 


=  0 


oder 

2  \a^a'^  +  a^a\  +  i{a^a\  +  a^a\)\x^^'-2{a^a\  +  aj^a^+  \2a^a\)x^^x^ 

83b)       '-2a^a\xi*x^  —  ^^^s^'a  +  ^a^\)^i^^4  +  ^^^a'^  +  ay^)x^x^^ 
+  2a^a^x^x^x^  —  6a^a\x^^  =  0. 

Construirt  man  also  zu  jedem  Punkte  der  Ebene  E  die 
quadratische  Polarfläche  bezüglich  einer  windschiefen 
Fläche  2)  und  betrachtet  E'  als  Polarebene  jeder  dieser 
Flächen  zweiter  Ordnung,  so  ist  der  geometrische  Ort  der 
zugehörigen  Pole  ebenfalls  eine  windschiefe  Fläche  dritter 
Ordnung,  deren  Doppellinie  und  einfache  Leitlinie  mit  der 
Geraden  ^^  =  0,  x^^=iO  zusammenfallen. 

Die  Ebene  x^  berührt  auch  diese  windschiefe  Fläche  längs  der  gan- 
zen Doppellinie  und  die  andere  Tangentialebene  in  einem  Punkte  dieser 
Linie  fällt  stets  mit  der  des  Hyperboloids 

2{öi«'8  +  «^«^  +  2(«8fl4  +  «4«'2)}V-2(a,a'3-|-a3a'j+12a4a4)ar,a:j 

84)  —  äoja'jXiXg—  2(flr8a'4  +  «4«'s)^i^4  +  ^^{^s^\  +  «4«'s)  V 

+  2a^a\x^x^^0 

in  diesem  Punkte  zusammen. 

Die  Gleichung  83  b)  gestaltet  sich  einfacher,  wenn  man  einer  oder 
beiden  Ebenen  besondere  Lagen  ertheilt. 

Für  ^3  =  0  erhält  mau  • 

a?i  =  0, 
85)  i\<ha\  +  2{a^a\  +  a^a\)\x,*--2{a^a'^  +  12a^a\)XiX^ 

^2a^a^XiX^+  12a^a\x^^=s0f 
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d.  h.:  Steht  die  Ebene  E  anf  der  Coordinatenebene  ^8  =  0  lothrecht,  so 

bestellt  die  gemischte  Polarfläche 

besüglich  der  Fläche  W  ans  einem     bezüglich  der  Fläche  W  ans  einem 
f.tf  f.« 

hyperbolischen  Cylinder,  parabolischen  Cjlinder, 

dessen  Generatriz  lothrecht  anf  der  Ebene  x^ssQ  steht,  nnd  ans  der 

Ebene  a;js=0. 

Lage  und  Gestalt  dieser  gemischten  Polarfläche  bleiben  in  diesem 
Falle  unverändert,  wenn  man  der  Ebene  £f  alle  möglichen  Lagen  ertheilt, 
die  verschiedenen  Werthen  von  a\  entsprechen« 

Setzt  man  agCsa^esQ,  so  ergiebt  sich 

86)  ^  a:i*  =  0,     {aia2  +  2a^aj^Xi--a^a\x^  =  0. 

Enthält  also  die  Ebene  E  die  Linie  T  in  sich,  so  besteht  die  gemischte 
Polarfläclm  ans  drei  Ebenen ,  von  denen  zwei  mit  der  Ebene  or^  =  0  zn- 
sammenfallen ,  die  dritte  die  Linie  T  ebenfalls  enthält. 

Es  sei  a^^a^=:a^=:0^  dann  geht  die  Relation  83b)  über  in 

87)  Xj  =  0,     2a'8j?i«—  12a\x^x^  -*  «'8*ia^4  +  608^»,*  =  0. 

Fällt  also  die  Ebene  E  mit  der  Ebene  s^  =  0  zusammen,  so  besteht  die 

gemischte  Polarfläche 

bezüglich  der  Fläche  W  aus  einem     bezüglich  der  Fläche  W  aus  einem 

t,e  r.op 

hyperbolischen  Cylinder,  parabolischen  Gjlinder, 

dessen  Generatriz  auf  der  Ebene  x^=0  lothrecht  steht,  und  aus  einer 

Ebene,  welche  auf  x^=iO  liegt. 

Das  Resultat  bleibt  unverändert,  wenn  man  die  Lage  von  E'  ent- 
sprechend verschiedenen  Werthen  von  a\  ändert. 

Wenn  OjKa^sQ  und  a\s=iu\saO  isl,  d.  h.  wenn  die  beiden  Ebe- 
nen E  und  E'  sich  in  der  Linie  T  schneiden,  so  verschwindet  die 
Gleichung  83  b). 

Es  sei  endlich  0^=^03  =  0  und  a\=sa\f=0,  dann  ergiebt  sich 

88)  a?i  =  0,     0^x^X2  + a^x^x^^  6  a^x^^s=:0^ 

d.  h.:  Geht  die  Ebene  E  durch  die  Kante  x^=sO^  ^4  =  0,  die  Ebene  iE' 
durch  a?^  =  0,  0^3  =  0,  so  degenerirt  die  gemischte  Polarfläcbe  in  eine 
Ebene,  welche  mit  a?^=sO  zusammenfällt,  und  einen  Cylinder  zweiter 
Ordnung,  dessen  Generatrix  lothrecht  auf  x^  =  0  steht. 

Das  Resultat  ist  unabhängig  von  den  beiden  Grössen  a\  und  a^. 
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Die  allgemeinen  .Wnrzelformen  der  Qnadrics,  Cnbics 
und  Qnartics  von  Clebsch  und  Aronhold. 

Von 

Prof.  Dr.  Ludwig  Matthiessen 

in  Roatock. 


Durch  die  neuesten  Fortschritte  auf  dem  Gehiete  der  modernen 
Algebra  sind  *  so  viele  neue  Gesichtspunkte  für  die  Theorie  der  Gleich- 
ungen, insbesondere  der  Gleichungen  der  ersten  vier  Grade,  gewonnen 
worden,  dass  unter  Anderem  die  sogenannten  allgemeinen  Wurzelformen 
der  letzteren  in  keinem  der  besseren  Handbücher  der  höheren  Algebra 
mehr  fehlen  dürften.  Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  versuchen,  im  Fol- 
genden eine  möglichst  elementare  Darstellung  dieser  speciellen  Probleme 
der  modernen  Algebra  zu  geben. 

L    Die  Wurielform  der 'quadratischen  Gleichungen  (Quadrios) 

von  CSlebfch. 

Um  die  Quadric* 

f{x)  =  (a,  6,  cY(x,  1)«=  aa:*  +  26a;  +  c=  0 
aufzulösen,  gehe  man  aus  von  den  Substitutionen 

u  =  (aa:  +  6)g  +  (6a:  +  c)i?,     f»  =  g  — a:iy. 
Alsdann  ist 

wo   die  Form  a£*+26$iy  +  <^i?*  kurz  mit  /*(6,  i?)   und   die  Discriminante 
der  quadratischen  Form  mit  D^  bezeichnet  ist,  also 

^  =  ac  — 6*. 
Für  f{x)  =  0  erhält  man  sofort  die  rein  quadratische  Gleichung 

folglich 


*  Die  Bezeichnungen  rühren  von  Cayley  her. 

Digitized  by  VjOOQIC 


Die  allgem.  Wnrzelformen  etc.   Von  Prof.  Dr.  L.  Matthibssbn.      33 


p      —  * 

Demgemfiss  ist  nun 

V  l  —  Xfi  —  *' 

und  daher  für  beliebige  Wertbe  von  £  und  ij 


_      bi  +  cfi±iyb^''ac 

ai  +  bff  +  r^yb^^ac 

Für  £  =  1 ,  17  B  0  geht  diese  allgemeine  Form  in  die  gewöhnliche  Wurzel- 
form über. 

IL   Die  Wurzelform  der  kubischen  Oleiohungen  (Cnbios)  von  Clebsoh. 

um  die  Cubic 

f(x)  =  {a,  b,  c,  dY{x,  l)^^ax^+3bx*  +  3cx  +  rf  =  0 

anfzulösen,  geht  man  aus  von  den  Substitutionen 

u^{ax  +  b)&  +  2{bx  +  c)lfi  +  {cx  +  d)fi^,     v^i^xti. 

Alsdann  ist 

/•(^)-/^ai?)  =  «i»  +  3ft,,(S,ij)ur«  +  ft,8(|,ij)i^, 
worin 

(26»  -  Sabc  +  a^d)i^+d{b^c  +  a6d-  2ac«)|»iy 
-3(6c»  +  acd-26«d)|ij«-(2c»-36cd  +  fld»)i?»  =  6i,3(ii?) 
gesetzt  ist.     Die  Transformirte  geht  für  f(x)  =  0  über  in 

tt'+3C^,2«r«+Cs,3t^«  =  0 

und   kann  durch  die  Cardanische  Formel  aufgelöst  werden.     Man  erhält 
nJtmlich 

und  durch  Einsetzung  in  die  Gleichung 

Daher  sind  A  und  B  die  beiden  Wurzeln  der  Quadric 
und  es  wird  sein 


^  und  ^»  =  -^673,8  + i/cJ,3  +  4Cl2- 
Bezeichnet  man  nun  die  Discriminante  der  kubischen  Form  f{x)  mit  D^^ 
80  ist  bekanntlich 

T^  =  a^(P^  Qabcd+iac^  +  Ab^d-Zb^c^ 
und  man  findet  ohne  viele  Schwierigkeiten  die  Relation 

c?..+ 4(^,2  «^;./^nii?). 

Es  ist  demnach 

Z«ltM]iilll  f.  MAthemattk  n.  Phydk  ZZIV,  1.  3 
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^  und  5»^4(-C5,5  + AS,i?)^^), 
wobei  die  Bedingung 

erfüllt  sein  muss.   Demzufolge  gelangt  man  zu  der  allgemeinen  Wurzelform 

i  —  ^n 

welche  Gleichung  in  Bezug  auf  x  linear  ist  und   worin  {  und  ri  ganz 
willkürliche  Grössen  sind. 

Bestimmt  man  iitf  derartig,  dass 

^3,2 (S,  1?)  =  0  (Resolvente; 
wird,  60  wird  die  Gleichung  in  u,  9  rein  kubisch  und 

mithin  ist  einfacher 

Yn^ =  -  Kl  K  ^3,3  (g,  1?). 

Die  Quadric  ^9,2  und  die  Cubic  Cs^s  haben  die  merkwürdige  Eigen- 
schaft, dass  die  Wurzeln  der  ersteren  einzeln  ^en  drei  Wurzeln  der 
Hauptgleichung  f{x)  =  0  äquianharmonisch,  die  der  zweiten  har- 
monisch zugeordnet  sind.  Um  dies  zu  beweisen,  bezeichne  man  irgend 
eine  der  Wurzeln  ^iti  allgemein  mit  ;;  alsdann  ist 

folglich 

flIl^:fiZ±^ /,  oder-/,,     fli:^:?Lr-J  =  «y^  oder  -/,. 

Drückt  man  ebenso  die  Cubic  ^3,3(2)  durch  symmetrische  Functionen  der 
Wurzeln  von  f{x)  aus,  so  hat  man 

^3,3(«)  =  27  [(^1  -  2fl:g  +  x^)z  +  (x^x^  -  2x^x^  +  x^x^)] 

X       [(a?2  -2x^  +  x^)z+  (x^x^  -  2 a?,a?,  +  x^x^)] 
X       [(0:3  -  20?!  +x^)z  +  {x^x^  -  2x^x^  +  x^x^)]  =  0. 
Hieraus  ergeben  sich  unmittelbar  folgende  Relationen: 


'^s  — «■»  ^8-« 

-1 

oder  2  oder  ^, 

«,  — «j  «j-— « 

-1 

»> 

2 

..     1. 

-1 

»f 

2 

..    4. 

Br  Gestalt 
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^«^8  -  i(^2+^3)K  +  ^)  +  a?i  t  =  0. 
Zar  allgemeinen  Orientimng  möge  noch  bemerkt  werden,   daas  die 
Form  Ci^t  die  quadratische,  die  Form  0^^%  die  kubische  Covariante 
von  f{x)  genannt  werden. 

nL  Die  Wnrselform  der  biqnadratisolien  Oleiehnngen  (ttnartios) 

von  Aronhold. 

um  die  Qnartic 
1)  f{x)  =  (fl,  d,  c,  rf,  ey(x,  1)*  =  aa?*  +  ibx^+  6cx^  +Adx  +  e  =  0 

aufzulösen,  bezeichne  man  die  vier  Wurzeln  mit  x^,  x^^  x^^  x^  und  gehe 
aus  von  der  Identität 

a,  6,  ^<i{XiX^  +  x^x^)  + 

2)  J=  b,  ia(ari+ara)K  +  «4)»  ^ 

+  i«  (^1*^2  +  ^8^4)»  ^»  ^ 

Die  in  der  positiven  Diagonale  dieser  Determinante  gelegenen  Functionen 
der  Wurzeln  von  f{x)  sind  keine  vollständig  symmetrischen,  sondern 
lassen  die  dreifachen  Variationen 

^1^2  +  ^8^4»     (^1  +  ^2)  (^8 +  ^4)» 

^1  ^8    I    ^2  *4  9      (^1   i   '^iJ  1^2  •   ''^4/ » 

x^  x^  +  arjo:, ,      {x^+x^)  {x^  +  x^) 
zu.     Deswegen  wird  die  Determinante  eine  Resolvente  der  Quartic  sein. 
Da  die  drei  Variationen  einen  Theil  von  c  bilden,  so  nehme  man  an 

^a{XiX^  +  x^xj  =  c  +  2  i. 
Man    gelangt   auf  diese  Weise  zu   der  bekannten   ii  -  Determinante  von 
Aronhold,  nämlich 

a  b         (c  +  2i) 

S)     J=         b         (c-X)  d 

+  (c+2A)        d  e 

worin  /4,2  =  a^  —  46rf+3c*  (quadratische  Invariante) ,  /4,3  = 
—  arf*  — ^6*— c'  (kubische  Invariante)  ist. 

Da  diese  Determinante  stets  verschwindet,  wenn  die  Quartic  1)  gleich 
Null  ist,  so  ist  die  Determinante 


=  -4A«  +  /4,iil-^^ 


'4,5 


0, 
ace+2bcd 


4) 


d.  h. 


0         V*  -vi 

71*             a  b 

-r,i           b  (c-i) 

6*        (c  +  21)  d 
ein  volUtSncliges  Qnadrat. 


6» 

(c  +  21) 
d 
e 


=  <!>*, 


Um  dies  darzulegen  und  zugleich  die 
trinomische,  quadratische  Form  von  O  darzustellen,  entwickeln  wir  die 
Determinante  4).     Wir  erhalten  daraus 


8* 
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+  21»,, 


a      b 
b    c—l 
■     a        c  +  2i 

c  +  H       e 


+nw 


I     b         c  —  l\ 

\c-X   d\ 
d       e\ 


+  V*\ 


+  2 


6        c-i 
c  +  21      d 


a        b 
C+2X   d 

'^^    c  +  21   e| 

Die  CoefBcienten  dieses  Aaadrnckes  lassen  sich  durch  die  partiellen  Dif- 
ferentialqaotienten  von  J  ersetzen;  es  ist  nlbnlich 

(ii)=-2M-..+2..)=-2|^;,^  :|. 

DarauB  folgt  nun 

')  «■=(ll)^-(K)i''+(|Div-(||)j^+ö,'. 

Berücksichtigt  man  die  Relationen 

0(K)"-(ll)'(ID=». 

{dd\    ■(dj\    „\da}\dd)     ^\db)\de) 


a        c+2l| 
c  +  21        e      I 


7) 


(H)       (S) 


8) 


\da)  \de) 

80  erhXlt  man  ohne  Schwierigkeiten  aus  5) 


9) 


*=  + 


=  + 


^(K)ß-f)'a'(ii) 
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Beseichnet  man  nnn  die  drei  möglichen  Werthe  von  <D,  die  sich 
durch  Einsetzung  der  Wurzeln  l^,  A,,  iL,  der  Gleichung  3)  ergehen,  mit 
9,  ^  und  X)  8<>  erhält  man,  vom  Vorzeichen  ahgesehen,  dieselben  in 
symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  a?|,  tr,,  x^^  x^  ausgedrückt: 

10)  ;      —  =(*l-*Ä  +  *8-*4)5'-2(a?iaJ8~*«*4)5»? 

+  (*1  *8  [*2  +  ^4]  -  *«  *4  K  +  *8l)  V^ 

-^  =  (*i-«2-*s  +  *4)6*- 2(a?iir4- jr,j?3)gij 

+  (^1  ^4  [«2  +  ^s]  -  «2 «^8  [^1  +  ^4])  ^• 
Bezeichnet  man  ferner  eine  der  vier  Wurzeln  x^,  o?,,  x^^  x^y  z.  B. 
x^,  allgemein  mit  (T,   addirt  die  drei  Gleichungen  und  diyidirt  durch  4, 
so  resultirt 

wo  S  und  17  zwei  willkürliche  Grössen  sind ,  also  auch  für  eine  von  bei- 
den Null  gesetzt  werden  kann.  Setzt  man  aus  5)  für  <]p,  ^,  %  die  Werthe 
ein,  welche  man  erhält,  wenn  man  in  die  partiellen  Differentialquotienten 
von  J  nacheinander  die  Wurzelwerthe  A^,  Ag,  A3  der  Resolvente  3)  J=0 
einführt,    so   gelangt  man  zu  den  bekannten  Formeln  von  Aronhold, 

Man  kann  diesen  Ausdrücken  noch  eine  andere  Form  geben ,  indem  man 
die  biquadratische  Covariante  der  Function  /*(£,  ff) 

^4.4(S,  1?)=  (flc  -  6«)g*+ 2(ad- 6c)|3i2  +  (ac  +  26(/- 3c«)g»t?« 

einführt.     Man  erhält  offenbar 

13) l  —  xn ~  K^i/^—  K4  ±  Yhf—  H«  ±  K^s/^-  ^4,4- 

Betrachtet  man  die  Quadrics  9,  t(;,  %  als  die  Factoren  einer  Sextic, 
so  haben  die  Wurzeln  dieser,   wie  Hesse  schon  im  Jahre  1851  gezeigt 
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haty    die    merkwürdige   Eigenschaft,    dass   jedes  Werthepaar  — ,  ~  je 

Vi     Vi 
zweien  Wurzeln   der  Quartic  f{x)  harmonisch   zugeordnet  ist.     Diese 
Seztic  ist  die  bikubische  Covariante  der  Quartic,  nämlich 

~(öc«+26d«~9c«e  +  6cd«}IV^-(2rf8-3crfc  +  6e«)ij«. 
um   das  Theorem  von  Hesse  noch  auf  eine  andere  Art  zu  bewei- 
sen, schreibe  man  die  erste  Gleichung  in  10) 

4q> 

\fl/  X^  +  X^—XQ  —  X^KfjJ  ^1  +  ^2  — ^8  —  ^4) 

und  setze  der  Kürze  wegen   —  =  «1,  -^ssf^;  alsdann  wird 

^1  V% 

Xi'T'X^       X^ — X^  ^1+^2        '*'8       *^A 

{-Xj^X^^O, 


Aus  den  Identitäten 

^1  ^8  (^8  +  ^4)  --  ^8  ^4 (^1  +  ^2)  (^1  +  ^2)  (^1  ^»  "  ^^8  ^4) 

^1  I  ^2     *^i^^  ^4  ^1  I  «^2     *^s     '^4 

^1^2(^8  +  a^4)""^8^4(^l+^2)  (^8 +  ^4)  (^1^8  — ^8^4) 


I  1  +^8^4  =  ® 

^1+^2  —  ^8  —  *^4  '''1  +  ^2       ^8       ^4 


IS'»  }  «i«»-4(a;i+a^){*i+fi)+2iJ;i  =  o, 


folgen  die  Relationen 

15)  j 

Analog  erhält  man 

16)  I   *ia^»-iK+«»)(«j+S8)  +  *»Si  =  0, 

Je  zwei  dieser  Systeme  geben  je  eine  Gleichung  des  folgenden: 

i      ^222-*(^2+£2)(^8+f8)+^8S8  =  0, 

18)  j    «sJ8-i(^8  +  Js)(*i  +  ti)  +  «iti-0, 

Daraus  folgt,  dass  die  so  bestimmten  Punktepaare  z\i^^  Zg£^,  z^i^  eben- 
falls einander  harmonisch  zugeordnet  sind. 

Es  sind  noch  zwei  specielle  Fälle  bemerkenswerth ,  in  denen  anhar- 
monische Verhältnisse  zwischen  den  vier  Wurzeln  x^^  x^^  x^^  x^  auftreten. 

Theorem.     Wenn  die  quadratische  Invariante 
/4.2  =  ae-46d+3c« 
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▼erschwindet,    so    sind   die  Wurzeln   der   Qnartic  f{x)   einander  äqni- 
an harmonisch  sageordnet. 

Um   dies  za  beweisen ,    gehen  wir  ans  Ton  der  Form  der  quadrati- 
schen Covariante  C^^  der  Cnbic  und  setzen  z^^r^.     Man  erhält  hieraus 

Wenn  also  «/4,2  verschwindet,  so  wird 

*«  —  *2    *8        *4 

Fl ""  ^S  .  ^1  "^  ^A T  _   r 

• ^^       •'1       »I  •'s* 

m7o  ^^  *^^        8  *^"     A 

Theorem.     Wenn  die  kubische  Invariante 

▼erschwindet,  so  sind   die  Wurzeln  der  Qnartic  f(x)  einander  harmo- 
nisch augeordnet. 

Zum  Nachweise  dieses  Satzes  können  wir  ausgehen  von  der  kubi- 
schen Covariante  ^9,3  der  Cnbic  und  setzen  z^=zx^.     Man  erhält  daraus 

Wenn  demnach  /i,)  verschwindet,  so  wird 

?i:i^2.,?iZ:^4^^1  oder  2  oder  i, 

Z  ^        ^       "      ^        »      t> 


"4 

Xg  —  a?4  _  ^  j 


5» 


oder  in  einfachster  Gestalt 

^1^2  -  1(^1  +  ^2)  (^8  +  «4)  +  *8«4  =  0  , 
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IV. 

Veber  das  Problem  der  magfnetischen  Induction  auf 

zwei  Engeln. 

Von 

0.  Chwolson, 

Prirat-Dooent  an  der  üniTenliftt  c«  8t.  Petenburg. 


§  1.  Durch  die  Arbeiten  von  'PoisBon,  Plana,  Kirchhoff, 
Thomson,  C.  Neumann,  Bobyleff,  Snchsland  n.  A.  ist  das  Pro- 
blem der  elektrischen  Induction  auf  zwei  benachbaiten ,  absolut  leitenden 
Kugeln  gelöst  worden.  In  diesem  Aufsatze  soll  nun  das  entsprechende 
Problem  für  die  magnetische  Induction  behandelt  werden.  Wir  werden 
uns  aber  dabei  auf  den  ganz  speciejlen  Fall  beschränken,  dass  die 
äusseren  Kräfte  symmetrisch  gelagert  sind  gegen  die  Gerade, 
welche  die  Centra  der  beiden  Kugeln  verbindet,  also  dass  die  Kräfte 
herrühren  z.  B.  von  einem  Magnet,  dessen  Aze  mit  der  Centrallinie  der 
beiden  Kugeln  zusammenfallt. 

§  2.  Das  Problem  der  magnetischen  Induction  für  einen  Körper 
▼on  beliebiger  Form  führt  nach  der  Po isso naschen  Theorie  zu  der  Auf- 
gabe, eine  Function   V  zu  finden,  welche  der  Bedingungsgleichung 

genügt.  Hier  ist  F  das  Potential  des  der  magnetischen  Induction  aus- 
gesetzten Körpers  in  einem  beliebigen  äusseren  Punkte  Jtf;  F  ist  das 
Oesammtpotential  der  äusseren  inducirenden  Kräfte;  dn{  ist  ein  inneres 
Element  der  Normale  zu  dem  Fläch enelement  ds  der  Oberfläche  des 
gegebenen  Körpers;  f  ist  die  Entfernung  von  iKf  bis  ds,  k  die  sogenannte 
Pols  so  nasche  Constante;  die  Integration  ist  erstreckt  über  die  Ober- 
fläche des  gegebenen  Körpers.  Im  Weiteren  werden  wir  unter  fi^  die 
innere,  unter  w«  die  äussere  Normale  verstehen. 
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Sei  6  die  Dichtigkeit  der  fictiven  Oberflächenbelegnng ,  d.  h.  sei 

^  4«(1-Ä)         dfii    •' 

so  ist  bekanntlich 

Für  eine  Kugel  ist  aber 

fV\  V 

wo  I  ~j  der  Specialwerth  von  —  an  der  Oberfläche  der  Kugel  ist. 

Durch  Vergleich  von  2)  und  3)  erhält  man  mit  Hilfe  der  letzten 
Belation  4)  die  Grundgleichung 

Führen  wir  räumliche  Polarcoordinaten  ein  mit  dem  Pol  im  Centrum  der 
Kugel,  und 'setzen  wir 

80  erhalten  wir  die  Bedingnngsgleichung 

Da  F  gegeben  ist,  so  lässt  sich  hieraus   F"  und  dann  aus  5')   V  finden. 

§3.  Sind  zwei  Kugeln  gegeben,  so  kann  man  mit  Polarcoordinaten 
nicht  weit  kommen.  Nur  für  den  Specialfall,  dass  sich  beide  Kugeln  im 
homogenen  magnetischen  Felde  befinden  und  dass  die  in  allen  Punkten 
gleichgrosse  wirkende  Kraft  parallel  sei  zu  der  Centrallinie  der  beiden 
Kugeln,  lassen  sich  mit  Zuhilfenahme  des  Princips  der  successiven  In- 
fluenzen die  ersten  zwei  Hauptglieder  derjenigen  Reihe  berechnen,  du):ch 
welche  in  diesem  Falle  das  Potential  sich  ausdrückt ,  d.  h.  es  lassen  sich 
die  ersten  zwei  Influenzen  berechnen.  Es  sei  die  inducirende  Kraft  S; 
sei  femer  ^  der  Winkel  zwischen  der  Centrallinie  und  einem  beliebigen 
Radius  R  der  ersten  Kugel;  dann  ist  das  Potential  V^  der  Kugel,  wel- 
ches durch  die^erste  Influenz  hervorgerufen  wird, 

und  das  magnetische  Moment 

8)  m^  =  kSR^. 

Um  die  zweite  Influenz  zu  berechnen,  haben  wir  in  6)  zu  setzen 
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wo  R^  der  Radins  der  zweiten  Kngel,  T  die  Centrallinie  der  beiden 
Kugeln.     Dies  giebt  nacb  6) 

folglicb  das  Potential  V^  der  ersten  Kngel,  welcbes  durch  die  zweite  In- 
fluenz hervorgerufen  wird,  nach  5') 

10)  ^2  =  ^^^i^     j^  rn+2         j:mT- '    ^» ^         • 

Das  entsprechende  magnetische  Moment  m^  ist  gleich  dem  Coefficienten 
bei  P^{cos^)y  also 

11)  ^  = ys • 

Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  für  die  zweite  Kugel 

2k^SRi^R^ 
^"2  = yd » 

d.  h.  es  ist  , 

die  durch  die  zweiten  Influenzen  auf  beiden  Kugeln  erzeng- 
ten Momente  sind  also  unter  einander  gleich. 

§  4.  Wir  führen  nun  ein  System  von  räumlichen  dipolaren  Coordinaten 
ein.  Es  seien  (siehe  die  Figur  auf  S.  43)  0^  und  0^  die  Centra  der  beiden 
Kugeln )  R^  und  B^  ihre  Radien,  P^  und  P^  die  zu  den  beiden  Kugel- 
flächen gehörigen  Grenzpunkte ,  die  Pole  des  dipolaren  Systems.  A  B  sei 
die  Mitte][ye  des  Systems,  0P^=>0P^=2a.     Der  Punkt  ^  hat  dann  die 

Coordinaten  ^^^QTTp't  La^LP^MP^  und  Z. 97  ==;  Winkel  zwischen  den 

Ebenen  P^MP^  und  AO^O^.  In  P^  ist  ^  =  00,  in  P^  ist  -^  =  —  00.  Auf 
der  in  0  zu  P^P^  senkrechten  Ebene  ist  0  =  0;  links  von  dieser  ist  O 
positiv,  rechts  negativ.  Auf  der  linken  Kugel  sei  0  =  ^^,  auf  der  rech- 
ten &  =  9^.  Nehmen  wir  ferner  OP^  als  positive  (T-Axe,  OA  als  y-Axe 
eines  D  es  cartes' sehen  Coordinatensystems ,  so  ist  (C.  Neu  mann.  All- 
gemeine Lösung  des  Problems  über  den  statischen  Temperaturzustand 
eines  Körpers,  der  von  zwei  nichtconcentrischen  Kugelflächen  begrenzt 
wird,  Halle  1862,  S.  78) 

e^^  —  ß*  2  sin  a  cos  q> 


^x       /      ""    r'^  +  e-^  — 2  C05 CO '  e^  +  e-^— 2co5(»' 

*  ^  2sinm  sin q> 

~     e^  + 0-^—2  cos  cd' 
Ferner  ist  (ibid.)  das  Differential  dw^  der  Normale  zur  Kugelfläche  0== 
Consi,  gleich 


13)  ^^^=^irT 5 — o -^^• 


2a 

-s ^^' 

-2cosm 

Digitized  by  VjOOQIC 


Von  0.  Cbwolson. 


43 
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Die  reciproke  Entfernung  T  der  Punkte  (^  oo  <]p)  und  (0'a>'(p)  ist  gleich 
{jhid.  S.  90) 

14)    r=^^ ! ^^ >6      ^  P^(cosy), 

WO 

15)  co5y  =  co*»co*a)'+«i>i»m»'co5(gp  — 9')  und  '9'>0' 

ist.  Im  Folgenden  werden  wir,  wie  es  C.  Neumann  tbut,  zur  Ab- 
kürzung 

16)  ^+ß-*— 2co*(o==i(; 

setzen  und  dann  bei  ^  dieselben  additiven  Zeichen  anhängen,  durch  welche 
die  resp.  <&  und  co  sich  unterscheiden.  Ausserdem  merken  wir  noch  die 
Formeln  /»/» 

\      I  I  P^{coscs/)  P^icosy)'^'^  ds^Oy  m  ^n  und 

\     rrP'(cosa^')P-{cosy)^'^d$  =  ^^ 

hier  ist  die  Integration  ausgedehnt  über  die  Kugelfläche  0  =  '&'.  Nach 
dem  Obigen  ist  dabei  ^'s=e^+^"^— 2co*a)'. 

Sind  a  und  d|  gegeben,  so  erhält  man  den  Radius  R^  der  Kugel 
O  =  ^j  und  die  Entfernung  ^j  =  —  00^  des  Kugelcentrums  ^'j  vom  Co- 
ordinatenanfang  0  auf  folgende  Weise.  Ist  N{xyz)  ein  Punkt  auf  der 
Kugeloberfläche,  so  ist 

^Ä*~(a:-«)»+y»+t»~       • 
woraus  leicht 

als  Gleichung  der  Kugel  O  =  ^^ .     Also  ist 

§  5.  Es  seien  nun  ^j  und  ^2  ^^^  constanten  Werthe  der  ^-Co- 
ordinate  auf  den  beiden  gegebenen  Kugeloberfläcben ;  es  seien  femer  V^ 
und  V^  die  äusseren  Potentiale  der  beiden  Kugeln.  Die  Gleichung  5) 
giebt  uns  nun  zwei  Gleichungen  —  je  eine  für  jede  Kugel ;  sei  F  wie- 
derum das  Potential  der  äusseren,  inducirend  auf  beide  Kugeln  einwir- 
kenden Kräfte.     Dann  erhalten  wir  aus  5) 


18) 


In  der  ersten  Gleichung  bezieben  sich  die  Werthe  auf  einen  beliebigen 
Punkt  an  der  Oberfläche  der  Kugel  <&  =  0^ ;  in  der  zweiten  —  an  der 
Oberfläche  der  Kugel  ^  =  dj. 
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Seien  nun  die  äusseren  Kräfte  symmetrisch  gegen  die  Centrale  0^0^ 
gelagert;  dann  sind  die  Dichtigkeiten  0|  und  0,  der  fictiven  Oberflächen- 
belegungen Functionen  nur  von  m^  und  m^y  den  Specialwerthen  von  00 
auf  den  Oberflächen  der  beiden  Kugeln.     Wir  machen  die  Ansätze 

I — Y  ^^j  ^^  ^  {cosm^) ,  wo  ^1  =  e^t  +  er^i  —  2  coso>^ , 
19)      jy     "rlj 

/  — ^  =^  Bn  P^  {cos Mg) ,  wo  ^2  =  e^*+  er-^*  —  2  cosm^. 

Für  das  magnetische  Moment  M^  der  ersten  Kugel  (*&  =  O^)  erbalten  wir 
nach  12) 

Mi  =  I  xa^ds  s=  a  1 .  -^^Vt  ^  Au  P^  {cos  m^  ds. 

Dies  giebt  nach  17),  darin  co=aO  gesetzt, 

20)  J!fi  =  16«a»r  ^^  ^„6-"^»  und  ebenso  M^  =  16«««  e^^  ^«e»^«. 

Die  Gesammtmassen  (ü^  und  f^,  welche  auf  den  Kugeln  fictiv  ver- 
tbeilt  sind,  sind  Null.     Dies  giebt 

^j= /ejd5= /if;i*'«^  JnP^{cosmj)dssszO' 
hieraus 

§6.  Wir  berechnen  nun  V^  und  F,.  Es  ist  V^=| a^T^ds.  Nach 
14),  19)  und  17)  erhalten  wir 

22)  K,=  8«a^2^«^— 27rn ^"(^^*«)- 

um  (Fj)i  zu  erhalten,  hat  man  0==^^  und  oo=iDj  zu  setzen;  mit 
Bücksicht  auf  IT)  ist  also 

Ebenso  ist 

2»  +  l  . 


2      (^-W 


und 


22a)  V^^^naj/^^B^^     ^^^^ P^{cos^) 

23a)         (^^^^^y%{e-'^-e9^)^^^P-{cosa>,). 

Um    die   in   18)    eingehenden   Differential quotienten    zu  berechnen, 
bemerken  wir  vorerst,  dass  nach  13)  ' 

ist.     Nun  ist 
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Wir  erhalten  aiu  22)  nnd  22  s) 

(I5)i  =  -  2  «tf-,  ^^^1 2  '^-  '^  ^""  "i) 

-iny^i  («*•  -  e-9')yj  5-2—  P»  (co5  »i) , 
24)      <  _  -«-^"  +  1 

(!£*),—  2»t(.,^V',2'  *«^(«=»»«'«) 


Ferner  ist 
also 


(^)  ^(-^)  nnd   P-^)  ^(^) 


'-+^(*.-W 


Setzt  man  nun  (J)    ans  23),  (|^)    aus  24)  nnd  (|^)    ans  25) 

in  die  erste  von  den  Oleichnngen  18),   dividirt  man  alle  Glieder  durch 
6nk}i^^  und  setzt  man 

yerbindet  man  ausserdem  die  gleichen  Summen,  so  erhält  man  als  erste 
Bedingungsgleichung 

I  «^._e-..)|'U„+..r'-?^<*-^iq^ 

27)        I    -^,^JH±^^„+£?.r'-^'*--*'jp-(co,«,,) 

^  u 

Hier  ist  das  zweite  Glied  nicht  nach  den  P"{cosa}^)  zerlegt,  da  der  vor 
der  Summe  stehende  Factor  t/;|  noch  cosm^  enthält.  Nun  ist  aber  allgemein 
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S 


C?aC0«»jP"(C0»»,) 


Mit  Hilfe  dieser  Relation  kann  man  das  zweite  Glied  in  27)  nach  den 
P"(cofiUj)  ordnen.  Da  dies  von  allen  Gliedern  gilt,  so  haben  wir  den 
Coefficienten  bei  P"(cofo>j)  gleich  Nall  zn  setzen  and  erhalten  dadurch 
die  folgende  Gleichnng: 

Anf  dieselbe  Weise  giebt  die  zweite  von  den  Oleichangen  27)  die  zweite 
Relation 

2{«+l)(2+*_        .    .        -?2±? (».-♦.)» 
+  2M^(-3F^-+*+^»+»*  i 

Hier  ist  i^^    definirt  durch 

Die  Relationen  28)  und  29)  geben  uns  die  Möglichkeit,  die  Coeffi- 
cienten  Jn  nnd  Bn  snccessive  zn  berechnen.  Man  erhält  dieselben,  da 
fiSr  n  =  0  die  ersten  Klammern  wegfallen,  sämmtlich  als  lineare  Func- 
tionen der  Constanten  Jq  and  Bq,  Diese  nun  werden  bestimmt  durch 
die  Gleichungen  21);  20)  geben  uns  endlich  die  magnetischen  Momente 
der  Kugeln. 

§7.  Haben  die  beiden  Kugeln  gleiche  Badien,  so  ist  nicht  etwa 
allgemein  i9„  =  —  ^„  zu  setzen ,  da  auf  den ,  gleichen  m  entsprechenden 
Punkten  auf  der  Oberfläche  der  Kugeln  nicht  entgegengesetzte  Dichtig- 
l^eiten  anzunehmen  sind.     Nur  wenn  die  äusseren  Kräfte  auf  beide  Ku- 
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geln  genau  gleich  einwirken ,  ist  0^  =  —  0^  und ,  da  ausserdem  der  abso- 
luten Orösse  nach  Og  =  ^j ,  auch 

30)  5„  =  -^„. 

Ein  solcher  Fäll  wird  realisirt,  wenn  der  einwirkende  Magnet  genau  in 
der  Mitte  zwischen  den  beiden  gleichen  Kugeln  sich  befindet  oder  wenn 
sich  die  Kugeln  im  homogenen  magnetischen  Felde  befinden,  wobei  die 
Kraft  parallel  mit  der  Centrallinie  der  beiden  Kugeln  sein  soll. 

Statt  der  beiden  Gleichungen  28)  und  29)  erhalten  wir  jetzt  infolge 
von  30)  die  eine  folgende: 

31)]  -(A+«-*.){?±^-.-(»»+')*.j^„ 

§  8.  Wir  wollen  nun  die  durch  26)  und  29  a)  definirten  Functionen 
j^^^  und  A"^  für  den  Specialfall  des  oben  erwähnten  homogenen  magne- 
tischen Feldes  berechnen.     Es  ist  für  diesen  Fall 

WO  Z^  der  gesuchte  Specialwerth  von  A"^^  und  5  die  äussere  Kraft  ist. 
Nun  ist  nach  12) 

1        /dF\  __S_  (e»i  +  g-^i)  005  0)^-2 
.  J7r^^i\^«</i'~2«  (g^i  +  e~^i_2coÄ(öi)'/t 


Also  ist 


S    -^ 


34)  ,  .    ^, 


'       Ztc  . 
Ll=ß-  e^*  In«(»-»)*«  -  (n  +  l) «<-+!)*. j. 
Dies  haben  wir  statt  A^^^  und  £^^^  in  28) ,  29)  und  31)  einzusetzen. 


§  9.  Die  Gleichungen  28)  und  29)  stellen  ein  System  von  zwei 
gleichzeitigen  Differenzengleichungen  zweiten  Grades  dar; 
An  und  Ba  sind  die  gesuchten  Functionen,  während  h  die  Variabele  ist. 
In  Bezug  auf  diese  Variabele  sind  die  Gleichungen  von  bedeutend  ver- 
wickelter, theils  algebraischer,  theils  transcendenter  Form.  Um  An  und 
ßn  zu  finden,  hat  man  die  Methode  der  successiven  Influenzen  zu  be- 
nutzen.    Um  die  erste  Influenz  zu  berechnen,  setzen  wir  in  28)  alle  Bi 
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=  0  XLnd  in  29)  ^i^O  und  drücken  anf  die  unten  za  erläatemde  Weise 
A^  nnd  ^«,  welche  wir  aber  a^^^  nnd  b^^^  bezeichnen  werden,  ans.  Diese 
CoefBcienten  drücken  die  erste  Influenz  aus.  Das  so  gefundene  b^^^  setzen 
wir  in  28)  statt  Bn  und  das  a^J^^  in  29)  statt  A^  ein;  zugleich  ersetzen 
wir  in  28)  An  durch  a<f)  und  in  29)  Bn  durch  b(;\  lassen  A'g^  und  Ä'l^ 
ganz  weg  und  bestimmen  die  Grössen  a^^)  und  M^^;  dies  statt  An  und  Bn 
resp.  in  29)  und  28)  eingesetzt,  giebt  a^^  und  b^^\  durch  welche  die 
dritten  Influenzen  bestimmt  werden  u.  s.  f.  Für  jede  einzelne  der  Co- 
efflcientenreihen  a^J^^  und  -b^J^^  müssen  nun  die  Bedingungen  21)  erfüllt 
sein ,  während  wir  mit  Hilfe  von  20)  die  entsprechenden  Theile  m^^P^  und 
m,^)  der  Oesammtmomente  Jlf^  und  M^  berechnen.     Es  sind  dann 

35)  ^1=^2 »^1^^^  nnd  M^=^tn^^PK      • 

p  p 

Wendet  man  diese  Methode  der  successiven  Influenzen  an,  so  yerein- 
fachen  sich  die  Bedingungsgleichungen  und  werden  integrabel. 

Bei  der  Berechnung  des  beliebigen  n^^'^  Gliedes  bei  der  p*^°  Influenz: 
a^J^,  haben  wir  in  28)  F]^^  =  0  und  statt  Jn  zu  ^setzen  afP^ ;  ferner  haben 
wir  statt  Bn  die  bei  der  vorhergehenden  Influenz  berechneten  Coefficien- 
ten  b^n"^^  einzusetzen.  Dadurch  gewinnt  die  Bedingungsgleichung  für 
aJP)  die  Form 

r  2/1       2  +  Ar  ,  2(n  +  l)   2  +  k 

\       2/i-r   3k    V-i)"^  2n  +  3  •    3k     (»+») 

OD)  /  O  ^  — ö" 

Für  p  =  1  ist  hier 

36  a)  <Pj;) Fl; 

dagegen  für  p  >  1  ist 

"'*'-"=-5i^.'y--."-l^'»i.'-f;'+f'+'-*'"i'""-w'?""' 

wo  die  b^"^^  als  bekannt  vorausgesetzt  sind.     Setzen  wir 

80  erhält  man  ans  36)  die  Differenzengleichnng  zweiten  Grades 

i6-3(e*'+c-*0  +  t(e*« -«-*')  + [4-2(e*>  +  e-*.)]''l»- 
+  |-8-3(e*<  +  «-*')  -«(«*'  -«"*')  +  [4-2(e*'  +  e-*')]nUy„ 

3* 

^»  *  =  2+Ä- 

Integrirt  man  diese  Gleichung,   so  erhält  man  {Laplacej  The'orie  analyt. 
da  Probab.  1814,  S.  110  u.  120)  mit  Rücksicht  auf  37  a) 
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0 
wo  A  eine  reelle  Warzel  der  Qleichnng 

40)  ^x"+i(a;-e^i)HT(a._e-^.)2T-^  =  ^<I)(,r).^ 

und  H  eine  Constante  ist. 

Für  den  Fall  der  elektrischen  Induction  erhält  man  die  so  einfache 
Relation  * 

WO  A  eine  Wurzel  der  Qleichung      ^ 

ist.     Um   die  Richtigkeit  von  39)  zu  prüfen,   setzen  wir  39)  in  36)  ein 
und  erhalten  ohne  Mühe 
1 

Integrirt  man  das  erste  Qlied  partiell,  so  gelangt  man  zu  der  nach  40) 
identisch  erfüllten  Gleichung 

Ist  Ar  nahe  gleich  1 ,  so  convergirt  sehr  schnell  die  aus  39)  folgende  Reihe 

X 

0 
§  10.    Bei  praktischen  Ausrechnungen  ist  es  nicht  rathsam  aus  den 
Gleichungen  28)  und  29),  indem  man  in  denselben  n=>0,  1,  2,  3  etc. 
setzt,  die  ^n  und  B^  successive  zu  berechnen,  und  zwar  aus  folgendem 
Grunde.     Setzen  wir 

41)  M^  =  M^^  +  M\  und  M^  =  M^^  +  ^'»^ 

wo  M^  und  M^  durch  die  äusseren  Kräfte,  M'^  und  M\  durch  die  An- 
wesenheit der  andern  Kugel  hervorgerufen  ist,  so  ist  z.  B.  M\  als  klein 
im  Vergleiche  mit  M^  zu  betrachten.  Da  M^  auch  ohne  dipolare  Co- 
ordinaten  gefunden  werden  kann,  so  kommt  es  also  vor  Allem  auf  eine 
genaue  Berechnung  von  M\  und  M\  an,  es  müssen  also  so  viele  Glie- 
der von  M^  berechnet  werden ,  dass  der  übrig  bleibende  Fehler  klein  sei, 
nicht  etwa  im  Vergleich  mit  M^^  sondern  mit  A/\,  welches  selbst  wieder 

Digitized  by  Vj^^V^V  IC 


Von  0.  Ghwolson. 


51 


^W^^^^^^^^W^^^^^^^^^^^^^^^^^^/^^^^^^^i^W^^^^^^^^^^^V^^^^^^^^^N 


klein  Ut  im  Vergleich  mit  Jlf| .  *  Um  also  zn  unserem  eigentlichen  Ziele 
sn  gelangen,  haben  wir  eine  sehr  grosse  Anzahl  Ton  Oliedern  zvl  berech- 
nen.  Dieser  Uebelstand  wird  vermieden,  wenn  wir  M^^  und  M\  geson- 
dert berechnen  nnd  entsprechend  die  jin  und  Bn  zerlegen.     Es  sei 

42)  An^^n  +  ^'n.    ^«  =  ^o«  +  £?'„ ,   V=^6««*«     -'^^„e—^i  etc. 
Wir  stellen  gesonderte  Gleichungen  für  die  ^n  und  die  ^„  auf.    Für 
die  /fm  und  die  ff^„  erhalten  wir  Gleichungen ,  wenn  wir  in  28)  Bn'^O 
und  in  29)  -^n^O  setzen: 

2«-r   3*  ^"-'^2n  +  3-   3/fc   ^•+'      ^'^    +*      ^   3Ä   ^" 

Um  für  die  j^n  und  ^„  Gleichungen  zu  erhalten,  setzen  wir  J^  und  Bn 
ans  42)  in  28)  und  29)  und  subtrahiren  davon  43).  Dann  erhalten  wir 
die  beiden  Gleichungen 

2;rrij-3Ä^"-'+^-'' 

■  2(«+l)(2  +  A^        ,   _,  Ü?±? (*,-»,)) 


44) 


_(,.,+.-.,,{?+?y.+^,r'-=f^'»-''j 


j«-i 


(*,-♦,) 


^.^)^.„^^'•-*■'-(A+.-».,*..^'-=f='*■-••: 


'V''*V.r'-^"''-''-'-o 

2n  +  l 
und  ebenso 


2(«  +  l)j2  +  *  i»±»(*,-*.)| 

_(,.._.-., jH+*^„+^.  -'-"^^(-.-«)i 


*■    2«  +  l    «^-+^- 


,,.   _!=±i  (*,-*,) 


l+il^^-' ■^'*--' 


^|fc+')^.,.-'-=f^'*'-''-(«».+.-».).o.r^'<*'-»'' 


2«+3 


2n  +  l 
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Sind  die  Radien  der  Engeln  gleicb  "and  wirken  die  Kräfte  auf  beide 
in  gleicher  Weise ,  so  ist  [s.  30)]  5„  =  —  i4„ ,  und  indem  wir  wieder 
An  =  ^\  +  ^n  setzen ,  erhalten  wir  für  jfn  die  erste  von  d6n  Gleich- 
ungen 43).  Setzen  wir  An  =  ^\  +  ^n  in  31)  und  subtrahiren  die  erste 
von  den  Gleichungen  43),  so  erhalten  wir  für  A'n  die  Gleichung 


45) 


Zn  —  1  zn  -f-  o 

§  11.    Wir  wollen  nun  die  ^n  nnd  die  B^ny   welche  auch  den  Be- 
dingungen 

«)  22^-"*'=«  -^  22^^""'  =  « 

ZU  gentigen  haben  [8.21],   für  den  Fall  genau  berechnen,  der  bereits  in 
§  8  bebandelt  wurde. 

Es  ist  nach  19)— x^^  Xt  ^n^^^cosm^)  und,   wie  leicht  zu  finden, 


35^ 

?05<p,    WO 

9Sk  cos(p 


ffj°=  -j — cosq>^  wo  gp  (s.  die  Figur)  der  Centriwinkel  ist.     Es  ist  also 


3Sä  cos(p      ^  ^   n„,  V 

Nun  ist  aber  co8(p  =  ^ 5 ,  also 


e*i  +  g-*i_2 


cos  99, 


4nf    (c*i  +  e-^i-2co*a>i)V.    -^      "       ^         1 


Es  ist  leicht  nachzuweisen,  dass 

Wendet   man   diese  Formel   an,   um    die   linke  Seite  von   48)  nach  den 
P^{cosü}^)  zu  zerlegen,   so  erhält  man  durch  Vergleich  der  Coefficienten 

^^ 
^„=(2«-|-l)     -Mi_L^|„e-(— 1)^,  _(„  +  l)^(n+i)^,j 
4;r(€^i  — fi~^«) 
49)  l  und  ebenso 

ßO„^{2u  +  l) i^^        |ne'('-»)^«-(w-|.l)e-(''  +  ')^«|. 
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Diese  Ausdrücke  fallen  auf  durch  ihre  Aehnlichkeit  mit  den  L^  nnd  L^ 
31);  sie  genügen  den  Bedingungen  46).  —  Der  Weg,  den  wir  bei  prak- 
tischen Ausrechnungen  zu  befolgen  haben,  ist  nun  der  folgende:  zuerst 
berechnen  wir  aus  49)  eine  Reihe  von  Grössen  ^n  und  ^n  nnd  vermit- 
telst dieser  aus  44)  und  45)  und  mit  Hilfe  der  Bedingungen 

die  Coefficienten  A'n  und  B^w     Dann  ist 

[s.  20)],  während  M^^  und  M^^  gegeben  sind  durch 

A/jO  =  Ä 5Äj«  und  ^/  =  k  SR^\       « 

§  12.  Ich  habe  die  Rechnung  durchgeführt  für  deu  Fall,  der  in 
§§  8  und  11  behandelt  wurde,  wobei  noch  die  Radien  der  Kugeln  als 
gleich  {=R)  angenommen  wurden.  Ist  T  die  Entfernung  der  Kugel- 
centra,  so  haben  wir  die  Gleichung 

d^et^le^i  +  l^O. 
H 

Ich  nahm  nun  an  —  =i-l,  also  e^*=4  und  Ar  ==0,99. 
Jt       * 

Es   genügt  in  diesem  Falle,   die  fünf  ersten  Glieder  der  Reihen  in 

Betracht  zu  ziehen.     Man  erhält 

Af<»  =  0,99SÄ8,    ilf'=  0,02673739  SÄ». 

Die  durch  die  Anwesenheit  der  andern  Kugel  erzeugte  Vergrösserung 

des  magnetischen  Momentes 

^  =  0,02700747 

beträgt  also  fast  genau  2,7  Procent, 

§  13.  Denken  wir  uns  zwei  Kugeln  aus  dielektrischem  Stoffe,  z.  B. 
zwei  Glaskugeln  der  Einwirkung  elektrischer  Kräfte  ausgesetzt;  die 
hier  besprochene  Theorie  kann  auch  dazu  dienen,  die  elektrische  In- 
dnction  auf  den  beiden  Glaskugeln  zu  berechnen. 

St.  Petersburg,  ^^^^'  1878. 
5.  März 
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I.    Oeometrisohe  TTntersuohimgeii. 

In  etwas  ausführlicherer  Weise  will  ich  hier  eine  Angabe  über  die 
Ellipse  V  begründen,  welche  ich  in  den  Wiener  Sitzungsberichten 
(25.  October  1877:  Ueber  Eigenschaften  des  Dreiecks  etc.)  gemacht  habe, 
und  einiges  Neue  hinzufügen.  Hierbei  soll  die  auch  schon  zu  jenem  Auf- 
satze verwendete,  äusserst  expeditive  Methode  der  Winkelzählung  auf 
dem  Kreise  benützt  werden. 

In  der  citirten  Abhandlung  bedeutet  V  den  Schnittpunkt  der  beiden 
für  denselben  Kreispunkt  P  bezüglich  zweier  Gegendreiecke  Ä^  A^  A^  und 
Ä^  Ä^  Ä^  bestimmten  Geraden  0.  Der  Ort  aller  V  für  alle  Kreispunkte 
P  ist  diejenige  Ellipse,  welche  den  beiden  Gegendreiecken  A  und  A' 
gleichzeitig  um  0  als  Centrum  eingeschrieben  ist.  Bezeichnen  wir  mit  A 
einen  Punkt  auf  dem  Kreise,  welchem  als  V  ein  Scheitel  der  Ellipse 
zugehört,  so  lässt  sich  OF,  der  Ellipsenhalbmesser,  welcher  einem  belie- 
bigen Punkte  P  entspricht,  immer  darstellen  durch 
X)  0  F»  =  «8  Co«  2  PR^  +  6»  Sin  2  PIi\ 

worin  a  und  ^,  die  beiden  Halbaxenlängen  der  Ellipse,  gegeben  sind  als 


0  = jr 


(oder  ^^). 


2 

Andererseits  gilt  die  Formel 

2)  ÖF^=r«(l  +  Sin2PA^  Sm2PA^  +  Sin2PA^  Sm2PA^  + Sin2PAj^  Sin2PA^). 
Es  soll  nun  die  Richtung  der  Ellipsenaxen  dadurch  festgestellt  wer- 
den,  dass  man   die  Winkel  berechnet,  welche  sie  mit  der  Euler* sehen 
Geraden  OH  des  Dreiecks  A^A^A^  einschliessen. 

Nennen  wir  zu  dem  Ende  2"  einen  Schnittpunkt  von  OB  mit  dem 
Kreise ,  führen  2"  statt  P  in  1)  und  2)  ein  und  setzen  hierauf  die  rechten 
Seiten  einander  gleich.     Dann  wird 

a«  Cos  2XR^+b*  Sin  2  XR* 
^^  =  r«(l  +  Sin2ÄA^  Sin2  XA^  +  Sin2XA^  Sin2XA^  +  Sin2XA^  Sm2XA^. 
Die  linke  Seite  von  3)  geht  über  in 
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—^ +  -j—  Cos  4ZÄ. 

Zur  ümformaDg  der  rechten  Seite  bemerken  wir  die  Formeln ,  welche  die 
Winkel  von  OH  mit  den  Dreiecksseiten  geben,  nämlich 

Dann  wird  die  rechte  Seite  von  3) 

5)  '^+  ÖF»  [-^^»"2^1  ^g  Sin2A^  A^  -  2;Sf>i2  ^^  A^% 

Daher  geht  die  Gleichung  ttber  in 

worin  £^  und  Z^  die  Summen  ans  5)  bezeichnen. 
In  der  Klammer  ist  nun 

Z-^ -^==''2{Z  +  2ZCos2A^A^).SCo82A^A^ 

=  -'10£Cos2A^A^^4£Cos2AiA^^'-A2Co82{AiA^-A^A^ 
und  femer 

4£i^2£Co82{A^A^-'A^Aj^)'--2£Co82AiA^, 
42^==  12-4  2?  (7052^1  ^j*, 
daher  die  ganze  Summe  in  der  Klammer  den  Werth  hat 

- 12  - 12  2;  Co82A^  A^  -  2-£Co52(^i  A^ -  A^A^). 
Die   ersten  beiden  Glieder  geben,  nach  einer  hier  übergangenen  Umfor- 
mung 

48  CosA^A^  CosA^A^  CosA^A^^ 

daher  endlich  nach  allen  Substitutionen  aus  6)  hervorgeht 

7)   CosAXRr^-—^  [24  CosA^A^  CosA^A^  CosA^A^'-2Cos2{A^A^'-A^A^] 

und  dies  ist  der  gesuchte  Ausdruck,  indem  derselbe,  eine  symmetrisch^ 
Function  der  Dreieckswinkel,  den  Winkel  4AA,  das  ist  den  doppelten 
Winkel  einer  der  beiden  EUipsenaxen  mit  der  Euler' sehen  Geraden  OH^ 
kennen  lehrt.* 

Behufs  weiterer  Untersuchung  der  Ellipse  V  diene  uns  hier  die  an 
und  für  sich  interessante  Fragestellung,  welche  Punkte  P  auf  dem  Kreise 
diejenigen  seien,  deren  zugehörige  o  parallel  oder  senkrecht  zu  OH  wola- 
fallen.  Der  Sinus  des  Winkels  irgend  einer  Geraden  mit  OH  kann  ge- 
rechnet   werden,    indem   man   die  Summe  aus   den   Sinus  der  mit  den 


*  Diese  Formel  habe  ich  in  den  Sitzongsberichten  ohne  Beweis  gegeben.* 
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r 
einzelnen  Eckenbalbmessern  gebildeten  Winkel  mit  --r^  mnltiplicirt.     Es 

ist  also 

Sin  cfOH=^  -^  [Sin  cfOA^  +  Sin  cfOA^  +  Sin&'OA^. 

Die  Winkel   a^0i4^,  ^OA^y  ^OA^  sind   nun,    wie  durch  Abzahlung 
gefunden   wird,   PJ^  + PA^— PA^,    PA^  + PA^  —  PA^,    n^^  + PA^  — PA^. 
In  dem  jetzt  zu  behandelnden  Falle  soll  C^OB  gleich  Null  sein;  es 
besteht  also  die  Bedingungsgleichung 

Sin  (PA^  ^PA^  +  P^3  -  2  PA^)  +  Sin  (PA^  +  PA^  +  P^,  -  2  PA^) 

+  5f>i  \PA^  +  PA^  +  /^^3  -  2  PA^)  =  0. 
Daraus  folgt  durch  Zerlegung 

8^        tclPA  4.  PA  Ar  PA  )      Sw2FJ,+Sin2PA,  +  Sin2PA, 
8)        ig  (PA^  +  PA^  +  PA,)  -  ^^^  2  pj^  +  Cos  2  PA^  +Cos2  PA, 

and  hier  aas 

>  In  diesen  Formeln  sind  nun  PA^^^  PA^y  PA^  als  identisch  aufzufassen  mit 
2XAj^y  2XA^y  2XA^  aus  den  Formeln  4)  und  man  findet 

Sin2  PA^  =  — I  [2  Sin2A^A^  +  2  Sin2A^A^  +  Sin2{A^A^  -  A^A^)], 
Sin2PA^  =  ^^g  [2  Sin2A^  A^  +  2  Sin2A^A^  +  Sin2{A^A^  —  A^  A^)], 
Sin2PA^^-^^  [2  Sin2A^A^+2  Sin2A,A,  + Sin2{A^A^  -  ^^^j)], 
Co82PA^  =  — ^  [8  CosA^A^  CosA^Aq  CosA^A^  —  Co52(>^i^g  —  A^A^)]^ 
Cos2PA^z=-—^  [8  CoSi^i  i^j  Cos^jji^jCoj^j^i—  ^o«2(il2-«^8-~  -^i^»)]> 
t?o« 2  /^/^3  =  — j  [8  Cos  A^  A^  Cos  A^  A^  Cos  A^  A^  —  Cos  2  (^3  A^  ~  A^  A^]. 

Werden   diese   Ausdrücke  in   9)   und  10)  substituirt,   so   resultiren 
endlich  die  Gleichungen 

Sin{PA^  +  PA^  +  PA^) 

j=^8[^^2(^i^-^j^3)  +  Sm2(^,^3-^^3^i)  +  Sm2(^3/i,-^i^,)}, 

^^^^  Cos{PA,  +  PA^  +  PA^) 

[  =  ^^  [24  CosA^A^  CosA^A^  CosA^A^  —  £Cos2(^A^A^  —  A^A^']. 

Darin  ist  PA^  +  PA^  +  PA^  der  Winkel,  welchen  0,  also  in  diesem  Falle 
Offy  mit  der  Richtung  von  PO  einscbliesst.     PO  ist  der  Halbmesser  jenes 
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Punktes,  dessen  a  parallel  Off  wird.  Die  Vergleichnng  der  Formel  7) 
nnd  der  zweiten  der  Formeln  12)  lehrt  nun: 

„Die  Axen  der  Ellipse  V  sind  die  Halbirungslinien  des- 
jenigen Winkels,  welcher  Ton  der  Enler^schen  Geraden  OH 
des  Dreiecks  mit  jenem  Durchmesser  P/^' gebildet  wird,  des- 
sen Endpunkten  die  zu  Off  parallele  und  die  zu  Off  senk- 
rechte c  entsprechen/** 

Diese  merkwürdige  Relation  giebt  auch  eine  einfache  Construction 
der  Axen  von  V  %n  die  Hapd.  Denn  jener  zweite  Durchmesser  PP'^ 
von  welchem  der  Satz  handelt,  ist  leicht  zu  finden,  indem  man  durch 
J^  z.  B.  eine  zu  Off  parallele  Sehne  zieht  und  an  diese  eine  zu  ^^^q 
senkrechte  Sehne  anschliesst.  Der  letzteren  Endpunkt  ist  gleichzeitig 
ein  Endpunkt  des  gesuchten  Durchmessers. 

Die  Schnittpunkte  jener  Halbirungslinien  mit  dem  Kreise  sind  auch 
jene  Punkte,  denen  als  V  die  Scheitel  der  Ellipse  V  zugehören.  Sind 
a,  /?,  y  die  Winkel  des  Dreiecks  A^J^A^^  welche  wir  wegen  der  Con- 
cordanz  mit  der  gewöhnlichen  Schreibweise  einführen,  so  bestehen  also 
für  die  Winkel  OR^Off  der  Eni  er 'sehen  Geraden  mit  den  Axen  OR  die 
Gleichungen 

5ih20Ä^Oi7  =  ^3[Si«(a-/?)  +  Sm(/3-y)  +  Si«(y-«)], 

••8 

Cos20R'Off=^-^^]^\Co8aCosßCo8y-Cos[a-'ß)-Co8[ß''y)--Cos[y  —  ct)], 

ta20I^0ff=  Sin{a^ß)  +  Smiß-~Y)  +  Sin{y-a^ 

^  24  Cosa  Cosß  Cosy  —  Cosia  —  ß)  —  Cos(ß  —  y)  —  Co5(y  — «)' 

Wien,  22.  Juli  1878.  S.  Kantob. 


n.   lieber  eine  Anwendung  der  Kugelfdnotionen. 

Die  mit  /n(^)  bezeichneten  Kugelfun ctionen  erster  Art  geben  in 
Verbindung  mit  den  von  Herrn  Heine  eingeführten  Kugelfun  ctionen 
zweiter  Art  Qn(y)  ein  Mittel  an  die  Hand,  um  folgende  Umkehrungsauf- 
gabe zu  lösen: 

„Gegeben  sei  in  einem  Punkte  der  Verlängerung  einer  begrenzten 
Geraden  das  Potential  der  auf  der  begrenzten  Geraden  linear  vertheil- 
ten  Masse  als  Element  einer  analytischen  Function,  es  soll  aus  dieser 
gegebenen  Function  die  Massen vertheilung  auf  der  Geraden  berechnet 
werden." 


*  Sämmtliche  Punkte  der  Geraden  PJP"  haben  die  Eigenschaft,  dass  die 
Fnsspunkte  der  zu  den  Dreiecksseiten  gehenden  Normalen  mit  dem  Ausgangs- 
punkte in  einer  gleichseitigen  Hyperbel  liegen,  welche  durch  den  Punkt  OH,  g^  geht. 
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«>><^'^V\'NrfW\^N^a«>^i^^S^\^Wi^V«S/W«AM^^>/W^N/V^V^iA^^\i>^^^^%^^^>^^i'^^>V%^^tf^^^<^^^^^^^^^M< 


Die  Länge  der  Geraden  sei  gleich  2;  x  sei  die  Entfernung  eines 
Punktes  der  Geraden  von  der  Mitte  derselben,  y  sei  die  von  der  Mitte 
ans  gerechnete  Entfernung  des  Punktes,  in  dem  das  Potential  bekannt 
sein  soll,  x  nimmt  alle  Werthe  von  —  1  bis  +1  &i^i  ^  i^t  >1.  Ist  fx 
die  lineare  Dichtigkeit  im  Punkte  x,  ipy  das  Potential  im  gegebenen 
Punkte,  geordnet  nach  fallenden  Potenzen  von  y,  so  ist  fx  zu  bestim- 
men aus  der  Gleichung         > 

+1 
^f(x)dx_  _  Co      Ci       c,      # 

-1 

WO  die  Coefficienten  c^,  c^,  e,,  ...  gegeben  sind. 
Mit  Hilfe  der  Heine* sehen  Reihe 


-t-i 

ß 


y  «1=0 


ß 


und  der  bekannten  Relationen 

+  1 

-1 

findet  man,  wenn  man  1)  mit  Pn{x)dx  multiplicirt  und  von  —1  bis+l 
integrirt,  das  Neu  mann 'sehe  Integral 

2)  ^C^'iP^-Q^iy)^ 


rPn{x)dx^^ 

J    y-^ 


-1 

welches  für  alle  reellen  y>l  sicher  gilt. 

Multipliciren  wir  2)  mit  einer  reellen  Constanten  6„  und  summiren 
über  alle  ganzen  Zahlen  n  vpn  0  bis  oo,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

+  1 


i^/^^^7iä^=J*-ö.w. 


-1 

Wenn   die   Coefficienten  ^n  so   gegeben   sind,    dass  man   links  die 
Summation  und  Integration  vertauschen  kann,  so  giebt  die  Gleichung 

+  1 

-Z—Z =>'*«P«(y) 

c       c       c 
die  Lösung  unserer  Aufgabe.     Man  verwandle  9)(y)  =  —  +  -2"l";l^"*" 

9         9  9 

in  eine  nach  Kugelfunctionen  zweiter  Art  fortschreitende  Reihe  ^,  b  ißn(y), 
indem  man  nach  Herrn  Heine  setzt 
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.        1.3.5... (2>t  +  l)/^         n.n^-l   ^ 
*«  = To 1 \^^"  —  5"5T 7  ^«  -2 


1.2...n  V"     2.2n-l 

-,-...)■ 


'  n.n  — l.n  — 2.«  — 3 

■^2.4.2«-1.2n  -3 


die  Reihe  ^,  4^»  Pn{^)^f{p)    giebt  dann  die  lineare   Dichtigkeit  der 

Masse  im  Punkte  x  an. 

Die  Giltigkeit  der  Lösung  ist  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass 

+  1  +1 


-=«-1    "• 

ist.    Diese  Gleichung  ist  richtig,  wenn  ^^  6«  Pn (^)  in  gleichem  Grade 
eoDvergirt.     Sind  die  A»  berechnet,  so  ist  also  die  Convergenz  der  Reihe 

y,  b^Pn(jxi)  zu  untersuchen. 

■=o 

Unbedingt  gilt  unsere  Lösung,   wenn   die  Reihe  ^^  b„    unbedingt 

convergent  ist;  da  die  /n(a:)  sämmtlich  nicht  grösser  als  1  sind,  so  con- 
yergirt  f{x)  dann  sicher  in  gleichem  Grade. 

Für  wirkliche  Berechnung  ist  es  oft  vorth eilhaft,  den  Ausdruck  für 
bu  in  3)  etwas  umzuformen.     Ist  (n)|  der  Binomialcoefficient 

n.w  — 1  ...n  — A  +  1 

1.2. ..A  ' 

so  ist 

*-  =  ^^2^")*  (2«  -  2A)»(-l)*.c«_„, 
WO  die  Snmmation  abbricht  bei  ^  =  ö"  oder      ^    ,  je  nachdem  n  gerade 
oder  ungerade  ist.     Hieraus  folgt  leicht,  dass  6«  gleich  dem  Coefficienten 
von  -^^  ,  ^    in   folgender,   nach   fallenden   Potenzen   von   z  entwickelten 
Function  ist: 

^  ^^  •    2»+i    r   «V  •  dz» 

Es  sei  z.  B.  gegeben 

da  qp(«)  +  9 (—  z)  =  0  ist,  so  ist  6j  =  6j  . . .  =  62«+!  . . .  =  0.     ^o  ^^  gleich 

dem  Coefficibnten  von  —  in 

z 
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r 

Für  gerade  n>0  ist  6„  gleich  dem  Coefficienten  von     ^w  +  i  ^° 

Da  hierin  die  Potenz  -^;;:ri   nicht  vorkommt,  so  ist  &a  =  0,  «>0.    f{x) 


ist  also  =    '  ^ — e=i»g(x)  =  l,  also  constant. 


2 

An  die  Belation  > 

-1 
die  leicht  durch  wiederholte  Differentiation  der  Gleichnng  2)  zu  erweisen 
für  ^>2,   und   der   sich   noch  viele  andere  an  die  Seite  stellen  lassen, 
kann  man  ähnliche  Betrachtungen  knüpfen. 

Eisen  ach.  Dr.  Niemölleb, 

Lehrer  »m  BeftlgynmMiam. 

m.    Die  Wellenfläche  eines  nicht  homogenen  isotropen  Mittels. 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit   c  einer  Welle  sei  bedingt  durch 

die   Elasticität   E  und  Dichte  D  des   Mittels   nach   der  Kelation  — r:-  = 

Constante.  Aendert  sich  die  physikalische  Beschaffenheit  (J)  und  E)  des 
Mittels  stetig  von  Punkt  zu  Punkt,  so  ist  auch  der  Werth  von  c  stetig 
veränderlich.     Eine  eindeutige  Function 

1)  c  =  f{^,y,z) 

gebe  für  jeden  Punkt  eines  nicht  homogenen  Mittels  den  Werth  der 
Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  von  diesem  Punkte  ausgehenden 
Elementarwellen  auszubreiten  beginnen.  Eine  Function  F(x,  y^  ;,  /)  =  0 
stelle  für  jede  Epoche  t  die  Fläche  einer  Welle  dar.  Während  der  sehr 
kleinen  Zeit  dt  bilden  sich  um  jeden  Punkt  der  Fläche  F  kugelförmige 
Elementarwellen  vom  Halbmesser  c  dt^  welche  die  Fläche  F(x^  y,  z,  i+di) 
umhüllen.  Fällt  oAan  von  irgend  einem  Punkte  der  Fläche  F(t)  ein  Loth 
auf  die  Fläche  F{t  +  dt),  so  hat  dasselbe  die  Länge 

cdti 


Somit  ist  die  Function  F  an  die  Bedingung  gebunden,  dass 
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BF 
2)  ^^  =  f(x,  y,  z). 

Ist  für  irgend  eine  Zeit  i^  die  Wellenfläcbe  F=  F^  gegeben  und  die 
Seite  der  Fläcbe  F^  bestimmt,  nacb  welcber  bin  die  Welle  fortscbreitet, 
so  ist  aucb  die  Fläcbe  F(iQ  +  di)  nnd  somit  allgemein  F{i)  für  alle  fol- 
genden Zeiten  bestimmt. 

Den  beiden  Seiten  der  Fläcbe  Pq  entsprecbend ,  giebt  es  zwei  Fanc- 
tionen  F,  welcbe  der  Gleicbang  2)  nnd  der  Bedingung  /*(/(,)  =  Fq  ge- 
nügen. Ist  aber  die  Fläcbe  Fq  ein  Punkt,  so  kann  den  beiden  Beding- 
ungen nur  durcb  eine  einzige  Function  F  genügt  werden.  Zugleicb  ver- 
wandelt sieb  die  Bedingung  i^(^o)~^o  *^  folgende: 
^  Für  /fw(^=0)  ist 

Die  Wellenfläcbe  näbert  sieb  mit  abnebmendem  t  einer  Kugelfläcbe  um 
den  Punkt  Xq^  y^^  Zq  und  mit  dem  Radius  CqL 

Der  einfacbste  Fall  eines  nicbt  bomogenen  Mittels  ist  definirt  durcb 
die  Gleicbung 
4)  /'(a;,y,t)  =  Co  +  ya:. 

Die  Constante  Cq  ist  der  Wertb  der  Well engescb windigkeit  c  in  den  Punk- 

dc 
ten  .T  =  0,   die  Constante  y==-T-    ist  das  Gefall  von  c  in  der  Kicbtung 

der  X-Axe. 

Ist  der  Coordinatenursprung  zugleicb  Wellenursprung,  so  ist 

denn  diese  Function  genügt  den  in  Gleicbung  2)  und  3)  gestellten  Be- 
dingungen. 

In  der  Programmabbandlung  des  Stuttgarter  Realgymnasiums  für 
Herbst  1878  bat  der  Verfasser,  der  Gleicbung  5)  entsprecbend,  in  ele- 
mentargeometriscber  Untersucbung  nacbgewiesen ,  dass  die  Wellenfläcbe 
des  durcb  Gleicbung  4)  cbarakterisirten  Mittels  eine  Kugelfläcbe  mit  der 
Axe  der  Ä  entlang  fortscbreitendem  Mittelpunkte  ist.  Einige  der  dort 
weiter  abgeleiteten  Folgerungen  mögen  bier  ebne  Beweis  ibre  Stelle  finden. 

1.  Aucb  im  nicbt  bomogenen  Mittel  stebt  der  Strabl  senkrecbt  zur 
Wellenstim. 

2.  Alle  möglieben  Strablen  innerbalb  des  Mittels  mit  constantem 
GefHll  von  c  sind  vorgestellt  durcb  den  Complex  der  Halbkreise,  deren 
Ebenen  der  Axe  des  stärksten  Gefälls  parallel  und  deren  Durcbmesser 
in  der  Ebene  c=:0  liegen. 
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3.  Zwischen  je  zwei  Punkten  dieses  Mittels  giebt  es  einen  und  nur 
einen  Strahl. 

4.  Das  Sinnsgesetz  für  die  Refraction  ist  nicht  ausreichend,  um  die 
Curve  eines  Strahls  in  einem  gegebenen  Mittel  festzustellen. 

5.  Das  Gesetz  der  Kefraction  innerhalb  eines  stetig  ver&nderlichen 

Mittels  ist  q  =  — : —  ;   hierbei   ist  q  der  Krümmungsradius  eines  Strahls 

in  einem  gegebenen  Punkte,  y  ist  der  Maximalwerth,  welchen  das  Ver- 
de 

hältniss  -;-,  das  Oefäll  von  c  in  einer  durch  den  Punkt  gehenden  Rieb- 
äs 

tung  Sf  in  diesem  Punkte  besitzt,  und  q>  der  Winkel  des  Strahls  mit  der 

Richtung  des  Mazimalgefälles. 

6.  Im  Allgemeinen  giebt  es  in  einem  nicht  homogenen  Mittel  mehrere 
Strahlen   zwischen    zwei   Punkten,    z.  B.   in   dem   durch   die   Gleichung 


-"/^ 


—  charakterisirten  Mittel  bilden  die  von  einem  Punkte  aus- 

X 

gehenden  Strahlen  ein  Parabelbüschel,  welches  von  einem  Umdrehungspara- 

boloid  begrenzt  wird,  dessen  Brennpunkt  der  strahlende  Punkt  ist.    Nach 

jedem  Punkte  innerhalb  der  Rotationsfläche  giebt  es  zwei  Strahlen. 

de 
7.    Innerhalb  eines  Mittels,  für  welches  c  und  —  sich  nicht  unstetig 

ändern,  kann  eine  Reflexion  nur  im  Strahl  selbst  erfolgen;  in  jeder  an- 
dern Richtung  ist  sie  undenkbar. 

Stuttgart.  Dr.  A.  Schmidt, 

Professor  am  Beftlgymuftsinm. 


IV.    Bemerkung  zu  der  Abhandlung:  „lieber  ein  specielles 
Hyperboloid  u.  s.  w.'<* 

In  der  genannten  Abhandlung  habe  ich  gezeigt,  dass  die  Gesammt- 
heit  aller  Geradenpaare  p,  welche  zu  einem  bestimmten  Hyperboloid  der 
betrachteten  Art  gehören ,  eine  Regelfläche  achter  Ordnung  bildet.     Sind 

die  Gleichungen  einer  beliebigen  Geraden  dieser  Fläche ,  so  besteht  näm- 
lich zwischen  /?,  y,  A  die  Relation** 

(e^»-.  ,2yßiyi  +  (1  _  ,2;t2)(i  _  ,^»;l«)  =  0. 

Es   hat  sich  nun  ergeben,   dass  diese  Gleichung  reductibel  ist;   sie  läset 
sich  nämlich  zerlegen  in  die  beiden  Gleichungen 

oder  auch  in  . 


•  Dieses  Journal  Bd.  XXIII,  S.  269. 
**  a.  a.  0.  S.  273. 
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80  da88  die  identiscben  Kelationen 

€iM  1  -  €*i*-  (1-  g*)/JM  =  «Ml-  «i*A»-  (1-  fi*)y»} 
bestehen.  Die  Begelflftcbe  acbten  Grades,  y?g,  zerfällt  also  in  zwei  Regel- 
schaaren  vom  vierten  Grade.  Jede  derselben  hat  zwei  Doppelgeraden, 
nXmlicb  y  =  0,  2  =  0  nnd  x  =  0,  /  =  0;  ansserdem  haben  beide  Flächen 
anch  noch  die  vier  Geraden  miteinander  gemein ,  welche  in  der  angeftthr- 
ten  Abhandlung  als  Doppelerzengende  der  Fläche  B^  betrachtet  wurden. 
Femer  ist  dann  für  die  eine  Fläche 

.i-^lW     ß»~J^(!lI     ^^^?li^ 

nad  fttr  die  andere  ^ 

.i-h^     a«_?LM     ^-^M. 

Die  übrigen  Resultate  bleiben  im  Wesentlichen  unverändert. 

Berlin.  Dr.  Artddr  Schobnflibs. 


V.   TTeber  ein  Maximumproblem. 

Die  zu  lösende  Aufgabe  ist  die  folgende:  Eine  gegebene  Zahl  a 
8o  in  Summanden  zu  zerlegen,  dass  ihr  Product  zu  einem 
Maximum  wird. 

Heissen  die  gesuchten  Summanden 

•*^i »  *^2y  ^8 »  •  •  •  *'^" » 
so  ist 

^  =2  iCj  -J-  fljj  +  iTj  +  • .  •  +  ^ü  —  fl  =  0 

und  die  Function  . 

f=x^x^x^  ...  a?„ 

zn  einem  Maximum  zu  machen. 

Setzen  wir  vorläufig  n  als  gegeben  voraus,   so  genügen  die  x  den 

folgenden  Gleichungen: 

dx^   dx^      dx^   dx^  dXn  dXn 

«r,      Xq  Xf» 

d.  h.  _        _ 

Alle  Theile  von  a  müssen  demnach  einander  gleich  sein.  Nonnen 
wir  einen  derselben  a?,  so  ist  ihre  Anzahl    —  und  es  wird  einfacher 

X 
n 

welche  Function  für 
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zn   einem  Maximum  wird.     Von   den  Factoren   defi  letzten  AuBdrackes 
kann  aber  für  endliche  x  nur  der  letzte  verschwinden,  folglich  ist 

Jeder   Summand    muss    gleich  e  sein,    das  Maximum  hat 
den  Werth 

a 

Ersichtlich  lässt  nur  eine  Zahl  der  Reihe 

e,  2«,  3e,  ... 
eine  ganzzahlige  Anzahl  von  Summanden  zn. 

Für  a  =  e   folgt  noch:    Wie   man   auch   die  Zahl   e  in  Theile 
zerlegen  mag,  stets  wird  ihr  Product  kleiner  als  e  selbst  sein. 

Plauen  i.  V.,  den  21.  Oct.  1878.  Dr.  Carl  Rodbnbbro. 


VL   Ein  Beispiel  einer  unendlich  oft  unstetigen  Function 

hat  Dirichlet  gegeben,  indem  er  eine  Function  von  x  dadurch  be- 
stimmte, dass  er  sie  zwischen  0  und  1  für  rationale  x  gleich  Null, 
für  irrationale  gleich  Eins  setzte.  Darin  bilden  die  Sprünge  eine 
abzählbare  unendliche  Mannichfaltigkeit.  Sollen  die  Sprünge  an 
Stellen  statthaben,  deren  Gesammtheit  eine  nicht  abzählbare  un- 
endliche Mannichfaltigkeit  bilden,  so  kann  man  nach  Herrn  G.  Can- 
tor  die  Punkte  der  Strecke  von  0  bis  1  auf  die  Punkte  der  Fläche 
eines  Quadrates,  dessen  Seiten  Eins  sind,  eindeutig  beziehen.  Theilt 
man  das  Quadrat  durch  eine  Linie  in  zwei  Theile  A  und  B^  so  kann 
man  in  den  Punkten  der  Strecke,  welche  Punkten  in  A  entsprechen, 
einer  Function  von  x  den  Werth  Null,  in  den  übrigen  den  Werth  Eins 
zuweisen.     Damit  ist  die  geforderte  Function  gebildet. 

Freiburg  i.  B.  J.  Thomae. 
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Mannigfaltigkeiten. 

Von  • 

Prof.  Dr.  Beez 

SU  Plftaen  1.  V. 
(S  oh  lau.) 


HL 

Die  Porm  F  ist  eme  Coyarianta  der  Form  £aikdpidpk;  ilure  Coeffloientan 
yersohwinden  nicht  unabhängig  von  einander. 

Es  soll  nun  nachgewiesen  werden,  dass  die  qaadrilineare  Form  F 
eine  Covariante  der  quadratischen  Form  £0^/^  dpidpk  ist,  d.  h.  dass  sie 
durch  dieselbe  Substitution  p<  =  /<  (^i,  ^s, . .  *  9n)  von  n  neuen  Variabelen  7, 
durch  welche  Zai^dpidpk  in  die  quadratische  Form  £bimdqidqm  trans- 
formirt  wird,  in  eine  quadrilineare  Form  G  übergeht,  deren  Coefficienten 
ans  den  Grössen  6/m  ebenso  gebildet  sind,  wie  die  Coefficienten  der 
Form  F  aus  den  Grössen  0^.     Diese  entsprechende  Form  sei 


Gs=£/« 


1) 


')dqu\  i  I      dqi 

+-^'(i':ii7 


mu\ 
t 


"*  U  1)1  ^^'^^-*^«*'^«» 


worin 


&  = 


"11 


^1» 


ft 


'/•y- 


dh 


>* 


^«1 . .  •  ^«11 

gesetzt  ist.  Zunächst  ist  klar,  dass,  wenn  eine  Form  A{x)  durch  Ein- 
führung neuer  Variabelen  y  in  die  Form  B{y)  übergeht,  die  identische 
Gleichung  stattfinden  muss 

^(x)-i?(y)  =  0. 
Deshalb  muss  auch 

Z«iteolixlfl  £.Mftih«i&fttik  V.  Phydk  XXIV,  2. 
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üeber  das  Riemann'sche  Krümmungfimass  etc. 

2)  aM(ar)-Ä(y)}  =  d^(a:)-dJ?{y)  =  0 

eine  identische  Gleichung  sein ,  d.  h.  durch  dieselbe  Substitution ,  durch 
welche  A{x)  in  B{t/)  übergeht,  wird  auch  SA{x)  in  SB{y)  transformirt. 
Wenn  man  also  identisch  hat 

so  folgt  auch  die  identische  Gleichung 

3)  \i2aikdpidpk^^mbi^dqidq„,. 
Nun  ist 

\  S  Zatk  dpi  dpk  =  i  5  -^  dpi  dpk  ipr  +  -2ä,*  dpi  8  dpk 

^    t=i2-^dptdpk8pr-Sd{aikdpi)  Spk+ dStnudpiSpkj 

das  zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  iXsst  sich  schreiben 

i:d{aik  dpi)  Spt  =  i  2?-^  dpi  dpi,  bpr+  h^-jz^  ^Pi  ^Pk  Spr+Za^fipi  ipu. 
Daher  wird 

4)  1 6 Zaik dpi dpk  =  dZoik dpi ipk—  2:\^    dpi dpi,  Spr  —  Hafr d^pi Spr - 
Ebenso  erhält  man 

^)  iSZbi„,dqidq^^d2bitndqiSqm  —  Z    ^ 


dqidq^Sqt^  Zbit^qiiqt^ 


Die  rechten  Seiten  von  4)  und  5)  sind  wegen  3)  identisch  gleich,   also 
ist  dies  auch  der  Fall  mit  den  beiden  Seiten  der  Gleichung 

ik 


d{Z(Hk  dpi  8pk  —  Sbi^  dqi  Sqm)  =  üSpr  p 

-  SSqt  p 


r 
Im 

i 


dPidpk  +  Eüird^pi^ 
dqidq^+  Zbitd^qi^. 


Da  auf  der  linken  Seite  ein  vollständiges  Differential,  auf  der  rechten 
aber  ein  Ausdruck  steht,  der  von  den  willkürlichen  Variationen  8qt  ab- 
hängig ist,  so  muss  jede  Seite  der  Gleichung  für  sich  identisch  ver- 
schwinden.    Man  hat  also  die  ebenfalls  identischen  Gleichungen 

6)  Satk dpi Spk  =  £bin  dqi 6q„,* 

und 


*  S.  B.  Lipschitz,  Untersuchungen  in  Betreff  der  ganzen  homogenen  Func- 
tionen von  n  Differentialen ,  Borchardt's  Journal  Bd.  70,  S.  76  flg.  Unsere  Gleich- 
ungen 6)  und  7)  entsprechen  den  dortigen  Gleichungen  6)  und  7)  oder  10).  Wie 
schon  in  der  Anmerkung  8.  3  erwähnt  wurde,  könnte  man  die  Gleichung 

San  dpi  dpk=  Zhim  dqi  dg« 
aus  der  Gleichung 

Soik dpi  dpk  =  Sbtm dqidqm 
.dadurch  ableiten,  daes  man  statt  d  das  Symbol  d-fd  einfahrte. 
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II  #  ^  1  \  ^1  y^M  1  \ 

£\r\^Pi^Ph  +  £<Hrä^Pi\-2:igt\2\  ^  \dgidq„+ 2bu<Pgi\, 

d.  h.:  Dnreh  dieselbe  Snbstitatiou,  durch  welche  Zaikäpidp^ 
in  ^bi^dqidqm  transformirt  wird,  gehen  auch  die  ans  der 
ersten  Form  abgeleiteten  Ausdrücke 

II  t  Ar  i  1 

Z\  ^    dpi  dpk  +  Süir  d^Pi  I 

in  die  ans  der  Bweiten  Form  anf  dieselbe  Weise  sich  er- 
gebenden Ansdrücke. 

Sbin,  dqi  Sqm  und  ZSqt  (2:j  ^  |  dqi  dq^  +  £0^  fiqi  | 

über.  Unterwirft  man  6)  einer  Variation  d^j  so  ergiebt  sich  die  iden- 
tische Gleichung 

d^Zoi^  dpi  dpk  «  rf*  2?^*m  dqi  8  q^ , 

und  da  man  die  Variationszeichen  vertauschen  kann,  so  leuchtet  die 
Bichtigkeit  der  folgenden  identischen  Gleichungen  von  selbst  ein: 

g  i^Saa  tfpi  dpk  —  iHan  ipt  i'pk  —  d^Zatu  dpt  d^pu 

=  e^Ubi^  iqi  Sqm  —  S  Zbi^  iqi  tfq^  -  fShi^  d  qi  ^q^ 

und  ebenso 

g  t^Eoik  dpi  ipk  —  iEüik  dpi  6'pk  —  d£aa  <p<  l^Pk 

=  fZbi^  dqi  iqm  —  d^Zbi^^  dqi  i'q^  —  dZbifn  ^qi  Üqm  > 

folglich  geht  auch  der  Ausdruck 

'-^\M'£aikdpid^Pk--dd'£aikd^Pitpk'-Sd^EaikiS'pidpk+d<f2atjfdpilfpk\ 
in 

—  4f  M'Sbtm  d  qi  Jqm  —  dt>£bi^  dtqitqm  —  84t  2bi^  8t qi  dq^+  ddtZbi^  8  qi  iq^ } 

über.  Die  weitere  Entwickelung  von  G  führt  auf  eine  Gleichung,  welche 
der  Gleichung  II,  9)  entspricht,  n&mlich  auf 


3   t/m 
dqt  I  « 


^qi 

dqi8^qmi^gu  +  Z 


'^Vidqid^qm8qt8^qu  +  E 


^\dd'qi8qi8^qu 


^  dqt  dtq^  i8tqu  —  ^  L,    ^5^«"  ^^t dlfqu 


-f- Ebpt^  däqm  88tqu  —  «^^m«  Sd^9m  daq^. 

Wenn  nun  die  zweiten  Variationen  der  Grössen  p  m  F  bo  bestimmt  wor- 
den sind,  dass  fär  irgend  drei  Variationen 

8  Zaa  8'pi  8"pk  =  0 , 
so  ist  auch  das  Aggregat 

8'Zaikdpi ipk  —  dZaik  äpi  ipk  —  ^^f^ik  dpi  fpk  «  0» 

DigitizedbyGoOQle 


68 


üeber  das  Bienumn'sehe  Krttminangsmasa  etc. 


l^^^»^#»^i»M^^'^ 


»*>^*^<^VWWWV>^WV^^^^^^^N^^^^^^^^>^^^^^^ 


und  yermöge  9)  zieht  diese  Bedingung  die  entsprechende  Bedingung  für 
die  zweiten  Variationen  der  Grössen  q  in  G  nach  sich,  nämlich 
diHbin  dqi  iq^  —  i^^im  ^qi  ^'qm  —  (f^bin,  dqi  lfq„, 

:=-2\Ebudfqiiiq^^2    ^   dqi(rq„,i^qy\=zO. 
Hieraus  geht  aher  das  System  von  Gleichungen  hervor: 

Ilm 
^    dqitfq^^^O, 

welches  den  Gleichungen  II,  11)  entspricht.  Bestimmt  man  hieraus  die 
zweiten  Variationen  dtfqi  und  in  ähnlicher  Weise  auch  dS'qu^  ^d^qmj 
dd^qu,  so  kommt  für  G  der  Ausdruck  in  III,  1)  und  wir  erhalten  somit 
den  Satz: 

Durch  dieselben  Substitutionen,  durch  welche  die  qua- 
dratisch e  Form  ^a«-^  dp«- <f/>ib  in  die  quadratische  Form  ^6/«,  (f^id^M 
transformirt  wird,  geht  auch  die  quadrilineare  Form 

in  die  quadrilineare  Form 

•{  d    \lm\        d    \mu\ 
12»^  {oqu\  t\      dqi 

""dl" 


\ik\ 
I  fi  I 


'il 


dpi  d^Ph  8Pr  ^P« 


+^'TU, 


i 
mu 

V 


n|  "iJM^/^^ym^Ö'i^V- 


über.     Die  quadrilineare  Form  F  ist  also  eine  Covariante  der  quadra- 
tischen Form  Züiigdpidpit, 

Wenn  sämmtliche  Coefficienten  6/m  constant  sind,  so  verschwinden 
alle  Coefficienten  der  Form  Gy  folglich  muss  auch  ^r  Ausdruck  F  ver- 
schwinden, was  bei  der  Unabhängigkeit  der  Variabelen  dpi,  d^Pkf  ipn 
Vp^  nur  möglich  ist,  wenn  alle  Coefficienten 


dpAr\ 


2_ 
dpi 


l  +  ^fi- 


%r 


\ks\ 


\ik 


hs\ 

r\  a    fi^ 

welche  wir  in  einer  früheren  Abhandlung  (iskr)  geschrieben  haben, 
identisch  Null  werden,  unter  dieser  Voraussetzung  lassen  sich  die  Co- 
efficienten {iskr)  in  einer  symbolischen  Form  darstellen,  aus  welcher 
ihre  Eigenschaften  leicht  erkannt  werden.  Wegen  der  Gleichungen  I, 
16)  und  18) 

\r\      ^''' 
und 


d  Xi      dxi 
^dpidpk'  dpr 


d 
dp. 


dp» 


d^Xi  d^Xi 


a*a?/        d^Xi 


P'QCi  O'Xl  O'Xi  C'Xl 

dPi  SPk  '  9Pr  9p9  dPk  dPt  *  ^Pi  dPr 


lässt  sich  {iskr)  auch  in  folgender  Form  als  Unterschied  zweier  Deter- 
minanten schreiben: 
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a{iskr)=s 


d*Xi        d*xi 


•  ^Pidpk'  dprdp,^ 
^   d*xi      dXi 

dprdp,'  dp^* 
^    d^Xj      dXi 

dprdp, '  dp^^ 


d^Xi      dxi 


dprdpt*  dp»'* 
d*Xi        d^Xj 

dpfdpr'dpkdpg^ 
d  Xi     dxi 

^Pk^Pt'^Px^ 
d*Xi     dxi 

dpk  dpn  dp^ ' 
d^xi     dxi 


^    d*Xi      dxi 
9ptdpk'  dpi^ 

«21» 

a»i, 
_     d^Xi     dXf 


d^Xi 

dPidpk 

dXi 

'dp» 

«1« 

«211 

a.l. 

^Pidpr'  dp^^ 


^1  ..•  -5r 


a"«!    dxi 


*n> 


«11» 


a«i 


dpidpr*dp» 
Am 


<^Pk^Pt^Pn 

welche  sich  von  den  in  einer  früheren '^  Abhandlung  aufgestellten  Deter- 
minanten nur  dadurch  unterscheiden,  dass  hier  der  Index  /  die  Zahlen- 
reihe 1,  2,  ...  n,  dort  aber  die  Reihe  0,  1,  ...  n  zu  durchlaufen  hat. 
Jede  der  beiden  Determinanten  l&sst  sich  nun  in  ein  Product  zweier 
symbolischer  Ausdrücke  zerlegen,  n&mlich  die  erste  in  das  Product 


dpidpi^    dpidpi,''  '"  dpidpt 

dx,       a«j           a»„ 

9p,'         8Pi'      •■•     dp^ 
dx^           dx,                 dXn 
dPt          dp,'      •••     dp, 

dx^           dx^                dx» 

dpn'            dpn'        •••      dpn 

dPrdp,'   dprdp,'  ■"■  dprdp, 

dXi               dx,                     dXn 

dPi'       dp,'    ••'    dp, 

dx,             dx,                 dXn 

dPt'       dp,'     •'•    dp, 

•                            •                                  • 

dx^            dx^                dx» 
dp»'          dp»'       '"     dp» 

die  zweite  in  das  Product 


a«a:,            d^x^               d^Xn 

d^x,           d*x,               d^Xn 

dpidpr'    dpidpr'  '"  dpidpr 
dx^            dx^                dx„ 
dp,'          dp,'     •••      dp, 
dx,            dx^               dx» 
dp,'        dp,'     ••     dp, 

dx,           dx,               dx» 
dp»           dp»'     '"      dp» 

dpkdpt'    dpkdpt'  '"  dpkdpf 
dx,             dx,               dx» 
dPx'     *    ,dp,'     **•      dp, 
dx,             dx,                dx» 

dp,'         dp,'    •••     dp, 

dx,              dx,                dx» 
dp»'            dp»^     '"      dp^ 

*  &  diese  Zeitschrift  Bd.  XX,  S.  430. 
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Die  vier  so  erhaltenen  symboÜBchen  Factoren  sollen  der  Reibe  nach  mit 
^ik%  ^rty  ^in  ^k9  bezeichnet  werden.  Sie  sind  keine  Determinanten, 
da  die  Zahl  der  Horizontalreihen  n  +  l«  die  der  Verticalreihen  »beträgt; 
doch  kann  man  die  Prodncte  Diu  I^f%  Dir  Dk%  ganz  auf  dieselbe  Weise 
bilden,  als  ob  die  Grössen  Z>  wirkliche  Determinanten  wären.  Das  Pro- 
dnct  zweier  solcher  symbolischen  Ausdrücke  ist  dann  aber  identisch  Null, 
daher  ist 

Hieraus  ergiebt  sich  für  den  Fall  des  Verschwindens  der  quadrilinearen 
Form  F  die  symbolische  Darstellung  der  Coefficienten  (izkr)^  nämlich 

13)  (t^Arr)  =  1  (Z)<t/>,.  -  A,2>^,). 

Mit  Hilfe  dieser  Zerlegung  lässt  sich  leicht  beweisen,  dass  die  Co- 
efficienten (iskr)  nicht  unabhängig  von  einander  verschwin- 
den, gleichgiltig,  ob  die  Form  l^a^jt  (^Pi  ^Pit  auf  die  Form  2? </^/', 
/  =  1,  2,  ...  (n  +  1)  zurückführbar  ist  oder  nicht.  Es  mögen  z.  B. 
für  n=:3  die  Coefficienten  (1212),  (1213),  (1313)  identisch  verschtKn- 
den.  In  diesem  Falle  müssen  sie  sich  symbolisch  durch  folgende  Gleich- 
ungen darstellen  lassen: 

(1212)  =  l(/>,,Z>„-i>»,,)  =0, 
(l213)«i(2>,,/>,3-i>„2>„)  =  0, 
(1313)  =  i(Z>,,2>^-2>«,3)      =:0, 

worin  jedes  der  sechs  Glieder  /^n^^«,  ^h-^m»  ^ii-^sa»  ^*i«»  ^wAst  -^'is 
für  sich  identisch  verschwinden  und  in  ein  Prodnct  zweier  symbolischer 
Factoren  in  der  angegebenen  Weise  sich  zerlegen  lassen  muss.  Aber 
auch  sämmtliche  übrigen  Producte ,  die  aus  zwei  dieser  symbolischen  Fac- 
toren ausser  den  obigen  noch  gebildet  werden  können,  müssen  identisch 
Null  werden,  folglich  ergeben  sich  auch  die  identischen  Gleichungen 

Entwickelt  man  aber  aus  diesen  symbolischen  Ausdrücken  rückwärts  die 
noch  fehlenden  Coefficienten  (t^Arr),  so  erhält  man 

i(öpZ)„-i)„Z>„)  =  (2323), 
i  (/)„/)„ -Z)„2)„)  =  (1323), 


folglich  sind  auch 


i(Z)„ö„-/)„i>„)  =  (2l23). 


(2323),  (1323),  (2l23) 
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identiBcb  Null.*  Ans  der  symbolischen  Darstellung  der  Coefficienten 
(iskr)  in  13)  ergeben  sieb  nnn  ohne  Scbwierigkeit  die  folgenden  Be> 
ziekangen : 

(Jskr)  =  —  {sikr)  =  -  (isrk)  s=  (*5irAr), 

d.  h.:  Der  Coefficient  (iskr)  nimmt  den  entgegengesetzten 
Wertb  an,  wenn  man  entweder  t  mit  s  oder  k  mit  r  vertanscbt, 
geht  aber  in  seinen  ursprünglichen  Werth  über,  wenn  man 
gleichzeitig  t  mit  s  und  k  mit  r  verwechselt.     Wenn  daher 

{iskr)  dpidpk  Spr  dp« 

ein  bestimmtes  Glied  von  F  ist,  so  enthiUt  F  anch  noch  die  drei  anderen 
Glieder 

{sikr)  dp^  d^pk  ipr  ^Pi ,  {isrk)  dpi  dpr  ipk  ^P«,  (««>*)  dp,  d^pr  dpk  (fpi, 

deren  Coefficienten  sich  durch  den  Coefficienten  {iskr)  ausdrücken  lassen. 
Sie  können  nftmlich  auch  geschrieben  werden 

—  {iskr)  dp,  ipk  8pr  ^Pi^ 

—  {iskr)  dpi  dtpr  ipk  (fp% , 
+  {iskr)  dp,  ipr  dpk  tfpi , 

folglich  geben  diese  vier  Glieder  zusammen 

{iskr){dpi tfp,  —  dp,  fpi)  {d'pk  öpr  -  d^PriPh)- 

Daher  ist  auch  * 

F^Z{iskr)  {dpt  ip,  —  dp,llpij  «pt  8pr  —  d^PrSph), 

welche  mit  der  Biem an n* sehen  Gleichung  II)  bis  auf  den  Factor  —  ^ 
übereinstimmt. 


*  In  üebereinstimmnng  mit  diesem  Resultat  steht  die  Schlnssbemerkimg 
Biemann's  Ges.  W.  S.  383,  Z.  3  7.  o.:  „übeervandum  tarnen  est,  temas  (sc.  con- 
düiones)  tantum  esse  a  se  independentesj'  Mit  dem  von  mir  gegebenen  Beweis 
dürfte  ein  Bedenken  sich  erledigen,  welches  Herr  B.  Lipschitz  in  seinem  „Beitrag 
zur  Theorie  der  Erümmmig^,  Borchardt's  Journal  Bd.  81,  S.  240,  und  zwar  in 
dem  ersten  Theüe  der  Anmerkung,  gegen  mich  erhoben  hat.  —  Ein  zweiter  Ein- 
wurf des  Herrn  B.  Lipschitz  gegen  eine  meinerseits  vom  metageometrischen 
Standpunkte  aus  aufgestellte  Behauptung  ist  bereits  in  meiner  letzten  Abhandlong, 
diese  Zeitschrift  XXI,  S.  373  flgg. ,  eingehend  besprochen  und  in  seiner  fundamen- 
talen Bedeutung  fQr  die  Theorie  der  höheren  Räume  gebührend  gewürdigt  wor- 
den. Deshalb  halte  ich  es  auch  nicht  für  geboten,  auf  das  absprechende  Urtheil 
des  Herrn  Brill  in  München,  s.  Fortschritte  d.  Math.  Bd.  7,  8.  806  flg.,  näher  ein- 
zagehen,  zumal  Herr  Brill  die  Arbeit,  über  die  er  referirt,  nur  ganz  flüchtig 
gelesen  hat.  Jedenfalls  ist  es  aber  nicht  ganz  correct,  wenn  Herr  Brill,  nachdem 
ihm  die  Fortsetzung  meiner  Abhandlung  bekannt  geworden,  sich  der  Verpflichtung 
entzieht,  sön  voreiliges  Urtheil  zu  rectificiren.    8.  Fortschritte  Bd.  8,  8.  478. 
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IV. 

Besiehnng  der  Form  F  zum  Ganss^sohen  Krttnunungsmass.    Unrndg- 
liöhkeit,  das  letztere  anf  gewnndene  Flächen  auszudehnen. 

Gehen  wir  endlich  zu  der  Formel  III)  über,  welche  Riemann  als 
die  Verallgemeinemng  des  Gauss 'sehen  Krümmungsmasses  bezeichnet» 
so  würde  dieselbe  in  unserer  Bezeichnungsweise  lauten: 

ÜOik  dpi  äpk  .  £ars  öpr  d'pt  —  £air  dpi  dpr  .  £akt  ipk  d'p«' 
Der  Nenner  ist  ebenfalls  eine  quadrilineare  Covariante  von  liaik^Pi^Pk 
und  lässt  sich  auch  auf  die  Form  bringen 

£(anar»  —  auakr){dpi^p^  —  äp.^pi){d[pk  8pr  —  d^PrSpk)- 
Für  n  =  2  wird  der  Quotient  1)  frei  von  den  Differentialen  und  reducirt 
sich  auf 


(1212)^1  /  d  [11   _J_|12|\      1  ^^,( 


12 


111 


22 


2) 


a_|i2 

apj2 
dp.dp^      ^dp^*       ^dp,^'     dp^      ^dp,'    ^dp. 


da, 


"n» 


"21  > 


«u» 

«11 

«M. 

«M 

0, 

Setzt  man  hierin  öj^ä^,  fljj  =  ajja=F,  0«  =  G,  Pj  =  /?,  p^«=  jr,  so  geht 
2)  über  in  den  Ausdruck,  den  Gauss  im  XL  Artikel  der  y,DisquisUiones 
circa  superficies  curuae"  fär  das  Krümmnngsmass  einer  FlKche  im  gewöhn- 
lichen Räume  aufgestellt  hat  und  den  wir  der  Volbtändigkeit  wegen  hier 
noch  einmal  reproduciren : 

.  I  ra£  3C    ^SF  dG    /dG\*-\ 


3) 


,p[9E  dG_dE  dG_^dE  ^,.<)£  ^_^^_f  ££"| 
■^     Idp'dg      dq'dp        dq'dq^    dp'dq        dp'dpj 

"^    Idp'dp    .dp-dq'^\dq)} 
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Man  mag  nun  entweder  den  Grenzwerth  eines  Verhältnisses  -j ,  dessen 

Nenner  das  Flächenelement  A  der  Fläche  darstellt,  während  der  Zähler  6 
das  entsprechende  Element  einer  Kugel  vom  Halbmesser  1  repräsentirt, 
deren  Radien  parallel  zu  den  Normalen  der  Fläche  gezogen  sind  —  oder 
den  reciproken  Werth  des  Prodnctes   der  beiden  Hanptkrümmungshalb- 

messer  /?|  und  J?g,   also  den  Quotienten         ^    als  Erümmungsmass  der 

Fläche  in  dem  betrefifenden  Punkte  ansehen  —  in  beiden  Fällen  ergiebt 
sich  die  rechte  Seite  der  Gleichung  3)  als  analytischer  Ausdruck  dieses 
Krnmmungsmasses.  Doch  hat  man  kein  Recht,  zu  behaupten,  dass  die 
rechte  Seite  der  Gleichung  3)  überhaupt  das  Krümmungsmass  einer  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit  von  zwei  Dimensionen  ausdrücke,  deren  Linear- 
element durch  die  Form  yEdp^  +  2Fdpdq'{'Gdq*  gegeben  ist,  solange 
man  nicht   nachweisen   kann,   dass   der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite 

▼on  3)  in  der  That  äquivalent  ist  entweder  dem  Grenzwerth  •—-  zweier 

in  der  angegebenen  Weise  correspondirenden  Flächenelemente  oder  dem 

reciproken  Product  der  beiden  Hauptkrümmungshalbmesser  -iz—^  der  be- 

trachteten  zweifachen  Mannigfaltigkeit.  Bis  jetzt  ist  diese  Aequivalenz 
nur  unter  der  speciellen  Voraussetzung  bewiesen,  dass  die  Fläche,  deren 
Krümmungsmass  durch  die  Gleichung  3)  bestimmt  wird,  durch  eine  Gleich- 
"^^S  /(^9  9>0^^  ^^^  einem  ebenen  Räume  von  drei  Dimensionen  aus- 
geschieden oder  die  Form  E  dp*  +  2Fdp  dg  +  G  dq^  aus  der  Form  dx^ 
+  dy^  +  dz*  mit  Zuhilfenahme  der  einen  Gleichung  f(x^y^z)  entstanden  ist. 
Aber  schon  für  den  nächst  einfachen  Fall,  dass  die  Fläche,  deren  Krüm- 
mung gesucht  wird,  einen  ebenen  Raum  von  vier  Dimensionen  durch- 
zieht oder,  analytisch  ausgedrückt,  dass  die  Form  Edp^ '\-2Fdpdq'{'G dq* 
aus  der  Form  dx^^  +  dx^*+  dx^*  +  da:^^  mit  Zuhilfenahme  zweier  Gleich- 

^^^^  f{x^,x^,a:^,a:;j=:0  und  9>(^i>«8>  ^s»  «4)  =  * 

entstanden  ist,  scheint  es  mir  ganz  unmöglich  —  ohne  irgendwelche 
willkürliche  Voraussetzung  — ,  das  Krümmungsmass  einer  solchen  gewun- 
denen Fläche  oder  Fläche  doppelter  Krümmung  überhaupt  zu  bestimmen, 
geschweige  denn  in  den  Ausdruck  3)  umzusetzen ,  d.  h.  durch  die  Coeffi- 
cienten  E^  Fy  G  nebst  ihren  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten 
auszudrücken^  Offenbar  haben  die  Anhänger  der  Rie man  naschen  Krüm- 
mungstheorie, wenn  sie  behaopten,  dass  der  Ausdruck  3)  schlechtweg 
das  Krümmungsmass  einer  Fläche  darstelle,  deren  Linearelement  durch 
die  Form  yE  dp^  +  2Fdp dq  +  G dq^  gegeben  sei,  den  Beweis  für  diese 
Behauptung  beizubringen,  da  Riemann  selbst  es  unterlassen  hat,  dies 
zu   thun;  ich  könnte  mich   also  füglich  des  Gegenbeweises  entschlagen. 
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Nun  haben  zwar  die  berufensten  Vertreter  der  Rie  mann' sehen  Theorie 
bis  jetzt  keinen  Versach  gemacht,  meinen  Einwand  gegen  dieselbe  zu 
bek&mpfen  nnd  nach  dem  Grundsatz:  ,,qui  iacel,  conseniW*  könnte  ich  also 
annehmen,  dass  sie  sich  von  der  Richtigkeit  desselben  überzeugt  haben. 
Da  es  mir  jedoch  nur  nm  die  Ernimng  der  Wahrheit  nnd  nicht  danim 
zu  thnn  ist,  ä  tout  prix  Recht  zu  behalten,  so  stehe  ich  nicht  länger  an, 
für  den  oben  skizzirten  einfachsten  Fall,  dass  nämlich  die  in  Rede 
stehende  Fläche  in  einem  ebenen  Räume  von  vier  Dimensionen  enthalten 
ist,  die  Gründe  darzulegen,  weshalb  ich  es  fttr  unmöglich  halte,  einen 
Ausdruck  für  ihre  Krümmung  zu  finden. 

Ein  ebener  Raum  von  vier  Dimensionen  ist  nach  Analogie  mit  der 
Geraden ,  der  Ebene  und  dem  gewöhnlu;^hen  Räume ,  welche  ich  als  ebene 
Räume  oder  als  ebene  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten  Ton  einer,  zwei 
und  drei  Dimensionen  bezeichne,  durch  vier  gerade  Linien ,  die  nicht  in 
einem  ebenen  Räume  von  drei  oder  weniger  Dimensionen  enthalten  sind, 
bestimmt.  Dementsprechend  denke  man  sich,  dass  von  einem  Punkte  0 
die  vier  Geraden  Oitf^,  Oitf^,  Oitfg,  OM^  ausgehen.  Durch  je  drei  von 
diesen  Geraden  kann  ein  ebener  Raum  von  drei  Dimensionen,  durch  je 
zwei  ein  ebener  Raum  von  zwei  Dimensionen  oder  eine  Ebene  ^  gelegt 
werden.  Die  vier  Geraden  bestimmen  also  sechs  Ebenen  OM^M^^  OM^M^^ 
OM^M^^  OM^Id^j  OM^M^y  OM^M^y  von  denen  allemal  diejenigen  zwei, 
welche  keine  der  vier  Geraden  gemeinschaftlich  haben,  also  die  erste  und 
die  sechste,  die  zweite  und  die  fünfte,  die  dritte  und  die  vierte  sich 
überhaupt  nur  in  dem  einen  Punkte  0  schneiden  können.  Denn  hätten 
zwei  solche  Ebenen ,  z.  B.  OM^  M^  und  OM^  M^  eine  Gerade  OM^  gemein- 
schaftlich, so  lägen  alle  fünf  Geraden  in  einem  ebenen  Räume  von  drei 
Dimensionen ,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist  Es  schneiden  sich  daher 
überhaupt  zwei  Ebenen  im  ebenen  Räume  von  vier  Dimensionen  nur  in 
einem  Punkte,  wie  sich  auch  analytisch  leicht  verificiren  lässt.  Ebenso 
ergiebt  sich  ohne  Schwierigkeit,  dass  in  einem  Punkte  einer  Ebene  un- 
endlich viele  Normalen  errichtet  werden  können,  die  sämmtlich  in  einer 
Ebene  liegen,  welche  nur  den  einen  gegebenen  Punkt  mit  der  ersten 
Ebene  gemein  hat.**  Demgemäss  lassen  sich  auch  in  einem  Punkte  einer 
Fläche,  die  einen  ebenen  Raum  von  vier  Dimensionen  durchzieht,  un- 
endlich viele  Normalen  errichten ,  die  alle  in  einer  Ebene  liegen ,  welche 
die  Fläche  nur  in  dem  einen  Punkte  schneidet.  Wenn  man  daher  auf 
einer  solchen  Fläche  drei  einander  unendlich  nahe  Punkte  annimmt  und 


*  Nach  der  Bezeichnung  von  C.  Jordan y  „Essai  swr  la  g^ometrie  ä  n  dimen^ 
sion^'  im  BtiUetin  de  la  socüte  mathSmatiqtM  de  France  t.  3,  p,  104,  würde  unsere 
Ebene  ein  „Biplan  Pf**  sein,  während  der  ebene  Raum  von  drei  Dimensionen  den 
Namen  „Plan  P^'  erhalten  müsste.  Auch  die  Bezeichnung  des  Herrn  S.  Lie  ist 
abweichend  von  der  meinigen. 

**  Diese  Ebene  würde  nach  G.  Jordan  mit  P^^*  als  „(4—2)  plan  perpendi- 
cuiaire  ä  Pt  üeve  pwr  le  pomt  Xi,  Zt,  z,,  z«''  zu  bezeichnen  sein;  {.  c,  S.  114. 
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die  Fläche  des  von  ihnen  bestinnnten  Dreiecks  mit  d  bezeichnet,  so 
würde  man,  nm  das  Erümmnngsmass  der  Fläche  «n  der  betrachteten 
Stelle  zvL  finden,  zunächst  in  den  Eckpunkten  dieser  Fläche  Normalen 
so  errichten  haben,  sodann  eine  Kngpelfläche  im  Banme  von  vier  Dimen- 
Bionen  mit  dem  Halbmesser  1  constrniren  und  diejenigen  Radien  ziehen, 
welche  den  soeben  erwähnten  Normalen  parallel  laufen.  Diese  Parallelen 
würden  die  Kugelfläche  in  drei  Punkten  schneiden,  welche  ein  Dreieck 
mit  der  Fläche  d  bestimmten.     Das  Erümmungsmass  der  Fläche  ergiebt 

sich   dann  gleich  dem  Orenzwerthe  des  Verhältnisses  -— .     Die  erste  der 

beiden  Constructionen  würde  zwar  ausführbar,  aber  unbestimmt  sein,  da 
sich  in  jedem  Punkte  unendlich  viele  Normalen  errichten  lassen;  die 
zweite  Hesse  sich  aber  nicht  einmal  ausführen,  weil  es  im  Baume  von 
vier  Dimensionen  kein  Analogen  der  Kugel  fläche  giebt.  Denn  die 
Gleichung  ^i  ^  ^^  ^  ^^8  ^  ^.^2  =  ^ 

repräsentirt  keine  Fläche,  sondern  eine  kugelförmige  Mannigfaltigkeit  von 

drei  Dimensionen.     Der  Orenzwerth  des  Verhältnisses  -7,   wie   es  oben 

als  die  erste  Definition  des  Gauss' sehen  Krümmungsmasses  aufgestellt 
wurde,  lässt  sich  also,  wenn  die  Fläche  eine  gewundene  ist,  nicht  auf 
dem  gewöhnlichen  Wege  bestimmen.     Dasselbe  ist  der  Fall  mit  dem  reci- 

proken  Product    der  Hauptkrümmungshalbmesser    ^^       .     Denn   da   die 

Normale  einer  gewundenen  Fläche  unbestimmt  ist,  so  kann  von  Haupt- 
krfimmungshalbmessern  der  Normalschnitte  auch  nicht  die  Rede  sein. 

Da  nun  bei  einer  Cnrve  doppelter  Krümmung  die  Normale  ebenfalls 
unbestimmt  ist,  die  Krümmung  ab*er  trotzdem  mit  Hilfe  der  Osculations- 
ebene  bestimmt  werden  kann,  so  liegt  es  nahe,  für  die  gewundene  Fläche 
ein  analoges  Hilfsmittel  zur  Bestimmung  der  Hanptkrümmungshalbmesser, 
nämlich  den  Osculationsraum  einzuführen. 

Bevor  wir  jedoch  die  hierauf  bezügliche  Untersuchung  antreten, 
wollen  wir  uns  zuerst  Rechenschaft  von  den  Schritten  geben ,  die  wir  zu 
thun  haben,  um  die  Osculationsebene  einer  gewundenen  Curve  im  ge- 
wöhnlichen Saume  zu  bestimmen,  welche  durch  die  beiden  Gleichungen 

in  rechtwinkligen  Cartesischen  Coordinaten  charakterisirt  ist.  Die  ge- 
nannte Ebene  geht  durch  drei  aufeinanderfolgende  Punkte  der  Curve, 
deren  Coordinaten  bezüglich  sind 

Xj,  a:^,  ÄTg, 

«i+da:^,  x^  +  dx^,  x^  +  dx^, 

«1  +  2Jx^  +  cPa?i,    x^  +  2dx^  +  cPa?j,     a?j  +  2dx^  +  d^x^, 
Ihre  Gleichung  ist  folglich 
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^1  —  ^1»       %  — ^2)      %  — ^8 

5)  •      dx^,         dx^^         dx^       =0. 

Bezeichnet  man   diese  Determinante  mit  A  nnd  ihre  Minoren  na<^  der 
ersten  Horieontalreihe  bezüglich  mit  A^^  A^^  A^^  so  giebt  ihre Entwickelnng 

worin  die  Coefficienten  die  folgenden  Werthe  haben: 


j,= 


rfor,,     da-j 


^  = 


Nun  erhält  man  dnrch  Differentiation  von  4) 


7)    -^d«x,+^d»x,+  -^d»x,  =  -r 


dXidXfc 


»      |d«a?i,   d«ar. 


dxidxk,     i,Ar  =  l,2,3, 


a«g) 


dxidxu,     i,Ar  =  l,2,3, 


ÖÄTj  e^Xg  «taTg       . 

mit  deren  Hilfe  man  ohne  Schwierigkeit  findet 

A.:A^:A.  =  £(p^.-r-^ Pi.^*^    )dXidXk 

*     *     *         \aa?i  aa?<  dXk     dx,   dXi  dxj 


8) 


dXidXk     dx^' dXi  d Xi^} 
\dx^' dXi  dXk     dx^' dXi  dXkJ 


dXi  dXk     dx^  dXi  dXk, 


jdXi 


dXk. 


dXi  dXk     dx^' dXi  d x^j 
Ans  6)  nnd  6*)  ergiebt  sich  aber  für  die  Verhältnisse  der  Differentiale 


9) 


dx  dx  -dx  =i^  ^-^-^  ^.IL  ^-U.  tL.K  ££ 
»•    »•    .»    a«,'ax,    dx^'dx^dx^'dx^    dx^'dx^'dx^'dx. 


Setzen  wir  zur  Abkürzung 

df    dip 


df_   dv_ 
dx^'  dx^' 


10) 


SO  kommt 


"a» 


Ar.A, 


df^    dq>  ^ 

dx^'dx^      dx^'dx^'^^^ 
df    dg>       df    dq> 

df    l^__^  ^ 

d^f       df     a«<p 


'A--z(^ 


)" 


11) 


dxidxi^  dx^   dxidxic. 

._^/ag>^    ay  df  ^  ay  \ 

\dx^' dx^dxig  dx^' dxidxff)    * 

aV  df       d^tp    \ 


fffc 


«A 


'dxidxf,    axj'ax.an/  •"*' 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  Gleichung 
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12)  ^i(i?i-«i)  +  MVi-^i)  +  MVs-^s)  =  0 

frei*  Ton  den  Differentialen  dx^^  dx^y  dx^  ist,  die  OscnUtionsebene  also 
mit  Hilfe  der  ersten  und  Eweiten  Derivationen  der  beiden  Functionen 
f=Oy  g>  =  0  bestimmt  werden  kann. 

um  nnn  den  ebenen  dreidimensionalen  Oscnlationsranm  einer  Fläche, 
die  in  einem  ebenen  Räume  von  vier  Dimensionen  liegt,  eu  finden, 
mSgen,  dem  Vorigen  entsprechend,  die  Gleichungen  dieser  Flftche  in 
rechtwinkligen  Cartesisch^n  Coordinaten 

13)  A«n^8i^8»^4)  =  ö,     <p(ari,a?,,a:3,xj=:0 

gegeben  sein.     Nimmt  man  vier  Punkte,   die  einander  auf  der  Fl&che 
unendlich  nahe  liegen,   an,   so  wird  man  ihre  Coordinaten  in  folgender 
Weise  bezeichnen  können: 
afj,  x^f  ^3,  a?^, 


Xi  +  idx^  +  dl^x^y  x^  +  2dx^  +  öfix^y  x^  +  2dx^  +  fix^y  x^+2dx^  +  cPx^. 
Die  drei  ersten  Punkte  liegen  auf  der  Tangentialebene  im  Punkte  a?^, 
Xj,  «3,  s^;  der  vierte  Punkt,  für  dessen  Coordinaten  man  statt  des 
Sehemas  x  +  2dx  +  cPx  ebenso  gut  x  +  dx  +  dx  +  dix  oder  a;  + 22a; 
+  fix  hätte  zu  Grunde  legen  können ,  ist  ein  Punkt  der  nttchstfolgenden 
Tangentialebene.  Der  durch  diese  vier  Punkte  gelegte  ebene  Raum  von 
drei  Dimensionen  ist  dann  der  Erümmungs-  oder  Oscnlationsranm  der 
gewundenen  Fläche  und  in  ihm  —  vorausgesetzt ,  dass  er  selbst  eindeutig 
wäre  —  müssten  sich  denn  auch  die  beiden  Hauptkrttmmungshalbmesser 
und  somit  das  Krümmungsmass  der  Fläche  in  dem  betrachteten  Punkte 
x^,  9g,  d?3,  x^  bestimmen  lass<en»  Die  Gleichung  des  dreidimensionalen 
Krümmungsraumes  würde  demnach  in  der  Form 


14) 


aufzustellen  sein,  worin  man  statt  der  letzten  Horizontalreihe  auch 

15)        ddx^y  dix^y  dix^y  dSx^  oder  6*arj,  6*Xg,  4*«g,  IPx^ 
mflsste  setzen  können,  ohne  eine  Aenderung  hervorzubringen. 

Bezeichnet  man  weiter  die  Determinante  14)  mit  A  und  die  nach  der 
ersten  Horizontalreihe  genommenen  Minoren  mit  J^^  A^^  A^y  A^y  so  giebt 
die  Entwickelung  von  14) 

worin 


«Jl— »1. 

%-««. 

'?»-*»» 

r^^-x 

d»„ 

d«„ 

<^«8. 

.  dx^ 

dOJ,, 

d«„ 

ix^. 

4x4 

<fla>^, 

d»»,, 

«**«8. 

d^x^ 

^1= 


dXa.y  dXfiy  dXA 


2» 

dX^y 

d*x^ 


«-8» 
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8x^ 
fix^ 


^,  =  . 


dx^y    dx^y    dx^ 

hX^y  iX^y  SXj^ 

d^X^y      fiX^y        fiX^ 
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^8  = 


Sx^y    8x^^    öx^ 
<Px^,  d^x^^  dPx^ 


^4  =  - 


dX|,    dx^^    dx^  I 
d*a:j,  d*^:,,  d*Xg| 


Zur  Berechnung  dieser  Unterdeterminanten  hat  man  die  durch  Differen- 
tiation von  13)  sich  ergebenden  Gleichungen 


ax/*«+äF/^»+ä^/**=«' 


d9> 


dg> 


dg> 


d(p 


f,Ar  =  l, 2,3,4, 


16»)  -Xd^^  +^rf^^  +^d^3  +^rf^^ 


ix^ 


dx. 


dx^ 


in|fa-.+fe*-.+|j/x,+|?3.. 


dx^ 

"aZ 


dx^ 


.0, 
'0, 


^«•)  l^^-'+l?/^«+l?/-.+l?/-*-^äw/-'^'- 


Um  hieraus  zunächst  jI^  zu  bestimmen,   eliminire  man  dx^  aus  16)  and 
16*),  dx^  aus  17)  und  17*),  d^x^  aus  18)  und  18*),  so  kommt 

(lL,^^lL,^)dx  +(K,^^IL,2l)dx 
Xdx^'dXj^     dx^'dxj      *       Vaxj'aaTj      dx^'dx^J      * 

/a/;  dv^_di  a^N  -     . /_a/;  a£__a/^  l^^rf«^ 
\dx,'dxi    dx^'dxj     *'^\dxj;dxi    dxi'dxj     ' 


^\^x^^^x^     dx^'dxj       *         Kdx^ 
Hieraus  ei^ebt  sich  aber 


a»«p        dif>      7^t 


dXfdxk     dx^'dxidxi. 


dXfdX),, 


A,= 


dx^j    dx^y   dx^ 
ix^^    ix^y   ix^ 
d^ajg,  dPx^y  d^x^ 
dx^Sx^''^-  dx^6Xf^    ^(^f       ^^V         a<p 

"  df    dg> 


^^(a-■ 

7  gp      \dx^ 


av 


\dxidxk. 


df    dg>      \dxj^'dxidxk     dx^'dxidxk) 
dx^  dx^     dx^   dx^ 

Ferner  erhält  man  leicht  aus  16),  17),  16*)  und  17*) 
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tfd?3  d«4  ^  dx^  8Xq  :  dw^  tx^^^  dx^  dx^ :  dx^  dx^^  dx^  ix^ :  dx^  6x^  —  c/dP,  jo;, 

\dxi'dx^     dx^'öxj'      Xdx^'dx^     dx^' dxj\dx^' dx^     dx/dxj 

'      Kdx^'dx^     dx^'dxj' 
also,  wenn  man 

{dx^^x^^dx^ix^^+(dx^^x^'-dx^  Sx^^+{dXj^ix^'^dx^9Xi)^+{dx^6x^'-dx^8x^)^ 
\ax/aa?,"a4Pg'ajr^/  "^\aa?g*ax5"aj?3'av  '^Kdx^'dx^'dx^'dxJ  '^\dx^'dxi''dx^'dxj 

=^ 

seist, 

und  allgemein 

\dXr* dXidXft     dXf  dX{dXk/ 
Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Oleichnng  des  KrümmongBranmes 

ein,  80  yerschwindet  der  Factor  B  nnd  man  erhält 

HXtte  man  nnn  in  der  Determinante  14)  statt  der  letaten  Horizontalreibe 

d*«j,  d*a?,,  d*a?8,  d^x^ 
die  gleichberechtigte 

d^o?,,  ddaj,,  dix^^  dix^  oder  d*a?i,  4*a?,,  i^x^^  d^a?^, 

so  würde  man  statt  der  Oleichnng  19)  bezüglich  eine  der  beiden  fol- 
genden : 

oder 

erhalten  haben.  Hierans  erkennt  man,  dass  der  dreidimensionliche  Os- 
cnlationsranm  der  Fläche 

f{x^,x^,  oTj,  äJ  =  0,     9>(a:i,  iTj,  ar,,  «J  =  0 

in  dem  Punkte  ar^,  ar^,  ar,,  jr^  nicht  allein  durch  die  Coordinaten  dieses 
Punktes  und  die  ersten  nnd  zweiten  Derivationen  der  Functionen  f  und 
9>  bestimmt  wird,  sondern  ausserdem  auch  noch  von  der  willkürlichen 
Verschiebung  des  Punktes  x^,  x^,  X3,  x^,  d.  h.  von  den  Grössen  dx 
oder  dar  abhängt.  Man  kann  daher  sagen,  dass  eine  gewundene 
Fläche  in  jedem  ihrer  Punkte  eine  unendliche  Menge  Ton 
Krümmungs räumen  besitzt.      Daher  haben  auch  die  Krümmungs- 
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^%<%'W>^^^>^a'V^>%«wWwvww%/v%^srf«i^  ^\^^»»>>^<»M^^ww^^v^/^»^^wvy/^^^^^»»w»>vws<^^>li»»^i^v^^^»Sll><^^<Wll<^lli»/^w»»/^^\^^^^^^^^^l^^^^ 


halbmefiser  der  Normalschnitte  in  jedem  Pnnkte  unendlich  viele  Maxim» 
and  Minima,  so   das8   das  Prodnct  ,  wie  vir  oben  gesehen  haben, 

unbestimmt  bleibt. 

Wollte  man  endlich  denjenigen  ebenen  Raum  als  Osculationsraum 
ansehen,  welcher  zwei  aufeinanderfolgende  Tangentialebenen  der  gewun* 
denen  Fläche  enthält  und  welcher  bei  den  gewöhnlichen  Flächen  mit  dem 
empirischen  Raum  zusammenfällt,  so  hätte  man  die  beiden  Oleichungs- 
Systeme 


20) 


und 


21) 


+  (V.-^-^«.)(|f,  +  ^|f.)  +  (V,-.-^«.)(|S+^||j  =  . 

aufzustellen.  Um  den  Schnittpunkt  der  beiden  Ebenen  20)  und  21)  zu 
finden,  setzen  wir  i/\,  ti^y  fi\y  fi\  bezüglich  gleich  17^,  f^g,  ri^y  «74.  Hier- 
durch reducirt  sich  das  System  21),  wenn  wir  20)  berücksichtigen  und 
die  unendlich  kleinen  Glieder  der  zweiten  Ordnung  vernachlässigen ,  auf 


Wenn  nicht  die  Determinante 

df         df 

df 

df 

dx. 

dtp         d(p 
8*1'       8ar,' 

ä7,' 

d<p 
dx. 

A^f       A^f 

A^f 

dx^ 

dip      dtp 

'd-x. 

=  0 


ist,  was  im  Allgemeinen  nicht  vorausgesetzt  werden  kann,  so  iSsst  sich 
dem  System  der  vier  Gleichungen  20)  und  22)  nur  durch  die  Annahme 


^1  =  ^1»       nt  =  ^%y      %  =  «S»       »?4  =  *4 
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i^»«^^^^W^^^»^V^S 


genügen»  d.  h.:  Zwei  aufeinanderfolgende  Berührnngsebenen 
einer  gewundenen  Fläche  schneiden  sich  nur  in  einem 
Fnnkte,  dem  Bertthrungspankte,  nach  welcher  Richtung  man 
auch  die  Verschiebung  d  annimmt;  sie  liegen  daher  in  einem 
Baume  von  vier  Dimensionen  und  bilden  keinen  Osculations- 
raum.  Sollen  die  beiden  Ebenen  einen  Raum  von  drei  Dimensionen 
bestimmen ,  so  müssten  sie  sich  in  einer  Geraden  treffen  und  man  hätte, 
da  diese  Gerade  durch  den  Punkt  o?^,  x^^  x^^  x^  gehen  mttsste,  für  sie 
die  Gleichungen 

^1—^1  =  ^^1»       1?8  — ^2  =  ^<^«»       ^S— ^S=^^8>       »?4  — ^4  =  ^^4» 

worin  1  die  Länge  der  Geraden  vom  Punkte  ^i>^g^  x^y  x^  bis  zum 
Funkte  i/^,  tj^^  i},,  rj^  und  q,  c,,  Cg,  c^  die  Cosinus  der  Winkel  be- 
deuten, welche  die  Gerade  mit  den  vier  Azen  bildet  und  welche  daher 
der  Gleichung  c,»  +  e,*  +  c,»+c*  =  l 

genfigen.     Setzt  msm  diese  Werthe  in  20)  und  22)  ein,  so  kommt 


df 


if 


df 


df 


'^^ä^,+  *'«8^+  '^»ä^,+  '^d^r"^^ 

dq>  dtp  dtp  dtp       ^ 


.dtp 


.dfp 


d.tp 


^dq> 


^1^5T  +^«^^+^3^^  +^4^5^=0 


dx, 


dx^ 


aa?s 


dx. 


welche  Gleichungen    nur  dann   zusammen  bestehen  können,   wenn  die 
Determinante 


dtp 

.df 


d 


IL 

dip 

d7,' 

df 


dx,' 
dq) 


dx^        dx^        dx^ 


d(p  dq> 


dq> 


K 

dx^ 
dq> 
dx^ 

dx^ 
dq> 


=  0 


dx^        dx^        dXj        d  x^ 

ist.  Diese  Gleichung  muss  also  erfüllt  sein ,  wenn  zwei  benachbarte  Tan- 
gentialebenen einen  ebenen  Raum  von  drei  Dimensionen  oder  einen  Or- 
culationsraum  bestimmen  sollen.  Dies  ist  aber  dieselbe  Gleichung  wie 
oben  und  sie  findet,  wie  schon  erwähnt,  im  Allgemeinen  nicht  statt  Es 
folgt  hieraus,  dass  zwei  benachbarte  Berührungsebenen*  der  gewundenen 
Fläche  im  Allgemeinen  keinen  Osculationsraum  von  drei  Dimensionen 
bestimmen. 

Nach  Alledem  komme  ich   zu   dem  Schlüsse,   dass  es  un- 
möglich   ist,    die    gewöhnliche    Krttmmungstheorie    auf  Flä- 


ZAltfdhfm  1  M»tli«m»tlk  n.  Fhyrik  XXIV,  2. 
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eben  anszndebnen,  die  in  einem  ebenen  Baume  yon  vier  oder 
mebr  Dimensionen  entbalten  sind.*  Wenn  es  nun  aber  unmög- 
lich ist,  die  Krümmung  einer  Fläche,  welche  einen  ebenen  Raum  von 
vier  Dimensionen  durchsiebt,  zu  bestimmen,  so  ist  es  ebenso  unmöglicb^ 

(1212) 

nachzuweisen,  dass  der  Ausdruck  das  Erümmungsmass  einer  söl- 

a 

eben  Fläche  darstelle.     In  noch  höherem  Grade  aber  —  wenn  ich  mich 

dieses  Ausdruckes  bedienen  darf  —  würde  es  unmöglich  sein,  zu  bewei- 

(1212) 
sen,  dass  ^ das  Krümmungsmass  einer  Fläche  bedeute,  sobald  der 

Ausdruck 

«11  ^Pi  +  2  «18  dpj  dp^  +  Oj,  dp^ 
ans  der  Form  Zdx\  und  n  —  2  simultanen  Gleichungen 

/l    (^1 »  ^8 >  •  •  •  ^n)  =  Cj , 


entstanden   ist   oder  die  Fläche  einen  Saum  von  n  Dimensionen  durch- 
zieht, und  am  allerunmöglichsten  —  sü  venia  verbo  —  würde  es  sein,  den 

(1212) 
Beweis  zu  liefern ,  dass  der  Ausdruck die  Krümmung  einer  Fläche 

bezeichne,  von  der  weiter  nichts,  als  das  Quadrat  ihres  Linearelementes 

«11  ^Pl    +  2  «12  rfPi  dp^  +  «22  rfP2* 

bekannt  ist. 


*  Im  Widersprach  mit  dieser  SchlassfoIgeruDg  scheinen  die  ausgezeichneten 
UntersnchoDgen  des  Herrn  B.  Lipschitz,  „Entwickelang  einiger  Eigenschaften 
der  quadratischen  Formen  von  n  DifPerentialen'S  1.  und  2.  Mittheilung,  Bor- 
chardt*s  Journal  Bd.  71,  S.  274—295,  und  des  Herrn  C.  Jordan,  „G^nSräliaatum 
du  theorhne  d'Euler  mr  la  caurbure  des  surfaces'',  Compt  rend.  Bd.  79,  S.  909  bis 
912  zu  stehen.  Die  von  den  genannten  Herren  gefundenen  Resultate  sind  vom 
rein  analytischen  Standpunkte  unstreitig  Verallgemeinerungen  der  Erümmungs- 
theorie  zu  nennen,  doch  entbehren  sie  meiner  Ansicht  nach  beide  in  metageome* 
trischer  Beziehung  der  Evidenz  und  schliessen  somit  abweichende  Lösungen  des 
Problems  nicht  aus.  Die  beiden  Verallgemeinerungen  selbst  fallen  nur  für  Z  :=  1 
zusammen  —  s.  Lipschitz,  „GSneralisatian  de  la  tMorie  du  rayon  oscukUeuf^', 
Borchardt's  Journal  Bd.  81,  S.  225  —  300  — ,  während  sie  doch^  wenn  beide  den 
Charakter  metageometrischer  Noth wendigkeit  trügen,  in  dem  ganzen  Bereich  ihrer 
Giltigkeit  identisch  sein  müssten. 
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schaft mit  der  Orassmann'schen  Ausdehnongslehre. 

Von 

V.  Schlegel. 


Hierzu  Taf.  I  Fig.  1. 


Während  das  Verhältniss  der  Orassman naschen  Ansdehnangslehre 
zu  den  die  geometrischen  Utitersnchnngen  der  Gegenwart  beherrschenden 
Methoden  durch  meine  „Baumlehre^^  eine  ausführliche  Darstellung  erfahren 
bat,  ezistiren  mehrere,  von  der  grossen  Heerstrasse  abliegende  und  durch 
Fruchtbarkeit  ausgezeichnete  Methoden,  für  welche  der  Nachweis  dieses 
Zusammenhanges  noch  fehlt  Ich  unternehme  es  im  Folgenden,  densel- 
ben zu  liefern. 

1  Der  Oanss-Siebeok'sche  Funktcalonl. 

1.  Historigches.  Unter  dem  Titel:  „Ueber  die  graphische  Darstel- 
lung imaginärer  Functionen*^  erschien  1858  inf  Grelle 'sehen  Journal 
eine  Abhandlung  von  H.  Siebeck,  welche  im  Anschluss  aü  den  barj- 
centrischen  Calcul  und  an  die  Gauss' sehe  Darstellung  von  imaginären 
Punkten  die  vier  §pecies  algebraisch  an  Punkten  ausfuhren  lehrte,  und 
dann  an  die  Betrachtung  der  Functionen  einer  Variablen  die  Lehre  von 
den  isogonalen  Verwandtschaften  knüpfte.  Während  diese  letztere  Lehre 
weiter  ausgebildet  worden  ist  (in  neuerer  Zeit  besonders  durch  Holz- 
mflller  in  semen  „Beiträgen  zur  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaf- 
ten", ElberfeTd  1873,  und  in  anderen  Aufsätzen  der  Schlömilch' sehen 
Zeitschrift),  hat  der  eigentliche  Punktcalcul,  der  doch  als  Grundlage 
dieser  Untersuchungen  angesehen  werden  kann,  unter  der  ziemlich  all- 
gemeinen Abneigung  gegen  geometrische  Algorithmen  nicht  minder  zu 
leiden  gehabt,  wie  die  Methoden  von  Möbius  und  Grassmann,  indem 
ausser  einigen  Aufsätzen  in  Grunert's  Archiv  Nichts  weiter  über  diesen 
Gegenstand  pnblicirt  au  sein  scheint.* 


*  Von  der  ähnlichen,  aber  ganz  selbstständigen  Art  und  Weise,  wie  BjOr- 
ling  die  imaginären  Functionen  darstellt,  wird  weiter  unten  die  Rede  sein. 
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2.  Principien.  —  Reelle  Punkte  und  Zahlen.  Auf  einer  Ge- 
raden (Hauptaze)  werden  zwei  feste  Punkte  0  und  /  angenommen  und 
als  Bilder  der  Zahlen  Null  und  Eins  betrachtet.  Ein  beliebiger  Punkt 
X  der  Geraden,  der  so  liegt,  dass  die  Strecke  XO  =  x.lO  ist,  ist  dann 
Bild  der  reellen  Zahl  x^  welche  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  X 
mit  /  auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzter  Seite  von  0  liegt 

Addition  und  Subtraction  von  Punkten.  Hat  0  die  vorher 
angenommene  Bedeutuog,  und  sind  B  und  C  zwei  beliebige  Punkte  der 
Ebene,  so  heisst  der  vierte  (0  gegenüberliegende)  Eckpunkt  A  des  Pa- 
rallelogramms OCAB  die  (arithmetische)  Summe  der  beiden  Punkte  B 
und  C^  so  dass 

1)  ^  =  ^+(7. 
Ebenso  ist  durch  die  Formeln 

B^A  —  C,     C^A'-B 

ein  Punkt  als  Differenz  zweier  Punkte  bestimmt. 

Imaginäre  Punkte  und  Zahlen.  .Trägt  man  auf  der  in  0  zur 
Hauptaxe  senkrecht  stehenden  Geraden  nach  beiden  Seiten  die  Strecke 
0/  ab,  so  sind  die  Endpunkte  dieser  Strecke  die  Bilder  der  Zahlen  +< 
und  —  f,  und  ein  beliebiger  Punkt  Y  der  senkrechten  Geraden  Bild  der 
Zahl  ^t.  Nach  der  Addition  der  Punkte  ist  dann  jeder  Punkt  der  Ebene 
Bild  einer  complezen  Zahl  x  +  iy, 

Multiplication  und  Division  von  Punkten.  Ist  der  Punkt 
0  der  gemeinsame  Eckpunkt  zweier  direct  jthnlicher  Dreiecke  OCI  und 
OAB  (in  denen  die  Punkte  C  und  A^  sowie  I  und  B  sich  gegenseitig 
entsprechen),  so  wird^C  als  Bild  des  Productes  der  Punkte  A  und  B 
betrachtet,  woraus  sich  A  als  Quotient  von  C  und  B,  B  als  Quotient  von 
C  und  A  ergiebt. 

2)  BC^A. 

Es  ist  leicht,  die  eben  beschriebenen  Operationen  der  Addition  und 
Multiplication  durch  den  Nachweis  der  Commutativität  und  Distributivitftt 
als  arithmetische  festzustellen  und  den  Uebergang  zur  Potenzirung  und 
Radicirung  eines  Punktes  mit  einer  Zahl  zu  machen.     ^ 

8.  Znsammenhang  oflt  der  Ansdehnungslehre.  Nach  9en  Principien 
der  Ansdehnungslehre  ist,  wenn  die  obigen  Bezeichnungen  beibehalten 
werden , 

a)  fttr  Addition  (C— 0)  =  (^  — ^),  womit  gesagt  ist,  dass  die 
Strecke  zwischen  C  und  0  gleich  und  parallel  derjenigen  zwischen  B  und 
A  ist.  Hierbei  sind  A^  B,  (7,  0  einfache  Punkte  ohne  Zahlbedeutung. 
Als  geometrische  Summe  der  Punkte  B  und  C  ergiebt  sich  der 
Schnittpunkt  Af  der  Diagonalen  des  Parallelogramms,  versehen  mit  dem 
Factor  2,  indem  ((7— 3f)  =  (^/— 5),  (.4— )lf)  =  (il/-ö),  also  (C+B) 
=  (irf  +  0)=2ilf  ist.    —    Lässt  man  jetzt   alle  Punkte  Zahlen  bedeuten, 
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insbesondere  den  Punkt  0  die  Zahl  Nnll,  so  verwandelt  sich  die  geo- 
metrische Addition  in  eine  arithmetische  und  man  erhält 

1)  ^  =  ^+C, 

die  Formel  1)  des  Sieb  eck' sehen  Calcnls.  —  Demnach  ist  die  geome- 
trische Summe  der  Punkte  B  und  C  der  Punkt  2JI!f,  die  arith- 
metische Summe  der  Zahlbilder  B  und  C  das  Zahlbild  A, 

Ausserdem  erhält  man  aber  auch 
la)  A^IM. 

Und  in  der  That,  da  (-4  — ö)  =  2(3f— 0)  ist,  so  folgt,  wenn  ^,  M,  0 
Zahlen  bedeuten,  auch  hieraus  A  =  2M.  Es  geht  also,  wenn  man  auch 
M  eine  Zahl  bedeuten  lässt,  die  geometrische  Summe  2^  in  die  arith- 
metische A  über,  wodurch  nun  das  Verhältniss  beider  Operationen  klar- 
gestellt ist. 

b)  Für  Multiplication  folgt  aus  der  oben  beschriebenen  Figur 
nach  den.Oesetzen  der  Ausdehnungslehre 

weil  nicht  nur  das  arithmetische  Verhältniss  der  Strecken  auf  beiden 
Seiten  der  Formel  dasselbe  ist,  sondern  auch  LCOI=i  j^AO B.  Folglich 
ist  das  arithmetische  Produet  der  Strecken  (5—0)  und  (C— 0)  gleich 
{A — 0).(/->0).  (Als  geometrisches,  „äusseres*^  Produet  der  Punkte  B 
und  C  wird  definirt  der  zwischen  B  und  C  liegende  Theil  der  durch 
beide  Punkte  bestimmten  Geraden).  Lässt  man  jetzt  alle  Punkte  Zahlen 
bedeuten,  insbesondere  den  Punkt  0  die  Zahl  Null,  den  Punkt  1  die 
Zahl  Eins,  so  verwandelt  sich  die  arithmetische  Multiplication  der  Strecken 
in  eine  arithmetische  Multiplication  von  Punkten  und  man  erhält 

2)  A=BC, 
die  Formel  2)  des  Sieb  eck' sehen  Calculs. 

4«  Bedeutung  dieses  Zusammenhanges«  Es  sind  im  Vorstehenden 
arithmetische  und  geometrische  Operationen  einander  gegenübergestellt. 
Das  Charakteristische  der  ersteren  besteht  darin,  dass  das  Resultat  der 
Vereinigung  zweier  Grössen  immer  eine  Grösse  von  derselben  Art  ist 
und  dass  infolge  dessen  alle  diese  Grössen  als  Bilder  von  Zahlen  betrachtet 
werden  können.  So  ist  das  Resultat  der  Vereinigung  zweier  Zahlen  stets 
wieder  eine  Zahl,'  das  Resultat  der  Vereinigung  zVeier  Punkte  im  Sie- 
beck* sehen  Calcul  stets  wieder  ein  Punkt.  Die  Addition  von  Strecken 
^ebt  eine  Strecke,  die  Multiplication  zweier  Strecken,  die  in  diesem 
Falle  als  Zahlen  erscheinen,  einen  ebenfalls  durch  eine  Zahl  dargestellten 
Flächenraum.  —  Dagegen  brauchen  die  Resultate  der  geometrischen  Ope- 
rationen in  der  Ausdehnungslehre  nicht  von  derselben  Art  zu  sein,  wie 
die  Bestandtheile  des  Resultates.  So  ist  zwar  die  Summe  zweier  Punkt- 
grössen  wieder  eine  Punktgrösse,   dagegen   ihre  Differenz   eine  Strecke 
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(Aritbmetiscbe  Orösse),  ibr  Prodttct  ein  Linientbeil  (Avsdebnnngsgebilde) 
n.  8.  w.   —  Hiernacb   erscbeinen  die  aritbmetisehen  Operationen  ebanso 
als  specieller  Fall  der  geometriscben ,  wie  die  arithmetiscben  Grössen  ein 
specieller  Fall  der  Ausdebnungsgrössen   (geometriscben  Grössen)   sind.* 
Bisher  wurden  in  der  elementaren »  wie  in  der  analytiscben  Geometrie 
nur  Strecken,   nicbt  aber  Punkte   dnrcb  Zahlen   dargestellt  und  so   den 
arithmetiscben    Operationen  unterworfen.     Dieses  Verfahren  lieferte   die 
Sätze  der  Geometrie  des  Masses  verhältnissmässig  leicht  und  ungezwungen, 
dagegen   diejenigen   der  Geometrie   der  Lage   nur  schwer  und   auf  Um- 
wegen.    Den    umgekehrten  Vortheil  gewährt  die  Ausdehnungslehre   da, 
wo   sie  den  rein  geometrischen  Calcul  anwendet.     Da  derselbe  sich  den 
die  Lage  betreffenden  Eigenschaften  der  Gebilde  auf's  Engste  anschmiegt, 
so  ergeben   sich   aus  ihm   alle  Lagenbeziehungen  mit  Leichtigkeit.     Die 
Sätze   der  Massgeometrie  erfordern  aber,  um  bequem   abgeleitet  werden 
zu  können,    die   Einftlhrung    neuer  Begriffe,   namentlich  des  inneren 
Productes,  welches  in  seinen  Eigenschaften  dem  arithmetischen  sehr  nahe 
steht.     Man  gelangt  auf  diese  Weise  zu  den  Sätzen  der  rechnenden  Geo- 
metrie und  der  Trigonometrie,  in  welchen  der  Punkt  gegen  die  Strecke 
als    Element  der  Rechnung  zurücktritt.     Letzterer  Umstand   macht  sich 
aber  oft   als  Mangel  fühlbar  und  bewirkt  sogar,   dass  manche  Sätze  der 
Massgeometrie  sich  am  leichtesten  und  ungezwungensten  ergeben,   wenn 
man  die  Massbeziehungen  als  speciellen  Fall  der  Lagenbeziehungen  auf- 
fasst.     (Z.  B.  die  Theorie  der  conjugirten  Durchmesser  der  Kegelschnitte; 
yergl.  „Raumlehre'*  II,  S.  41  und  228.)     Flüssiger  und  zur  Ableitung  der 
Massbeziehungen   geeigneter  wird   der  arithmetische   Calcul,   wenn   man 
nicht  nur  Strecken ,  sondern  auch  Punkte  durch  arithmetische  Operationen 
verbindet   und   die  Resultate  geometrisch   darstellt.  —  Diese  Lücke    im 
Operationsgebiet  der  Ausdehnungslehre**  wird  nun  durch  die  Priocipien 
des  Sieb  eck 'sehen  Punktcalculs  ausgefüllt.     Wie  wir  oben  sahen,  ver- 
wandeln sich,  wenn  man  die  Fundamentalpunkte  0  und  /  einführt,  mit 
einem   Schlage   die  geometrischen  Punkt  -  Formeln  und  Rechnungen   der 
Ausdehnungslehre  in  arithmetische.     Der  Siebeck'sche  Punktcalcn^ 
entsteht  also  als  specieller  Fall  aus  der  Ausdehnungslehre, 
wenn  zwei  auf  einer  Fundamentallinie  liegenden  Punkten  0 


*  Vergl.  hierüber  Grassmann,  AosdehnongBlehre  I,  S.  90flgg.,  wo  die  Zahl 
als  AusdehnuDgBgebilde  nullter  Stufe  definirt  ist. 

*♦  Von  der  arithmetischen  Multiplication  der  Punkte  wird  zwar  auch  in  der 
Ausdehnangslehre  Gebrauch  gemacht,  aber  erst  in  der  Curventheorie.  Aach  wer- 
den die  arithmetischen  Punktproducte  nicht  direct  geometrisch  verwerthet,  sondern 
dienen  mehr  als  Instrument  der  Rechnung.  Ein  wesentlicher  Unterschied  dieser 
gegen  die  .  Sieb  eck' sehe  Betrachtungsweise  besteht  auch  darin,  dass  hier  die 
Punkte  immer  geometrische  Gebilde  bleiben  und  nicht,  wie  bei  Sieb  eck,  Bilder 
Ton  Zahlen  sind. 
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nnd  /  die  Werthe  Null  und  Eins  gegeben  werden,  wodurch 
aach  alle  übrigen  Punkte  der  Ebene  die  Bedeutung  von 
Zahlen  erbalten.  —  Und  wie  die  Geometrie  des  Masses  als  specieller 
Fall  derjenigen  der  Lage  betrachtet  werden  kann,  so  fliessen  aus  dem 
speciellen  Sieb  eck ^schen  Calcul  die  Massbesiehungen  mit  gleicher  Leich- 
tigkeit, wie  diejenigen  der  Lage  aus  der  allgemeinen  Ausdehnungslehre. 
—  Besonders  zu  beachten  ist  noch  der  Umstand,  dass  auch  die  Auf- 
fassang des  Imaginären  in  beiden  Calculen  dieselbe  ist.  —  Wie  genau 
fibrigens  die  Sieb  eck' sehen  Pnnktoperationen  in  ihrer  innersten  Natur 
mit  den  arithmetischen  Rechnungen  zwischen  Zahlen  übereinstimmen, 
g|ht  unter  Anderem  auch  aus  folgender  Bemerkung  hervor.  Wie  die 
ifull  und  die  Eins  die  Elemente  der  Zahlbildung  sind  und  wie  alle  Sum- 
men an  den  Summand  Null,  alle  Producte  an  den  Factor  Eins  sich  an- 
ffigen  lassen  (oder,  wenn  man  will,  gebunden  sind),  so  sind  auch  der 
Nullpunkt  und  der  Einspunkt  die  festen  Punkte,  mit  deren  Hilfe  jedes 
Besultat  einer  arithmetischen  Operation  zwischen  Punkten  geometrisch 
als  Punkt  ausgedrückt  werden  kann,  wobei  zu  beachten  ist,  dass  der 
Einspunkt  für  die  erste  Rechnungsstufe  noch  entbehrlich  ist,  wie  denn 
auch  die  wesentlichen  Eigenschaften  der  Zahl  Eins  sich  erst  in  der 
zweiten  und  dritten  Rechnungsstufe  offenbaren. 

Der  hohe  Nutzen  des  Siebeck'schen  Punktcalculs  ist  aus  der  im 
Anfange  dieses  Abschnittes  erwähnten  Abhandlung  zur  Genüge  zu  erken- 
nen. Namentlich  zeigt  sich ,  dass  mit  seiner  Hilfe  jede  Zahlengleichung 
direet  (ohne  Vermittelung  von  Coordinaten)  geometrisch  gedeutet  werden 
kann.  Dass  derselbe  so  unmittelbar  zur  Theorie  der  Verwandtschaft  und 
Abbildung,  und  damit  zur  Riemann^ sehen  Functionenlehre  führt,  ist 
ein  ferneres  beachtenswerthes  Moment. 

8.  Mdbiva'  baryoentrisohe  Cooidinaten,  Chasles'  Sohnittrerliftltnisse, 
Schenders  Trilinearcoordinaten. 

a)  Sind  e^^  e^y  e^  drei  Fundamentalpunkte  der  Ebene,  so  ist  nach 
der  Ausdehnungslehre  X  der  Schwerpunkt  von  e^,  e^,  ^3,.  wenn 

X^         3 

(nach  Raumlehre  I,  110).  Alle  vier  Punkte  dieser  Formel  haben  den 
Coefficienten  1  an  sich.  Haben  e^,  e^^  e^  resp.  die  Coefficienten  ctj,  ofg, 
ff),  deren  Summe  gleich  1  ist,  so  ist 

3  • 

Jeder  Punkt  Ä  der  Ebene  kann  mittelst  dreier  Zahlen  a^,  a^^  o^  aus 
den  festeo  Punkten  ß|,  e^,  e^  abgeleitet  werden.  Dann  aber  ist  X  auch 
der  Schwerpunkt  der  mit  den  Gewichten  «^ ,  «g  >  ^s  belasteten  Punkte  e^ , 
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«3,  ^3,  und  es  sind  oT],  ccg,  03  die  barycentrischen  Coordinaten 
des  Punktes  X,  Also  ist  die  Bestimmung  eines  Punktes  X 
durch  barycentrische  Coordinaten  identisch  mit  der  Bestim- 
mung durch  drei  feste  Punkte,  wie  sie  in  der  Ausdehnungs- 
lehre angewendet  wird. 

h)  Die  Oeraden  Xe^^  Xe^^  Xe^  schneiden  die  Seiten  des  Fnndamen- 
taldreiecks  («a^s))  (^8^1) >  (^i^s)  '^^P*  ^^  ^^^  Punkten  X^^  X^^  X^.    Dann  ist 

(nach  Raumlehre   I,    114).     Und    -^,   — ,  —    sind   die  von  Chasles 

«1     «2     «8  i 

{GeomStrie    supirieure    S.  341)    aufgestellten    Schnittverh&ltniss- 

coordinaten. 

c)  Durch  das  äussere  Product  dreier  Punkte  ist  die  doppelte  Fläche 

des   zwischen   ihnen   liegenden  Dreiecks   dargestellt  (Raumlehre  I,  139). 

Demnach  sind  durch 

(«i^,<?3).  {Xe^e^),  {Xe^e^),  {Xe^e^) 

die  doppelten  Flächen  der  Dreiecke 

^1  ^2  ^8 »    -^^l  ^8  »    ^^2  ^8 1    -^^8 ^1 

dargestellt.     Da  aber 

ist  (Letzteres  nach  Raumlehre  I,  29),  so  ist 

{Xe^e^)  =  ^  (ejei^j,),     (^^^aeg)  =  ^  {eie^e^),     {Xe^e^)  =  ^  (ejCg^O- 

Setzt  man  nun  das  Product  (^1^2^8)1  welches  nach  den  Gesetzen  der 
äusseren  Multiplication  mit  (^2 ^8^1)  ^^^  (^s^i^2)  identisch  ist,  gleich  1, 
d.  h.:  betrachtet  man  die  doppelte  Fläche  des  Dreiecks  ^1^2  ^8  ^^  Flächen- 
einheit, so  ist 

(^«i«,l^=|,     (^<'»«s)=5.    {^e^e;^=j, 

d.  h.:    a^,  tt^i  03   drücken  die  sechsfachen  Flächen  der  zwischen  X  und 

den  Punkten  ^2^8»  ^s^i*  ^1^2  Hegenden  Dreiecke  aus.     Demnach  sind  -~  , 

-^,  -~  identisch  mit  den  Schendel'schen  Trilinearcoordinateu.* 
o      o 

Die  Bestimmung  eines  Punktes  durch  Schendel's  Trilinear- 

coordinaten  stimmt  also  bis  auf  einen  constanten  Factor  mit 

der    Bestimmung     durch     barycentrische    Coordinaten    oder 


*  Elemente  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  in  trilinearen  Coordinaten. 
Jena,  Costenoble.    1874. 


Digitized  by 


Google 


Von   y.    SOHLBGBL.  89 

durch  die  in  der  Ausdehnnngslehre  angewendeten  festen 
Punkte  überein. 

Die  drei  vorgenannten  Methoden  stimmen  also  im  Wesentlichen  nnter 
sich  ttberein  und  gehen  auch  ans  den  Principien  der  Ansdehnungslehre 
hervor,  Sie  unterscheiden  sich  aber  alle  wesentlich  in  einem  Stücke 
von  derselben.  In  allen  drei  Methoden»  wie  überhaupt  in  der  analyti- 
schen Geometrie,  werden  die  Coordinaten  von  den  Fnndamentalpunkten 
abgelöst  und  enthalten  die  Formeln  nnr  Coordinaten,  während  in  den 
entsprechenden  Formeln  der  Ansdehnungslehre  die  Fundamentalpnnkte 
sammt  den  Coordinaten  verwendet  und  den  ihr  eigenthümlichen  Opera> 
tionen  unterworfen  werden.  Dieser  grundsätzliche  Unterschied  zwischen 
jenen  drei  Methoden  und  derjenigen  der  Ausdehnungslehre  tritt  in  noch 
helleres  Licht  durch  folgende  Bemerkungen: 

Die  Beibehaltung  der  Punkte  in  den  Formeln  gewährt  bedeutende 
rechnerische  Vortheile,  indem  Glieder  der  Gleichungen,  welche  sonst 
nach  der  Ausrechnung  sich  heben,  hier  gar  nicht  gebildet  werden,  also 
unnütze  Arbeit  vermieden  wird.  (Die  Berechnung  der  Producte  A'e^  e^  etc. 
oben  kann  als  Beispiel  dienen.) 

Die  Coordinaten  erscheinen  in  den  Formeln  der  Ausdehnungslehre 
nur  als  Coefficienten  der  Punkte  und  ihre  Zahlenwerthe  sind  für  die 
Ermittelung  von  Beziehungen  der  Lage  ganz  gleichgiltig,  dagegen  sehr 
brauchbar  für  alle  Massbeziehnngen  (wie  schon  oben  hervorgehoben  wurde). 

Die  unleugbaren  Vortheile,  welche  die  in  diesem  Abschnitte  betrach- 
teten drei  Coordinatensjsteme  gegenüber  den  sonst  in  der  analytischen 
Geometrie  verwendeten  gewähren,  rühren  alle  davon  her,  dass  ihre  Co- 
ordinaten die  natürlichen  Coefficienten  der  Punkte  sind,  deren  Bezieh- 
ungen man  ermitteln  will.  Man  beutet  aber  diesen  Vortheil  erst  dann 
völlig  aus,  wenn  man  nicht  nur  die  Coordinaten  den  arithmetischen, 
sondern  gleichzeitig  die  Punkte  den  geometrischen  Operationen  unterwirft. 

3.   Die  nichteuklidische  Geometrie. 

Das  Yerhältniss  der  Ausdehnungslehre  zu  den  hinsichtlich  der  nicht- 
euklidischen  Geometrie  neuerdings  aufgetauchten  Streitfragen  hat  Gün- 
ther* dargelegt.  Ich  möchte  dazu  noch  Folgendes  bemerken:  Wie 
man  dem  einfachen  euklidischen  Baume  gewisse  fundamentale  Eigen- 
schaften beilegen  und  in  Form  von  Axiomen  aussprechen  muss  (Eigen- 
schaften, durch  die  er  sich  von  anderen  dreifach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeiten unterscheidet),  um  die  Sätze  der  Raumgeometrie  ableiten  zu 
können,  so  müssen  auch  der  Ebene  zum  Unterschiede  von  anderen  Flä- 
chen solche  Eigenschaften  beigelegt  werden,  wie  sie  zum  Beweisen  der 
8&tze  der  ebenen  Geometrie  nothwendig  sind.     Zu  diesen  Eigenschaften 


•  Progr.  Ansbach  1876/77,  S.  8  und  9. 
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gehört  auch  diejenige,  aue  welcher  das  P^rallelentheorem  fliesst  and  der 
ich  folgende  Fassung  gebe:  Die  von  einer  Geraden  nm  einen 
ihrer  Punkte  in  einer  Ebene  gemachte  ganze  Umdrehung  ist 
stets  Yon  gleicher  Orösse,  welches  auch  die  Gerade  und 
welches  ihr  Drehungspunkt  sei. 

Die  Gegenstandslosigkeit  des  Streites  über  die  Berechtigung  der 
nichteuklidischen  Geometrie  dürfte  aus  folgender  Betrachtung  mit  beson- 
derer Deutlichkeit  hervorgehen.  Der  Ursprung  der  Geometrie  ist,  wie 
ja  schon  ihr  Name  sagt,  in  reellen,  gegebenen  Verhältnissen  unteres 
Weltraumes  zu  suchen.  Diese  Geometrie  ist  aber,  wie  H.  Grassmann 
hervorgehoben  hat  (Ausdehnungslehre  I,  S.  IX),*  keine  reine,  sondern 
eine  angewandte  Wissenschaft.  Man  bleibt  nun  lediglich  auf  diesem 
beschränkten  Standpunkte  stehen,  wenn  man  keine  anderen  Zweige  der 
Wissenschaft  zulassen  will,  als  solche,  die  sich  mit  unserer  Baumanschau- 
ung vertragen.  Abstrahirt  man  aber  von  unserem  Weltraum,  so  findet 
sich  leicht,  dass  neben  der  (rein  gedanklichen)  Vorstellung  dieses  Bau- 
mes noch  viele  andere  denkbar  sind,  indem  der  Dreitheilung  der  Curven 
und  Flächen  in  solche  mit  positiver,  negativer  und  verschwindender 
Krflmmung  eine  ebensolche  der  Bäume  an  die  Seite  zu  stellen  ist.  Inner- 
halb dieser  Erweiterung  findet  auch  die  nichteuklidische  Geometrie,  die 
ja  gar  nicht  den  Anspruch  auf  Geltung  im  Weltraum  zu  erheben  braucht, 
ihren  wohlberechtigten  Platz.  Ferner  erweitert  sich  der  Begriff  des 
Baumes  zu  dem  der  Mannigfaltigkeit  n^®*^  Stufe ,  indem  die  Zahl  der  Di- 
mensionen vermehrt  wird.  Die  Mannigfaltigkeiten  n^"  Stufe  mit  ver- 
schwindender Krümmung  bilden  den  Gegenstand,  welcher  in  Grass- 
mann*s  Ausdehnungslehre  behandelt  ist;  unser  Weltraum  ist  hier  das 
reale  Abbild  einer  dreifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  ohne  Kfüm- 
mung,  die  euklidische  Geometrie  mithin  eine  Anwendung  der  Aus- 
dehnungslehre (und  zwar  der  speciellen  Fälle  nc=l,  2,  3)  auf  den  Welt- 
raum und  die  in  demselben  construirbaren  Ebenen  und  Geraden.  Die 
vollständige  Abstraction  von  der  Baumanschauung  bewirkt,  dass  die  Aus- 
dehnungslehre von  vornherein  solche  Sätze  (wie  das  Parallelenaxiom), 
die  man  mit  Hilfe  dieser  Anschauung  zu  beweisen  sich  umsonst  bemüht, 
aus  den  Eigenschaften  der  Mannigfaltigkeiten  selbst  ableitet.  Hierdurch 
wird  die  Schwierigkeit,  jene  Sätze  für  die  Geometrie  zu  beweisen, 
keineswegs  beseitigt;   aber  sie  wird  dahin  verlegt,  wo  ihre  wahre  Natur 


*  Es  heisst  dort:  „Schon  lange  war  es  mir  nämlich  einleuchtend  gewesen, 
dasB  die  Geometrie  keineswegs  in  dem  Sinne,  wie  die  Arithmetik  oder  die  Com- 
binationslehre,  als  ein  Zweig  der  Mathematik  anzusehen  sei,  vielmehr  die  Geo- 
metrie schon  auf  ein  in  der  Natur  Gegebenes  (nämlich  den  Baum)  sich  beziehe, 
und  dass  es  daher  einen  Zweig  der  Mathematik  geben  müsse,  der  in  rein  abstrac- 
ter  Weise  ähnliche  Gesetze  aus  sich  erzeuge,  wie  sie  in  der  Geometrie  an  den 
Baum  gebunden  erscheinen." 
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alleiD  zur  Anschauung  kommt,  nämlich  in  die  Beantwortung  der  Frage: 
Ist  unser  Weltraum  das  genaue  Gegenbild  einer  krümmungs- 
losen Mannigfaltigkeit  von  drei  Dimensionen?  Wird  diese 
Frage  bejaht,  so  gilt  der  Inbegriff  aller 'mit  den  Mitteln  der  Ausdehnuogs- 
lehre  ableitbaren  Sfttze  (also  auch  das  Parallelenaxiom)  im  Gebiete  der 
ersteu  drei  Dimensionen  auch  flir  den  Weltraum  nebst  den  darin  con- 
stnrirbaren  Ebenen  und  Geraden.  Wird  die  Frage  verneint,  so  ist 
nnsere  ganze  Geometrie  ein  Gedankenproduct  ohne  reelle  Abbilder;  ja 
es  sind  dann  im  Welträume  Ebenen  und  Geraden  entweder  gar  nicht, 
oder  nur  in  eingeschränktem  Masse  denkbar  (ganz  abgesehen  von  ihrer 
reellen  Exiatenz).  —  Die  Verneinung  jener  Frage  ist  aber  gar  nicht  so 
absurd,  wie  es  bei  erster  Betrachtung  scheint.  Denn  erstlich  fordert  bei 
genauer  Betrachtung  unsere  Anschauung  nur  die  Unbegrenztheit,  nicht 
aber  die  Unendlichkeit  des  Raumes ,  und  würde  sich  mit  einem  Baume 
▼on  flbeTall  constanter,  wenn  -auch  sehr  geringer  Krümmung  zufrieden 
geben.  Sodann  aber  hat  Zöllner  (in  seinem  Buche  „Die  Natur  der 
Cometen'*)  für  eine  derartige  Beschaffenheit  des  Weltraumes  sogar  recht 
gewichtige  Gründe  geltend  gemacht.  Es  wäre  sonach  gar  nicht  unmög- 
lich, dass  einst  die  nichteuklidische  Geometrie  sich  als  die  „wahre",  d.  h. 
den  realen  Verhältnissen  entsprechende  entpuppte,  in  welchem  Falle  die 
eaklidische  im  Gebiete  des  Weltraumes  nur  annähernde  Giltigkeit  (für 
ansere  Messungen  freilich,  auch  für  die  genauesten,  vollkommene)  besässe. 

4.  Veber  Bj5rling's  Darstellung  des  Imaginären. 

Die  durch  Möbius,  Gauss  und  Sieb  eck  gegebene  Darstellung 
des  Imaginären  war,  wie  leicht  einzusehen,  einer  Erweiterung  bedürftig. 
Denn  wenn  sie  die  Punkte  einer  Geraden  als  Bilder  der  reellen,  die  der 
Ebene  als  solche  der  imaginären  Zahlen  ansah,  so  fragte  man  billig: 
Was  bedeuten  dann  die  Punkte  des  Baumes?  An  Versuchen,  diese  Lücke 
auszufüllen,  hat  es  nicht  gefehlt.  (Vergl.  darüber  Ha nkel,  Theorie  der 
complexen  Zahlensysteme,  S.  104  u.  105)  Und  zwar  ist,  wie  gleich 
bemerkt  werden  mag,  eine  doppelte  Erweiterung  der  ursprünglichen  Dar- 
stellung denkbar.  Man  kann  nämlich  erstens  bemerken ,  dass,  wenn  das 
Imaginäre  in  der  Geometrie  der  Geraden  seine  reelle  Darstellung  in  der 
Ebene  findet,  auch  das  Imaginäre  in  der  Geometrie  der  Ebene  im  Räume 
wird  zur  Anschauung  gebracht  werden  können.  Für  diesen  Zweck  bedarf 
es  nur  einer  Darstellung,  welche  alle  Punkte,  oder  besser  Linien,  einer 
Ebene  als  reell,  alle  Punkte,  resp.  Linien  des  übrigen  Baumes  als  ima- 
ginär betrachtet.  .Eine  solche  Darstellung  hat  neuerdings  Björling* 
gegeben.     Da   sie  sich  in  gewisser  Beziehung  an  die  Sieb  eck' sehe  am 

*  Ueber  eine  voUsfändige  geometrische  Darstellung  einer  Gleichung  zwischen 
zwei  yeränderlichen  Qrössen.    Stockholm  1875,  Norstedt  &  SOner. 
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nächsten  anschliesst,  so  möge  sie  hier  gleich  in  Verbindung  mit  jener 
betrachtet  werden.  Bei  Sieb  eck  sind  die  Variablen  der  gegebenen 
Gleichung  F(X^  r)s=3  0  von  Yomherein  Punkte,  die  in  derselben  Ebene 
sich  bewegen.  Jeder  von  X  beschriebenen  Curve  entspricht  eine  von  V 
beschriebene.  In  einem  speciellen  Falle  kann  X  auch  reell  sein,  d.  h. 
sich  auf  der  Hauptaze  bewegen,  welche  zur  Darstellung  aller  reellen 
Zahlen  dient,  während  alle  anderen  Punkte  der  Ebene  Bilder  complezer 
Zahlen  sind.  Die  ganze  Gleichung  wird  hauptsächlich  betrachtet  unter 
dem  Gesichtspunkte  der  (isogonalen)  Verwandtschaft  zwischen  den  von 
X  und  Y  beschriebenen  Curven.  —  Dagegen  setzt  Björling  an  Stelle 
der  PunktB  X  und  Y  die  complexen  Zahlen  |  =  ^-|-zt,  17  =  ^4-111,  und 
lässt  die  Punkte  ihre  Curven  {X  die  „Abscissen -*^  und  Y  die  „Ordina- 
ten- Curve")  nicht  in  derselben  Ebene  beschreiben,  sondern  in  zwei  zur 
^^ -Ebene  senkrechten  Ebenen,  die  sich  in  einer  Axe  schneiden ,  welche 
gleichzeitig  Axe  der  z  und  der  u  ist.  So  ist  demnach  die  eine  Ebene 
die  orz- Ebene,  die  andere  die  ^u- Ebene.  Die  von  X  und  Y  beschrie- 
benen Curven  erscheinen  nun  aber  hier  in  einer  untergeordneten  Bolle. 
Sie  sind  nämlich  nur  die  Projectionen  einer  Bifiumcurve,  die  der  Schnitt 
zweier  Flächen  H{x,y,z)^Q  (Z- Fläche)  und  ir(ar,y,ti)  =  0  (Ü-Fläche) 
ist,  welche  letzteren  wieder  dadurch  erhalten  werden,  dass  man  in  der 
gegebenen  Gleichung  F(|,  17)  =  0  den  reellen  und  den  imaginären  Theil 
einzeln  gleich  Null  setzt  und  zwischen  den  beiden  erhaltenen  Gleich- 
ungen einmal  u  und  einmal  z  eliminirt.  Die  gegebene  Gleichung  wird 
dann  durch  diese  beiden  Flächen,  resp.  die  durch  sie  bestimmte  Raum- 
curve  vollständig  repräsentirt.  Diese  Darstellung  kann  insofern  als  eine 
Erweiterung  der  Möbius' scheu  angesehen  werden,  weil  hier  alle  Punkte 
einer  Ebene  als  reell,  alle  anderen  Punkte  des  Baumes  als  imaginär 
erscheinen.  —  Also  auch  hier»  sind,  meiner  eigenen  Auffassung*  ent- 
sprechend, Punkte  nicht  an  sich  imaginär,  sondern  mit  Bezug  auf  ein 
anderes  Gebilde,  welches,  wie  bei  Möbius  eine  Gerade,  so  hier  eine 
Ebene  ist.  —  Die  Björling'sche  Darstellung  stellt  aber  noch  ein  wich- 
tiges Factum  in  helles  Licht.  Sie  zeigt  nämlich,  dass  die  Beziehungen, 
deren  Nichtexistenz  im  Gebiete  der  Ebene  durch  das  Auftreten  des  Ima- 
ginären angezeigt  wird,  sich  in  reelle  Beziehungen  verwandeln,  sobald 
man  die  Interpretation  des  Imaginären  in  dem  nächst  höheren  Gebiete, 
in  dem  des  Baumes,  ausführt.  Hiernach  muss  man  erwarten,  dass  ima- 
ginäre Beziehungen  im  Gebiete  der  Geraden  zu  reellen  werden,  sobald 
man  die  Interpretation  des  Imaginären  im  Gebiete  der  Ebene  sucht.  Das 
ist  auch  thatsächlich  der  Fall.  Aus  der  Darstellung  von  Punkten  mit 
imaginärer   Lage*   geht  schon   hervor,    dass   diese  Punkte,    die   auf  der 


*  Siehe  den  Artikel:   „üeber  die  geom.  Darstellung  des  Imag.  vom  Stand- 
punkte der  Aosdehnongslehre"  (Bd.  23,  S.  141  dieser  Zeitschr.). 
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Geraden  selbst  nicht  existiren,  im  Gebiete  der  Ebene  zur  Realitftt  ge- 
langen. Dasselbe  zeigt  sich  bei  der  (a.  a.  0.)  weiterhin  besprochenen  lieber- 
tragnng  des  Begriffes  der  Involation  auf  die  Kreislinie.  Aber  anch  das 
umgekehrte  Factnm,  nämlich  die  Verwandlung  reeller  Beziehungen  in 
imaginäre  beim  Uebergange  in  ein  Gebiet  nächst  niederer  Stufe,  lässt 
sieh  leicht  beobachten.  Denken  wir  uns  z.  B.  ein  Ellipsoid  durch  die 
xz -Ebene  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  geschnitten.  Man 
kann  sich  dann  das  Ellipsoid  so  gelegt  denken,  dass  die  durch  den 
Schnitt  der  xy -Ebene  entstehende  Ellipse  von  der  x-Axe  nicht  getrof- 
fen, d.  h.  imaginär  geschnitten  wird.  Der  analytische  Vorgang,  durch 
welchen  man  hier  aus  dem  Gebiet  des  Baumes  in  das  der  o:^- Ebene 
tritt,  ist  der,  dass  man  in  der  Gleichung  des  Ellipsoids  und  der  dasselbe 
schneidenden  Ebene  2  =  0  setzt.  —  Setzt  man  in  der  Björl Inguschen 
Darstellung  y==tissO,  so  bleibt  statt  der  reellen  o?^- Ebene  die  reelle 
x-Axe,  statt  der  (imaginären)  xz-  und  ^ti- Ebenen  die  (imaginäre)  xz- 
Ebene.  Die  Gleichung  F(£)  =  0  oder  F(x  +  zi)^0  zerfKlU  dann  in  die 
Gleichungen  zweier  Curven  und  man  hat  statt  einer  Raumcurve  ein 
Schnittpunktsystem,  statt  einer  reellen  Curve  reelle  Punkte  u.  s.  w.  Es 
folgt  also  auch  aus  dieser  Specialisirung,  dass  die  Björling*sche  Dar- 
stellung des  Imaginären  diejenige  von  Möbius  als  speciellen  Fall  ent- 
hält und  dass  in  der  That  zwei  benachbarte  Gebiete  genügen,  um  alle 
reellen  und  imaginären  Beziehungen  zur  Darstellung  zu  bringen ,  nämlich : 

zur  Darstellung 

des  Reellen  des  Imaginären 


Für  die  Geometrie 
der  Geraden 
der  Ebene 
des  RauiSes 


die  Gerade  die  Ebene, 

die  Ebene  der  Baum, 

der  Raum  die  vierfach  ausgedehnte  Mannigfal- 

tigkeit. 


5.   lieber  Hamilton's  Qnaternionen. 

Eine  zweite  Erweiterung  der  Möbius 'sehen  Darstellung  des  Ima- 
ginären kann  darin  bestehen,  dass  man  die  Punkte  einer  Geraden  ald 
Bilder  der  reellen ,  und  diejenigen  einer  Ebene  als  Bilder  der  imaginären 
Zahlen  bestehen  lässt,  die  des  Raumes  dagegen  als  Bilder  einer  neuen 
Art  von  Zahlen  betrachtet,  deren  Eigenschaften  und  Bechnungsgesctze 
aus  dieser  ihrer  Bedeutung  erst  abzuleiten  sind.  Ein  Mangel  dieser  Be- 
trachtungsweise soll  hier  gleich  erwähnt  werden.  Die  Analysis  für  sich 
allein  bedarf  zwar  der  imaginären  Zahlen  zur  Ausfüllung  einer  wesent- 
lichen Lücke,  nicht  aber  solcher  „hyperimaginärer**  Zahlen,  welche  letz- 
teren also  nur  einem  einseitigen  geometrischen  Bedürfniss  abhelfen, 
während  reelle  und  imaginäre  Zahlen  für  Geometrie  und  Analysis  gleich 
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nnentbehrlich  sind.  —  Die  Erweiterung  selbst  gestaltet  sich  nun  folgen- 
dermassen : 

Nehmen  wir  drei  aufeinander  senkrechte  Axen  1,  2,  3,  wobei  die 
Axe  3  zur  Darstellung  der  reellen,  und  die  Ebene  32  zur  Darstellung 
der  imaginären  Zahlen  dienen  möge.  (Fig.  1.)  Ebenso,  wie  in  der 
Ebene  32  die  Drehung  einer  Strecke  um  einen  rechten  Winkel  durch 
Multiplication  der  Strecke  mit  der  imaginären  Einheit  ausgedrtlckt  wird, 
kann  dies  auch  in  den  Ebenen  21  und  13  der  Fall  sein.  Denn  die 
Drehung  um  einen  rechten  Winkel  hat  überall  dieselbe  Grösse.  Es  wird 
aber  nöthig  sein,  drei  verschiedene  imaginäre  Einheiten  (4,  i^t  <s)  anzu- 
nehmen, um  die  Drehungen  in  den  drei  Ebenen  von  einander  zu  unter- 
scheiden.    Und  zwar  möge  bezeichnen 

1^  die  Drehung  von  3  nach  2, 

h   "  >»  «     *      f»      1 » 

H   »»  »»  »'     •''      »»      ^* 

Eine   reelle,  also  in   der  Axe  3  liegende  Strecke  c  kann   dann  in  die 

Richtung  1  entweder  direct ,   durch  die  Drehung  (—  i,) ,   gelangen ,    oder 

indirect  durch  die  Drehung  von  3  nach  2  (1^)  und  weiter  von  2  nach  1 

(lo).     Demnach  ist  . 

-c.i2  =  c*iii3  oder  1^13  =  -- ig. 

umgekehrt  hat   die  Drehung   (+'2)   denselben  Effect,   wie  die  Auf- 
einanderfolge der  beiden  Drehungen  (—'3)  und  (— ii);  also  ist 
(— '8)(-'i)==  +  *2  o^er  i3ii  =  +  ij  =  — Jiij. 

Da  eine  circuläre  Vertauschung  der  Axen  die  Beziehungen  der 
Grössen  t  unverändert  lässt,  so  erhält  man  aus  der  letzten  Formel  durch 
circuläre  Vertauschung  der  Zahlen  1,  2,  3 

'l'2  =  +  '8»       ««'8  =  +  *l- 

Es  bestehen  also  zwischen  i^,  i^,  i^  folgende  Beziehungen:^ 

1)  i,»=,/=,,«=_i, 

^)  h  '2  ^^  's »     '2's  ^^  *i »     's'i  ^^  *2 » 

3)  «1  fg  +  »2^1  =  «2*8  +  hh  =  hh  +  h'8  =  0- 

Wenn   man  ferner  von  den  Formeln  2)  die  erste  mit  I3,   die  zweite  ndt 
ij,  die  dritte  mit  4  multiplicirt ,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  1) 

4)  1^1313  =  1,13!^  =  131^13  =  -.! 
und  mit  Rücksicht  auf  3) 

5)  \'l'8  =  '8'2'l  =  »l'3'2  =  +l- 

Sind  a,  6,  c  die  rechtwinkligen,  resp.  mit  den  Axen  3,  2,  1  paral- 
lelen Coordinaten  eines  Punktes  P^  so  ist,  wenn  0  der  Anfangspunkt 
des  Systems  ist,  OP^a  +  bi,  +  ci,  i,. 

Die  drei  imaginären  Einheiten  1^,  i,,  (3  sind  nun  identisch  mit  den- 
jenigen, aus  welchen  die  Hamil tonischen  Quaternionen  abgeleitet  sind, 
und  zwar  ist  ^ —  ^  j_  a.  j_  .,.  j_  w. 
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der  Allgemeine  Ansdmck  einer  solchen  Quaternion.  (Vergl.  Hankel, 
a.a.O.  S.  141  u.  142.) 

Durch  das  Gesetz  ^p^q  =  —  iq^p  ist  die  Multiplication ,  der  die  ima- 
ginären Einheiten  hier  unterworfen  werden ,  als  eine  von  der  algebraischen 
Terschiedene  gekennzeichnet.  —  Sie  ist  eine  von  den  16  von  Grass- 
mann  aufgestellten  Mnltiplicationsgattnngen , *  gehört  zur  Abtheilung  der 
circulären  Multiplication en  und  ist  eine  von  den  beiden  Multiplicationen, 
von  welchen  ich  in  meiner  „Baumlehre*'  II,  S.  26  bemerkte,  dass  sie  in 
der  Baumlehre  keine  Verwendung  fänden.  Diese  Gattung  ist  gekenn- 
zeichnet durch  das  gleichzeitige  Bestehen  der  Systeme  2)  und  3)  (a.  a.  0. 
8.21),  nämlich 

^1  ^2  "T  ^2^1^^  ^2  ^8    •    ^8  ^2  *^  ^3  ^1    i"  ^1  ^8  ^  ^ »       ^1  *l  =  ^2  ^2  ^*  ^8  ^8  • 

Man  sieht,  dass  diese  Systeme  mit  den  obigen  Gleichungen  3)  und  1) 
identisch  sind  und  dass  zur  näheren  Bestimmung  der  Werthe  der  Ein- 
heiten und  ihrer  Producte  nur  noch  die  Gleichungen 

^1  ^^      * »     ^1^  ^ j  =      c^ 
erforderlich  sind.     Aus  letzterer  folgt  nämlich 

ej  gj  ^3  =  —  tf 3*  =  —  ^1*  oder  «^  ^3  =  —  e^ 
=  —  ^g*  oder    ej  e^  e^  =  f^*, 

^1  ^8  ^^  ^2 »       ^8  ^1  ^^        ^2  • 

Durch  diese  Betrachtungen  dürfte  der  Zusammenhang  der  Quater- 
nionen  oder  vielmehr  der  ihnen  zu  Grande  liegenden  Einheiten  einerseits 
mit  dem  Problem  der  Darstellung  von  Punkten  im  Baume,  andererseits 
mit  den  Principien  der  Ausdehnnngslehre  genügend  gekennzeichnet  sein.** 
—  üebrigens  geht  hieraus  hervor,  dass  nicht  die  Quaternion,  sondern 
der  Ausdruck  a -f-6ij-|- cf^ij  als  Bepräsentant  einer  Strecke  im  Baume 
derjenige  ist,  auf  welchen  die  geometrische  Untersuchung  als  auf  das 
nächste  Object  hinleitet. 

Anmerkung.  Von  gleicher  Beschaffenheit,  wie  die  hier  betrachte- 
ten imaginären  Einheiten,  scheinen  die  von  Scheff  1er  eingeführten  und 
durch  y^  1 ,  y-^  1 ,  y-TT- 1  bezeichneten  Grössen  zu  sein.  Wir  hätten 
dann  in  dem  „SituationscalcuV*  dieses  Autors  eine  mit  der  Quaternionen- 
rechnung  nahe  verwandte  Arbeit.  (Vergl.  Günther's  Becension  des 
Scheffler^ sehen  Buches  in  der  Zeitschr.  f.  math.  u.  naturw.  Unterricht 
Bd.  8,  8.  313.)  Ich  will  auf  diesen  Zusammenhang,  dem  nachzugehen 
ieh  noch  nicht  Zeit  finden  konnte,  einstweilen  hier  aufitaerksam  machen. 


*  Crelle*8  Journal  Bd.  49,  S.  128 flgg. 

**  Eine    ausfahrliche   Daratellong    dieses   ZusammenhangB   aus   der   Feder 
H.  Grass mann*B  ist  inzwischen  in  den  Math.  Ann.  Bd.  12,  S.  876  flgg.  erschienen. 
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VIT. 

Von  der  ezpliciten  Darstellimg  der  regulären  Deter- 
minanten aus  Binomialcoefficienten. 

Von 

Dr.  S.  Günther, 

OymnftBiftlprofeaior  in  Ansb^oh. 


Zf  = 


{nr+,>nr) 


unter  einer  regulären  Determinante  aus  Binomialcoefficienten  wird 
im  Folgenden  ganz  allgemein  eine  Determinante  der  Form 

(;■)•  (;■)•  (:?)■  -  (;•) 
(?).  ©•  (?).  -  ft) 
(;•)■(;•).(;;)■■■■(:;) 

(:.')■  Cr)'.  (:.').'■•'(?) 

verstanden,  wobei  m^  und  /ta  jede  willkürliche  ganze  Zahl  >  0  bedeaten 
sollen.  Soviele  specielle  Fälle  dieser  ganz  universellen  Form  bereits 
einer  anderweiten  Darstellung  in  geschlossenen  Formeln  zugänglich  ge- 
macht worden  sind,  so  ist  sie  selbst  doch  anscheinend  noch  nicht  in 
Angriff  genommen  worden.  In  der  That  lässt  sich  gleich  von  Anfang  an 
erkennen ,  dass  die  Auffindung  ezpliciter  Ausdrücke  mit  Schwierigkeiten 
oder  doch  zum  Mindesten  mit  grossen  Complicationen  verknüpft  sein 
werde.  So  ist  es  auch  wirklich  der  Fall,  und  wir  substituiren  deshalb 
der  vorigen  Fassung  unserer  Aufgabe  die  folgende  präcisere: 

Die  Determinante  J  soll  durch  eine  Reihe  vorgeschrie- 
bener Operationen,  welche  sich  ausnahmslos  durch  das 
übliche  Summen-  und  Productzeichen  darstellen  lassen  müs - 
sen,  auf  die  als  bekannt  vorausgesetzte  Determinante 
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6  = 


^iS  öjS  iii*», 


<*A      ^*'»      ''2*'»        ••     V" 
«8^      «sS     «•*"»     •••     «8*' 


V'»  «p^  ^*'»  •••  «p** 

znrflckgeführt  werden. 

Diese  letztere  Determinante  möge  mit  Rücksicht  anf  die  ansgedehn* 
ten  Untersuchungen  Naegelsbach's,  von  denen  weiterhin  die  Rede 
sein  wird,  als  eine  analytische  Constante  betrachtet  werden. 

Man  erkennt  sofort,  dass  durch  Herausziehung  der  sämmtlichen  Ele- 
menten der  Determinantenreiben  gemeinsamen  Factoren,  wenn  noch  der 
Bruch 

*=jn=iH+l 


ü 


rti. 


gesetzt  wird,  ^  in  nachstehende  Oestalt  übergeht: 

'.  («i-^)(«,-ni-l) ...  (mi-n,-nt+l),  (w,-tii)  (mi-n|-l)...(mi-nj%+l), ...  (Wi-ni)  (mt-nj-l} ...  (ini-»i-np+l) 
I  («i-»*i) («1-1^-1) ...  («t-th-wi+l),  (»^•^)(m,-n,-l)...(if4-n,-»8+l),...(»4-Wi)(m,-ni-l)...(nit-ni-«p+l) 
i,  (m8-ni)(wrni-l) ...  («H-nj-w,-f-l),    {m^-vh)  (mj-tirl)...  (wj-ni-tia-hl), ...  («a-fhXwj-Wi-l) ...  («H-nt-n^+l) 

,  («,,-«i)(«p-«i-l) ... («p-«i-w,H-l),  (w^-»i) («»^-«,-1) ... (m^-n,-n,+l), ...  (mp-fh)(f»p-n,.l) ...  (m^-nt-np+l) 

bezeichnen  wir  diese  letzterhaltene  Determinante  mit  ^  und  führen  wir 
die  in  den  einzelnen  Elementen  durch  Parenthesen  angedeuteten  Multi- 
plicationen  sämmtlich  aus,  so  ergiebt  sich  uns,  dass  die  t^*  Colonne  von 
^  blos  noch  Elemente  enthält,  welche  sich  als  ganze  rationale  Functio- 
nen Tom  Grade  (n<— »i)  für  die  Grössen  m  darstellen.  Wir  deuten  für's 
Erste  durch  das  Symbol 

5<*)(fi„;i,.fl,...n,-l),     SW  =  1 

die  Summe  aller  Combinationen  ohne  Wiederholung  an ,  welche  sich  aus 
den  Tennen  der  continuirlichen  Zahlenreihe  n^  ...  rii^l  zur  /r*^"  Classe 
bilden  lassen.  Indess  läset  sich  dasselbe  auch  unschwer  auf  ein  gewöhn- 
liches Summensymbol  reduciren;  es  ist,  wie  man  durch  unmittelbare  Aus- 
rechnung findet,  gleich  der  Ar -fachen  Summe 

^  2  ^    '"^    ^^^%%"'^h^ 

Und  auch  hierfür  kann  man  durch  Zusammen  ziehung  der  Ar -fachen  Summe 
in  eine  einfache  und  Verwendung  eines  einzigen  durchlaufenden  Buch* 
Stäben  Folgendes  schreiben: 

Kfiiaelififl  &M»ih«B»tlk  «. Phyiik  XXIV,  2.  7  (^ ^^^\^ 
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(fc)^         17«'»     (Ä=l,2,3,  ...A:). 

Wenden    wir  diese  abgekürzte  B^eichnnngsweise  nunmehr  auf  unsere 
Determinante  J'  an,. welche  zunächst  in  folgender  Form  erscheint: 

1,  ...  SWm3».-»»+(-.l)iS(*).m8«r»t-H(-l)''5^^^»»s"»'**-^+...+  (-!)"<-"»■*  Ä^"«'— •■»>, ... 


1,  ...  S<o)m  "r«i+(-l)iSO).»i^«r«.-»  +  (-l)«S(2).m^».-».-2+...+  (-l)".-«t->  S<«i— .-i», 

Gebilde  dieser  Art  lassen  sich  stets  nach  den  bekannten  Zerlegungssätsen 
des  Determinantencalculs  in  ein  Aggregat  von  Determinanten  yerwandeln, 
deren  Elemente  ausschliesslich  Monome  sind.  Albeggiani  hat  in  einer 
eigenen  Monographie^)  diese  ZerfÜllung  einlässlich  studirt  und  gezeigt, 
dass  fttr  die  Determinante  vom  Allgemeinglied 

a\k  +  <^\k  +  '"  +  a\k 

die  Producte  sämmtlicher  Combinationen  von  Minoren  der  einzelnen  De- 
terminanten 

£±a\i...a\nj    ^±a\y...a\n,  ...  Z  +  o^,i  ...  «%,. 
in  Summe  jener  Determinante 

-S±a\i  +  ...  +  a%,,...aV.  +  . ..+  «%,« 
gleich  sind ,  wenn  dieselben  alle  Reihen  des  Systems ,  keine  aber  gemein- 
sam enthalten. 

Berücksichtigen  wir  diesen  Satz  und  tragen  noch  dem  umstände 
Rechnung,  dass,  weil  die  Gliederanzahl  der  Polynome  für  jede  Colonne 
'  von  ö  eine  andere  ist,  viele  der  in  die  allgemeine  Zerlegungsformel  ein- 
gehenden Determinanten  in  unserem  Falle  verschwinden  müssen,  so  er- 
kennen wir,  dass  ein  beliebig  herausgegriffenes  Glied  nachstehende  Ge- 
stalt annehmen  wii^d: 


1,     (-l)».-».-«.5<"»-'''-«i).m«»,     .. 
Demgemäss    ist    auch    das  Allgemeinglied   der   J'  darstellenden   Summe 


J'^ 


1,   (-l)»«-"t-«i5<"»-"»*«'\m««,  (-l)""-»'-««S<"«:"i-«*>.mJ^, ...  (-l)«r"i«i-iÄ<»'-">-«M>.i»y^i 
h   (-!)"«■"»  *•  &'<"»-"»-«»> .  mj»,   (-1)»>  »1-»«  S("«-">-«») . mj«, ...  (-l)»i  "t-«t-i  S<"r"i-<s  i>  .mji-i 

1,     (-l)«iriii-«i5(ii,-«r«i),,n«»,     (-l)»"-"i-«»S<"»»i-«^.m«»,  ...  (-l)"i"i«i-lS<"i«'*«M).in«i-l 
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In  der  t^^  Colonne  («>l^p)  lässt  sich  anascheiden  der  Factor 

(— 1)«,— ai-a,_i  ^(«,— «»-«,_,). 

um  somit  daa  Vorzeichen  zu  bestimmen,  haben  wir  von  der  Summe  der 
H  mit  yerschiedenem  Index  die  Summe  der  n^  und  der  o  in  Abzug  zu 
bringen,  d.  h.  es  ist 

27»»/-«.(|i-l)-  27«!  ^  1,    m,«.,   m,««,  ...  m2«P-i 


1,   mj«»,   mj*»,  ...  m3«p-i 

1,   ffip«',  m^«»,  ...  mp«P-i 

Der  Exponent  von  S  kann   der  Grundbedingung  der  Aufgabe  gemäss 
zwischen  0  und  (»<  — »i)  schwanken;  es  ist  also  weiter 


«l  =  "s  — »I    «i  =  l»i  — »1   «li^ll«  — »I  «p  —  l  =««  — Hl 

=  ^     ^    ^  -   2.   ^- 

o,äO  09=0  oi=0  «p_|=0 


^  =  ^. 


Diese  (j>  —  l)- fache  Summe  lässt  mit  besonderer  Leichtigkeit  die  Zusam- 
menziehung  in  eine  einfache  zu,  und  da  andererseits  ^  mit  zf  durch  die 
Gleichung  J^^qJ^  verbunden  ist,  so  resultirt  durch  Bücksubstitution  die 
Schlussformel 


X 


1=11  <=j>-i 


XZ±  (m^o,  m,%  m3^'  ...  mp«j»-i). 

Damit  ist  denn  das  eingangs  gestellte  Problem  vollständig  erledigt;  die 
Determinante  ist  durch  eine  Verbindung  der  beiden  Operationszeichen 
der  combinatorischen  Analysis  als  eine  Function  der  ungleich  einfacheren 
und  bereits  genauer  bekannten  Determinante  d  dargestellt. 

Selbstredend  werden  in  der  obigen  (p  —  1)  -  fachen  Summe,  wie  schon 
bemerkt,  sehr  viele  Glieder  sich  annulliren,  sobald  nämlich  in  einer  der 
Determinanten  J^'  einmal  o^^crj^  wird.  Dieser  Umstand  tritt  besonders 
gfinstig  dann  hervor,  wenn  die  Terme  n^,  n,,  »3,  ...  np  irgend  consecu- 
tiye  Glieder  der  natürlichen  Zahlenreihe  sind,  indem  alsdann  nur  eine 
einzige  Determinante  J"  übrig  bleibt.  So  leitet  sich  aus  unserer  Gene- 
nlformel  luimittelbar  ein  eleganter,  von  V.  v.  ZeipeP)  gefundener  Satz 
ab.    Für  «i  =  0,  n<  =  f  — 1  findet  sich 

7* 
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J  = 


-  (A) 


("'«-)■  C^.-)-  ("*!r')-  -  (?-0 


0I1I2I31...  (l>-l)I 


"*1  f 


«8*» 


-1 


p-i 


mp-i,  m*p_i,  i7i'p_i, ...  ifip« 


J»-! 


oder,  wenn  man  den  bekannten  Ausdruck  für  das  Differenzenproduct  in 
Anwendung  bringt  und  im  Nenner  entsprechend  zusammenfasst, 


<=p— 1  k=p—2 


(mi  —  mk) 


<=»-! 


iP-^-i 


wie  an  jenem  Orte  angegeben. 


In  einer  besonders  durch  ihre  schönen  geometrischen  Besultate  aus- 
gezeichneten Abhandlung^)  hat  auch  Garbieri  mehrere  Specialfälle  re- 
gulärer Determinanten  behandelt;  doch  sind  dieselben  —  was  ihm  ent- 
gangen zu  sein  scheint  —  bereits  in  v.  Zeipers  Studie  theilweise  ent- 
halten, so  insbesondere  die  Darstellung  ron 

.  -±(j)er)et")-e*r--.'"> 

Mit  der  Determinante 

^  =  2:+(mi«sm,«.,  ...m/p) 

hat  sich  besonders  Naegelsbach  beschäftigt.  Er  behandelt  dieselbe*) 
vermittelst  eines  von  ihm  mit  Geschick  und  Erfolg  verwendeten  combi- 
natorischen  Ausdrucks,  welcher  durch  die  Functionalgleichung 

\m^  ...   nip)  =  V»»i   ...   »»p-J  +  ^pK^i  .  .  .  nip) 

definirt,  im  Uebrigen  aber  auch  sehr  leicht  in  entwickelter  Form  an- 
geschrieben werden  kann.^)  Naegelsbach  führt  nun®)  den  Nachweis, 
dass  für  6  nachstehende  Identität  existirt: 
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8  = 


+  ^0 


r=»    •=»■ 


{nh—m,) 


—yo,  B-i, ...  e-rf+i  ^,  8-1 , ...  !-P+*+i 


1  •==! 


der  Factor  ^^  reprSaentirt  die  allbekannte  Determinante 


'•s  > 


m^\    m*, 

m.1       m  > 

...    «/-> 

V»      »«8*. 

..    »/-> 

m". 


m* 


m" 


r=p  <s=p-l 


(iftr—m,). 


P»         fF.    p,         «*    Jl,     ...       llIpJ**" 

Angeaiehta  der  zuletzt  featgestellten  Thatsachen  dürfen  wir  sonach 
mit  Recht  behaupten,  es  sei  das  Problem,  eine  reguläre  Determi- 
nante aus  Binomialcoefficienten  Xj^)  lediglich  mittelst  der 

Operationszeichen   der  Summe    und   des  Productes   als  eine 
Function  der  Grössen  t  und  Ar  auszudrücken,  endgiltig  gelöst. 

In  der  Praxis  fireilich  werden  meisten theils  die  auf  directe,  jedem 
einzelnen  Falle  besonders  angepasste  Weise  gefundenen  independenten 
Formeln  den  Vorzug  verdienen,  wie  sie  in  überreicher  Fülle  in  der  vor- 
genannten Abhandlung  v.  ZeipeTs  angetroffen  werden. 

Anhangsweise  sei  noch  bemerkt,  dass  auf  unsere  Ergebnisse  in  mehr- 
facher Art  eine  ezplicite  Darstellung  der  Bernoulli' sehen  Zahlen  be- 
gründet werden  kann.  Am  Einfachsten  gestaltet  sich  der  immerhin  ziem- 
lich verwickelte  Untersuchungsgang,  wenn  wir  von  der  unlängst  erst  von 
Hammond^)  gefundenen  Formel  ausgehen.  Es  ist,  wenn  wir  die  ge- 
brSnchliche  Bezeichnungsweise  beibehalten, 


■(2»+l)! 


(S). 
(J). 

a). 


0, 

G). 


0. 
0, 

(»■ 


0, 
0, 
0, 
0, 


0 
0 
0 
0 


(V).     (V).    (V).     Ca"). 

(v).rn.(v).(Y)' 


/  2«   \    /  2«  \ 

/2«+l\    /2n+l\ 
\2n-y'  \2n-l) 


D. 


-(-1)'+^ 
~(2«+l)! 

So  wenig  wie  irgend  eine  der  anderen  Determinanten,  welche  von 
den  Tersehiedensten  Forschern  ftlr  den  gleichen  Zweck  in  Vorschlag  ge- 
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^^^>/^^>^^^>^^^»\^,^^^^^^^^>^^^^^^^^>^^^^»/V^>0^«<^ 


bracht  wurden,  ist  D  regalär,   da  mit  Ausnahme   der  beiden    untersten 
Horizontalreihen   auf  das   Element    (p_|j   nicht,   wie   die   Regel  will, 

f^j,   sondern  gleich  («j.i)  ^olgt-     um  jedoch  D  in  ein  Aggregat  von 
regulären  Determinanten  überzuführen,  brauchen  wir  blos 


ö).  (?).  -'. 

0, 

0.      ... 

ö).  ©.  ©■ 

1-1, 

0,      ... 

ö).  (J).  ö). 

ö). 

1-1,  ... 

ö).  ©■•  ©• 

©. 

ö).  ■•  • 

au  setzen  und  weiterhin  nach  den  Zerlegungsformeln  zu  verfahren ;  wie 
sie  u.  A.  von  Albeggiani^)  eigens  für  binomische  Determinanten  an- 
gegeben worden  sind.  Man  wird  im  Allgemeinen  als  Endergebniss  dieser 
Zerfällung  2^^'^^  reguläre  Determinanten  erhalten.  Was  nun  den  All- 
gemeincharakter dieser  letzteren  anlangt,  so  leuchtet  ein,  dass,  wenn  [A 
die  allgemeine  Form  des  Binomialcoefficienten  vorstellt,  die  Terme  der 
ersten  Colonne  immer  gleich  (0)9  die  der  zweiten  durch  ( |  j  ausgedrückt 
sein  werden,  während  andererseits  in  den  beiden  untersten  Zeilen  resp. 
nur  die  Elemente  \  i^)  und  (       )t      )  vorkommen  können.     Da  zudem 

das  positive  Vorzeichen  ausschliesslich  den  geraden,  das  negative  aus- 
schliesslich den  ungeraden  ünterdeterminanten  von 


/)'= 


ö).  ©.  a).  ©.  a). 

6).  (?).  ß).  ß).  ß). 

ß).  ß).  ß).  ß),  ß). 
ß).  ß).  ß).  ß).  ß). 


zugehört,  so  ist  L^f^  selbst  unmittelbar  durch  folgende  Determinante  ge- 
geben, wenn  wir  unter  [J^^^  eine  (2w— /?)*•  Partialdeterminante  von  Ü 
verstehen : 
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(j).  •(?).    fe).    C).    «. 

(?).    (••).    ©.    tt).    (:;)■   ■ 
6').    (••).    ft).    fö.    (::).  • 
{'<!)■    (•*).    (:;)■    (::)•    &■  ■ 

(V).  ("f).  ix)'  ix)'  iv)'  • 

ft").  (V).  a:).  c).  a:).  ■ 
mc'mw)'i^T)'i'T)- 

Der  Tema  Vi  ist  eine  Zahl  der  natürlichen  Beihe  >2<2n— /)  +  2; 
die  Grössen  w  lassen  sich  ganz  ähnlich  in  Grenzen  einschliessen ,  und 
es  hat  somit  keine  Schwierigkeit  mehr,  die  massgehende  Determinante 
nnter  dem  Bilde  eines  (j>  —  l  +  lss|7). fachen  Sammenausdmcks  hinzu- 
schreiben. 

Aus  dem  Vorstehenden  kann  die  vom  Verfasser  bereits  früher^  her- 
vorgehobene Wahrheit  abstrahirt  werden,  dass  die  combinatorische  Ana- 
lysis  dann  erst,  die  in  ihr  ruhende  Kraft  ftlr  die  Auffindung  independen- 
ter  Ausdrücke  zur  vollen  Entfaltung  zu  bringen  rermag,  wenn  sie  sich 
der  Detenninantendarstellung  als  eines  Uebergangs  -  und  Zwischenmittels 
bedient. 


1)  Alheggiani,  Svüuppo  di  im  determinante  cid  elementi poUmmi,  Palermo 
1874. 

2)  V,  Ztiptl,  Om  Determinanter,  Iwars  dementer  äro  BinamiaXkoefjfieienter, 
Lmds  Universitets  krs-SkHft,  1865,  S.  23. 

3)  Oarhieri,  Nw)vo  teorema  algebrico  e  sua  speciale  applioagione  ad  una 
taaniera  di  etudiare  le  cwrve  raeümali,  Borna  1878  (Separatabzug  aus  dem  16.  Bande 
Ton  Battag lini 's  „Qiomale'*). 

4)  Naegelsbach,  Ueber  eine  Classe  symmetrischer  Functionen.  Zweibrfioken 
1871. 

5)  Baltzer,  Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten,  Leipzig  1876,  S.86. 

6)  Naegelsbach,  S.  19. 

7)  Hammond,  On  the  relation  hetween  BemouUi'e  numhere  and  ihe  hino- 
mi<a  eoeflicients,  Proceedings  of  the  Math,  Society  VII,  8.  7  ügg. 

8)  Alheggiani,  Sviltijppo  di  un  determinante  ad  elementi  binomi,  Oiomale 
di  Matern.  Z,  8.  279  flgg. 

9)  Günther,  Das  independente  Bildungsgesetz  der  Eettenbrüche,  Wiener 
Denkschriften  XXXVI,  S.  187  flgg. 
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Zur  Theorie  der  drei  ellipsoidischen  Oleichgewichts- 
figoren  frei  rotirender  homogener  Flüssigkeiten. 


Von 

J.  Hagen,  S.  J. 


In  einem  Aufsätze  dieser  Zeitschrift  (XXI,  1),  betitelt:  „üeber 
eine  einfache  Behandlnngsweise  derjenigen  Probleme  der 
Hydromechanik,  in  welchen  Ellipsoide  mit  kleinen  Excen- 
tricitäten  verkommenes  hat  Herr  Dr.  Arnold  Giesen  eine  Reihe 
interessanter  Probleme  auf  höchst  einfache  Weise  gelöst,  indem  er  das 
Potential  eines  wenig  ezcentrischen  Ellipsoids  dnrch  eine  Nftherungsfor- 
mel  darstellte,  in  welcher  die  dritten  und  höheren  Potenzen  der  linearen 
Ezcentricitftten  vernachlftssigt  sind.  Durch  eine  ähnliche  Näherungsrech- 
nung müssen  sich  nun  auch  die  bekannten  drei  ellipsoidischen  Gleich- 
gewichtsfiguren frei  rotirender  homogener  Flüssigkeiten  finden  lassen, 
wenigstens  so  lange  ihre  Winkelgeschwindigkeit  klein  ist,  dieselben  also 
ihren  Grenzfiguren,  der  Kugel,  der  unendlichen  Ereisscheibe  und  dem 
unendlichen  Kreiscylinder,  nahe  kommen.  Wenn  auch  die  Ausführung 
dieser  Rechnung  keine  neuen  Resultate  liefert,  so  möchte  sie  doch  nicht 
ohne  alles  Interesse  sein,  zumal  dieses  Problem,  wie  Herr  Schell  in 
seiner  „Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte*'  sich  ausdrückt,  einige 
Berühmtheit  erlangt  hat. 

Wie  Herr  Giesen  die  lineare  Excentricität  des  schwach  ab- 
geplatteten Rotationsellipsoids  als  kleine  Grösse  erster  Ordnung  betrach- 
tet, so  sollen  beim  stark  abgeplatteten  die  Rotationsaxe  und  beim 
dreiaxigen  der  reciproke  Werth  der  längsten  Axe  als  kleine 
Grössen  erster  Ordnung  gelten.  Ebenso  sollen  auch  hier  alle  Glieder 
von  der  dritten  und  höheren  Ordnung  Ternachlässigt  werden.  Die 
Gleichung  des  Ellipsoids  sei  im  Folgenden 
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unter  ie  immer  die  Aze  yerstand^,  um  welche  dasselbe  rotirt.  Sein 
Potential  in  einem  innem  Pnnkte  werde  mit  F^,  das  in  einem  äussern 
mit  Va  beseichnet,  seine  Masse  Jlf  sei  eine  Grösse  von  der  0^^°  Ordnung. 

I«  Vähemngsfoimeln  flr  das  Potential. 

1.  Das    schwach    excentrische  Botationsellipsoid«     Herr 
Giesen  geht  in  dem  genannten  Aufsätze  aus  von  der  bekannten  Formel 

.r_».,/        1  n ^ »i !L1.- 

a 
Betet  «*  =  c*  +  e*,  6*=3C*+i*,  wo  also  e  und  f  klein  von  der  ersten  Ord- 
nung sind,  und  gelangt  so  zu  den  beiden  Formeln 

vo  r*=sx*  +  y*+z^  gesetzt  ist.     Speciell  für  ein  Rotationsellipsoid  folgt 

hieraus 

»>'.-}»{i-ij'-Mw^(*'+«l-^(4-i^.'j. 

2.  Für  das  stark  abgeplattete  Botationsellipsoid  haben  wir 

^   J  {a^+t)yc^+i)         a^  +  i       c«  +  4 
0 

Weiter  ist,  wenn  "/c^+l  =  »  =  ti ycf-^f?  gesetzt  wird, 


A 

e 

J  ("*  -e»+»*)»'^(a«-c«)V. 


^7  (TT^«=(^rr^A(iT^+^'^"X' 
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z>=2  r  "" - — 

e 
^  i^     dv        _  2     /l    .        1  V       \« 


e 
wodurch  man  erhXlt 

2 


n  2        /»  ^  c  y^«-c»\ 

^=-(^5r:^A2-''~'^pp3^ ^> 

Es  sei  nnn  c  klein  von  der  ersten  Ordnung;  es  ist  dann  z  ebenfalls 
von  der  ersten  Ordnung,  sowie  auch  -^,  wie  man  aus  M^^a^cng  er- 
kennt, worin  q  die  Dichtigkeit  bezeichnet.     Es  sind  also  zu  entwickeln 

J  bis  auf  Glieder  der  2.  Ordn.  ind. , 

B    „     „         „         „    3.     „         „       da  aj*+y*  von  der  (— 1)**"  Ordn.  ist, 

"     »»       »»  ?i  n     ^«      »»  »»  II  ^  i>       »         ^*  »        >» 

Mit  Kücksicht  hierauf  hat  man  zu  setzen 

1  1  /  c*\       1  <?  s    ^       ^ 

also 

^  =  7(2  -J'      ^  =  0^(2-^)'     ^  =  ^c-      - 
Demnach  wird 

')     ^.=*«i(T-^)-^(f-S)-^3- 

Obwohl   diese  Formel  ftir  unsern  Zweck  hinreichte,   so  wollen  wir  doch 
der  Yollstftudigkeit  wegen  auch  diejenige  für  F«,  entwickeln. 

Man  lege  durch  den  Susseren  Punkt  (xr,  ^,  z)  ein  dem  gegebenen 
confocales  EUipsoid  mit  den  Halbaxen 

wo  £  zu  berechnen  ist  aus  der  Gleichung 

Das  Potential  des  confocalen  Ellipsoids  auf  den  Punkt  (o;,  y^  z)  ist  dann 
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'\^\»S/V<V*^>'>««^^^tM 


worin  die  Ä^  Z^,  If  aus  A^  B^  D  heryorgeben,   wenn  man  in  letzteren 
a  und  c  dnrch  a   and  c   ersetat. 

Nach  dem  Maelanrin'schen  Satze  hat  man  für  das  Potential  des 
gegebenen  Ellipsoids  auf  denselben  Punkt 

Die  Berechnung  von  \^  A^  ß^  Jf  soll  anter  der  vereinfachenden 
Annahme  ausgeführt  werden ,  dass  der  Punkt  (a;,  y,  z)  sehr  nahe  an  der 
Oberflfiche  des  gegebenen  Ellipsoids  liegt.  Es  wird  dann  die  Halbaxe 
c  von  der  ersten  Ordnung,  folglich,  da  c'*s=c*  +  S  ißt,  %  von  der  zwei- 
ten Ordnung  sein,  also 

Offenbar  ist  auch  hier  ^  von  der  zweiten  Ordnung,   da  es  kleiner  ist, 
als  c*.     Man  erhält  dann  weiter,  da  -7^  =  — (l— 4-5)=—  ist, 

folglich  (ffir  Punkte  in  der  NXhe  der  OberflSche) 

«  •'-»«i(7-¥)-^'(T-iJ>^| 


c  = 


rf/. 


f^fl*— a:*  — y"  ' 
wobei  zu  beachten  ist,  dass  die  Wurzel  das  Zeichen  von  t  haben  muss. 

3.    Für  das  dreiaxige  Ellipsoid  haben  wir  wieder 

/*  1  J  ic«  y»  ««  1 

Wir  machen  nun   die  Voraussetzung,  dass  —  klein  von  der  ersten 

Ordnung  sei.  Aus  der  Formel  M^^^^abcnq  folgt  dann,  dass  hc  eben- 
falls von  der  ersten  Ordnung  ist.  Wir  setzen  weiter  6*s=c*  +  tf*  und 
nehmen  an,   dass  ^  von  höherer  Ordnung  sei,  als  h^  und  c*.     Es  sind 

demnach  h  und  c  von  gleicher  Ordnung  und  somit  —  ,  6',  c^  von  der 

ersten  Ordnung,  ^  von  der  zweiten  oder  von  höherer  Ordnung.  Dass 
diese  Annahmen  für  die  in  Frage  stehende  Gleich gewicfatsfigur  zulässig 
Bind ,  wird  sich  aus  dem  zweiten  Theile  ergeben ;  es  wird  sich  aber  dabei 
auch  zeigen,  dass  ^  infolge  der  Gleichgewichtsbedingung  in  der  That 
von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung  ist.     Bis  dahin  müssen  wir  aber 
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die  Formeln  so  entwickeln,  als  ob  e*  von  der  zweiten  Ordnung  sei.    Man 
hat  demnach 

wobei  bh  beachten,  dass    ^     ■  fitlr  kleine  <  Ton  der  ersten  Ordnung  ut; 
folglich 

Setzt  man  ^a*+^=a»  und  ordnet  nach  der  Gestalt  der  Integranden, 
so  kommt 

a  a  

^       1  fl  +  Zq^-g* 


B 


_  /**"        dp 1      4  /dp>  _     ^ 


a 


C 
a 
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a 


'^^J[l 


a  a 

a 


.a«+c«)*"'     a»-c«     8(a«-c«)«^16(a«-c»)» 


4a«  — 3ac* 


Ans  dem  zuletzt  angeftlhrteD  Ausdrucke  für  F<  erkennt  man  weiter, 
dasB  zu  berechnen  sind 

A  bis  auf  Glieder  2.  Ordn.  incl., 
B 


E 


n 

i> 

II 

4. 

II 

II 

II 

II 

1. 

»1 

II 
11 

9f 
19 

1» 
»1 

(- 

2. 

-1). 

19 

II 

II 

1» 

0. 

II 

II 

19 

» 

{- 

-3). 

II 

weil  sein 

Factor 

von 

der(- 

-2] 

|.  Ordn. 

Mt, 

II            99 

1. 

99 

99 

19            II 

0. 

99 

99 

99            99 

3. 

91 

99 

91             19 

2. 

91 

99 

99            91 

5. 

99 

II 

/1\       1       fl  +  j/a*"-c* 

Femer   überzeugt  man   sich  leicht,    dass  /■(  — )  =  — /flr 

\a/       a      a  —  ya* — c* 

Ton  der  nullten  Ordnung  ist,  wenn  —  klein  von  der  ersten  Ordnung  ist. 

Denn  setzt  man  —  =  «1  so  wird 
a 


l  +  j/l- C»a* 


l  +  yi-C*a' 


abo  /(0)sO,  /'(0)  =  +  ao,   vorsos  die  Behauptung  folgt     Man  findet 


Qbrigens  —  lg 


l"*    a  +  Ya^^c^ 

—  In ■    ■-  =s  - 


a  — j/fl 


2        c  /         c*  \       c*  - 

= ^ö~»  ^®^*  '^V^'^5~^/^2~"«~"'"  ^^°   ^®'  dritten  Ordnung  ist. 
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>^^^^aA«WW\«««N«W«^«A<«/WN/V>^\A^WVS^iA«^^i»«' 


•Setzt  man  also 


—  lg ^  oder  —  ä  —  =  ^  ? 

wo  also  L  eine  Grösse  nnllter  Ordnung  bedeutet,  so  wird 

woraus  folgt 

*"*     »2      4ac»     a»\2       a      4ac«/     c«  V2a     8ac»/ 

c>  \2«     8ac«/(' 

Da  sich  im  sweiten  Theile  heraiustellen  wird,  dass  e*  von  höherer 
all  der  zweiten  Ordnung  ist,  so  möge  hier  gleich  die  Formel  für  F|  in 
ihrer  schliesslichen  Gestalt  folgen: 

Hieraus  erhält  man  leicht  das  Potential  in  einem  Süssem  Punkte 
(^»  y%  2).  Man  lege  durch  diesen  Punkt  ein  dem  gegebenen  confocales 
Ellipsoid  mit  den  Halbaxen 


wo  I  zu  berechnen  ist  aus 

««  +  |  +  6»  +  |+c«  +  { 
Das  Potential  des  confocalen  Ellipsoids  in  Bezug  auf  den  Punkt  (x,  y,  z) 
ist  dann 
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wo  /,  i^,  ...  auB  A^  B^  ...  hervorgehen,  wenn  man  in  letzteren  a,  6,  c 
resp.  durch  a\  h\  c'  ersetzt. 

Nach  dem  Macl  aar  in' sehen  Satze  erhält  man  dann  wieder,  wie  oben, 

Die  Berechnung  Ton  £,  J^  ^,  ...  soll  wieder  unter  der  Annahme 
tnsgeftthrt  werden,  dass  der  Punkt  [x^  y,  z)  sehr  nahe  an  der  Oberfläche 
des  gegebenen  Ellipsoids  liegt.  Es  sollen  also  b'^  und  c'*,  folglich  auch 
I  kleine  Grössen  erster  Ordnung  sein.     Dann  wird 

Das  zweite  Glied  der  linken  Seite  ist,  wenn  wir  das  später  über  die 
Ordnung  von  ^  sich  ergebende  Besultat  hier  schon  benutzen,  wenigstens 
klein  von  der  vierten  Ordnung,  also  ist  das  erste  gleich  Null  bis  auf 
Glieder  dritter  Ordnung  einschliesslich,  folglich  der  in  der  eckigen  Klam- 
mer stehende  Ausdruck  gleich  Null  bis  auf  Glieder  zweiter  Ordnung  ein- 
schliesslich,  also 


/«  — 


«*(fH-0 


Da  für  die  Berechnung  von  ^,  ^,  . . .  alle  früheren  Voraussetzungen 
gelten  und  da  überdies 

;=i(,-i4)=i. 

so  gehen  dieselben  aus  Ä^  B^  ...  hervor,  wenn  man  einfach  c  durch  c' 
ersetzt.  Man  erhält  also  schliesslich  (für  Punkte  in  der  Nähe  der  Ober- 
fläche) 

n.   Oleiohgewiohtibe^ingningen. 

1.    Das  Rotationsellipsoid  mit  kleiner  Ezcentricität. 

Die  hier  zu  machende  Untersuchung  ist  in  einem  allgemeineren  Pro- 
blem, das  Herr  Giesen  in  dem  erwähnten  Aufsatze  (II.  Th. ,  §2)  ge- 
löst hat,  als  Specialfall  enthalten.  Für  unsern  Fall  gestaltet  sich  dieselbe 
sehr  einfach  folgendermassen.  Bezeichnet  V^  das  Potential  in  Bezug  auf 
Pankte  der  Oberfläche ,  f  die  Anziehungscon staute,  %  die  Winkelgeschwin- 
digkeit, so  besteht  die  Gleichgewichtsbedingung  einer  frei  rotirenden  Flüs- 
sigkeit bekanntlich  in  der  Gleichung 

/ro  +  ~(x»+y«)  =  Con*/., 

welche  für  alle  Punkte  der  Oberfläche  erfüllt  sein  muss.  Für  die  Ober- 
fläche eines  wenig  excentrischen  Botationsellipsoids  hat  man  nun,  wenn 
«*  — c*  =  «*  gesetzt  wird, 
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oder,  wenn  a5*+y*+z*=r*  gesetst  wird, 

Setzt  man  diesen  Werth  in  Gleichung  2)  ein,  so  erhält  man 

Demnach  geht  die  Gleichgewichtsbedingnng  über  in  die  identische  Gleichung 

welche  das  Verschwinden  des  Coefficienten  von  {x^+y^)  erfordert;  folg- 
lich ist 

^  5cß'"2'        % 

Da  sich  hiernach  e^  durch  d*  eindeutig  bestimmt,  so  folgt,  dass  ftir  eine 
bestimmte  kleine  Winkelgeschwindigkeit  jedesmal  ein  und  nur  ein 
Rotationsellipsoid  mit  kleiner  Ezcentricität  der  Gleichgewichts- 
bedingung genügt.  Da  ferner  Gleichung  7)  für  ^  einen  positiven  Werth 
liefert,  so  folgt  weiter,  dass  dieses  Ellipsoid  nur  ein  abgeplattetes 
sein  kann. 

2.  Für  das  Botationsellipsoid  mit  grosser  Excentricitftt  hat 
man  dieselbe  Gleichgewichtsbedingung,  wie  oben.     Setzt  man  den  Werth 

in  die  Gleichung  3),  so  erhält  man  F^,  folglich  als  Gleichgewichts- 
bedingung 

Diese  identische  Gleichung  erfordert  das  Verschwinden  des  Coefficienten 
von  z^  also  ist 

Man  kann  dieser  Bedingung  auch  folgende  Gestalt  geben: 
Setzt  man  die  numerische  Ezcentricität 


/i 


so  hat  man  mit  derselben  Genauigkeit 
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8')  e«=£f^^. 

f 

Da  sich  hiernach  s  durch  6*  eindeutig  bestimmt,  so  folgt,  dass  für  eine 
bestimmte    kleine   Winkelgeschwindigkeit   jedesmal    ein    nnd    nur   ein 
abgeplattetes   Rotationsellipsoid    mit   grosser   Ezcentricität. 
der  Gleichgewicbtsbedingnng  genügt. 

3.  Für  das  dreiaxige  EUipsoid  haben  wir  dieselbe  Bedingung, 
wie  früher.  Für  F,-  haben  wir  aber  nicht  die  Formel  5),  sondern  die 
unmittelbar  vorhergehende  zn  nehmen,  weil  die  Ordnung  von  e^  noch  in 
Frage  steht.     Für  Punkte  der  Oberfläche  hat  man  nun 

Dadurch  wird  ^  ^       c^\       c-      e^J' 

c»V8ac«  2a)  "V  o»  c^J\Hac^  2a)  c«  2ac«' 
Setzt  man  diesen  Ausdruck  in  die  erwähnte  Formel  für  F^,  so  erhält 
man  V^  für  Funkte  der  Oberfläche  und  die  Gleichgewichtsbedingung  wird 
nach  X*  und  y^  identisch,  da  diese  beiden  Veränderlichen  von  einander 
unabLängig  sind.  Setzt  man  also  deren  Coefficienten  einzeln  gleich  Null, 
so  erhält  man 

und  durch  Elimination  von  d^ 

»'  ö-?)+.4.(Ä+Ä)=''- 

Diese  von  der  Winkelgeschwindigkeit  unabhängige  Gleichung  drückt  die 
Beziehung  aus,  welche  bekanntlich  zwischen  den  drei  Axen  des  Jacob i- 
sehen  Gleichgewichtsellipsoids  bestehen  muss.  -  Da  der  von  e^  unab- 
hängige Theil  derselben  von  der  zweiten  Ordnung  ist,  so  darf  der  zweite 
Tbeil  keine  Glieder  erster  Ordnung  enthalten.  Dies  würde  aber  in  Be- 
zug auf  das  letzte  Glied  der  Fall  sein,  wenn  e^  nicht  von  höherer  als 
von  der  zweiten  Ordnung  wäre,  woraus  folgt,  dass  bis  auf  Glieder 
zweiter  Ordnung  genau  e^  =  0  zu  setzen  ist.  Zu  demselben  Resultate 
gelangt  man,  wenn  man  auf  die  allgemeine  Bedingungsgleichung,  wie  sie 
von  Jacobi  aufgestellt  worden,  eine  Reibenentwickelung  gemäss  den 
hier  gemachten  Voraussetzungen    anwendet.*     Gleichung  9)  besagt  also, 


*  Diese  allgemeine  Bedingungsgleichung  lautet: 


0 

1 


oder,  wenn  man  die  in  I,  3  berechneten  Näherungswerthe  fElr  ,.  und  ,,    ^ 

eingetzt, 
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dass  ein  dreiaxiges  Ellipsoid  mit  kleiner  Winkelgeschwindigkeit  nur  dann 
Gleichgewichtsfignr  ist,  wenn  es  his  auf  Glieder  zweiter  Ordnnng 
(incL)  genau  als  verlängertes  Rotationsellipsoid  hetrachtet 
werden  kann ,  wobei  als  Grösse  erster  Ordnung  der  recipro*ke  Wertb  der 
längsten  Axe  vorausgesetzt  wird.  Würde  man  die  beiden  vorhergehen- 
den ellipsoidischen  Gleichgewichtsfiguren  allgemein  behandeln  und  nicht 
von  vornherein  voraussetzen,  dass  es  Rotationsellipsoide  seien,  so 
würde  man  auf  eine  ähnliche  Bedingungsgleichung  stossen,  die  zwischen 
den  Axen  des  EUipsoids  erftillt  sein  muss. 


oder 


J^a«+*«*+**     c«+«"^(a«-hO(c«+«)  "^'(0«+«)«    «(a«+t) ((*+«)»    '(c«+f)» 

0 


T(a«H-*)(c«4-«)»l 


und  folglich  auch 


Setzt  man  nun  ^a*H-i==«c,  so  erhält  man 

wo  die  C,  2),  ...  G  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  früher  und  jff=-i — ^(G-^F) 

Ä— c* 

ist.     Nun  erkennt  man  aus  den  früher  (T,  8)  für  C,  2),  ...  (7  aufgestellten  Nähe- 

rirngswerthen,  dass 

C  von  der  0.  Ordnung, 

D    „  „     2. 

E  „  „   (-1). 

F   „  „     1. 

^    „  „   (-2). 

S  „  „      0. 

ist.  Setzt  man  nun  in  obiger  Bedingungsgleichung  noch  b*  =  c^^^  und  berück- 
sichtigt nur  die  Glieder  bis  zur  zweiten  Ordnung  einschliesslich,  so  geht  dieselbe 
über  in 

c«(a*2>  +  4c*^-fq^»c*F)  +  (-c»(7H-a*c*2>).=  0. 

Die  von  c'  freien  Glieder  sind  von  der  ersten  Ordnung,  aber  ihre  algebraische 
Summe  ist  bis  auf  Glieder  zweiter  Ordnung  incl.  genau 

2a     2a 
Die  Factoren  von  c*  sind  einzeln  von  der  nullten  Ordnimg  und  ihre  algebraische 

Summe  von  derselben  Ordnung,  nämlich  =2— 75-     ^^  ^^^  alle  vernachlässigten 

Glieder  wenigstens  von  der  dritten  Ordnung  sind,  so  fordert  obige  Bedingungs- 
gleichung,  dass  auch 

wenigstens  von  der  dritten  Ordnung  sei,  d.  h.  dass  bis  auf  Glieder  zweiter  Ord- 
nung einschliesslich  genau  e'  =  0  sei. 
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Aus  der  ersten  der  beiden  Oleichnngen ,  ans  welchen  Gleichung  9) 
abgeleitet  wnrde,  erhalten  wir  nun  bis  auf  Glieder  zweiter  Ordnung  genau 

10)  e«=fÄ/'^ 


oder,  wenn  man  die  lineare  Excentricität  ^a'— c*=a  setzt,  mit  dersel- 
ben Genauigkeit 

10')  e«  =  |Af/^. 

Da  sich  also  c'  durch  0'  eindeutig  bestimmt,  so  folgt,  dass  für  eine 
bestimmte  kleine  Winkelgeschwindigkeit  jedesmal  ein  und  nur  ein 
dreisziges  (nfiherungsweise:  yerlängertes  Rotations-)  Ellip- 
soid  mit  grosser  Excentricität  der  Gleichgewichtsbedingang  genügt. 

Schliesslich  möge  noch  erwähnt  sein,  dass  die  vorhergehenden  Ent- 
wickelungen  streng  genommen  nicht  erweisen,  dass  es  drei  ellipsoidische 
Gleichgewichtsfiguren  frei  rotirender  homogener  Flüssigkeiten  giebt,  son- 
dern nur,  dass  es  drei  verschiedene  Gleicbgewichtsfiguren 
frei  rotirender  homogener  Flüssigkeiten  giebt,  welche  bei 
kleiner  Winkelgeschwindigkeit  annähernd  als  ellipsoidisch 
betrachtet  werden  können. 
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Vn.   Pl&chen  zweiter  Ordnnng  als  Erzengniise  projectiviBcher  Bttschel 

von  Kngeln. 

1.  Der  geometrische  Ort  des  Schnittkreises  der  entsprechenden  Ku- 
geln zweier  projectivischen  Kngelnbüschel  K  und  L  ist  eine  die  beiden 
Grundkreise  der  Büschel  enthaltende  Fläche  vierter  Ordnung  F^,  Da  die 
Mittelpunktsreihen  k  und  /  von  K  und  L  projectivisch  sind,  so  sind  es 
auch  ihre  orthogonalen  Projectionen  X  und  Y  auf  einer  beliebigen  Ge- 
raden g.  Irgend  zwei  entsprechende  Punkte  A',  und  7^  dieser  Reihen 
sind  Mittelpunkte  der  Strecken  entsprechender  Punktepaare  oc^x\  und 
yjy'i  in  denjenigen  Punktsystemen  x  und  y,  welche  von  g  mit  K  und 
Z  erzeugt  werden.  Die  Punkte  .Tj,  y^  können  nur  gleichzeitig  mit  den 
Punkten  X^^  Y^  im  unendlich  fernen  Punkte  von  g  zusammenfallen,  und 
es  sind  unter  dieser  Voraussetzung  die  Punkte  x\^  y\  die  Schnittpunkte 
der  g  mit  den  Potenzebenen  von  K  und  Z,  welche  einander  darum  ent- 
sprechen müssen;  die  Reihen  k^  l  sind  ähnlich,  und  es  folgt: 

Die  F^  zerfällt  in  eine  F^  und  die  unendlich  ferne  Ebene,  sobald 
die  Mittelpunktsreihen  k  und  /  ähnlich  sind. 

2.  Die  F^  kann  verschiedenartig  in  Flächen  niedrigerer  Ordnung 
zerfällt  werden. 

a)  Die  Potenzebenen  von  K  und  L  fallen  in  eine  Ebene  E  zusam- 
men. Dann  ist  x\=^y\  ein  Doppelpunkt  auf  g  und  es  zerfällt  die  F^ 
in  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  (Kugelfläche)  und  die  Ebene  E, 

b)  Die  Büschel  K ^  L  besitzen  eine  sieb  selbst  entsprechende  Kugel 
Kq^=  Lq.     Dann  besteht  die  F^  aus  dieser  Kugel  und  einer  Ebene. 

c)  Der  in  das  Endliche  sich  erstreckende  Theil  der  F^  soll  aus  einer 
einfachen  Fläche  zweiter  Ordnung  F^  bestehen.  —  Aus  der  Verlegung 
der  g  in  eine  der  zwei  Potenzebenen  erhellt  zunächst  die  Nothwendigkcit 
des  Parallelismus  der  Träger  von  k  und  /.  Soll  ferner,  bei  beliebiger  Lage 
von  (7,  in  zwei  anderen  einander  entsprechenden  Punktepaaren  x^x\  und 
y%y\y  ™*^  ^®"  zugehörigen  Halbirungspunkten  X^  und  -Pg,  der  Punkt  x^ 
mit  ^2  ^™  unendlich  fernen  Punkte  von  g  zusammenfallen,  so  geschieht 
gleichzeitig  dasselbe  mit  X^  und    F^.     Die  Reihen  X  und  Y  haben  zwei 
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im  nnendlich  fernen  Punkte  vereinigte  Doppelpunkte  X^^s^  Y^  und  ^2^  ^s* 

sie  sind  daher  einstimmig  congruent.     Daraus  folgt: 

Das  Erzengniss  zweier  projecti vischen  Kugelnhttschel  besteht  aus 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  und  der  unendlich  fernen  Doppelebene, 
wenn  die  Träger  der  Mittelpunktsreihen  parallel  oder  zusammenfallend, 
und  die  Beihen  selbst  congruent  und  einstimmig  sind. 

3.  Wir  bezeichnen  die  zwei  auf  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  F 
liegenden  Systeme  von  parallelen  Kreisen  mit  R  und  R^  ihre  Richtnngs- 
ebenen  mit  q  und  q\  die  geradlinigen  Reihen  ihrer  Mittelpunkte  mit  r 
und  r.  Zwei  beliebige  Kreise  Ajb,  Ei  können  immer  als  die  Orundkreise 
zweier  Kugelnbüschel  K^  L^  deren  Erzeugniss  F  ist,  angesehen  werden; 
die  zugehörigen  Reihen  A:,  /  sind  dann  Schnitte  einer  zu  ^'senkrechten 
Parallelschaar  rc,  k^  l^  r,  r  liegen  in  einer  Hauptebene  S  von  f,  die 
anderen  Hauptebenen  seien  £|,  £^  und  0  der  Fläehenmittelpunkt. 

Jede  Ebene  E  schneidet  F  in  einer  Curve  zweiter  Ordnung  r,  dem 
Erzeugnisse  projectivischer  Kreisbüschel.  Die  Verbindungslinie  (r)  der 
Halbirungspunkte  jenes  Systems  (A)  paralleler  Sehnen  der  Curve  c,  wel- 
ches von  den  Schnittlinien  der  Ebene  K  mit  den  Kreisschnittebenen  des 
Systems  R  gebildet  wird,  ist  eine  Gerade,  als  Projection  der  Geraden  r; 
für  das  zweite  Sehnensystem  {R')  sei  (/)  der  eonjugirte  Durchmesser, 
womit  denn  auch  der  Cnrvenmittelpunkt  und  die  Axenrichtungen  be- 
stimmt sind. 

Durch  einen  Punkt  p  auf  F  gehen  zwei  Oberflächenkreise  und  be- 
stimmen  eine  die  F  doppelt  berührende  Kugel,  deren  Tangentialebene 
in  p  auch  Tangentialebene  von  F  ist.  Sie  schneidet  die  F  in  einer  Curve 
zweiter  Ordnung,  welche  ein  Linien  paar  mit  dem  Mittelpunkte  jd  ist,  weil 
durch  diesen  Curvenpunkt  die  zwei  Cnrvendurchmesser  (r)  und  (r)  gehen. 
Die  auf  das  Linienpaar  hinführende  Construction  ist  immer  ohne  vor- 
läufige Rücksicht  auf  dessen  Realität  ausführbar.  Aehnlicbes  gilt  für  die 
Construction  ebener  Schnittcurven  überhaupt.' 

4.  Man  erhält  das  ganze  System  der  zu  F  ähnlichen  und'  ähnlich 
liegenden  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  demselben  Mittelpunkte,  indem 
man  die  folgenden  Elemente  für  das  ganzeSystem  beibehält:  E^  £^,  S^j 
0,  Q^  q\  r,  r,  n,  Ar,  /,  und  die  (von  einander  abhängigen)  Radien  der 
Grundkreise  Rk%  Ri  sich  entsprechend  verändern  lässt. 

Der  Asymptotenkegel  des  Systems  ii^ird  construirt,  wenn  man  durch 
0  einen  Strahl  Oo  der  Schaar  n  zieht  und  den  Schnittpunkt  0  mit  k 
bestimmt.  Die  um  0  als  Centrnm  beschriebene,  durch  O  gehende  Kugel 
schneidet  die  Ebene  von  Rk  in  dem  zugehörigen  Grundkreise,  dessen 
Mittelpunkt  wir  mit  rj^  bezeichnen;  und  da  durch  0  nur  ein  Strahl  der 
Schaar  n  geht,  so  ist  jener  Grundkreis  und  mit  ihm  der  Kegel  eindeutig 
bestimmt.  Der  Kreis  ist  reell,  wenn  im  Dreiecke  orkO:oO>  ork,  d.  h. 
i.orjfcO>LoOrjfc;  er  ist  imaginär,  wenn  oO<or;fr,  d.  h,  LorjfcO<  LoOr^, 
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Durchläuft  rk  die  Reihe  r,  so  beschreibt  der  G^ndkreis  den  Asjmptoten- 
kegel,  und  da  das  Dreieck  or^O  seine  Winkel  nicht  verändert,  so  folgt, 
dass  auf  einer  Kegelfläche  sweiter  Ordnung  alle  nicht  verschwindenden 
Kreise  des  einen  und  somit  auch  des  andern  Systems  gleichzeitig  ent- 
weder reell  oder  imaginär  sind.  Für  den  zweiten  Grundkreis  gilt  das- 
selbe; seine  Construction  ergiebt  sich  aus  dem  Texte  durch  Vertauschung 
von  k  mit  /. 

5.  £s  giebt  mit  Bezug  auf  die  Fläche  F  in  zweifacher  Anordnung 
unendlich  viele  Paare  verschwindender,  die  Fläche  doppelt  bertihrender 
Kugeln.  Sie  sind  die  Orenzpunkte  jener  Kreisbttschel ,  die  von  den  zur 
Fläche  F  gehörigen  Kugelnbüscheln  mit  der  Ebene  £  erzeugt  werden. 
Wir  bezeichnen  nun  mit  I^  und  L  die  den  gleichbezeichneten  Kugeln- 
büscheln  entsprechenden  Kreisbüschel  in  der  Ebene  2^,  mit  JC'  und  L' 
die  Orthogonalkreisbüschel,  mit  n   die  zu  n  senkrechte  Parallelschaar. 

Die  Schnittpunkte  1,  1  der  entsprechenden  Kreise  if^y  L^  bestimmen 
ein  fünftes  Büschel,  dessen  Grenzpunkte  1',  1'  die  Schnittpunkte  eines 
sechsten,  zum  fünften  orthogonalen  Büschels  sind.  Ein  gewisser  Kreis 
£\  (resp.  L\)  des  sechsten  Büschels  hat  seinen  Mittelpunkt  im  Schnitt- 
punkte des  Strahles  1 1  der  Schaar  n  mit  der  Potenzlinie  von  ^  (resp.  L). 
Dieser  Kreis  gehört  als  Orthogen  alkreis  von  IC^  (resp.  L^)  dem  Büschel 
X'  (resp.  V)  an.  Es  sind  somit  die  Grenzpunkte  1',  1'  die  Schnitt- 
punkte entsprechender  Kreise  der  Orthogonalbüschel  A^',  L\  welche  mit- 
telst der  Schaar  n   auf  einander  bezogen  sind.     Daraus  folgt: 

In  der  zu*  den  Kreisschnittebenen  senkrechten  Hauptebene  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  liegt  ein  Kegelschnitt,  welcher  als  der  geo- 
metrische Ort  einer  die  Fläche  doppelt  berührenden  Kugel  mit  ver- 
schwindendem Radius  angesehen  werden  kann.  Es  ist  derjenige  Fo- 
calkegelschnitt,  welcher  die  Fläche  orthogonal  in  den  vier  Kreispunkten 
durchschneidet. 
Und  dieser  Satz  ist  theilweise  in  dem  folgenden ,  allgemeineren  Satze 
enthalten : 

Der  geometrische  Ort  des  Berührungspunktes  einer  festen  Ebene 
mit  einer  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  doppelt  berührenden  Kugel  ist 
ein  Kegelschnitt,  welcher  orthogonal  in  vier  Punkten  geschnitten  wird 
von  dem  Schnitte  der  Fläche  und  Ebene. 

6.  Der  sphärische  Schnitt  c^  der  Fläche  F- mit  «der  Kugel  S  hat, 
entsprechend  den  beiden  Kreissystemen  R^  It  auf  F,  zwei  Systeme  91,  91' 
paralleler  sphärischer  Sehnen. 

Die  Curve  c^  ist  das  Erzeugniss  zweier  projectivischen  Kreisbüschel 
auf  A,  deren  sphärische  Mittelpunktsreihen  in  perspectivjscher  Lage  sind, 
also  (auch  bei  vereinigten  Trägern)  einen  Punkt  und  seinen  Gegenpunkt 
entsprechend  gemein  haben.  Die  beiden  Mittelpunkte  der  Projection 
bezeichnen   wir  mit  ^,  p;   die  beiden  sich  selbst  entsprechenden  Punkte 
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der  Mittelpnnktsreihen  mit  p\  )>';  den  Mittelpunkt  von  St  mit  o.  Dann 
i8t  die  Gerade  )>o))||7e,  nnd  die  Gerade  ^'o)>'||A:|{/.  Die  den  Sehnen  91 
(resp.  9i')  entsprechenden  geradlinigen  Sehnen  sind  die  Erzeugenden  dea 
einen  (resp.  des  andern)  Systems  eines  die  Curve  c^  enthaltenden  hyper- 
bolischen Paraholoids  F^. 

Die  den  Sehnen  beider  Systeme  entsprechenden  HanptbÖgen  sind 
Tangenten  eines  sph&rischen  Kegelschnittes,  welcher  dem  der  Fläche  F^ 
aas  0  umschriebenen  Kegel  angehört;  und  je  zwei  in  einerlei  Durch- 
messerebene  liegende  geradlinige  Sehnen  schneiden  sich  in  Punkten  jenes 
ebenen  Kegelschnittes,  längs  dessen  das  Paraboloid  F^  von  dem  erwähn- 
ten Kegel  berührt  wird. 

Ein  zweites  (resp.  drittes)  Paraboloid  M  (resp.  N)  ist  bestimmt  durch 
die  beiden  Leitlinien  p'op\  r  (resp.  pop^  r)  und  die  Richtungsebene  q 
(resp.  ^').  Der  Schnitt  von  S  mit  M  (resp.  mit  N)  ist  die  dem  sphäri- 
schen Sehnensystem  dt  (resp.  '3t')  entsprechende  Durchmessercurve.  Der 
Schnitt  von  F^  mit  M  (resp.  mit  N)  ist  die  dem  geradlinigen  Sehnen- 
system 9i  (resp.  91')  entsprechende  Durchmessercurve. 

Die  Ebene  ))op' II  £  ist  die  gemeinschaftliche  Richtungsebene  der  Para- 
boloide  M  und  iV,  deren  Schnittcurve  daher  in  die  unendlich  ferne  Gerade 
von  £  und  in  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  zerfällt;  letztere  ist  der 
Ort  der  Centra  aller  die  Curve  c^  enthaltenden  Flächen  zweiter  Ordnung. 

Jede  Erzeugende  von  F^  bestimmt  mit  St  die  Schnittpunkte  eines 
sphärischen  Kreisbüschels,  dessen  Greuzpunkte  die  Schnittpunkte  des 
Orthogonalbüschels  und  Zugleich  die  Schnittpunkte  der  reciproken  Pola- 
ren jener  Erzeugenden  mit  der  Kugel  ß  als  der  Directrix  der  Recipro- 
cität  sind.  Der  Ort  aller  der  Grenzpunkte  ist  eine  Curve  c^*  als  Schnitt- 
curve von  S  mit  der  zu  F^  reciproken  Regelfläche  zweiter  Ordnung  Fj*; 
und  diese  ist  ein  Hyperboloid  mit  den  Erzeugenden  ))0)>,  p'op\  als  den 
reciproken  Polaren  der  Stellungen  von  q\  q.  Die  Curve  c**  ist  die  Re- 
ciproke  der  gemeinschaftlichen  Developpablen  von  F^  und  jl;  und  all- 
gemeiner, für  eine  beliebige  Fläche  F  des  durch  c^  bestimmten  Flächen- 
büschels zweiter  Ordnung  ist  sie  der  Ort  des  Berührungspunktes  der 
festen  Kugel  S  mit  einer  veränderlichen,  die  Fläche  F  doppelt  berühren- 
den Kugel.  —  Für  das  Paraboloid  F^  in  jenem  Büschel  geht  die  veränder- 
liche Kugel  in  eine  berührende ,  die  Developpable  erzeugende  Ebene  über. 

Brunn.  Ferdinand  Röllner. 


Vin.  Synthetischer  Beweis  der  Identität  einer  Tripelonrve  mit  dem 
Erzeugniss  eines  Kegelsohnittbttsohels  nnd  eines  ihm  projectivischen 

StrahlenbüBchels. 

Herr  Milinowski  hat  in  dieser  Zeitschrift  (23.  Jahrg.  5.  Heft)  einen 
synthetischen  Beweis   für  diese  Identität  gegeben.     Ich  bin   nun  schon 
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länger  im  Besitz  eines  solchen,  der  sich  dadurch  auszeichnen  mag,  das« 
er  geringerer  Hilfsmittel  bedarf,  und  auch  dadurch,  dass  er  wirklieb 
synthetisch  ist.  Denn  den  von  Herrn  Milinowski  möchte  ich  nicht 
als  solchen  anerkennen,  wenn  anders  Herr  Milinowski  mit  mir  unter 
einem  synthetischen  Beweise  einen  solchen  versteht,  der  keine  alge- 
braischen Principien  zu  Hilfe  nimmt.  Dies  thut  aber  Herr  Milinowski 
bei  der  Definition  der  Polaren  der  Curve  dritter  Ordnung.  Denn  nur 
auf  Grund  algebraischer  Sätze  darf'  man  schliessen ,  dass  eine  Curve,  die 
mit  jeder  durch  einen  festen  Punkt  gehenden  Geraden  je  zwei  Punkte 
gei&ein  hat,  ein  Kegelschnitt  ist;  der  Synthetiker  muss  zeigen,  dass  sie 
sich  durch  projectivische  Strahlenbüschel  oder  sonstwie  erzeugen  lässt. 
Auch  wird  in  der  rein  synthetischen  Geometrie  der  Begriff  der  Projec- 
tivität  auf  den  der  Perspectivität  gegründet,  nicht  auf  gegenseitig  ein- 
deutiges Entsprechefi;  solche  sich  gegenseitig  eindeutig  entsprechende 
Gebilde  auch  ohne  Weiteres  projectivisch  zu  nennen,  berechtigen  auch 
wieder  nur  algebraische  Principien.  —  Endlich  will  ich  noch  erwähnen, 
dass  der  Beweis  von  Herrn  Reye  (Geometrie  der  Lage)  doch  wohl  all- 
gemein ist.  Allerdings  sind  drei  der  Basispunkte  des  Kegelschnitt- 
btischels  immer  ein  Tripel  sich  selbst  entsprechender  Punkte  zweier  col- 
linearen  Systeme;  Herr  Keye  zeigt  aber  auch,  dass  irgend  drei  Punkte 
der  Curve  dritter  Ordnung  solch  ein  Tripel  sind.  Wie  könnte  sonst  auch 
Herr  Reye  schliessen,  dass  diese  durch  neun  Punkte  bestimmt  istl  Man 
könnte  sich  mit  diesem  Beweise  höchstens  deshalb  nicht  zufriedenstellen, 
weil  er  Sätze  der  Raumgeometrie  zu  Hilfe  nimmt. 

Ich  werde  zuerst  folgenden  Satz  beweisen: 

I.  „Ist  eine  Curve  dritter  Ordnung  c<^>  durch  ein  Kegelschnittbüschel 
und  ein  ihm  projectivisches  Strahlenbüschel  erzeugt,  so  bilden  die  Kegel- 
schnitte, welche  drei  beliebige  Punkte  X,  ^,  J  von  c^^^  mit  den  Punkte- 
paaren verbinden ,  welche  die  durch  einen  andern  willkürlichen  Punkt  m 
von  c<3)  gehenden  Geraden  noch  mit  c^^^  gemein  haben ,  ein  zu  dem  Strah- 
lenbüschel' durch  m  projectivisches  Kegelschnittbüschel,  welches  mit  die- 
sem ebenfalls  c<^*>  erzeugt.** 

Hiermit  ist  dann  die  Identität  der  Tripelcurve  mit  dem  Erzeugniss 
irgend  eines  Kegelschnittbüschels  und  eines  ihm  projectivisch en  Strahlen 
büschels  bewiesen.  (Vergl.  Schröter,  Kegelschnitte,  S.  507.)  Ich  zeige 
zweitens  direct,  dass  das  Erzeugniss  eines  Kegelschnittbüschels  und  eines 
ihm  projecti  vischen  Strahlen  büschels  sich  durch  zwei  in  halbperspecti- 
vischer  Lage  liegende  Strahleninvolutionen  erzeugen  lässt,  und  habe 
somit  gezeigt,  dass  unsere  Curve  dritter  Ordnung  auch  eine  Tripelcurve 
ist.  (Vergl.  üeber  Curven  dritter  Ordnung  von  H.  Schröter,  Math. 
Ann.  von  Clebsch  und  Neumann  Bd.  V,  S.  50;  Bd.  VI,  S.  85). 

1.  Ein  Strahlenbnschel  durch  p  erzeuge  also  mit  einem  ihm  projec- 
tivischen  Kegelschnittbüschel  durch  a ,  b,  c ,  t)  eine  Curve  dritter  Ordnung 

Digitized  by  VjOOQIC 


EJeinere  Mittheilangen.  121 


c^').  Legt  man  dann  Kegelschnitte  k  durch  irgend  einen  Pankt  g  von 
c^^\  darcb  o,  b  und  die  Punktepaare  Ci  f,  welche  die  Strahlen  durch  p 
mit  c^^^  gemein  haben,  so  gehen  diese  Kegelschnitte  noch  durch  einen 
vierten  festen  Punkt  1^  von  c^^.  Um  dies  zu  beweisen,  bedürfen  wir  fol- 
gendes Hilfssatzes: 

IT.  „Liegen  auf  einem  Kegelschnitte  %  zwei  Basispunkte  eines  Kegel- 
schnittbtiachels ,  so  schneidet  dieses  auf  x  eine  Punktinvolution  aus>  die 
auch  durch  ein  dem  Kegelschnittbtischel  projectivisches  Strahlenbüschel 
ausgeschnitten  wird.^^ 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  synthetisch  leicht  zu  führen.  Auf  k 
schneidet  nun  das  Kegelschnittbüschel  durch  a,  l),  C^  t)  eine  solche  Invo- 
latioQ  aus;  das  sie  projicirende  Strahlenbüschel  wird  also  auch  zu  dem 
Strahlenbüschel  in  ^  projectivisch  sein  und  mit  ihm  einen  Kegelschuitt 
erzeugen,  der  aus  k  die  gemeinsamen  Punkte  von  k  mit  c^^)  ausschneidet. 
Ein  Theil  dieses  Kegelschnittes  ist  aber  der  Strahl  ef,  der  andere  Theil 
geht  durch  den  festen  Punkt  9  und  durch  den  Schnittpunkt  m  von  De 
mit  dem  Strahl  durch  p,  welcher  dem  Geraden  paare  bc,  ab  entspricht. 
Dieser  Theil  geht  also  durch  zwei  feste  Punkte  m  und  g  und  hat  daher 
mit  iP'^  noch  einen  dritten  festen  Punkt  ^  gemein,  durch  den  alle  Kegel- 
schnitte {  gehen  müssen. 

Die  Polaren  von  )>  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  durch  a,  b,  C,  b 
bilden  nun  ein  Büschel,  welches  zu  dem  Strahlenbüschel  durch  p  projec- 
tivisch ist  und  mit  ihm  also  einen  Kegelschnitt  x  erzeugt ^  den  Polar- 
kegelschnitt von  ^  in  Bezug  auf  c^'^;  dieser  kann  offenbar  auch  definirt 
werden  als  der  Ort  der  Punkte,  welche  von  ))  durch  die  Punktepaare  e,  f 
harmonisch  getrenüt  sind. 

Nun»  ordne  man  irgend  drei  Strahlen  ef  durch  ))  die  drei  Kegel- 
schnitte k  zu.  Hierdurch  ist  zwischen  dem  Strahlenbüschel  durch  |>  und 
dem  Kegelschnitt büschel  durch  a,  b,  9,  ^  eine  projectivische  Beziehung 
hergestellt,  so  dass  also  beide  Büschel  eine  Curve  dritter  Ordnung  Cj^*^ 
erzeugen;  diese  muss  mit  c^^  identisch  sein.  Denn  der  Polarkegelschnitt 
Xj  VCD  p  in  Bezug  auf  c/^^  ist  mit  x  identisch.  Sie  gehen  nämlich  beide 
durch  J),  die  drei  Punkte  auf  den  Strahlen  cf  und  den  Punkt  p',  welcher  p 
in  Bezug  auf  das  Kegelschnittbüschel  durch  a,  b,  g,  ^  conjugirt  ist.  Denn 
noter  den  Kegelschnitten  dieses  Büschels  giebt  es  ja  immer  einen,  wel- 
cher )}p'  in  denselben  Punkten  wie  (P^  schneidet.  Nun  beweist  man 
leicht,  dass  auch  c^^^^  mit  c<^)  identisch  ist.  Aus  dem  Bewiesenen  ebenso 
weiter  schliessend,  erhält  man  daher  folgenden  Satz: 

IIL  „Verbindet  man  die  Punktepaare  e,  f  mit  irgend  drei  Punkten 
T)  V*  }  ^^^  ^'^^  durch  Kegelschnitte,  so  bilden  diese  ein  zu  dem  Strah- 
lenbüschel in  ))  projectivisches  Büschel,    das   mit  ihm  ebenfalls  &^^  er- 

MUgt.*' 
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Halten  wir  nun  einen  Strahl  ef  fest  nnd  lassen  g  anf  c^^  variiren, 
so  ergiebt  sich  folgender  Satz:  Die  Verbindungslinien  der  Pnnktepaare 
g,  1^,  welche  die  Kegelschnitte  durch  a,  b,  e,  f  ans  c^'^  ansschneidenf 
gehen  durch  einen  festen  Punkt  m  von  c^^K  Man  zeigt  nun  leicht,  dass 
die  Punkte,  die  von  m  durch  g,  ^  harmonisch  getrennt  sind,  einen  durch 
m  gehenden  Kegelschnitt  bilden;  er  wird  nämlich  erzeugt  durch  die  bei- 
den projectiviflchen  Polarenbüschel  von  m  in  Bezug  auf  die  beiden  pro- 
jectivischen  Kegelschnittbüschel  durch  a,  b,  C,  b  und  a,  b,  g,  ^,  wenn 
man  g,  ^  wiederum  festlegt«  Daraus  schliesst  man  dann  wie  oben,  dass 
das  Strahlenbttschel  durch  m  so  projectivisch  auf  das  Kegelschuittbttschel 
durch  a,  b,  e,  f  bezogen  werden  kann,  dass  es  mit  ihm  c^'^  erzeugt  Da 
nun  nach  III  m  ein  beliebiger  Punkt  von  c<')  ist,  so  ist  Satz  I  be- 
wiesen. 

2.  Zu  irgend  vier  Punkten  a,  b,  C,  J)  von  c<*>  finden  wir  einen  Punkt 
q,  in  dem  sich  die  Verbindungslinien  der  Punktepaare  schneiden,  in 
denen  e^')  von  den  durch  a,  b,  €,  p  gelegten  Kegelschnitten  noch  ge- 
troffen wird.  Betrachten  wir  andererseits  Q,  b,  C  als  drei  Basispunkte 
eines  Kegelschnittbüschels,  das  mit  einem  Strahlenbttschel  in  p  die  c^^ 
erzengt,  so  erhalten  wir  einen  vierten  Basispunkt  q'.  Kann  nun  q  mit 
q'  zusammenfallen?  Dem  Kegelschnitt  durch  a,  b,  C,  )>,  q  muss  in  q  die 
Tangente  von  c^^^  entsprechen ,  d.  h.  dieser  Kegelschnitt  muss  durch  den 
Punkt  t  gehen ,  welchen  die  Tangente  von  q  an  c^^  noch  mit  c^^^  gemein 
hat.  Sollen  daher  a,  b,  C,  q  Grundpunkte  eines  Kegelschnittbüschels 
sein,  das  mit  einem  Strahlenbnschel  durch  p  die  c^)  erzeugt,  so  muss 
offenbar  die  Gerade  pt  die  c^^  in  p  berühren.  Und  umgekehrt:  schnei- 
den sich  die  Tangenten  von  ))  und  q  in  t  auf  c<^\  so  ist  p  Gegen punkt 
von  a,  b,  C,  q  und  auch  q  Gegenpunkt  von  a,  b,  c,  p.  Solche  Punkte 
können  wir  auf  c^^^  immer  construiren.  Denn  schneidet  die  Tangente  in 
p  die  c(^>  noch  in  t,  so  muss  von  t  aus  noch  mindestens  eine  Tangente 
gehen,  die  c<'>  in  p  berühren  mag;  man  beweist  dies  leicht  mit  Hilfe  des 
Polarkegelschnittes.  Legt  man  nun  durch  )),  q,  t  und  zwei  beliebige 
Punkte  a,  b  von  <fi^  einen  Kegelschnitt,  so  schneidet  dieser  c<^>  noch  in 
einem  sechsten  Punkte  C.  Die  Punkte  a,  b,  C,  )>,  q,  t  haben  dann  die 
verlangte  Lage. 

Schneiden  die  Geraden  bc  und  aq  die  c^^^  noch  in  m  und  n,  so 
müssen  diese  Punkte  mit  p  auf  einer  Geraden  liegen.  Schneidet  femer 
pa  die  c<'>  noch  in  r,  so  muss  r  mit  m  nnd  q  auf  einer  Geraden  liegen. 
Da  a  ganz  beliebig,  so  können  wir  diesen  Satz  so  aussprechen: 

IV.  „Sind  p  und  q  zwei  Punkte  von  c<^\  deren  Tangenten  sich  auf 
c^^  schneiden,  nnd  verbindet  man  irgend  einen  Punkt  a'von  (fi^  mit  q 
durch  eine  Gerade,  die  c^'^  noch  in  m  schneiden  mag,  diesen  mit  p  durch 
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eine  Gerade,  die  c^^^  noch  in  n  schneiden  mag,  diesen  endlich  mit  q 
dureh  eine  Gerade,  die  c^'^  noch  in  r  schneidet«  so  geht  ar  dnrch  p,^ 

Die  Geradenpaare  p  ax  nnd  ))nm  bilden  hierbei  eine  luvolntion. 
Denn  sie  schneiden  den  Polark egelschnitt  n  von  p  jedesmal  in  swei 
Punkten,  welche  mit  q  auf  einer  Geraden  liegen.  Ebenso  bilden  anch 
die  Geradenpaare  qam  nnd  qnr  dnrch  q  eine  Involntion  und  beide  In- 
Tointionen  sind  so  projectivisch  aufeinander  bezogen,  dass  sie  c<^)  erzeu- 
gen. Denn  die  Involution  in  p  ist  projectivisch  auf  das  Büschel  von 
Geraden  durch  q  bezogen ,  welche  die  Punktepaare  verbinden ,  in  denen 
die  Strahlenpaare  der  Involution  den  Polarkegelschnitt  x  schneiden;  die* 
ses  StrahlenbüBchel  «ist  aber  wiederum  auf  die  Involution  in  q  projecti- 
yiscb  bezogen ,  da  es  aus  den  vier  harmonischen  Strahlen  von  p  q  in  Be- 
zug auf  die  Strahlenpaare  dieser  Involution  besteht.  Dem  Strahlenpaar 
})q,  pt  entspricht  offenbar  das  Paar  )>q,  tq,  so  dass  also  pq  sich  selbst 
entspricht.  Hiermit  ist  also  gezeigt,*  dass  c^^  durch  zwei  in  halbperspee- 
tivischer  Lage  liegende  Strahleninvolutionen  erzeugt  wird,  also  auch«  dass 
c^^  eine  Tripelcurve  ist.  ' 

Berlin.  F.  ScHriR. 


UC   Verallgemeinerung  eines  geometrisehen  Paradoxons.* 

(Hierzu  Taf.  I  Pig.  6  u.  7.) 

Zieht  man  zu  einer  Seite  eines  Quadrats  eine  Parallele ,  welche  zwei 
Gegenseiten  im  Verh&ltniss  3:5  theilt  (Fig.  6),  theilt  man  femer  das 
klemere  Rechteck  durch  eine  Diagonale  in  zwei  rechtwinklige  Dreiecke, 
nnd  das  grössere  durch  eine  Strecke,  welche  seine  grösseren  Seiten  in 
den  Verhältnissen  5:3  und  3:5  theilt,  in  zwei  Trapeze,  so  kann  man 
bekanntlich  diese  vier  Theilfiguren  zu  einem  Kechteck  zusammenlegen 
(Fig.  7),  dessen  Fläche  sich  nur  durch  ein  schmales  Parallelogramm  (1) 
von  der  des  Quadrates  unterscheidet,  so  dass  anscheinend  beide  Flächen 
gleich,  also  64  =  65  ist. 

Verallgemeinert  man  diese  Eigenschaft  der  beiden  Figuren,  indem 
man  statt  der  Zahlen  3  und  5  die  Zahlen  a^  und  a^  setzt  und  die  Be- 
dingung festhält,  dass  der  Flächenunterschied  des  Quadrats  und  des 
Rechtecks  +1  sein  soll,  so  gelangt  man  zu  Resultaten  von  zahlen  theo- 
retischem Interesse,  die  im  Folgenden  dargelegt  werden  sollen. 

Soll  das  Quadrat  (oi  +  a^Y  sich  nur  um  eine  Einheit  von  dem  Rechteek 
02(202-1-0^)  unterscheiden,  so  muss  sein 

oder  («i  +  «2)'  +  l=««(2fl2  +  «i) 


*  VergL  Jahrg.  XIII,  S.  162. 
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1)  fll*+«lfl2±l=V- 

Seien  a^  und  a^  zwei  Zahlen  von  gleicher  Beschaffenheit  mit  a^  and 
^2)  Bur  dass  in  1)  die  Zahl  1  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  hat,  so  ist 

2)  a^'  +  a,a^  +  l  =  n,K 
Durch  Addition  von  1)  und  2)  erhält  man 

«1*  +  «2*  +  «2  («1  +  «3)  =  «2*  +  «3* 
oder 

«2K  +  «8)  =  «5'  — ''i^ 

oder,  nach  Division  durch  «3  + 0^, 

3)  fl3  =  ^'l  +  «2- 

Es  kommt  also  nur  darauf  an,  zwei  Zahlen  a^  und  n^  zu  finden,  welche 
der  Bedingung  1)  genügen,  um  aus  ihnen  mittelst  3)  beliebige  neue 
Paare  abzuleiten.     Nun  genügen  offenbar  die  Werthe 

«^1=1,02  =  1 

für  das  untere  Zeichen  von  1 ,  mithin  haben  je  zwei  aufeinander  folgende 
Zahlen  der  Reihe 

4)  1  jT2X5Jjn3 . 2 r734^5  . . . 

die  Eigenschaft  der  Zahlen  a^  und  a^.  Für;die  durch  den  oberen  Bo- 
gen verbundenen  Zahlen  ist  das  Rechteck  grösser,  für  die  durch  den 
unteren  Bogen  verbundenen  Zahlen  kleiner  als  das  Quadrat. 

Eigenschaften  der  Reihe  4). 

1.  Alle  ihre  Differenzreihen  sind  mit  ihr  identisch;  sie  kann  also  als 
arithmetische  Reihe  der  Ordnung  c»  betrachtet  werden. 

2.  Aus  1)  folgt  , 

«1 2  • 

Demnach  haben  alle  Zahlen  x  der  Reihe  die  Eigenschaft,  dass  sie,  in 
die  Gleichung     • 

5)  5a;«  +  4  =  y« 

eingesetzt,  für  y  einen  ganzzahligen  Wertb  geben.  (Die  Reihe  der  Zahlen 
y  ist   die  mit  3  und  4  beginnende  Reihe  von  gleichem  Bildungsgesetz.) 

3.  Die  Identität 

(V  +  0'-4V«2'  =  (V-«i')' 
giebt,  wenn  man  aus  1) 

V  — V  =  '»l«2  ±  1 

darin  einsetzt, 

(V  +  «2')*-  4fli«V=  K«2  ±  l)'i 

und,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  Soj^a^^  +  ia^a^  addirt, 

(«1*  +  «2^)*  +  4  öi^/g'  ±  4  «i  «2  =  9  «1«  «/  ±  6  «1  «3,  + 1 
Aiso  =(3</iöa±l)'. 
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Demnach  haben  die  Zahlen  von  der  Form  ioiO^  die  Eigenschaft,  dass 
8ie  sich  in  der  dnrch  6)  angegebenen  Weise  ans  drei  Quadratzahlen  zn- 
sammen setzen  lassen.  Dabei  gilt  das  obere  oder  nntere  Zeichen,  je  nach- 
dem die  für  a^  nnd  a^  gesetzten  Zahlen  in  der  Keihe  4)  durch  einen 
oberen  oder  einen  anteren  Bogen  verbunden  sind. 

4.  Bezeichnet  man  die  Glieder  der  Reihe  4)  der  Reihe  nach  als  das 
nullte,  erste,  zweite,  ...,  und  versteht  nun. unter  ar  das  r'^  Glied,  so 
zeigt  die  Betrachtung  der  Reihe  4),  deren  erste  20  Glieder  folgende  sind: 


1 

13 

144 

1597 

2 

21 

233 

2584 

3 

34 

377 

4181 

5 

55 

610 

6765 

8 

89 

987 

10946, 

«tn-l 

=  «i 

ner  es 

Lnzßti  Zi 

dass  allgemein 

Ist  nun  kn  =  py  wo  p  eine  Primzahl  bedeutet,  so  ist  entweder 
kt=p^  n=l  oder  n=^Py  Ä  =  l. 

9 

Im  ersten  Falle  erhält  man   ^^^^*=  einer   ganzen   Zahl,   was  selbstver- 

ständlich   ist,    da   «0=^-     I™   zweiten  Falle   folgt   — —  =  einer  ganzen 

Zahl,  also  1.  —  Aus  beiden  Fällen  aber  entnimmt  man  das  Resultat, 
dass  flp.i  durch  keine  andere  Zahl  der  Reihe  theilbar  ist. 
Die  Zahlen  rtp«_i  haben  also  für  die  Reihe  4)  dieselbe  Bedeutung,  wie 
die  Primzahlen  für  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen. 

5.  Auf  die  Reihe  4)  reducirt  sich  auch  die  allgemeine,  aus  den  An- 
fangsgliedern u  und  V  (statt  1  und  1)  gebildete  Reihe,  deren  Bildungs- 
gesetz durch  3)  ausgedrückt  wird.     Ihre  successiven  Glieder  sind  nämlich 

w,     w  +  t;,  2w  +  t?,  3t/-|-2t;,  5ii-|-3t^,   

Wenn  also  ihr  erstes  Glied  durch  s^^   ihr  allgemeines  Glied  durch  $1,4.1 
bezeichnet  wird,  so  ist 
8)  .?„4.i=>a„M  +  a„_,i;. 

6.  Da  der  Unterschied  zwischen  den  Flächen  des  Quadrates  und 
des  Rechtecks  beständig  durch  die  Zahl  1  ausgedrückt  ist,  in  welchem 
der  aus  4)  entnommenen  Verhältnisse  man  auch  immer  die  Quadratseite 
theilen  mag,  so  folgt,  dass  das  Verhältniss  dieses  Unterschiedes  zu  einer 
der  beiden  Flächen  um  so  kleiner  wird,  je  grösser  die  gewählten  -  Ver- 
bältnisszahlen  sind.  Denn  denkt  man  sich  dieselbe  Quadratseite  der 
Reibe  nach  in  den  durch  4)  ausgedrückten  Verhältnissen  getheilt,  so 
nimmt  die  Längeneinheit  des  Masses  beständig  ab,  mithin  auch  die  Flä- 
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cheneinheit,  welche  jenen  Unterschied  darstellt«  —  E^  werden  sich  daher 
jene  Verbftltnisse  einer  festen  Grenze  nähern,  für  welche  der  Unterschied 
beider  Flächen  gleich  Null  ist. 

Bezeichnen  wir,  nm  diese  Grenze  zn  finden,  die  Qnadratseite  mit  x 
und  ihren  grösseren  Abschnitt  mit  y,  so  soll  (vergl.  d.  Figur)  sein 


oder 
9) 


a^  =  y(x+y)  oder  — =» 

^  y         X 

X'-y  _y 

y    -7' 


d.  h.:  Damit  die  Zusammensetzung  eines  Rechtecks  aus  den 
Stücken  eines  Quadrats  (Fig.  6)  genau  vollzogen  werden 
kann,  muss  die  Quadratseite  nach  'dem  goldenen  Schnitt 
getheilt  sein.  * 


oder 


Aus 

9) 

erhält  man 

X  ^ 

7*" 

2      ' 

-g-y^- 
y 

2 

ut 

'      2      ' 

l/K  — 9J 

—   y 
1 

~      2 

4  +J_ 
4.. 
mithin  die  snccessiTen  N&hernngswerthe  von 

.r    2    9    38  161 
J^    1*4'17'72      * 
yh-\     1     5    21    89 

2         2'8'34144' 
?/5  +  l    3    13  55  233 
2         2  •  8  •34144"' 
d.  h.:   Bezeichnet  man  den  ft""  Näherangswerth  von  ^^  mit  n^,   so  ist 
«Jt       «*  +  l      «it-i     «*— 1 


10) 


«8*-! 


2 


«3*— 1 


Die  eben  angegebenen  Näherungswerthe  von 


/5+1 


enthalten  noch  nicht 


alle  aus  zwei  successiven  Zahlen  der  Reihe  4)  darstellbaren  Verhältnisse; 
es  fehlt   noch   die  Reihe  \^  ^^  ...,   oder  allgemeiner  das   Verhältniss 

«8A 


Nun  ist  aber  nach  3)  ^31^+1  =  ^sjt- i  + ^sit«  also 


*  Ueber  den  Zusammenhang  der  Beihe  4)  mit  dem  Yerhältnisse  des  goldenen 
Schnittes  s.  a.  A.  Z  ei  sing,  Neue  Lehre  von  den  Proportionen  des  menschlichen 
Köipers  etc.,  Leipzig  1854. 
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oder 

11) 


asjt  Ost  Wjt  +  1 


7.  Independente  Bestimmung  der  Glieder  der  Reihe  4). 
Die  Anwendung  der  Formel  3)  erforderte,  um  ein  Glied  der  Reibe  4)  zu 
finden,  die  Kenntniss  der  beiden  vorhergehenden  Glieder.  Die  Formeln 
10)  und  11)  gestatten  die  Berechnung  eines  Gliedes,  wenn  nur  das  un- 
mittelbar vorhergehende  bekannt  ist.  Es  ist  sogleich  zu  übersehen ,  dass 
diese  Formeln  auch  zur  independenten  Bestimmung  eines  Gliedes  der 
Reihe  4)  dienen  können.  Diese  Aufgabe  soll  im  Folgenden  gelöst 
werden.  • 

Führt  man  statt  des  Näherungsbruches  njt  seinen  Zähler  und  Nenner 
ein,  und  setzt 

12)  n,=^, 

SO  gehen  die  Formeln  10)  und  11)  über  in 

Die  zweite  dieser  Formeln  lautet,  wenn  man  /r  +  1  für  k  setzt: 

<»8t+i  _pt+i  — y;^+i 

Nun  hAben  nach  dem  Bildungsgesetz  der  Reihe  4)  keine  zwei  auf- 
einanderfolgenden Glieder  derselben  einen  gemeinsamen  Factor;  also  sind 

die  linken  Seiten  der  letzten  Formeln  irreducible  Brüche«     Femer  ist  — 
als  N&herungsbruch  irreducibel ,  folglich  auch  ^ ,  und ,  da  p^  und  qk 

*         n     I   n- 

nicht  gleichzeitig  ungerade  sind ,  auch  —r .    Mithin  folgt  aus  der  ersten 

der  Formeln  13) 

14)  a8*=/>t  +  ^*, 

15)  fls*-i  =  25'*; 

femer  aus  der  dritten 

16)  <»8t+t=PÄ  +  3yt. 

In  den  drei  Formeln  14)  — 16)  ist  nun  die  independente  Bestimmung  der 
Glieder  der  Reihe  4)  vollständig  enthalten. 

Ausserdem  folgt  noch  durch  Vergl^ichung  der  dritten  und  vierten 
Formel  13) 

17)  />*+!  — ?t+i=P;fr  +  39'ik. 

Setzt  man  endlich  in  15)  Ar-f-l   für  k  und  wendet  3)  an,  so  folgt 
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18)  gk-\-i=Pk+^gk' 

Und  eliminirt  man  qk+\  zwischen  17)  und  18),  so  folgt 

19)  Pk-\-i  =  ^Pk  +  ^gk. 

Durch  die  Formeln  18)  und  19)  ist  das  Bildungsgesetz  der  zur  Bestim- 
mung der  Glieder  der  Reihe  4)  nöthigen  Näherun gsbrtiche  in  kürzester 
Weise  ausgedrückt. 

8.    Setzt    man    die  Reihe   4)    nach    links   fort,    so   erhält  man    der 
Reihe  nach 

a_l,    0-^2,    «».3,    a_4,    0-6,    ö-_69  ••• 

=  0,      1,     -1,    2,     -3,     5,    .... 
Demnach  ist,  wenn  u  positiv  und   >1  ist, 

20)  a_«  =  (-l)».fl„^2. 

Indem  man  die  durch  20)  gegebene  Bedeutung  der  negativen  Indice.s 
festhält,  findet  sich  weiter 

2j)  1     \      2      /  2 

(    \     2     ;  "^    ^  •  2 

Waren,  im  November  1878.  V.  Schlegel. 
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Soeben   erschien  im  Druck  und  Verlag  von  F.  Sohulthess  in  Zürich  and 
ist  in  allen  Buchhandlungen  zu  haben: 

HOttSSOn,  A.,  Die  Physik  auf  Grundlage  der  Erfahrung,  gr.  8".  geh. 
Band  I,    (Allgemeine  und  Molecular- Physik.)   Mit  27  Holzschnitten.    3*  um- 
gearbeitete und  vermehrte  Auflage.  M.  6.  40. 

Hatb.  Modelle  ans  der  Verlassliandli:  Ton  L.  Brill  in 

Vierte  ftlerle. 


Soeben  erschienen: 


Faden-Modelle 

von  Flächen  zweiter  Ordnung 


Ganze  Serie  bestehend  aus  5  Modellen. 
1)  Unveränderl.  Hyperboloid.  2)  Bewegl.  Hy- 
perboloid, in  der  einen  Gnmzlage  ein  Cjlinder, 
m  der  anderen  ein  Kegel.  3)  Bewegl.  Hyper- 
boloid, in  beiden  Grenzlagen  ein  Kegel.  4)  Un- 
veränd.  hyperbol.  Paraboloid.  5)  Bewegl.  by- 
perbol«  Paraboloid,  in  ein  gleichseitiges 
windschiefes  Viereck  einbeschrieben.  —  Die 
Modelle  sind  sowohl  mit  messingfarbenen, 
als  auch  sohwarz  gebeizten  Gestellen  zu 
beziehen.  —  Preis  der  ganzen  Serie  270  Mark. 
Bei  Einzel-Bezug  Mod.  Nr.  l  30  uT,  Nr.  2  TOuöf 
(mit  Doppelfadensystem  75  Ji\  Nr.  3  75  uT, 
Nr.  4  44uif,  Nr.  5  70^. 


Soeben  erschien  die  2.  Lieferung  von 

Encyklopädie  der  Naturwissenschaften. 

Inhalt: 

Handbuch  der  Mathematik 

von 
Geh.  Schulrath  Dr.  Schlömilch. 
Erste  Lieferung. 
Abonnements  nehmen  alle  Buchhandlunoren  zu  jeder  Zeit  entgegen.     Die 


Leseinstitute  vor. 


je 
Lieferung  findet  sich  ausserdem  in  jedem  grösseren  L 

Breslau.  Eduard    Trewendt, 

Verlagsbuchhandlung. 


Verlag  von  Maiiischke  &  Berendt  in  Breslau. 

Theorie   der  Wärme 

von 

J.  C.  Maxwell, 

Professor  au  der  Universität  in  Cambridge. 

Nach  der  vierten  Auflage  des  Originals  ins  Deutsche  tibertragen  von 

Dr.  F.  Anerbacb, 

ABsistent  am  phyaikaliachen  Kabinet  der  Universität  in  Breslau. 

Mit  41  Holzschnitten.  Preis  6  Mark« 

Herr  Professor  Dr.  Maxwell  hat  auf  Befragen  erklllrt,  dass  die  Auerbach'sche 
üebersetzung  mit  der  von  Neesen  gleichberechtigt  i^j^itife  ^i|^%9t§l>Wit?*- 
liche  Automation  überhaupt  nicht  zu  ertheilon  war.  ^ 


IX. 

TTntersiichiing  der  Bewegung  ähnlich -veränderlicher 

Systeme. 

Von 

Dr.  L.  Geisenheimeb, 

Bargschnldireotor  in  TaznowltB. 


Hierzu  Taf.  II  Fig.  1—6. 


IDie  Bewegung  eines  ähnlich  -  yeränderliehen  Systems  wurde  in  den 
letsten  Jahren  in  verschiedenen  Abbandlungen  von  Burmester*  und 
Qto  XL  s.Td**  untersucht.  Die  Burm  est  er*  sehen  Arbeiten  zeichnen  sich 
dnrcli  die  elegante  ^Wendung  der  Methoden  der  neueren  Geometrie  auf 
die  behandelten  Probleme  aus,  w&hrend  Grouard^s  Aufsätze  nicht  nur 
die  Gesetze  eines  stetig  bewegten  veränderlichen  Systems,  sondern  auch 
diejenigen  über  den  Zusammenbang  dreier  discreten  Lagen  eines  solchen 
Systems  zu  ermitteln  suchen.  Diese  verschiedenen  Untersuchungen  haben 
niebt  nnr  ein  theoretisches  Interesse,  indem  sie  eine  Reihe  nicht  unwich- 
tiger Sätze  für  ähnliche  ebene  Systeme  liefern,  sondern  können  auch  für 
rein    praktische  Probleme  von  Vortheil  werden. 

üie  vorliegende  Arbeit  will  die  von  Burmester  und  Grouard  ver- 
öffentlichten Resultate  weiter  fähren;  insbesondere  wirJ  die  Exümmung 
der  SBU  beliebigen  bewegten  Curven  gehörigen  Enveloppen  einer  ein- 
gebenden Betrachtung  unterworfen,  die  bekannte  Savary^sche  Formel 
Aixf     ähnlich -veränderliche   Systeme   erweitert  und   für  den   Erümmungs- 


*  Burmester,  Kinematisch  -  geometrische  Theorie  der  Bewegung  der  affin- 
'V'eränderlichen,  ähnlich-veränderlichen  und  starren  räumlichen  oder  ebenen  Systeme. 
2:mtBchrift  f.  Math.  a.  Phys.  1878,  Bd.  XXIII  S.  108.  Femer:  Ueber  den  Beschleuni- 
gnm  gaznatand  ähnlich' veränderlicher  und  starrer  ebener  Systeme.  Civilingenieur, 
Bd.  XXIV. 

•«  Grouar  d,  L'Ingtitut,  Journal  universa,  1869  S.  84;  1870  S.  87, 84, 124, 171. 

X«lt«alwlft  f.  MathraiAtik  n.  Phyiik  XXIV,  8.  ^  T 
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radins  der  Hüllbahn  eine  einfache  zusammenhängende  Construction  ent- 
wickelt werden.  Femer  wird  auf  die  Herleitung  derjenigen  Gesetze, 
welche  für  getrennte  Lagen  ähnlicher  Systeme  gelten,  Bücksicht  genom- 
men. Die  Ableitung  der  Resultate  wird  hauptsächlich  mit  Hilfe  der  neue- 
ren Geometrie  erfolgen.  Dieselben  ~  stellen  zum  Theil  bereits  bekannte 
oder  neue  Gesetze  für  die  Bewegung  eines  stetig  bewegten  ähnlich -ver- 
änderlichen Systems  dar,  zum  Theil  zeigen  dieselben,  dass  mehrere,  bis- 
her nur  für  die  unendlich  nahen  Lagen  ähnlicher  Systeme  bekannte 
Gesetze  für  beliebige  discrete  Lagen  ihre  Geltung  beibehalten. 


§  1. 

Ans  der  momentanen  Lage  eines  stetig  bewegten,  ähnlich -veränder- 
lichen Systems  greifen  wir  (Fig.  1)  eine  geradlinige  Punktreihe  AB 
heraus;  die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  A  und  B  seien  bezüglich  v 
und  w.  Wird  dem  System  eine  Geschwindigkeit  — v  ertheilt,  gelangt  i^ 
zur  Ruhe  und  B  erhält  die  in  Bezug  auf  A  relative  Geschwindigkeit  r. 
Aus  der  Grundeigenschaft  eines  ähnlich -veränderlichen  Systems,  dass  die 
Grenze  des  Verhältnisses  zwischen  der  Drehung  und  der  linearen  Aen- 
derung  einer  Geraden  für  alle  Geraden  des  Systems  einen  constanten 
Werth  habe,  folgt,  dass  r  und  AB  ein  nur  durch  die  Natur  der  betrach- 
teten Bewegung  bestimmtes  Verhältniss  und  ebenso  einen  constanten 
Winkel  bilden.  Die  Form  des  aus  AB  und  r  gA)ildeten  Dreiecks  ist 
also  von  der  Lage  des  Punktes  B  unabhängig. 

Der  constante,  von  r  und  AB  gebildete  Winkel  heisse  der  momen- 
tane Geschwindigkeitswinkel  des  Systems  und  werde  im  Verlaufe 
dieser  Untersuchung  mit  <p  bezeichnet. 

Aus  Fig.  1  ergiebt  sich  sofort,  dass  die  Endpunkte  der  Geschwin- 
digkeiten einer  Geraden  AB  abermals  in  einer  Geraden  liegen,  welche 
mit  AB  einen  constanten  Winkel  bildet.     Hieraus  folgt: 

1)  Die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  der  System- 
punkte einer  Phase  S  eines  in  einer  festen  E^bene  beliebig 
bewegten  ähnlich-veränderlichen  Systems^  bilden  ein  mit  S 
ähnliches  System.* 

Wird  die  Geschwindigkeit  w  des  beliebig  gewählten  Punktes  B  in 
zwei  Componenten  BH^  und  BJ^^  parallel  zur  Geraden  AB  und  zur  Rieh - 


•  Vergl.  Burmester,  ZeitBchrift  f.  Math.  u.  Phys.,  Bd.  XXIII  S.  111.  Wir 
werden  nach  der  am  angefahrten  Orte  von  Burmester  gebrauchten  Bezeichnung 
das  System  der  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  als  „Geschwindigkeitsphase" 
einführen. 
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tuD^  von  r  serlegt,  so  seigt  sieb  BH^  ab  die  sehiefe  Parallelprojeetion 
Ton  V  coDHtant.     Bezeichnen  wir  die  Componente  B,B^y  entsprechend  der 
»  bei  starren  BjrBtemen   üblichen  Benennung,   als  Oleitnngsgescbwin- 
digkeit  der  Geraden  AB^  so  erhalten  wir  die  Sätze: 

2)  Die  Gleitnngsgeschwindigkeit  ist  für  alle  Punkte  Iftngs 
einer  Geraden  AB  constant;  die  Endpunkte  der  unter  dem 
Geschwindigkeitswinkel  wirkenden  Componenten  bilden 
eine  Gerade,  welche  mit  AB  einen  unveränderlichen  Winkel 
bildet 

Der  Punkt  Af,  in  welchem  die  letzterwähnte  Gerade  AB  schneidet, 
besitzt  nur  die  Gleitnngsgeschwindigkeit  MN,  In  diesem  Punkte,  wie  in 
B  tragen  wir  den  Geschwindigkeitswinkel  q>  nach  entgegengesetzter  Rich- 
tung, wie  in  By  an  «  und  MN\  die  neuen  Schenkel  m5gen  sich  in  P 
schneiden.     Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  PBM  und  rvBH^  folgt: 

PM'.BH^^MBxBJ^. 

BH^  ist  constaat,  ebenso  das  Verbältniss  MB:  BJ^y  daher  P  ein  fester* 
Punkt;  und  da  sich  aus  der  Aehnlichkeit  der  ebengenannten  Dreiecke 
auch  die  Proportionalitat  von  PB  und  rv^  welche  den  constanten  Ge- 
scbwindigkeitswinkel  einpchliessen ,  ergiebt,  folgt,  dass  PderAehnlich- 
keitspol  des  Systems  AB  und  der  zugehörigen  Geschwin- 
digkeitsphase ist. 

Ohne  hier  näher  auf  die  Gesetze  affin -veränderlicher  Systeme  ein- 
zugehen, bemerken  wir,  dass  die  bisher  entwickelten  Sätze  für  diese 
Systeme  ihre  Geltung  beibehalten ,  wenn  das  System  in  eine  einzige  Ge- 
rade ausartet.  Daher  bleibt  für  affine  Systeme  speciell  die  im  Vorstehen- 
den entwickelte  Construction  zur  Bestimmung  des  Punktes  M  einer  Ge- 
raden, dessen  Geschwindigkeit  in  diese  Gerade  fällt,  bestehen.  Diese 
Bemerkung  kann  dienlich  sein,  wenn  die  Enveloppe  einer  affin -veränder- 
lichen Geraden  aufgesucht  werden  soll;  denn  M  ist  der  Berührungspunkt 
der  Oeraden  mit  ihrer  Enveloppe. 

Da  bei  der  Bewegung  eines  ähnlich -veränderlichen  Systems  die  Ge- 
schwindigkeiten zweier  Punkte  beliebig  gewählt  werden  können,  gelten 
die  vorherigen  Entwickeln n gen  für  beliebige  ähnliche  Systeme.  Findet 
eine  unendlich  kleine  Bewegung  des  ähnlich -veränderlichen  Systems  um 
den  Geschwindigkeitspol  P  statt,  rücken  also  die  beiden  Lagen  unend- 
lich nahe  aneinander,  so  erhalten  wir  in  den  Verbindungslinien  der  homo- 
logen Punkte  die  von  diesen  Punkten  beschriebenen  Wege.  Bezeichnen 
wir  die  Bichtungsänderung  (Drehung)  des  Systems  mit  ^,  die  Entfer- 
nung PB  eines  Punktes  B  vom  Pole  mit  r,  den  beschriebenen  Bogen 
mit  ty  so  folgt 


r  r 

dsss^^ — dd  oder  «;  =  -: — . 
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wenn    a>  die  momentane  Winkelgescbwindigkeit  der  Drehung  bedeutet. 
Wird   der  nnendlicb  kleine  Weg  dt  in  zwei  Componenten  zerlegt,   von 
welchen  die   eine  in  Richtung  des  Badius  vector,   die  andere  senkrecht  « 
zu  demselben  wirkt,  so  findet  sieb  als  momentane  Aenderung  der  Längen- 
einheit des  Systems 

ds 

3)  .fo*<p  =  —  cotgq>,d&. 

Für  starre  Systeme,  bei  welchen  die  Dimensionen  unTerftndert  blei- 
ben, ist  q>  constant,  gleicb  90^. 


§2. 

Ein  ähnlich -veränderliches  System  S  sei  in  drei  verschiedenen  dis- 
creten  Lagen  S|,  S^  und  Sg  verzeichnet  (Fig.  2).  Der  Aehnlichkeitspol 
zwischen  S^  und  S^  sei  Pj^,  zwischen  Sj  und  S3  P^.  Durch  die  beiden 
genannten  Pole  P^^  und  P^^  werde  ein  Kreis  k^  gelegt;  den  Punkten 
dieses  Kreises  im  System  S,  entsprechen  kreisförmige  ähnliche  Punkt- 
reihen Atj  und  k^  in  S|  und  S3.  Die  Kreise  k^  und  k^  schneiden  sich  in 
^12,  die  Kreise  k^  und  ^3  in  P^\  die  zweiten  Schnittpunkte  dieser  Kreise 
seien  bezüglich  S^^  und  S^^.  Aus  der  Theorie  ähnlicher  Figuren  folgt, 
dass  die  Verbindungslinien  zweier  homologen  Punkte  dieser  Kreise  be- 
züglich durch  5^2  und  ^^s  gehen  müssen;  sind  also  (>|,  Q^  und  Q^  die 
Lagen  eines  Punktes  (^  in  S^ ,  Sj  und  S3 ,  muss  0^  Q^  durch  S^^ ,  Q^  Q^  durch 
^23  gehen.  Demnach  ist  für  alle  Punkte  des  Kreises  k^  der  Winkel,  den 
diese  Punkte  mit  den  Lagen,  in  S^  und  S3  bilden,  constant,  und  die  Ver- 
bindungslinien der  Lagen  in  S^  und  Sg  mit  der  Lage  in  Sj  gehen  durch 
feste  Punkte  des  Kreises  k^»  Den  für  jeden  Kreis  über  P^^  und  /'gg  con- 
stanten  Winkel  180  —  LQj^Q^Q^^^t  nennen  wir  den  Contingenzwinkel  des 
Punktes  Q. 

Dem  Pole  P^,  entspreche  in  S3  der  Punkt  P\2^  dem  Pole  Pgs  ^^  "^i 
der  Punkt  P^^ .  Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich ,  dass  die  Schnitt- 
punkte 5j2  und  ^23  in  den  Verbindungsstrecken  P^P^^  und  PuP^nj  also 
in  festen  geraden  Linien,  weiter  rücken,  wenn  sich  k^  ändert. 

Werden  in  Q^  und  0^  an  die  Linien  ^12^1  ^^^  '^23^8  ^^^^®  Winkel 
ftj  und  fig  angetragen,  so  schneiden  die  neuen  Schenkel  dieser  Winkel 
die  Kreise  k^  und  k^  in  festen  Punkten ;  '  und  da  diese  neuen  Schenkel 
selbst  einen  constanten,  durch  fi^,  ftg  und  den  Contingenzwinkel  t  ge- 
gebenen Winkel  bilden,  folgt,  dass  die  Schnittpunkte  der  neuen  Schen- 
kel wieder  anf  einer  durch  diese  festen  Punkte  laufenden  Kreislinie  liegen. 

Die  Mitten  der  Linien  02 ^1  ^^^  O2O9  bilden  ebenfalls  ein  zu  Sj 
ähnliches  System ;  werden  also  in  den  Mitten  dieser  Verbindungsgeraden 
Senkrechte  errichtet,  so  liegt  deren  Schnittpunkt  nach  der  eben  geführ- 
ten Betrachtung  auf  einem  Kreise  m.     Dieser  Schnittpunkt  ist  aber  der 
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Mittelpunkt  des  dem  Dreieck  OiO^Oi  umschriebenen  Kreises.  Die  in  den 
Mitten  der  Dreiecksseiten  QiO^  und  Q^O^  errichteten  Senkrechten  schnei- 
den sich  in  festen  Punkten  G^  und  G^. 

Wir  sind  demnach  zu  folgenden  S&tzen  geführt: 

4)  Der  Contingenzwinkel  nller  Punkte  eines  durch  die 
Pole  Pis  und  P^  gelegten  Kreises  ist  constant.  Die  Verbin- 
dungslinien der  Punkte  dieses  Kreises  mit  den  homologen 
gehen  durch  feste  Punkte  dieses  Kreises.  Die  festen  Punkte 
rücken  auf  geraden,   durch  die  Pole  laufenden  Linien  fort. 

5)  Die  Krümmungsmittelpunkte  M  aller  Kreise,  welche 
den  drei,  einem  Kreise  k^  angehörigen  Punkten  ißj,  iß,,  Q^  um- 
schrieben sind,  bilden  eine  Kreislinie  m. 

Ans  der  Construction  des  Kreises  m  folgt,  dass  das  System  seiner 
Punkte  demjenigen  der  Punkte  in  den  Kreisen  k^^  k^  oder  k^  ähnlich  ist. 

unsere  Figur  zeigt  drei  eigenthtimliche,  ähnlich  -  verwandte  Kreis- 
btUchel.  Die  Grundpunkte  des  Büschels  in  S|  sind  P^^  und  P^^j 
die  des  Büschels  in  Sj  sind  P^^  und  P^s«  ^°^  ^^®  ^^^  Büschels  in  Sg 
P^  und  P\i'  Die  Punkte  G^  und  G^  rücken  auf  zwei  festen  Linien  fort, 
nämlich  auf  den  in  der  Mitte  von  P^^P^^  und  /'i2^^is  ^^  diesen  Linien 
errichteten  Senkrechten  t^^  ^^^  ^*  ^^^  ^^^  Eigenschaften  der  Kreis- 
büBchel  folgt,  dass  die  Punkte  G^  nnd  G^  auf  diesen  Geraden  ähnliche 
Pnnktreihen  bilden. 

Der  Kreis  der  Mittelpunkte,  m,  geht  nur,  wenn  das  System  ein 
starres  ist,  durch  die  Pole  P^^  und  Pf^^*  Fällt  Q^  in /^jj,  so  rückt  der 
Mittelpunkt  M  in  den  zweiten  Schnittpunkt  der  Geraden  i^  mit  m;  für 
andere  Kreise  m  rückt  der  zu  P^^  gehörige  Mittelpunkt  auf  der  Geraden 
/23  fort.  Das  Entsprechende  findet  statt ,  wenn  Q  nach  P^^  rückt.  Während 
also  im  Allgemeinen  jedem  Punkte  Q^  im  System  Sj  nur  ein  Mittelpunkt 
entspricht,  entspre^chen  den  Punkten  P^^  und  P^^  bezüglich  die  Linien 
^  und  <,8. 

Wird  der  Radius  des  Kreises  Ar,  unendlich,  artet  also  dieser  Kreis 
in  eine  durch  P^^  und  P^^  gelegte  Gerade  g^  aus,  geht  k^  in  die  Gerade 
Pn/^^25  =  ^i,  /fg  in  die  Gerade  P^P^^^=.g^  über.  Ferner  gehen  die 
Strahlenbüschel  S^^{Q^ . . .)  nnd  ^23(^8  * **)  ^^  Parallelstrahlenbüschel  über, 
daher  auch  die  Strahlen büschel  der  in  der  Mitte  von  Q%Qi  und  0^0^ 
errichteten  Senkrechten,  Da  diese  letzten  Parallelstrahlenbüschel  die  un- 
endlich feAie  Gerade  gemein  haben ,  folgt  als  Ort  der  Mittelpunkte  eine 
Gerade  m«. 


*  VergL  BittershauB,  Kinematisch -geometrische  Theorie  der  Besohlenni- 
gung  für  die  ebene  Bewegung,  Civilingeniear,  XXIY.  Bd.  I.Heft,  wo  sich  eine 
ähnliche  Untersachnng  für  starre  Systeme  findet. 
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6)  Der  Geraden  ^'12^83  entspricht  eine  Gerade  m«,  als  Ort 
der  Mittelpunkte. 

Die  Gerade  m«  ist  leicht  zu  finden ,  indem  man  die  in  m^  fallenden 
Mittelpunkte  für  P^^  und  Pjs  aufsucht.  Man  ziehe  aus  P^^  eine  Parallele 
zu  ^|g  bis  zum  Schnitt  mit  l^s*  ferner  aus  P^  eine  Parallele  zu  i^  bis 
zum  Schnitt  mit  /^,;  so  ist  die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  die 
Gerade  m^, 

Bücken  die  drei  Lagen  S^,  S,  und  Sg  unendlich  nahe  zusammen, 
so  fallen  auch  die  Pole  P^^  und  Pjs  unendlich  nahe,  ^i,  und  t^  fallen 
in  eine  Gerade,  senkrecht  zur  Beschleunigung  des  Poles  P^^  oder  P^^] 
S^^  und  S^^  liegen  in  der  Beschleunigungsrichtung  des  Poles.  Bei 
diesem  Uebergange  zur  Grenze  gehen,  wie  ohne  Weiteres  klar  ist,  die 
bisher  entwickelten  Sätze  in  solche  über  die  Krümmungsmittelpunkte  der 
von  den  Punkten  eines  stetig  bewegten,  ähnlich -veränderlichen  Systems 
beschriebenen  Trajectorien  über.  Da  jedoch  diese  Sätze  in  den  späteren 
Abschnitten  in  einer  übersichtlicheren  und  ausführlicheren  Weise  ent- 
wickelt werden,  sparen  wir  die  Formulirung  dieser  Sätze  über  die 
Krümmungen  der  Trajectorien  bis  dahin. 

Die  Geraden  Pi^S^  und  /'^s'^is  schneiden  sich  (Fig.  2)  in  einem 
Punkte  K.  Tritt  an  die  Stelle  des  Kreises  k^  der  durch  die  Punkte  P^^y 
P^^  und  /T  gelegte  Kreis  w^,  so  fallen  für  diesen  die  Schnittpunkte  5j, 
und  5^3  mit  A^  zusammen,  der  zum  Kreise  w^  gehörige  Contingenzwinkel 
ist  also  Null,  die  Punkte  der  Systeme  S^  und  S3,  welche  einem  in  der 
Kreislinie  w^  liegenden  entsprechen,  fallen  also  mit  diesem  in  eine  durch 
AT  gehende  Gerade.  Ferner  lehrt  eine  sehr  einfache  geometrische  Be- 
trachtung, dass  der  zum  Kreise  Ar^^  gehörige  Contingenzwinkel  gleich  dem 
Winkel  ist,  unter  welchem  sich  die  Kreise  k^  und  w^  schneiden.  Hier- 
nach ist  w^  auch  der  geometrische  Ort  derjenigen  Punkte  des  Systems 
Sg,  für  welche  der  Contingenzwinkel  sein  Zeichen  ändert. 

Kreis  w^  wird  der  Wendekreis  des  Systems  Sg  genannt.  Wir  ge- 
langen zur  Aufstellung  folgender  Sätze:* 

7)  Der  geometrische  Ort  aller  Punkte  im  System  S2,  welche 
mit  ihren  entsprechenden  in  S^  und  S3  in  einer  Geraden  lie- 
gen, ist  ein  durch  die  Pole  P^^  und  P^^  gehender  Kreis. 

8)  Die  Geraden,  welche  drei  homologe  Punkte  enthalten, 
schneiden  sich  in  einem  Punkte  dieses  Kreises. 

9)  Der  zu  einer  Kreislinie  k^  gehörige  Contingenzwinkel 
ist  gleich  dem  Schnittwinkel  dieses  Kreises  mit  dem  Wende- 
kreise. 

Der  dem  Wendekreise  W2  entsprechende  Kreis  m  der  Krümmungs- 
mittelpunkte  degenerirt  in   die  unendlich   ferne  Gerade.     Dem  Wende- 

*  Durch  Bormester  und  Grouard  aufgestellt,  Yergl.  die  angeführten  Orte. 
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kreise  w^   gehören    in  S^  und  S3  entsprechende  Kreise  w^   und  w^  an, 
welche  beide  dnrch  K  gehen. 

§3. 

Eine  entsprechende  Reihe  von  Sätzen  lässt  sich  für  die  dnrch  drei 
homologe  gerade  Linien  gebildeten  Dreiecke  entwickeln.     (Fig.  3.) 

Die  dnrch  den  festen  Punkt  Q^  gehende  Gerade  g^  des  Systems  Sj 
werde  von  den  homologen  Geraden  g^  und  g^  in  den  Punkten  M  und  N 
geschnitten.  Aus  dem  Pole  P^^  fällen  wir  auf  die  Geraden  g^  und  g^  die 
einander  entsprechenden  Senkrechten  \  und  h^;  die  Fusspunkte  seien 
R^  and  B^.  Da  L  RiP^^R^  unveränderlich,  folgt,  dass  B^M  zu  P^gB^ 
proportional  ist;  und  da  die  Punkte  R^  in  einem  über  Pi^Q%  als  Durch- 
messer geschlagenen  Kreise  liegen ,  fallen  auch  die  Schnittpunkte  M  aller 
dnrch  den  Punkt  Q^  laufenden  Geraden  in  einen  durch  P^^  und  0  gehen- 
den Kreis.  Die  Punkte  P^^y  R^,  M  und  R^  bilden  ein  Kreisviereck,  und 
daher  ist  LP^^MQ  constant  gleich  9)^2,  wo  <P|g  den  Winkel  bedeutet, 
welchen  die  Verbindungslinie  zweier  entsprechenden  Punkte  {R^  und  R^ 
mit  dem  Radius  vector  des  Punktes  in  S|  bildet. 

In  gleicher  Weise  ergiebt  sich,  dass  die  Schnittpunkte  N  aller  durch 
Q^  laufenden  Linien  g^  mit  den  homologen  Linien  des  dritten  Systems  ^3 
aaf  einem  durch  P^  und  0^  gehenden  Kreise  liegen.  Um  den  Mittelpunkt 
eines  Kreises  zu  erhalten ,  welcher  das  aus  g^ ,  g^  und  g^  gebildete  Dreieck 
berührt,  feind  die  bei  M  und  N  von  diesen  Linien  gebildeten  constanten 
Winkel  zu  halbireu;  diese  Halbirungslinien  gehen  demnach  durch  feste 
Punkte  der  eben  betrachteten  Kreise  der  Schnittpunkte,  schneiden  sich 
also  wieder  in  den  Punkten  eines  Kreises. 

10)  Die  Schnittpunkte  M  der  durch  einen  festen  Punkt  Q 
gehenden  Geraden  g^  mit  ihrer  homologen  g^  bilden  einen 
dnrch  den  Pol  und  den  festen  Punkt  Q^  gehenden  Kreis. 

11)  Die  vier  Mittelpunkte  derjenigen  Kreise,  welche  die 
drei  homologen  Lagen  der  durch  einen  festen  Punkt  {Q) 
gehenden  Geraden  berühren,  bilden  vier  Kreise.  Rückt  Q 
ins  Unendliche,  gehen  diese  vier  Kreise  in  gerade  Linien 
über. 

Der  erste  dieser  Sätze  konnte  auch  durch  die  Bemerkung  erhalten 
werden,  dass  die  Geraden  g^  und  ^|  gl  eichlaufend -ähnliche  Strahlbüschel 
bilden.  Ans  der  Construction  für  den  letzten  Kreis  der  Berührungsmit' 
telpunkte  folgt,  dass  das  System  seiner  Punkte  dem  der  Schnittpunkte 
M  oder  N  ähnlich  ist.  Im  Folgenden  werde  der  zu  Q  gehörige  Kreis  der 
Schnittpunkte  zwischen  g^  und  g^  mit  i&^^,  der  der  zugehörigen  Berührungs- 
mittelpnnkte  mit  K^  bezeichnet. 

Soll  der  Kreis  der  Schnittpunkte  von  ^2  ^^d  g^  Kg^  nicht  nur  durch 
deuPolP|3,  ^sondern  auch  durch  den  Pol  P^  gehen,  sollen  also  die  Punkte 
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^18*  ^9S'  ^8  ^^^  ^  ^^^  Ereisviereck  bilden,  mnss  Punkt  Q^  auf  einer 
durch  den  Pol  P^s  laufenden  festen  Geraden  liegen ,  welche  mit  der  Linie 
^18^83  ^^^  Winkel  g>^^  bildet.  Entsprechend  findet  sich,  dass,  wenn  der 
Kreis  der  Schnittpunkte '  von  ^2  ^^^  9s  ^^^^^  ^i8  S^^^^  soll,  Punkt  Q^ 
sich  auf  einer  durch  P^^  laufenden  festen  Geraden,  welche  mit  P^^P^ 
den  Winkel  (p^  bildet,  befindet.  Wird  demnach  durch  den  Schnitt  S^ 
dieser  beiden  festen  Geraden  durch  P^^  und  Pjs  ^^"  Kreis  gelegt  (x),  so 
enthält  dieser  Kreis  die  Schnittpunkte  der  durch  S^  laufenden  Linien  p^ 
mit  g^  und  g^]  die  durch  den  Punkt  S^  gehenden  Linien  des  Systems  S^ 
schneiden  sich  also  mit  den  homologen  in  den  Systemen  S^  und  S3  in 
einem  einzigen,  auf  x  gelegenen  Punkte. 

Da  homologe  Geraden  constante  Winkel  bilden,  schneiden  die  zn  g 
homologen  Geraden  g^  und  ^3  den  Kreis  »  in  festen  Punkten  5,  und  S^^ 
welche  als  Schnittpunkte  homologer  Linien  zu  S^  homolog  sind;  und  da 
die  Geraden  S^P^^  und, S^P^^  homolog  sind,  folgt,  dass  auch  der  dritte 
Aehnlichkeitspol  der  drei  Systeme,  P^^,  auf  der  Kreislinie  x  liegt. 

Wir  haben  hiermit  die  folgenden,  zuerst  von  Grouard  *  aufgestell- 
ten Sfttze  erhalten: 

12)  Durch  drei  homologe  Lagen  eines  beliebigen  Punktes 
lassen  sich  stets  drei  homologe  Gerade  legen,  welchesichin 
einem  einzigen  Punkte  schneiden.  Der  geometrische  Ort 
dieses  Schnittpunktes  ist  die  durch  die  drei  Aehnlix^hkeits- 
pole  der  Systeme  S^,  Sg  und  S3  gelegte  Kreislinie;  die  zwei- 
ten Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  dieser  Kreislinie  sind 
feste,  sich  entsprechende  Punkte. 

Die  Schnittpunkte  zweier  homologen  Parallelstrahlenbttschel  bilden, 
wie  man  durch  Specialisirung  des  Satzes  10)  oder  auch  leicht  direct 
findet,  eine  durch  den  Aehnlichkeitspol  laufende  Gerade.  Construirt  man 
demnach  zu  drei,  sich  auf  x  schneidenden  Geraden  drei  beliebige,  aber 
homologe  Parallelen  (Fig.  3),  so  liegen  die  Schnittpunkte  dieser  Paral- 
lelen mit  den  entsprechenden  Aehnlichkeitspolen  auf  Geraden,  welche 
sich  in  einem  Punkte  des  Kreises  x  schneiden.  Dies  liefert  folgenden, 
von  Grouard  für  seine  Untersuchungen  über  homologe  Geraden  als 
Ausgangspunkt  aufgestellten  Satz: 

13)  Werden  die  Ecken  eines  durch  drei  beliebige  homo- 
loge. Gerade  gebildeten  Dreiecks  mit  den  entsprechenden 
Aehnlichkeitspolen  der  Systeme  verbunden,  so  schneiden 
sich  diese  Verbindungslinien  in  einem  Punkte  des  durch  die 
Aehnlichkeitspole  gelegten  Kreises. 

Wir  nennen  den  durch  die  drei  Aehnlichkeitspole  gelegten  Kreis  x 
den  Rtickkehrkreis  der  Systeme  {Cercle  des  rebroussements) \*  die  Recht- 

♦  L'Institut,  1870  S.  27. 
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fertigQDg  dieser  Bezeichniing  wird  sich  im  Laufe  unserer  Untersuchung 
ergeben.  Dieser  Kreis  hat  für  die  Betrachtung  der  von  einem  Shnlich- 
verSnderlichen  System  vollführten  Bewegungen  gleiche  Wichtigkeit,  wie 
der  Wendekreis. 

Der  Rückkehrkreis  n  geht  durch  die  drei  Aehnliehkeitspole  P^^ ,  P^ 
und  P^i;  der  Wendekreis  durch  die  Punkte  P^^^  P^s  ^°^  ^^°>  ^^^  dritten 
Pole  P31  in  Sg  entsprechenden  Punkte  P^^^ .  Bei  starren  Systemen  liegen 
/^3j  und  f*3|  symmetrisch  zur  Geraden  Pi^P^-     Hieraus  folgt: 

14)  In  starren  Systemen  sind  der  Wendekreis  und  Bück- 
kehrkreis zur  Verbindungslinie  zweier  Pole  symmetrisch. 

Güeraus  ergiebt  sich  nach  einem  bekannten  Satze  über  die  Lage  des 
Höhenschnittpunktes  eines  Dreiecks  zum  umschriebenen  Kreise  desselben 
die  Folgerung: 

15)  In  starren  Systemen  schneiden  sich  alle  Geraden, 
welche  drei  homologe  Punkte  enthalten,  im  Höhenschnitt- 
punkte  des  aus  den  drei  Polen  der  Systeme  gebildeten 
Dreiecks. 

Bücken  die  drei  Lagen  S^ ,  S,  und  S3  unendlich  nahe  zusammen ,  so 
gehen  die  Sätze  in  solche  Über  die  Krümmungen  der  von  den  Geraden 
eines  stetig  bewegten,  ähnlich -veränderlichen  Systems  beschriebenen  En- 
veloppen  über.     Die  Formulirung  dieser  Sätze  wird  später  erfolgen. 

Das  aus  drei  homologen  Strahlen  der  Punkte  jß^,  Q^i  0^  gebildete 
Dreieck  bildet  also  mit  den  Verbindungslinien  seiner  Ecken  je  mit  P^^^ 
^u)  ^88 >  welche  sich  alle  drei  in  einem  Punkte  ü  des  Bückkehrkreises 
schneiden,  ein  der  Form  nach  unveränderliches  System.     Hieraus  folgt: 

16)  Die  Seiten,  und  daher  auch  die  Badien  des  Berührungs- 
kreises sind  der  Verbindungsstrecke  einer  Ecke  (^/)  mit  die- 
sem Punkte  ü  proportional. 

Die  Strecke  MP^^V  und  der  nach  M  gehende  Badius  des  Berüh- 
mngskreises  bilden  also  ein  in  den  Winkeln  unwandelbares 
Dreieck,  dessen  dritte  Seite  demnach  durch  einen  festen  Punkt  H  des 
Eückkehrkreises  geht.     Hieraus  folgt: 

17)  Alle  Kreise  K^  gehen  durch  JJ.* 

Construiren  wir  zu  drei  Punkten  Q  des  Systems  S  die  zugehörigen 
Kreise  Km^  so  sind  diese  mit  den  entsprechenden  Kreisen  Kg  ähnlich. 
Schneiden  sich  aber  drei  Kreise  (iT^)  in  einem  Punkte  (ZT),  so  lassen 
sich  nach  einem  bekannten  planimetrischen  Satze  beliel)ig  viele  Dreiecke 
construiren,  deren  Seiten  durch  die  zweiten  Schnittpunkte  der  Kreise 
gehen,  deren  Ecken  auf  den  Kreislinien  liegen  und  welche  alle  zum 
Dreieck  der  Kreismittelpunkte  ähnlich  sind.     Demnach  ist  d)ks  Dreieck 


*  Vergl.  ßurmester,  Kinematisch  -  geometrische  Untersuchungen  etc.,  Zeit- 
schrift för  Mathematik  und  Physik,  Bd.  XIX  S.  166 flgg. 
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aus  den  Mittelpunkten  der  K,^  zum  Dreieck  der  Sjstempunkte  Q  ähnlich; 
und  da,  wie  sich  leicht  aus  der  Constanz  von  9|,  ergiebt,  auch  das 
System  der  Mittelpunkte  der  Kreise  Kg  zu  dem  der  Funkte  Q  ähnlich 
ist,  folgt: 

18)  Die  Mittelpunkte   der  Kreise  Eg  und  K„^  bilden  ein  zu 
S^  ähnliches  System. 

Die  drei  homologen  Strahlen  S^iß^,  S^Q^^  %Qz  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  V  des  Bückkehrkreises,  weicher  mit  dem  zugehörigen 
Mittelpunkte  des  Bertihrungskreises  zusammenfällt,  also  sowohl  dem  Kreise 
Kgy  wie  A^OT  angehört.  Dieser  Punkt  ist  also  der  zweite,  sich  selbst  ent- 
sprechende Schnittpunkt  der  beiden  Kreise.  Sollen  die  beiden  Schnitt- 
punkte der  Kreise  Kg  und  K^  in  V  zusammenfallen,  so  muss  das  Dreieck 
Pj2  Q%  ^  constante  Winkel  enthalten ,  nämlich  in  F^^  den  festen  Winkel, 
welchen  der  nach  einer  Dreiecksspitze  M  gezogene  Badius  des  Beruh- 
rungskreises  mit  der  Dreiecksseite  g^  bildet,  und  in  V  den  Winkel  cpi,- 
Demnach  muss  Q^  in  einer  zum  Btickkehrkreise  ähnlichen,  durch  P^ 
gehenden  Kreislinie  liegen. 

19)  Diejenigen  Punkte  iß,  deren  entsprechende  Kreise  A"^ 
und  K^  einander  berühren,  liegen  auf  einem  Kreise. 

Betrachten  wir,  was  nach  dem  Vorstehenden  erlaubt  ist,  den  festen 
Punkt  H  als  Grenze  der  Kreise  A^m,  so  folgt,  da  für  diesen  Orenzkreis 
V  mit  H  zusammenfällt,  dass  H  der  Ort  der  Mittelpunkte  für  sämmtliche 
Strahlen  eines  Strahlbüsohels  ist,  dessen  Scheitelpunkt  bezüglich  in  ATS^, 
ATS,,  HS^  liegt. 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  die  sämmtlichen  Entwickelungen 
dieses  Abschnittes  ungeändert  bleiben,  wenn  wir  statt  der  Mittelpunkte 
derjenigen  Kreise,  welche,  das  aus  drei  entsprechenden  Geraden  ^^,  g^y 
Qq  gebildete  Dreieck  berühren,  irgendwelche  in  diesen  Dreiecken  ähnlich 
gelegene  Punkte  betrachten. 

§4. 

Die  geometrische  Differenz  der  Verbindungsstrecken  eines  Punktes 
O2  in  S2  mit  den  homologen  Lagen  Q^  und  Q^  werde  im  Folgenden  als 
„Beschleunigung  des  Punktes  Q^*^  eingeführt. 

Da  Sj  und  S3  zum  System  Sg  ähnlich,  ergeben  sich  die  Coordinaten 
der  Punkte' (^j  und  Q^  in  einem  beliebigen  Coordinatensystem  als  lineare 
Functionen  der  Coordinaten  des  Punktes  O2]  ergänzen  wir  demnach 
Dreieck  Oi  0^  0^  zum  Parallelogramm ,  so  stellen  sich  auch  die  Coordina- 
ten des  vierten  Eckpunktes  desselben  als  lineare  Ausdrücke  derjenigen 
des  Punktes  Q2  dar.  Das  System  der  Endpunkte  der  Beschleunigungen 
ist  also  zu  Sg  affin. 

Das  bisher  Gesagte  gilt  allgemein  für  affin -veränderliche  Systeme; 
es  ist  jedoch  leicht  nachzuweisen,  dafis  für  ähnlich  «veränderliche  Systeme 
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die  eben  nachgewiesene  Verwandtschaft  der  Affinität  in  die  der  Aehn- 
liehkeit  tibergeht.  Wir  bezeichnen  zu  dem  Zwecke  (Fig.  4)  den  Badins 
vector  /'12&2  ^^  ''d  ^23^2  ™^^  ''s*'  ^^^Q^r  bezeichnen  wir  die  Grösse  der 
Constanten  Verbfiltnisse  ^  ^  und  ^  ^   bezüglich  mit  c^  und  Cj .    Weiter 

ist  in  Fig.  4  die  Strecke  —  Q^  Q^  mit  v  benannt  worden.  Die  Gerade 
^18^23  v^fdo  TL^^h  dem  Verbältniss  c^',c^  harmonisch  getheilt  und  über 
die  Theilpunkte  ein  Halbkreis  /  geschlagen;  derselbe  schneidet  den 
Wendekreis  m^  orthogonal.  Für  einen  der  Schnittpunkte  beider  Kreise 
.haben  die  Verbin  du  ngsstrecken  mit  den  homologen  Punkten  in  S,  und 
S,  entgegengesetzte,  für  den  andern  gleiche  Richtung;  für  den  ersteren 
mit  Pjf,  bezeichneten  ist  die  Beschleunigung  also  Null.  Für  das  Kreis- 
viereck ^liPis^y/Oi  ergiebt  sich,  die  festen  Strecken  Pi^Pxp  und  P^P%p 
mit  5j  und  s^  bezeichnend, 

M2  ^28  •  -«  ^^2  =  ^2^1  ~"  '"l  *2 

oder,  wie  sich  durch  leichte  Umformung  ergiebt, 


20)  y„ .  p„  .p^Q, =:^.{o,Q,-  QM 


2  

Ffir  die  auf  dem  Wendekreise  gelegenen  Punkte  ist  Q^Q^  —  Q^Oi  die  Be- 
schleunigung. Da  ferner  die  Richtung  dieser  Beschleunigung,  mit  der 
der  Verbindungsstrecken  zusammenfallend ,  mit  der  Geraden  P^  0^  einen 
Constanten  Winkel  bildet,  ergiebt  sich,  dass  der  beliebige  Strahl  P^02 
Ton  S|  mit  dem  entsprechenden  Strahl  im  Systeme  der  Beschleunigungs- 
endpnnkte  einen  unverfinderlichen  Winkel  bildet;  und  dies  ist  nur  mög- 
lieb, wenn  das  System  der  Endpunkte  der  Beschleunigung  dem  System 
S,  ähnlich  ist. 

Nennen  wir  mit  Burmester  das  System  der  Endpunkte  der  Be- 
Bchleunigungeh  die  Beschleunigungsphase,  so  erhalten  wir  folgen* 
des  Resultat: 

21)    Die  Beschleunigungsphase  bildet  ein  zum   System  S, 
der  Punkte  ähnliches  System. 

Der  vorgeführte  Beweis  bleibt  giltig,  wenn  wir  die  Be- 
schleunigungen aller  Punkte  nach  einem  bestimmten  Ver- 
bältniss vergrössern. 

Punkt  F^,  dessen  Beschleunigung  Null  ist  und  den  Aehnlichkeits- 
pol  des  Systems  Sg  und  der  Beschleunigungsphase  bildet,  heisst  der 
Beschleunigungspol  des  Systems  Sj*  Ans  Fig.  4  und  Gleichung  20) 
«geben  sich  die  zur  Bestimmung  der  Beschleunigungsphase  nöthigen 
Constanten. 

Legt  man  durch  den  Beschleunigungspol  und  einen  der  Geschwin- 
digkeitspole (etwa  7^2)  Kreise,  so  gehen  für  alle  auf  dieser -Kreislinie 
liegende  Punkte  Q^    die  Verbindungsstrecken   mit    dem   entsprechendea    * 
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Punkte  (ißj)  darch  einen  festen  Punkt;  ebenso  gehen  die  Beschleuni- 
gungen für  alle  Punkte  dieser  Kreislinie  durch  einen  festen  Punkt  de« 
Kreises.  Aendert  sich  dieser  Kreis ,  so  rücken  die  beiden  Schnittpunkte 
auf  zwei  festen,  durch  die  nicht  entsprechenden  Pole  gelegten  Geraden 
fort.  Diese  beiden  Geraden  schneiden  sich  auf  dem  Wendekreise  und 
hieraus  folgt: 

22)  Für  alle  Punkte  eines  durch  den  Beschleunigungspol 
und  einen  Geschwindigkeitspol  gelegten  Kreises  bildet  die 
Verbindungsstrecke  der  homologen  Punktlagen  mit  der  Be- 
schleunigung einen  constanten  Winkel,  welcher  gleich  dem 
Schnittwinkel  dieses  Kreises  mit  dem  Wendekreise  ist.  [Vgl.* 
§  2,  9)].  . 

Für  den  über  die  Theilpunkte  von  PuP^^  gelegten  Kreis  /  halbirt 
die  Beschleunigung  den  Winkel  der  gleichen  Verbindungsstrecken  von 
Q^  mit  Qi  und  Q^.  Für  den  Radius  q  dieses  Kreises  findet  sich,  l\iPß 
mit  u  bezeichnend, 

23)  ^  =  w.-^i^^ 


V-V 


Werden  im  Vorstehenden  die  Beschleunigungen  der  Punkte  im  reci- 
proken  Verhältniss  der  für  P^^  ^^^  Pw  ^^^  gleich  angenommenen  Be- 
wegungsdauer zur  Zeiteinheit  vergrössert  und  lässt  man  die  Lagen  Sj, 
Sg  und  S3  unendlich  nahe  rücken,  so  erhält  man  statt  der  im  Vorigen 
geometrisch  definirten  Beschleunigung  die  Darstellung  der  in  der  Mecha- 
nik gebräuchlichen  Grösse  der  Beschleunigung.  Die  entwickelten  Sätze 
bleiben  völlig  ungeändert;  nur  fallen  die  beiden  Geschwindigkeitspole 
Pi2  und  7^23  und  ebenso  die  beiden  Systeme  von  Kreisen  durch  je  einen 
Geschwindigkeitspol  und  den  Beschleunigungspol  in  ein  Kreisbüschel 
zusammen.  Für  die  Punkte  eines  jeden  Kreises  in  diesem  Büschel  ist 
der  Winkel  zwischen  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  constant,  und 
zwar  gleich  dem  Schnittwinkel  dieses  Kreises  mit  dem  Wendekreise;  und 
da  bei  dem  Uebergange  zur  Grenze  der  den  Wendekreis  orthogonal 
schneidende  Kreis  /  ebenfalls  durch  den  Pol  der  Geschwindigkeiten  geht, 
folgt,  dass  Kreis  /  der  geometrische  Ort  derjenigen  Punkte  ist,  für  welche 
Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  senkrecht  zueinander  stehen.  Dieser 
Kreis  /  führt  den  Namen  Lothkreis;  derselbe  ist  also  der  Ort  aller 
Punkte,  für  welche  die  Tangentialbeschleunigung  verschwindet,  wie  der 
Wendekreis  der  geometrische  Ort  derjenigen  Punkte ,  für  welche  die  Nor- 
malbeschleunigung gleich  Null  ist. 

Für  den  Badius  q  des  Lothkreises  ergiebt  sich  nach  23),  wenn  wir 

UtnP^^P^  mit   du^    also   die  Geschwindigkeit,   mit  welcher   der   Pol  der 

du 
Geschwindigkeit  fortschreitet  (die  Wechselgesch windigkeit),  mit  — 

bezeichnen , 
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du 

2     de  stng>     . 

dj 
Femer  ergiebt  sich  ans  Fig.  4  der  Winkel  6^   welchen  die  Verbin- 
dangslinie  des  Beschlennigangspols  mit  dem  Geschwindigkeitspol  und  die 
Poltangente  bilden, 

cotg  8  =  Um  ~  —^  , 
wo  X  der  Yom  Wendekreise  über  du  gefasste  Peripheriewinkel, 

ft.-x  •      ^c        dt     ^ 

25)  corj,a  =  — =  -^.SDi, 

wenn  ©j  der  Durchmesser  des  Wendekreises.     [Vergl.  §  5,  32).] 

Hieraus  ergiebt  sich  der  Beschlennigungswinkel  tf;,  d.  h.  der  con- 
stante  Winkel,  welchen  die  Beschleunigung  eines  Punktes  mit  dem  aus 
dem  Beschleunigungspol  laufeoden  Radius  vector  bildet, 

26)  ^  =  <p  —  a. 

Endlich  ergiebt  sich  aus  20)  für  das  unverKnderliche  Verh&ltniss  der 
Beschleunigung  zum  Radius  vector  aus  dem  Beschleunigungspol ,  die  Be- 
schleunigung mit  p  bezeichnend , 

c    du 


27)  P  =  7.^.^V.O,. 

s  bedeutet  hier  die  Entfernung  von  Oeschwindigkeits  -  und  Beschleuni- 
gungspol. 

Durch  die  Gleichungen  24) — 27)  ist  das  System  der  Beschleuni- 
gQDgsphase  bestimmt. 

In  der  Entwickelung  der  vorstehenden  Sätze  ist  nur  vorausgesetzt 
worden,  dass  S^,  Sj  und  S3  ähnliche  Systeme  seien.  Und  da  das  System 
der  Beschleunigungsphase,  mögen  die  genannten  Lagen  discret  oder  un- 
endlich nahe  sein,  dem  System  der  Punkte  wieder  ähnlich  wird,  lassen 
sich  die  vorstehenden  Erörterungen  unverändert  auf  zwei  getrennte  oder 
nnendlich  nahe  Beschleunigungsphasen  anwenden,  deren  Ergebniss  die 
entsprechenden  Sätze  für  die  Beschleunigungen  dritter  Ordnung  u.  s.  w. 
sind.  In  dieser'  Weise  fortfahrend,  gelangen  wir  zur  Aufstellung  der 
folgenden,  sowohl  für  getrennte,  .wie  für  unendlich  nahe  Lagen 
geltenden  Gesetze:* 


*  Für  beliebige  Lagen  eines  starren  Systems  von  Rittershaus,  für  die 
unendlich  nahen  Lagen  eines  ähnlich -veränderlichen  Systems  von  Grooard  nach- 
gewiesen.   Vergl.  die  angeführten  Orte. 
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28)  Die  Endpunkte  fttr  die  Beschleunigungen  beliebiger 
Ordnung  der  Punkte  eines  äbnlicb-veränderlicben  Systems 
S  bilden  ein  zu  S  ähnliches  System. 

Aus  diesem  allgemeinen  Satze  ergiebt  sich: 

29)  Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  für  welche  die 
Beschleunigungen  zweier  gleicher  oder  verschiedener  Ord- 
nungen einen  bestimmten  Winkel  bilden,  ist  ein  Kreis  durch 
die  Pole  dieser  Beschleunigungen.  Der  Schnitt winkel  zweier 
derartiger,  durch  die  beiden  gleichen  Pole  gehenden  Kreise 
ist  gleich  der  Differenz  der  zu  diesen  Kreisen  gehörigen, 
von  den  Beschleunigungen  gebildeten  Winkel. 

§5. 

Im  Folgenden  soll  die  Krümmung  der  durch  einen  Punkt  des  ähn- 
lich-veränderlichen Systems  beschriebenen  Trajectorie  bestimmt  werden. 
(Fig.  2.) 

Ein  Punkt  Q  des  ähnlich -veränderlichen  Systems  habe  in  drei  auf- 
einanderfolgenden Zeitmomenten  die  Lagen  Q^^  Q^^  Q^  angenommen.  Die 
Geschwindigkeitspole  zur  Ueberführung  von  Q^  nach  Q^^  und  von  Q^  nach 
^3  seien  wieder  P^^  und  P^^  die  zugehörigen  Drehungen  ^,2  und  ^^s* 
Ferner  werde  L  P^OiO^  mit  9^2*  ^  ^^Q^Os  ™^^  Vts  bezeichnet.  Die  Radii 
vectores  Pi^Oi  nnd  Pf^O^  seien  r^  und  r^. 

Die  Verbindungslinien  Q1O2  und  ^2^3  gehen  in  der  Grenzlage  in 
eine  Gerade  über^  welche  mit  dem  Radius  vector  des  Punktes  ^2  ^^° 
momentanen  Geschwindigkeitswinkel  bildet  und  die  Tangente  der  von 
diesem  Punkte  beschriebenen  Trajectorie  ist.  Nennen  wir  diesen  mo- 
mentanen Geschwiudigkeitswinkel  <p,  so  ergiebt  sich  für  das  Grenzver- 
hältniss  der  linearen  Aenderung  des  Systems  -^coigqt.d^^  wenn  d&  die 
zugehörige  unendlich  kleine  Drehung,  also  die  Grenze  der  aufeinander- 
folgenden Drehungen  '^,2  und  djs  bedeutet. 

Hiemach  folgt  aus  Dreieck  P^^  Oi  0%  bis  auf  Grössen  höherer  Ordnung 

oder 

cotg  P,,0,0,  ^ig^-  cotgq>,,  .  ^^. 

Für  unendlich  kleine  Drehungen  ist  i- PitO^Ot  bis  auf  unendlich  kleine 
Grössen  gleich  180  — 9)12»  ^^  ^^^    * 

Z./>i2Ö20i=180-g)i2  +  ^i, 
so  müsste  sein 

cotgPitQiO,==-coigg>^^^—^, 

sm  9ij 

demnach 
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Wird  Lp2^Q^Q^  gleich  (p^^+s^  gesetzt,   ergiebt  sich  durch  eine  entspre- 
chende Rechnung 

Hieraus  folgt  für  die  Grösse  des  von  OiO^  und  O2O3  gebildeten  Contin- 
genswinkels  di,  wenn  die  Grenze  für  L  P^OiPfs  ^^^  ^^  bezeichnet  wird, 

dz  =  ISO -dx^{LP,,Q^Q^  +  LP^,0,0,), 
und  da  sich,  statt  ^^^  und  ^^s  ^^^  Differential  c/d  eiuftlbrend, 

ergiebt,  folgt 

30)  dt^^d^—dtp  —  dn. 

d%  ist  fiir  alle  Punkte  in  der  Peripherie  eines  die  Poltangente  P^^  P^s  >™ 
Pol  berührenden  Kreises  constant.     Demnach  folgt: 

31)  Für  alle  Punkte  einer  die  Poltangente  im  Pol  berüh- 
renden Kreislinie  ist  der  Contingenzwinkel  der  beschriebe- 
nen Trajectorie  constant. 

Der  Satz  gilt  auch  für  discrete  Lagen;  vergl.  §  2,  4. 

Diejenige  Kreislinie,  für  welche  der  Contingenzwinkel  verschwindet, 
bildet  den  Wendekreis  des  Systems.     Für  diesen  ist  also 

d7is=dO  —  dg>^ 
Wird  die  Fortschreitung  des  Geschwindigkeitspoles,    P^Pf^i   mit  du  be- 
zeichnet, folgt  für  den  Durchmesser  des  Wendekreises 

Für  die  Punkte  der  Pol  taugen  te  wird  (/x  =  0,  daher  dT  =  rf^  — dg). 

Die   zur  Trajectorie   des   Punktes  Q^   errichtete  Normale   bildet  mit 

dem  Radius  vector  dieses  Punktes  einen  constanten  Winkel,  nämlich  das 

Complement  des  Geschwindigkeitswinkels.     Der  Krümmungsradius  g  der 

Trajectorie  wird* 

33)  f . 

f 

^*  ^*™IÄ~"^^»  *^^^  ^*  ™^^  ^  proportional  ist,  folgt,  dass  die  Krüm- 

mnngsmittelpunkte  für  die  Trajectorien ,  welche  die  Punkte  eines  die 
Poltangente  im  Pol  berührenden  Kreises  beschreiben,  ein  zu  diesen 
Punkten  ähnliches  System  bilden.     Einer  dieser  Kreise  degenerirt  in  die 


Poltangente  PifP^:** 


*  In  ähnlicher  Form  zuerst  von  Groaard  aufgestellt.     Vergl.  L'InstittU, 
1869  S.  84. 

**  Y'on  Burmester  gefanden.    Vergl.    Civilingeniear,  XXIV.  Bd.  2.  Heft. 
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34)  Die  Systempunkte  einer  Phase,  welche  auf  einer  die 
Poltangente  im  Pol  berilhrenden  Kreislinie  liegen,  beschrei- 
ben momentan  Bahnelemente,  deren  Erümmungsmittelpunkte 
sich  auf  einem  durch  den  Oeschwindigkeitspol  gehenden 
Kreise  befinden. 

35)  Den.  Systempunkten  der  Poltangente  entspricht  im 
System  der  Erümmungsmittelpunkte  eine  durch  den  Fol 
gehende  Gerade. 

Diese  Resultate  sind  specielle  Fälle  der  in  §  2,  5)  und  6)  fOr  diB- 
crete  Lagen  gefundenen  Sätze. 

Bildet  der  Radius  vector  r  eines  beliebigen  Punktes  mit  der  Poltan- 
gente den  Winkel  a,  so  folgt 

du.sina 
r 

Diesen  Werth  in  Gleichung  33)  einsetzend,  ergiebt  sich 

dm       du    . 

1      i-dö    W""" 


Q,stnq>  r  r' 

Statt   Q  führen  wir  in  diese  Gleichung  eine  neue  Variable  ein,   welche 
sich  durch  die  Proportion  bestimmt 

dcp 
Q.sin^  :Ä  +  r  =  l:l  — — — . 
dir 


Gleichung  33)  nimmt  dann  die  Gestalt  an 
36)  ^-  +  --.j.5i>ia  = 


1    ii 

d{> 


d_u 
d& 
Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  stellt  einen  constanten  Werth,  näm- 
lich das  Reciproke  für  den  in  32)  bestimmten  Durchmesser  des  Wende- 
kreises dar.  Gleichung  36)  bat  genau  die  Form  der  für  starre 
Systeme  giltigen  Savary'schen  Formel;  sie  stellt  die  Aus- 
dehnung dieser  Formel  auf  ähnlich  -  veränderliche  Sy- 
steme dar. 

Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich  eine  einfache  Methode  fUr  die 
Bestimmung  der  Krümmung  einer  beliebigen  Trajectorie.  Haben  wir  in 
einer  der  hier  für  starre  Systeme  als  bekannt  vorausgesetzten  Weisen  R 
gesucht,  wenn  r  und  der  Wendekreis  des  ähnlich -veränderlichen  Systems 
gegeben  war,  so  bilden  g  und  {R+r)  ein  in  seinen  Winkeln  von  der 
Lage  des  Punktes  0  unabhängiges  Dreieck. 

In  Fig.  5  ist  der  Geschwindigkeitspol  mit  P^  der  Endpunkt  von  B 
mit  V,  von  g  mit  M,  der  zweite  Schnittpunkt  von  r  und  dem  Wende- 
kreise w  mit  J  bezeichnet.     In  dem  letztgenannten  Punkte  tragen  wir  an 
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JQ  den  constanten  Winkel  QMV  an,   so  dass  AQJBfsjAOMV  wird; 
68  findet  also  die  Proportion  statt 

OJiOB^QMiQV. 

Nach  der  Savary'schen  Formel  ist 

daher 
37)  r^^Q.QB, 

Da  LQJB  constant,  schneidet  BJ  den  Wendekreis  in  einem  festen 
Punkte  (ZT),  q  lässt  sich  demnach,  falls  dieser  Punkt  H  gegehen,  als 
dritte  Proportionale  zu  r  nnd  QB  constrniren. 

Ans  dem  Vorstehenden  ergieht  sich  auch  eine  Lösung  der  Aufgahe, 
die  Bahnelemente  für  die  Trajectorie  eines  heliehigen  vierten  Punktes  in 
einem  ähnlich -veränderlichen  System  zu  bestimmen,  wenn  diese  Elemente 
für  drei  Punkte  gegeben  sind.  Der  momentane  Pol  der  Geschwindigkeit 
ergiebt  sich  zunächst  in  bekannter  Weise  durch  die  Bedingung,  dass  von 
ihm  aus  die  drei  gegebenen  Bahntangenten  unter  gleichem  Winkel  er- 
scheinen. Ist  P  gefunden,  so  ergeben  sich  mit  Hilfe  von  37)  die  drei 
Punkte  B  und  wir  suchen  denjenigen  Punkt  ZT,  von  welchem  aus  gesehen 
die  drei  Strecken  Q  B  in  B  mit  den  Sehstrahlen  gleiche  Winkel  bilden. 
Dieser  Punkt  H  liegt  im  Wendekreise;  die  Verbindungslinie  von  H  mit 
B  achneidet  den  entsprechenden  Radius  vector  ebenfalls  in  Punkten  dieses 
Kreises.  Die  Umkehrung  des  letzten  Theiles  unserer  Construction  liefert 
zu  einem  beliebigen  vierten  Punkte  den  Krümmungsradius. 

Aus  Formel  37)  ergiebt  sich  übrigens,  dass  QB  eine  zur  Beschleu- 
nigung des  Punktes  Q  proportionale  Grösse  darstellt. 

Die  den  Punkten  des  Wendekreises  entsprechenden  Erümmungsmit- 
telpunkte  fallen  unendlich  weit;  dieselben  bilden  die  unendlich  fernen 
Punkte  eines  Strahlbüschels,  dessen  Mittelpunkt  auf  dem  Wendekreise 
liegt.  Ebenso  entsprechen  den  unendlich  entfernten  Punkten  des  ähnlich- 
veränderlichen Systems  im  Allgemeinen  Erümmungsmittelpunkte,  welche 
die  unendlich  entfernten  Punkte  eines  Strahl büsch eis  bilden,  dessen  Mit- 
telpunkt auf  einem  Kreise  liegt,  welcher  in  Bezug  auf  die  Poltangente 
zum  Wendekreise  symmetrisch  ist. 

§6. 
Mit  dem  ähnlich -veränderlichen  System  S  bewege  sich  (Fig.  5)  eine 
Curve  C^  deren. Dimension  und  Lage  sich  also  nach  den  Gesetzen  der 
Bewegung  von  S  ändere.  Die  aufeinanderfolgenden  Lagen,  welche  C 
einnimmt,  werden  von  einer  Enveloppe  umhüllt,  deren  Elemente  sich,  wie 
wir  nachweisen  werden,  in  jedem  Augenblicke  durch  die  Elemente  be- 
stimmen, welche  zum  berührten  Punkte  der  eingehüllten  Curve  gehören. 
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Wir  werden  zunächat  zeigen,  dass  in  jedem  beliebig  veränderlichen 
System  die  Enveloppe  einer  Curve  C  mit  der  Enveloppe  der  Bahnen, 
welche  die  Punkte  von  C  beschreiben,  zusammenfällt. 

Einem  Punkte  u^  ro  der  festen  Ebene  entspreche  in  jeder  Lage  des 
veränderlichen,  bewegten  Systems  ein  Pjinkt  xy  derart,  dass 

wo  i  ein  die  Lagenändernng  des  Systems  bestimmender  Parameter  sei. 
Einer  beliebigen  Curve  tp  {u^  n?)  =  0  entspricht  in  jedem  Augenblicke  eine 
Curve  in  dem  sich  ändernden  System  der  xy^  deicn  Gleichung  implicite 
durch  die  vorstehenden  Ausdrücke  für  x  und  y  dargestellt  wird.  Um  die 
Einhüllende  dieser  sich  ändernden  Curve  zu  finden ,  sind  die  Gleichungen 
partiell  nach  dem  Parameter  i  zu  differentiiren ;  x  und  y  sind  also  als 
constante,  u  und  iv  als  variable  Grössen  zu  behandeln.  Die  abgeleiteten 
Gleichungen  lauten 

dF  dF  dF  dG  dG  dG 

du  OTV  oi  du  dw  di 

du  dw 

Diese  drei  Gleichungen  liefern  durch  die  Elimination  der  Differentiale 
eine  neue  Gleichung  zwischen  u,  n^,  /,  welche  in  Verbindung  mit  den 
Gleichungen  für  x  und  y  und  (p  (t/,  rü)saO  die  Gleichung  der  Enveloppe 
zwischen  a:,  y  finden  lässt. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  stellen  jedoch  auch  die  Enveloppe  der 
von  einem  beliebigen  Punkte  utv  der  C  beschriebenen  Curve  dar.  Die 
von  sämmtlichen  Punkten  der  Linie  g>  (u,  w)=^0  beschriebenen  Curven 
bilden  eine  Curvenschaar,  deren  Enveloppe  sich  also  durch  genau  die- 
selbe Rechnung  ergiebt,   wie  vorhin  ausgeführt  wurde.     Demnach  folgt: 

38)  Die  Enveloppe  einer  gleichzeitig  bewegten  und  ge- 
änderten Curve  ist  auch  die  Enveloppe  der  Bahnen,  welche 
die  Punkte  einet  eingehüllten  Curve  beschreiben.  Der  Be- 
rührungspunkt und  die  Tangente  zwischen  der  Enveloppe 
und  einer  Lage  der  veränderlichen,  sich  bewegenden  Curve. 
fällt  mit  dem  Berührungspunkte  und  der  Tangente  der  Bahn 
dieses  Berührungspunktes  zusammen. 

Indem  dieser  allgemeine  Satz  auf  das  ähnlich -veränderliche  System 
angewendet  wird,  ergiebt  sich: 

39)  Eine  ähnlich-veränderliche  Curve  wird  in  irgend  einer 
Phase  von  ihrer  Enveloppe  in  Punkten  berührt,  deren  Tan- 
genten mit  den  zugehörigen,  aus  dem  Geschwindigkeitspol 
gezogenen  Radii  vectores  den  momentanen  Geschwindig' 
keitswinkel  bilden. 

Hiernach  lässt  sich  dieser  Berührungspunkt,  wenn  die  bewegte  Curve 
eine  Gerade,  in  sehr  einfacher  Weise  construiren.     Die  Auffindung  dieses 
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BerühroDgspanktes,  welcher  nur  Gleitungsgeschwindigkeit  besitzt,   kann 
auch  nach  der  in  §  1  hergeleiteten  Weise  erfolgen. 
Specielle  Folgen  von  39)  bilden  die  Sätze: 

40)  Die  Berührungspunkte  eines  Systems  concentrischer 
Kreise  mit  ihren  Enveloppen  bilden  in  jeder  Phase  einen 
durch  den  momentanen  Oeschwindigkeitspol  und  den  Mit- 
telpunkt des  Systems  laufenden  Kreis. 

41)  Die  Berührungspunkte  der  Strahlen  eines  Strahl- 
btiscbels  mit  ihren  Enveloppen  bilden  in  jeder  Phase  eiilen 
durch  den  momentanen  Geschwindigkeitspol  und  den  Mittel-* 
pnnkt  des  Büschels  laufenden  Kreis.  Die  Berührungspunkte 
paralleler  Geraden  bilden  eine  durch  den  momentanen  Ge- 
schwindigkeitspol laufende  Gerade. 

Satz  41)  ist  ein  specieller  Fall  des  in  §  3,  10)  für  drei  diacrete 
Lagen  entwickelten  Satzes. 

Wird  in  einem  ähnlich  -  veränderlichen  System  der  Geschwindigkeits- 
winkel momentan  gleich  Null,  findet  also  momentan  nur  Gleitung,  keine 
Drehung  statt,  so  fällt  der  Berührungspunkt  einer  beliebigen  krummen 
Linie  mit  ihrer  Enveloppe  in  den  Berührungspunkt  der  an  die  betref- 
fende Phase  dieser  Curve  vom  Geschwindigkeitspol  gelegten  Tangente. 
Der  Berührungspunkt  einer  beliebigen  Geraden  fällt  ins  Unendliche;  die 
Geraden  des  ähnlich-veränderlichen  Systems  gehen  also 
alle  bei  denselben  Phasen  in  die  Asymptoten  ihrer  Enve- 
loppen über. 

Wir  wenden  uns  zur  Bestimmung  des  Krümmungsmittelpunktes  der 
Enveloppe.  Da  zur  Aufsuchung  desselben  nur  Ableitungen  zweiter  Ord- 
nung nöthig  werden,  dürfen  wir  die  eingehüllte  und  einhüllende  Curve 
durch  die  Krümmungskreise  ihres  Berührungspunktes  ersetzen.  Es  be- 
deute in  Fig.  5  ^2  <^iesen  Berührungspunkt,  0^  den- Krümmungsmittel- 
pnnkt  der  ähnlich  veränderlichen  Curve,  femer  r  und  r^  die  bezüglichen 
Radii  vectores  dieser  Punkte,  a  und  nr^  deren  Neigungen  gegen  die  Pol- 
tangente. Wir  setzen  weiter  den  Krümmungsradius  der  eingehüllten 
Curve  PjOj  gleich  (»c« 

Nach  einer  unendlich  kleinen  fortschreitenden  Drehung  gelangt  0, 
im  Rrümmungskreise  der  von  0^  ^beschriebenen  Curve  nach  0^,  Dem 
Krämmungskreise  k^  in  Sg  entspricht  in  S3  ein  ähnlicher  Kreis  k^ ,  dessen 
Mittelpunkt  O3  ist.  Die  Aehnlichkeitspunkte  diesej^  beiden  Kreise  k^  und 
^3  werden  erhalten,  indem  man  die  Centrale  0^0^  nach  dem  Verhältniss 
der  Radien  theilt  und  verlängert.  In  der  Grenzlage  fällt  also  der  innere 
Aehnlichkeitspunkt  nach  0^,  der  äussere  in  die  Tangente  von  0,,  welche 
niit  dem  Radius  vector  r  den  Geschwindigkeitswiukel  (p  bildet.  Die  bei- 
den Aehnlichkeitspunkte  zweier  Kreise  liegen  mit  ihrem  Situationspunkte 
(i^=A.)  stets  in  einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  in  die  Centrale  fällt.    _t^ 
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Es  ist  L  A02P^=^LjiO^P^  =  q>y  wo  J  den  Schnitt  der  Tangente  in  0, 
mit  der  Tangente  in  Q  bedeutet.  Hieraus  folgt,  dass  P^j  0,,  Q^^  Am 
einem  Kreise  liegen;  und  da  L0^Q2A=1R,  f^llt  der  Mittelpunkt  diesea 
Kreises  in  O^A,  Demnach  ist  A  der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  der  qq- 
endlich  nahen  Kreise  Ar,  und  k^,  AQ^  eine  gemeinschaftliche  Tangente 
der  beiden  Kreise.  Letzteres  folgt  tlbrigens  schon  aus  dem  Begriff  der 
Enveloppe. 

In  gleicher  Weise  zeigt  sich,  dass  bei  Annahme  einer  unendlich 
kleinen  rtlckschreitenden  Bewegung  der  Kreislinie  k^  eine  Kreislinie  k^ 
um  0|  entspricht;  der  zu  k^  und  k^  gehörige  äussere  Aehnlichkeitspunkt 
ist  wieder  A. 

Die  Radien  der  Kreislinien  k^  und  Ar,  sind  um  eine  unendlich  kleine 
Grösse,  welche  mit  dpgs  bezeichnet  werden  mag,  verschieden;  entspre- 
chend bilden  die  Radien  von  k^  und  k^  eine  Differenz  ^p^i-  Der  Krüm- 
mungskreis  der  Enveloppe  ist  die  Grenze  des  /r^,  k^  und  k^  tangirenden 
Kreises.  Schlagen  wir  um  0^  und  0^  mit  den  Differenzen  ^^,1  ^^^  ^^» 
Kreise,  so  mtlssen  die  zum  Krümmupgskreise  durch  0^  und  0,  concen- 
trisch  geschlagenen  Kreise  die  mit  öq^^  und  dq^  geschlagenen  Kreise 
bertlhren.  Der  Berührungspunkt  mit  dem  letzten  dieser  beiden  Kreiae 
sei  T,  Ersetzt  man  die  Bogen  0^0^  und  O^T  durch  ihre  Sehnen,  so 
folgt  für  den  unendlich  kleinen  Winkel  O^O^T  bis  auf  unendlich  kleine 
Grössen 

Bezeichnet  man  LQ^O^Ay  also  den  Winkel ,  welchen  der  Krüm- 
mungsradius der  eingehüllten  Curve  mit  der  fortschreitenden  Geschwin- 
digkeit dieses  Krümmungsmittelpunktes  bildet,  allgemein  mit  /,  also  die 
Grösse  dieses  Winkels  in  den  verschiedenen  Phasen  mit  y^  und  /,,  ergiebtsich 

Z.O3O,r=90-yj. 

In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  bei  Annahme  einer  Bewegung  um  den 
benachbarten  Pol  P^^  von  0^  nach  0, 

Z.OgOiS  =  90—^1. 
Demnach    ist    der    Contingepzwinkel    der    Enveloppe,    bis    auf   Grössen 
höherer  Ordnung,  um 

(90-yi)-(90-y,)  =  rfy 
kleiner,  als  der  zur  Bahn  des  Punktes  0^  gehörige  ContingenzwinkeL 
Nennen  wir  letzteren  wieder  rft,  folgt  für  den  Contingenzwinkel  der  En- 
veloppe   dx—dy,    für    das  Bogen differential    der  Enveloppe   O^O^.siny 
=  d8^ ,  siny. 

Zur  Bestimmung  des  Winkels  y  dient  die  dem  Dreieck  Q^O^P  ent- 
nommene Gleichung 

42)  rj.co*y  =  (>c.co*9. 
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In  dieser  Gleichnog  sind   bei  Bestimmnng  von  dy  r^,  9  und  /  als  Va- 
riable, Qe  als  eine  Constante  anzusehen. 

Wird  der  Krümmungsmittelpnnkt  der  Enveloppe  mit  ilf«,  die  Strecke 
üffOg  mit  R  bezeichnet  y  folgt  also 

A.«  42)  folgt  c/^-rf9-^»x-^/ 

'      r^  stny  stny  r^  *      8tnq>  *  Tj 

daher' 

43)      ««>,«  =  — ^ {r,siny)rda 

'         *      ^      r^9tny(d^'-dqi)^qc9^^dq>^cos{a^  —  y),du 
Es  ist 

co*(aj  — y)  =  C05(a  —  (90  —  0,P0))  =  *m(ai  +  0,  PQ)  =  sina, 
sina  ,du  =  r.  cfx, 
wo  dn  der  Winkel,  unter  welchem  die  unendlich  nahen  Pole  Pjg  und  P^ 
Ton  Q2  aus  erscheinen.     Daher 

«    ^.^^ (rt^-Hy)«.rfO 

Aus  APOjög  folgt 

r^ .  stny  +  Qo'  ^n9>  =  ^9 
daher 

'  ^       r{d^-'dq>^dK)--Qe.stng>  .dd- 

Für  den  Krümmungsradius  g  der  vom  Punkte  Q^  beschriebenen  Tra- 
jectorie  folgt  nach  §  5,  33)  oder  nach  44) 

r.d^ 


daher 


Hl 


Qc'^^V 


Q    smq> 

r* 
Die  Grösse  —  ist  die  vorhin  betrachtete  Strecke  Q^B^  also 
Q 

R,smq>^— . 

-r Qg.stnw 

smq)      ^ 

Die  Ermittelung  von  B  nach  vorstehender  Formel  stellt 
eine  einfache,  zusammenhängende  Construction  dar. 

Aus  Formel  44)  folgt  noch  ein  allgemeiner  Satz  über  die  Krüm- 
mungsmittelpunkte der  Enveloppen.  Für  die  Punkte  einer,  die  Poltan- 
gente im  Pol  berührenden  Kreislinie  wird  dx  constant.  Falls  daher  alle 
Dreiecke  PQ^O^,  welche  mit  ihrer  Spitze  ^2  ^°  einer  solchen  Kreislinie 
liegen,  ähnlich  sind,  folgt  aus  Formel  44),  dass  ^  und  daher  auch  R  +  Qe 
mit  r  proportional  ist.     Da^erner  LPQ^O^  constant,  ergiebt  sich: 
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46)  Bilden  die  Berührungspunkte  der  eingehüllten  Cur 
ven  mit  ihren  Enveloppen  eine  die  Poltangente  im  Pol  be 
rührend  e  Kreislinie,  und  sind  die  Krümmungsradien  der  ein 
gehüllten  Curvenelemente  den  Radii  vectores  der  Beruh 
rungspunkte  proportional,  so  fallen  die  Krümmungsmittel 
punkte  der  einhüllenden  Curven  in  eine  durch  den  Ge 
schwindigkeitspol  gehende  Kreislinie. 

In  diesem  Falle  bilden  auch  die  Krümmungsmittelpunkte  der  ein- 
gehüllten Curvenelemente  einen  durch  den  Pol  laufenden  Kreis. . 

Für  starre  Systeme  folgt,  da  für  diese  dg>=^0,  ^=90^  aus  43)  der 
bekannte  Satz,  dass  der  Krümmungsmittelpunkt  der  Enveloppe  zusam- 
menfällt mit  dem  Krümmungsmittelpunkte  derjenigen  Trajectorie,  welche 
der  momentane  Krümmungsmittelpunkt  der  eingehüllten  Curve  beschreibt 

Der  durch  0,,  Q^  und  P  gelegte  Kreis  ist  der  geometrische  Ort  für 
die  Berührungspunkte  aller  um  0^  gelegten  concentrischen  Kreise  mit  ihren 
Enveloppen;  der  geometrische  Ort  der  Krümjnungsmittelpunkte 
der  einhüllenden  Curvenelemente  soll  gefunden  werden.  Zn 
diesem  Zwecke  gehen  wir  auf  Formel  43)  zurück.  Ersetzt  man  in  der- 
selben Qc  durch  r,  — -  ,  so  ersieht  sich 
^  ^cosq>  ® 

A  cosy+  B  siny^ 
wo  A  und  B  constante  Grössen  bedeuten ,  welche  von  der  Lage  des  ähn- 
lich-veränderlichen Systems  und  des  Punktes  0^  gegen  den  Pol  P  ab- 
hängen. Wählt  man  die  nach  rückwärts  verlängerte, Bahntangente  des 
Punktes  0^  zur  ^-Axe  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems ,  ergiebt 
sich  für  die  Gleichung  der  Curve  der  Krümmungsmittelpunkte 

x^  +  y^ 

47)  Die    Mittelpunkte    bilden    also    im    Allgemeinen    eine 
Curve  dritter  Ordnung. 

Für  starre  Systeme  degenerirt  diese  Curve  in  einen  Punkt. 

Die  Formel  43)  erlaubt  eine  specielle  Anwendung  zur  Bestimmung 
des  Krümmungsradius  der  Polcurve.  Nennen  wir  diesen  9ii ,  den  gleich- 
gerichteten Halbmesser  der  Polbahn  Stg«  ^^  ergiebt  sich  nach  der  erwähn- 
ten Formel 

da  «  =  3^.     Da   ferner   für  diesen  speciellen  Fall  LQ2O^Ps=:y  +  q>  =  0, 
folgt  yi=  — qp,   und  es  ergiebt  sich  nach  einigen  leichten  Umformungen 
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^ox  sjn^      J 1_ 

Diese  Formel  bildet   eine  Ergänzung  an  der  §  5,  36)  entwickelten  Er- 
Weiterung  der  Savary^  sehen  Formel  für  ähnlich -veränderliche  Systeme. 
Dieselbe  kann  demnach  auch  geschrieben  werden 

(i+l)m«  =  (i.-A).(l-^).ji-. 

Wird  tfqp  =  0,  nimmt  diese  Gleichung  die  bei  Aufstellung  der  Savarj- 
Bchen  Formel  für  starre  Systeme  gewöhnliche  Gestalt  an. 

Damit  £^97  =  0,  ist  übrigens  nicht  nöthig,  dass  das  bewegte  System 
ein  starres,  also  9  =  90^  sei;  es  genttgt,  dass  q>  constant  bleibe,  also 
die  linearen  Dimensionen  des  bewegten  Systems  proportional  zur 
Drehung  desselben  wachsen. 

§7. 

Aus  Formel  44) 


R.sinq)  =  - 


r{d^^dq>~-d%)  —  ^*.  sinq>  d^ 

ergiebt  sich  für  den  Krümmungshalbmesser  Q0  =  B+Qc  der  einhüllenden 
Curve 

^r .  ^c{d^ '—  dtp  —•  d»)sinq>  +  {r^^ sin^y  —  q\ sirfi q>) . d9 
^"    "^  r  (d^  —  dy  —  d%)  —  Qc'Sin q>  d^  ' 

Es  ist  nach  42) 

Tj*  sirfl  Y  —  qK  sin*  g)  «=3  Tj*  —  p*c  =  '^  —  2  ^^ .  r .  Wn  q>. 
Setzt  man  diesen  Werth  in  die  für  p«  gefundene  Gleichung  ein  und  lässt 
Qey  unter  Beibehaltung   der  einmal  gewählten  Richtung,   ins  Unendliche 
zunehmen,  die  eingehüllte  Curve  also  zu  einer  Geraden  werden,  folgt 
r(d^  — e/g>  — dx)  — 2rdO  r      d^  +  dtp  +  dK 

^''"^"^ Ild^ •      ^'  =  i5h^- d5 

oder,  das  Bogen differeütial  der  vom  Berührungspunkte  beschriebenen  Tra- 
jectorie  mit  ds  bezeichnend, 

*^)  ^'^rA^  +  d^  +  dh} 

Die  vorstehende  Formel  liefert  den  Krümmungsradius  q,  der  zu  einer 
Geraden  des  ähnlich -veränderlichen  Systems  gehörigen  Enveloppe.  Die- 
selbe lässt  sich  auch  ohne  Kenntniss  der  allgemeinen  Formel  durch  die 
Betrachtung  dreier  sich  folgender  Lagen  der  eingehüllten  Geraden  er- 
mitteln.* 


*  In  der  zuletzt  erwähnten  Weise  wurde  die  Formel  von  Grouard  her- 
geleitet.   Yergl.  VInstitut,  1869  S.  84. 
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du,  stritt 


Aus  49)  folgt,  da  dK-. 


1 


9e- 


1  +  1? 

_d± 
sinq> 


du  •du 

JA  JA 

-,8ina  bedeutet  die  Sehne,  welche  ein  mit  dem  Durchmesser 


^d&  ^dd 

geschlagener  und  die  Poltangente  im  Pol  berührender  Kreis  auf  dem 
Badius  vector  des  Berührungspunktes  abschneidet.  Diese  Sehne  werde 
mit  e  bezeichnet;  schlagen  wir  den  Kreis  nach  entgegengesetzter  Rich- 
tung wie  den  Wendekreis  ( j^^l  vorausgesetzte  so  bildet  sich  in  der 

Figur  auf  dem  Radius  vector  die  Strecke  r  +  e.    Es  ist  ^c= — : {'*+^); 

Sttlfp 

daher  erhält  man,  den  neugefundenen  Kreis  als  Rückkehrkreis  ein- 
führend, den  Satz: 

50)  Die  Dreiecke,  welche  der  Krümmungsradius  (j^if«)  der 
zu  einer  Geraden  gehörigen  Enveloppe  und  die  von  der  ein- 
gehüllten Geraden  und  dem  zweiten  Schnittpunkte  des 
Rückkehrkreises  {U)  begrenzte  Strecke  {QU)  des  Radius  vec- 
tor bilden,  sind  einander  ähnlich. 

Dieser  Satz  erlaubt  eine  sehr  einfache  Construction  für  den  Krüm- 
mungsmittelpunkt M^  der  betrachteten  Enveloppe.  Die  dritte  Seite  des 
eben  betrachteten  Dreiecks,  nämlich  die  Verbindungslinie  ihres  Krüm- 
mungsmittelpunktes M^  mit  dem  Punkte  ([/),  in  welchem  der  Radius  vec- 
tor den  Rückkehrkreis  triö't,  schneidet  letzteren  Kreis  in  einem  festen 
Punkte  (JSTi). 

Aus  Satz  50)  fliesst  folgender  specielle  Satz: 

51)  Diejenigen  Enveloppen,  welche  die  von  ihnen  ein- 
gehüllten Geraden  in  einem  Punkte  des  Rückkehrkreises 
berühren,  bilden  in  diesem  einen  Rückkehrpunkt  (^^=0). 

Diese  Eigenschaft  rechtfertigt  die  Bezeichnung  des  Rückkehrkreises. 

Die  Berührungspunkte  aller  Strahlen  eines  Büschels  bilden  einen 
durch  den  Pol  und  den  Mittelpunkt  des  Büschels  laufenden  Kreis.  Daher 
bilden  auch  die  Krümmungsradien  der  zugehörigen  Enveloppen  (jß^#) 
ein  Strahlbüschel.     Und  da  LQMgü  constant  ist,  folgt: 

52)  Die  Krümmungsmittelpunkte  der  Enveloppen  aller 
durch  einen  Punkt  laufenden  Geraden  bilden  eineKreislinie, 
welche  durch  den  festen  Punkt  H^  des  Rückkehrkreises  geht. 
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53)  Die  Krümmnngsmittelpankte  der  Enveloppen  paral- 
leler Geraden  liegen  auf  einer  Geraden,  welche  durch  den 
festen  Punkt  H^  des  Rtlckkehrkreises  geht. 

Die  Sätze  51) — 53)  sind  die  Grenzfälle  der  in  §  3,  11)  nnd  17) 
flir  endliche  Systeme  hergeleiteten  Sätze.  Ans  diesen  ergieht  sich  auch, 
dasB  der  Bückkehrkreis  die  Grenze  des  durch  /'jg,  /^g  und  P^  gelegten 
Kreises  ist. 

Der  Krümmungsradius  für  die  Trajectorie,  welche  der  momentane 
Berührungspunkt  einer  Geraden  beschreibt,  ist  ^ 

^—  1 

de^     d% 

Da  für  alle  Punkte  einer  die  Poltangente  im  Pol  berührenden  Kreis- 

d% 

linie  -7-    constant,  folgt  durch  Vergleichung  der  für  ^  und  q,  geltenden 

Aasdrücke : 

54)  Die  Krümmungsradien  der  Enveloppen  aller  Geraden, 
welche  ihre  Enveloppe  in  der  Peripherie  eines,  die  Poltan- 
gente im  Pol  berührenden  Kreises  tangiren,  haben  zum 
Krümmungsradius  der  von  diesem  Berührungspunkte  be- 
schriebenen Trajectorie  ein  festes  Verhältniss. 

Dieser  Satz  ist,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  nur  der  Specialfall 
des  in  §  6,  46)  entwickelten  allgemeinen  Satzes  für  ^^»  =  00.  Die  zu 
einer  Kreislinie  gehörigen  Geraden  bilden  ein  Strahlbüschel,  dessen  Mit- 
telpunkt in  den  Schnittpunkt  dieser  Kreislinie  mit  der  Beschleunigungs- 
richtung  des  Pols  fällt.  Der  diesem  Strahlbüschel  entsprechende  Kreis, 
welcher  die  Krümmungsmittelpunkte  der  zugehörigen  Enveloppen  enthält, 
geht  in  diesem  speciellen  Falle  durch  den  Pol.  Für  das  constante  Ver- 
hältniss der  Krümmungsradien  ergiebt  sich 


7  Vrf^"^rf^/' 


Q 

Wird  dx  =  — rfy,  folgt  q^^Q-  Bei  gehöriger  Berücksichtigung  der 
Vorzeichen  folgt,  dasi  dieser  über  du  gespannte  Winkel  —dg?  das  arith- 
metische Mittel  der  durch  den  Wendekreis  und  den  Bückkehrkreis  über 
du  gespannten  Winkel  ist.  Und  da  diese  über  du  liegenden  Winkel  sich 
umgekehrt  wie  die  Durchmesser  der  zugehörigen  Kreislinien  verhalten, 
ergiebt  sich: 

55)  Für  die  Punkte  derjenigen,  die  Poltangente  im  Pol 
berührenden  Kreislinie,  deren  Durchmesser  das  harmo- 
nische Mittel  zu  den  Durchmessern  des  Wende-  und  Bück- 
kehrkreises   bildet,    fallen    der   Krümmungsradius   der   Tra- 
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jectorie  und  der  in  diesem  Punkte  die  erzengende  Gerade 
berührenden  Enveloppe  zusammen.* 

Wir  bezeichnen  diesen  Kreis  als  den  ausgezeichneten  Kreis  der 
Bewegungsphase.  Bei  starren  und  denjenigen  ähnlich -veränderlichen  Sy- 
stemen, für  welche  cf9>  =  0,  föllt  dieser  Kreis  mit  der  Poltangente  zusammen. 

Die  Krümmungsradien  für  die  Punkte  dieses  Kreises  drücken  sich 
in    einer    bemerkenswerth    einfachen   Weise    aus.     Es   ergiebt   sich,  da 

__      ds  _    r 

Die  Krümmungsmittelpunkte  fallen  in  die  im  Pol  zum  Radius  vector 
errichtete  Senkrechte. 

Ebenso  ergiebt  sich  für  die  Krümmungsradien  der  Enveloppen  der- 
jenigen Geraden,  welche  ihre  Enveloppe  in  der  Peripherie  des  Wende- 
kreises berühren  {dx  =  dd  —  rfg>) : 

^  dd         stnq) 

Für  den  Krümmungsradius  derjenigen  Trajectorie,  welche  ein  Punkt 
des  Bückkehrkreises  beschreibt,  wird  (dx  =  —  (/^  — dgo) 

Wenn  sich  die  Bewegung  des  ähnlich -veränderlichen  Systeme  um- 
kehrt, bleibt  das  System  der  Polcurve  fest,  während  die  Ebene  der  Pol- 
bahn sich  um  den  momentanen  Geschwindigkeitspol  dreht  und  sich  die 
vom  Pol  gemessenen  Dimensionen  in  umgekehrter  Weise  wie  vorhin 
ändern.  Da  die  momentane  Vergrösserung  der  Längeneinheit  bei  der 
directen  Bewegung  —coigqt.dd'  betrug,  folgt,  dass  bei  Umkehrung  der 
Bewegung,  durch  welche  die  Systeme  der  Polcurve  und  Polbahn  in  eine, 
einer  früheren  Lage  ähnliche  zurückgeführt  werden,  statt  (p  (180 —  qp), 
also  statt  dq>  —dq>  zu  setzen  ist.  Ferner  ist  statt  du  —du  einzuführen 
[vergl.  auch  §  6,  48),  wo  sich  SRi  und  jRg  vertauschen].  Hieraus  ergiebt 
sich  mit  Hilfe  der  für  die  Durchmesser  des  Wende-  und  Bückkehrkreises 
gefundenen  Ausdrücke: 

56)  Wird  die  Bewegung  des  ähnlich-veränderlichen  Sy- 
stems umgekehrt,  so  dass  die  ähnlich-veränderliche  Polbahn 
auf  der  fest  bleibenden  Polcurve  rollt,  vertauschen  sich 
Wende-  und  Rückkehrkreis;  der  ausgezeichnete  Kreis  bleibt 
ungeändert. 


.  *  Die  Eigenschaften  dieses  speciellen  Kreises  wurden  durch  Groaard  erkannt. 
Vergl.  VInstitut,  1869  S.  124. 
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Ist  ^9  =  0,  sind  Wende-  nnd  Bückkehrkeis  zwei  in  Bezug  anf  die 
PoltADgente  symmetrische  Kreislinien.  Für  starre  Systeme  ist  dies  ein 
specieller  Fall  des  in  §  3,  14)  -entwickelten,  ftlr  drei  getrennte  Lagen 
eines  ähnlich -verftnderlicben  Systems  giltigen  Satzes. 

§8. 

Nachdem  in  den  vorhergehenden  Abschnitten  die  Ausdrücke  und 
wichtigsten  Gesetze  für  die  Krümmungsradien  der  Enveloppen,  welche 
beliebige  Curven  eines  stetig  bewegten,  ähnlich -veränderlichen  Systems 
beschreiben,  entwickelt  wurden,  betrachten  wir  noch  einige  projectivische 
Eigenschaften,  zu  welchen  die  gefundenen  Constructionen  Anlass  geben. 

Derjenige  Punkt  einer  Geraden,  in  welchem  diese  momentan  ihre 
HtiUbahn  berührt,  werde  „Gleitpunkt"  der  Geraden  genannt.  Die 
Gleitpunkte  eines  Strahlbüschels  liegen  auf  einem  durch  den  Pol  und 
seinen  Mittelpunkt  gehenden  Kreise,  welcher  mit  K^,  während  der  von  den 
zugehörigen  Krümmungsmittel  punkten  der  Hüllbahnen  gebildete  Kreis  mit 
Kg.  bezeichnet  werde.  Ein  die  Poltangente  im  Pol  berührender  Kreis 
heisse  Kt ,  der  ähnliche  durch  P  gehende  Kreis ,  welcher  die  Krümmungs- 
mittelpunkte der  Trajectorien  enthält,  welche  seine  Punkte  beschreiben, 
ATo.    Femer  werde  das  System  der  bewegten  Punkte  mit  E  bezeichnet. 

Zunächst  folgt  durch  eine  Betrachtung,  wie  sie  schon  in  §  3  durch- 
geführt wurde: 

57)     Die  Mittelpunkte  der  Kreise  K^  und  Km  bilden  ein  zum 
System  der  bewegten  Punkte  ähnliches  System. 

Eine  durch  den  Pol  gezogene  Gerade,  welche  mit  der  Poltangente 
den  Geschwindigkeitswinkel  q>  bildet,  schneide  den  Wendekreis  in  K^ 
den  Bückkehrkreis  in  S.  Der  Gleitpunkt  jeder  durch  S  gehenden  Ge- 
raden fällt  mit  dem  zugehörigen  Krümmungsmittelpunkte  der  von  dieser 
beschriebenen  Hüllbahn  in  dem  zweiten  Schnittpunkte  der  Geraden  mit 
dem  Bückkehrkreise  zusammen.  Der  sich  selbst  ^entsprechen d«  Schnitt- 
punkt Z  der  zwei  zum  Punkte  Q  gehörigen  Kreise  K^  und  Km  liegt  daher 
auf  dem  Bückkehrkreise  in  der  Geraden  QS,  Sollen  sich  diese  Kreise 
berühren,  also  ihre  Schnittpunkte  zusammenfallen,  muss  sich  Q  wieder 
auf  einem  Kreise  befinden,  dessen  Punktsystem  dem  des  Bückkehrkreises 
ähnlich  ist.  (Vergl.  §  3.)  Dieser  Kreis  lässt  sich  jedoch  im  Falle  der 
stetigen  Bewegung  näher  bestimmen.  Die  Punkte  Q^  Z  und  P  müssen 
nämlich  ein  Dreieck  bilden,  dessen  Winkel  bei  Z  gleich  qp,  bezüglich 
(180— 9),  bei  P  ein  rechter  ist.  Da  also  Dreieck  PQZ  bei  P  einen 
rechten  Winkel  enthält,  folgt,  dass  der  Mittelpunkt  von  Kg  in  die  Ge- 
rade QZ  fällt.  Diese  Gerade  muss  demnach  auch  den  Mittelpunkt  von 
/Tm  enthalten  und,  als  Verbindungslinie  von  Q  mit  Z,  durch  S  gehen. 
Das  Letztere  ergiebt  sich  übrigens  auch  daraus,  dass  L  02Pe=  180-— (p 
iat;  weiter  folgt  hieraus,   dass  die  an  den  Berührungspunkt  der  Kreise 
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E^  und  Em  gelegten  Tangenten  ein  Strahlbtischel  bilden,  dessen  Mittel- 
punkt der  Gegenpunkt  von  S  auf  dem  Rückkehrkreise  ist. 

Da  also  in  diesem  Falle  sich  auf  jeder  durch  S  gehenden  Geraden 
drei  homologe  Punkte  der  drei  besprochenen  ähnlichen  Systeme  finden, 
folgt; 

58)  Der  Kreis  derjenigen  Punkte  in  2J,  deren  zugehörige 
Kreise  Km  und  K^  einander  berühren,  ist  der  Wendekreis  der 
drei  ähnlichen  Systeme,  welche  2  und  die  Mittelpunkte  von 
£^ff  und  Km  bilden;  und  Punkt  S  ist  der  Träger  derjenigen 
Geraden,  welche  drei  homologe  Punkte  dieser  Systeme 
enthalten. 

Befindet  sich  der  Mittelpunkt  eines  Strahlbüschels  auf  der  Geraden 
SP  IC,  so  berührt  der  Kreis  der  Gleitpunkte  Kg  die  Poltangente,  und  die 
Normale  der  von  einem  Strahl  beschriebenen  Enveloppe  fallt  mit  der 
Normalen  der  vom  Gleitpunkte  dieses  Strahls  beschriebenen  Trajectorie 
zusammen.  Der  Kreis  K^,  welcher  in  diesem  Falle  auch  als  I^t  bezeich- 
net werden  kann,  ist  also  sowohl  dem  durch  P  gehenden  Kreise  Kn^ 
welcher  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Enveloppen ,  mie  zum  Kreise  i"«, 
welcher  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Trajectorien  enthält,  ähnlich, 
und  diese  beiden  Krümmungsmittelpunkte  fallen  mit  dem  bewegten  Punkte 
in  eine  Gerade.     Hieraus  folgt: 

Der  Mittelpunkt  eines  jeden,  die  Poltangente  im  Pol  berührenden 
Kreises  K(  fällt  mit  den  Mittelpunkten  der  Kreise  Kn,  und  K«  in  eine 
Gerade ,  welche  mit  der  Poltangente  den  Geschwindigkeitswinkel  q>  bildet. 

Das  Verhältniss  zwischen  den  Entfernungen  der  Mittelpunkte  von 
KjK    und    Ko    vom    Mittelpunkte    des  Kreises  K(   ist    nach    §  7    gleich 

!  —  (—+—).     Wird  £t  zum  ausgezeichneten  Kreise,   fallen  Km  und 

Ko  zusammen. 

Die  Mittelpunkte  der  den  Kreisen  i^t  entsprechenden  Kreise  K^ 
fallen  nach  §  7  in  eine  Gerade,  welche  den  Mittelpunkt  des  Bückkehr- 
kreises enthält. 

Nach  §  5  ist  für  die  Trajectorien,  welche  die  auf  Kt  befindlichen 
Punkte  beschreiben, 

r 


sm 


Für  den  Winkel  fi,  welchen  die  Verbindungslinie  des  Mittelpunktes  von 
Kit  und  P  mit  der  zur  Poltangente  Senkrechten  bildet,  findet  sich 
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und  da   —==——,  wo  D  den  Durchmesser  von  Et  beaeichnet,  folgt 


Ans  der  Form  dieser  Gleichung  folgt: 

59)  Die  Geraden,  welche  P  mit  den  Mittelpunkten  von  i^o 
verbinden,  bilden  ein  Strahlbüschel,  welches  zur  Reihe  der 
Mittelpunkte  von  Kx  projectivisch  ist. 

Speciell  finden  wir,  dass  entspricht: 
dem  Mittelpunkte  des  Wendekreises  die  Linie  SPK\ 
dem  unendlich   fernen  Funkte  eine  Senkrechte  zu   derjenigen  Geraden, 

welche    die   Krümmungsmittelpunkte    derjenigen   Trajectorien    enthält, 

die  Punkte  der  Poltangente  beschreiben; 
dem  ausgezeichneten  Kreise  die  Poltangente; 
dem  Pole  P  die  Senkrechte  zur  Poltangente. 

Die  Mittelpunkte  der  Kreise  Kq  bilden  nach  dem  gefundenen  Satze 
die  Schnittcurve  zweier  projecti vischen  Strahlenbüschel ,  nämlich  des  eben 
entwickelten  und  eines  durch  die  Mittelpunkte  der  Kreise  K%  bestimmten 
Parallelstrahlenbüschels,  dessen  Strahlen  parallel  zu  SPK  laufen.  Da 
für  den  Mittelpunkt  des  Wendekreises  und  für  ein  unendlich  grosses  J) 
der  Mittelpunkt  von  K^  unendlich  weit  fällt,  finden  wir: 

60)  Der  geometrische  Ort  für  die  Mittelpunkte  der  Kreise 
K^  ist  eine  Hyperbel,  welche  im  Pol  normal  zur  Poltan- 
gente steht. 

Die  Asymptoten  dieser  Hyperbel  sind  nach  dein  Vorstehenden  be- 
stimmt. Der  zweite  Schnittpunkt  dieser  Hyperbel  mit  der  Poltangente 
ist  der  Mittelpunkt  desjenigen  Kreises  K^  oder  K^^  welcher  dem  aus- 
gezeichneten Kreise  entspricht.  Durch  diese  Hyperbel  ist  die  Bewegung 
des  ähnlich -veränderlichen  Systems  vöUig  bestimmt,  und  die  verschiede- 
nen Aufgaben,  welche  durch  verschiedene. Angaben  zur  Bestimmung  eines 
solchen  gestellt  werden,  sind  mit  der  Construction  der  eben  gefundenen 
Hyperbel  gelöst. 

Ist  das  betrachtete  System  ein  starres,  also  die  Bewegung  beständig 
eine  drehende  (9)  =  90®),  fällt  diese  Hyperbel  mit  der  Senkrechten  zur 
Poltangente  zusammen. 

Wird  ip  momentan  gleich  Null,  also  die  Bewegung  augenblicklich 
eine  rein  gleitende,  so  treten  die  in  den  letzten  Abschnitten  entwickelten 
Formeln  für  die  Krümmungsradien  in  der  Form  0 .  od  auf.  Um  diese 
Unbestimmtheit  zu  heben,  kann  man  die  in  §  1  erwähnte  lineare  Ver- 
änderung des  Systems  dk  =  —  co(gg>,dd'  statt  d&  in  die  Formeln  ein- 
führen. 
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Ist  9>  beständig  gleich  Nall ,  die  Bewegung  also  eine  beständig  glei- 
tende, so  fallen  die  beschriebenen  Tajeetorien  momentan  in  die  zugehöri- 
gen Verbindungsstrahlen  mit  dem  PoL  Für  den  Erfimmungsradius  einer 
Trajectorie  erh&lt  man 

dl  f* 


Q 


d%     du    ,     ' 
-sma 


derselbe  wird  also  für  eine  bestimmte  Lage  des  Leitstrahls  dem  Quadrat 
desselben  proportional.  Der  Rückkehr-,  der  Wende-  und  der  aus- 
gezeichnete Kreis  reduciren  sich  in  diesem  speciellen  Falle  auf  die  Pol 
tangeute.  Die  Hyperbel,  welche  die  Mittelpunkte  der  Kreise  ^  enthält, 
geht  in  eine  Parabel  über,  deren  Axe  die  Poltangente  bildet  und  deren 

du 
Parameter  !•  jj  ist. 
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Die  lüTolation  auf  einer  Saumcarre  dritter  Ordnung 
und  der  daraus  entstehende  Complez. 


Von 

Dr.  Weiler 

in  Zflrich- Hottingen. 


Die  Punkte  einet  Raumcurve  dritter  Ordnnng  C^^  lassen  sich  zu  In- 
Yolutionen  gmppiren.  Legt  man  nKmIich  durch  eine  ihrer  Secanten  ein 
inyolatorisches  Ebenenbüschel,  so  schneiden  dessen  Ebenenpaare  die  C^^ 
in  Punktepaaren  einer  Involution.  Umgekehrt  erzeugt  jede  Involution 
auf  der  C^^  mit  jeder  ihrer  Secanten  ein  involutorisches  Ebenenbüschel. 

Die  C/^  wird  aus  irgend  einem  Raumpunkte  auf  eine  beliebige  Ebene 
als  Curve  C^^  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  D  projicirt.  Die  Bilder 
der  Involütionspaare  31,  21';  89,  33'  etc.  auf  der  Cj***  sind  Paare  ^,  i^'; 
Ä,  ß^  etc.  einer  Involution  auf  der  (7g*.  Die  Yerbindungsstrahlen  dieser 
letzteren  Paare  mit  D  bilden  ein  involutorisches  Strahlbtischd. 

In  den  Paaren  91,  31'  etc.  auf  der  C^^  ziehe  man  an  sie  die  Tan- 
genten a,  a'  etc.  Diese  bilden  die  developpable  Fläche  D4^  der  C^^  und 
sind  ebenfalls  in  Involution.  Eine  beliebige  Ebene  schneidet  D^^  in  einer 
Cnrve  C^^  dritter  Classe  mit  Doppeltangente  d.  Ihre  Punkte  sind  zu 
Paaren  gruppirt,  desgleichen  die  Tangenten.  Die  Punktepaare  sind  die 
Schnitte  mit  a,  a'  und  die  Tangentenpaare  die  Schnitte  mit  den  Schmie- 
gungsebenen  A,  A'  der  Cg*"  (in  21,  91').  Auf  d  entsteht  durch  die  Tan- 
gentenpaare eine  Involution. 

Nun  lassen  sich  a,  a';  b,  V  etc.  als  Directricen  voo  linearen 
Congruenzen  auffassen.  Solcher  Congruenzen  sind  einfach  unendlich 
viele;  ihre  Gesammtheit  ist  ein  Complex  und  dieser  soll  hier  näher 
untersucht  werden. 

Der  so  definirte  Complex  ist  reducibel,  denn  für  jede  der  beiden 
sich  BelbM  entsprechenden  Tangenten   f^,  f^  erhält  man  alle  sie  schnei- 


*  Die  Doppelpaukte  der  Involution  werden  mit  §i ,  J^  bezeichnet.        ^  , 
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denden  Geraden  des  Baumes  an  Stelle  einer  linearen  Congruenz.     Diese 
beiden  spectellen   linearen  Complexe  werden  in  Zukunft  ausgeschieden. 

Der  Complexkegel  des  Raumpunktes  P  hat  in  einer  Ebene  E  eine 
Leitcurve,  die  auf  folgende  Weise  bestimmt  wird.  Aus  P  wird  die  C{ 
auf  E  als  C^  projicirt,  deren  Punkte  zu  der  Involution  i^,  i/;  B^  B^  etc. 
gruppirt  sind.  Die  Tangenten  a,  a-^  b^  h'  etc.  in  diesen  Punkten  sind 
die  Bilder  von  a,  a'  etc.  Die  Gerade  von  P  nach  dem  Schnittpunkte 
aa  ist  eine  Complexgerade,  d.  h.:  Der  Ort  des  Schnittpunktes 
entsprechender  Tangentenpaare  der  C^  ist  die  Leitcurve  des 
Complexkegel s.  —  Da  sich  wieder  zwei  Tangenten  f^^  f^  selbst  ent- 
sprechen, so  gehören  diese  (einfach  zählend)  zum  Ort,  sie  sind  nach 
Ausschluss  der  linearen  Complexe  ebenfalls  auszuschliessen. 

Sei  nun  g  irgend  eine  Gerade  in  E.  Sie  wird  von  a,  a  in  >^,  ^ 
geschnitten.  So  oft  in  ihr  zwei  derartige  Punkte  zasammenfallen,  trifft 
g  die  Leitcurve.  Nun  gehen  aber  von  A*  vier  Tangenten  öj,  «g,  «j,  a^ 
an  die  C^  und  es  treffen  die  ihnen  entsprechenden  a\^  a\^  a^^  a\  die 
Linie  g  in  A*\  A^^  A^ ^  A^\  Ebenso  gehören  zu  gegebenem  A^'  vier 
Punkte  A^^  A^^  A^y  A^,  In  g  stehen  somit  die  Punkte  A*^  jt'  in 
[4,  4]  -  deutiger  Beziehung.  Somit  kommt  es  achtmal  vor,  dass  zwei  ent- 
sprechende Punkte  zusammenfallen.  Der  Ort  des  Punktes  aa  scheint 
nun  von  der  achten  Ordnung  zu  sein,  nach  Ausschluss  von  f^^  /*,  noch 
von  der  sechsten.  Infolge  des  vertauschbaren  Entsprechens  bei  der  In- 
volution wird  nun  der  Ort  zweimal  beschrieben,  wenn  die  als  a  anf- 
gefasste  Tangente  die  C^  in  ihrer  Bewegung  ganz  einhüllt.  (Die 
Punkte  aay  bh'  fallen  zusammen,  sobald  a  =  6'  ist.)  Es  entsteht  somit 
als  Leitcurve  des  Complexkegels  eine  Curve  dritter  Ord- 
nung C*. 

Der  Punkt  aa'  kann  nun  auf  die  C^  selbst  fallen.  Vom  Punkte  Ä 
der  ^3^  gehen  an  sie  noch  zwei  Tangenten  a^,  a^^  deren  entsprechende 
die  Cj*  in  A\y  A ^  berühren  und  ausserdem  in  A^\  A^'  schneiden.  Da 
nun  die  Beziehung  der  Punkte  A^  A*'  eine  [2,  2] -deutige  ist,  so  tritt  das 
Zusammenfallen  viermal  ein.  Schneiden  sich  aber  zwei  entsprechende 
Tangenten  auf  C^\  so  fallen  daselbst  A  mit  ^j*',  A^*'  und  A*'  mit  A^^  J^ 
zusammen,  d.  h.:  in  unserer  Zählung  erhält  man  jeden  solchen  Punkt 
vierfach.  So  ergiebt  sich  nur  ein  Schnittpunkt  von  C^^  mit  C^*, 
Zwei  weitere  sind  /\,  F^  selbst,  wie  die  geometrische  Anschauung  er- 
giebt. 

So  oft  eine  Tangente  a  von  der  entsprechenden  a'  in  ihrem  Berüh- 
rungspunkte A  getroffen  wird,  berührt  daselbst  die  C^*  die  C^,  Bezeich- 
net man  im  Allgemeinen  den  Schnittpunkt  von  a  mit  C^^  mit  A*^  so  soll 
A  mit  A*  zusammenfallen.  Ay  A*  sind  in  [1 ,  2]  -  deutiger  Beziehung, 
fallen  also  dreimal  zusammen,  wobei  jeder  Punkt  einfach  zählend  er- 
scheint.    Die  C^*  und  C^*  berühren  sich  dreimal. 
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l««i/^^w^^A^^b^^/^A^^yv^^^A/^AA^A«^A^^^^^ 


Die  Tangenten  im  Doppelpunkte  D  Ton  C^  ergeben  keine  beson* 
deren  Punkte  von  C^^  dagegen  wird  C^  von  den  Inflexionstangenten  der 
6^3^  berührt  (und  getrennt  davon  geschnitten). 

Hätte  C^  einen  Doppelpunkt,  so  müssten  die  vier  von  ihm  an 
C^  gehenden  Tangenten  zwei  Involntionspaare  bilden.  Sei  diesmal  Ä 
der  Pnnkt  aa  von  C^,  Von  ihm  gehen  an  C^  noch  die  Tangenten  a^, 
a^  mit  ^1,  A^  als  Bertihmngspnnkten.  jf^  auf  C^  entspreche  J^.  Es 
wird  verlangt,  dass  A^  mit  A\  zusammenfalle.  Zu  A\  gehören  nur  ein 
i^j,  dj,  aber  zwei  Punkte  A*  (die  Schnittpunkte  von  a^  mit  C^^  ausgenom- 
men a^a'j).  Ebenso  gehören  zu  A^  zwei  Punkte  ^.  Die  Beziehung  A^A\ 
ist  somit  [2,  2] -deutig,  d.  h.  es  findet  viermal  Zusammenfallen  statt.  Für 
den  Fall ,  dass  C^  einen  Doppelpunkt  besitzt,  kann  jede  von  ihm  aus- 
gehende Tangente  der  C^  als  a^  aufgefasst  werden,  er  führt  auf  vier- 
maliges Zusammenfallen  von  A^A\.  C^  hat  nur  einen  Doppelpunkt. 
Eine  Spitze  würde  sie  nur  dann  enthalten,  wenn  die  Involution  auf  ^3^ 
in  Bezug  auf  ihre  Singularitäten  specialisirt  wäre,  worauf  später  ein- 
gegangen wird. 

Indem  wir  in  den  Raum  zurückkehren,  dürfen  wir  den  Satz  aus- 
sprechen: Der  Complexkegel  des  Punktes  P  ist  von  der  drit- 
ten Ordnung,  er  besitzt  stets  eine  Doppelerzeugende,  schnei- 
det und  berührt  die  ^g*"  je  dreimal.  Der  Complex  ist  dritter 
Ordnung  und  besitzt  gj,  gg  ^^  einfachen  Äusnahmepunk- 
ten.  Die  Schmiegungsebenen  von  C^  berühren  die  Complex 
kegel  aus  den  in  ihnen  liegenden  Punkten  je  einfach. 

Die  Complexcurve  in  irgend  einer  Ebene  ist  dritter  Classe,  vier- 
ter Ordnung,  hat  eine  Doppeltangente  und  drei  Spitzen.  Die  Schmie- 
gungsebenen (Pj,  <1>2  der  C^  in  gj,  gg  schneiden  die  Ebene  stets  in  Com- 
plexgeraden,  sie  sind  Ausnahmeebenen.  Die  Schnittpunkte  der  C^  mit 
der  Ebene  liegen  auf  der  Complexcurve. 

Da  der  Rang  der  C{  gleich  vier  ist,  so  sind  drei-  oder  mehrfache 
Complexgerade  nicht  denkbar.  Eine  solche  müsste  nämlich  mehr  wie 
zwei  entsprechende  Tangentenpaare  der  C^  treffen. 

Jeder  Complexkegel  besitzt  16  besondere  Erzeugende,  vor  Allem 
eine  doppelte.  Um  Einiges  über  die  von  ihnen  gebildeten  Congrnenzen 
zu  erfahren ,  lasse  man  P  in  besondere  Lagen  rücken.  Genau  das  Duale 
gilt  jeweilen  für  die  Complexcurve  und  deren  Ebene. 

Sei  P  in  der  Geraden  gi^a»  ^^  projicirt  sich  die  C^  als  C^^  deren 
Doppelpunkt  die  Vereinigung  von  -Fj,  F^  ist.  Die  jetzt  entstehende  Cj* 
(Leitcurve  des  Complexkegels)  ist  aber  ^3^  selbst.  Seien  nämlich  a^,  a^ 
die  vom  Punkte  A  der  C^  an  sie  gezogenen  Tangenten ,  A^^  A^  ihre  Be- 
rührungspunkte,  so  sind  DA^^  DA^  vertauschbar  entsprechend,  also  ein 
Involutionspaar.  Die  Doppelstrahlen  dieser  Involution  sind  die  Tangen- 
Mtdott  t  H.th«.tik  a  Ph,.ik  XXIV.  j.  ^.^11^^  ^^  v:,OOQle 
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ten  der  C^  in  D.*  Diese  Involution  stimmt  mit  der  vorigen  überein, 
womit  die  Behauptung,  dass  €^^=0^*^  erwiesen  ist.  —  Hieraus  ergiebt 
sich  nun:  Für  jeden  Punkt  der  Verbindungslinie  der  Involn- 
tionsdoppelpunkte  ^j,  ^^  auf  C^^  ist  der  Kegel  nach  der  C^^ 
selbst  der  Complexkegel. 

Die  Congruens  erster  Ordnung  dritter  Classe  der  Treffgeraden  von 
6/  und  ihrer  Secante  $|  %^  gehört  dem  Complex  an.  Für  den  Complex- 
kegel aus  P  folgt  daraus:  Die  drei  Strahlen  des  Complezkegels, 
welche  die  C/  treffen,  liegen  stets  in  einer  Ebene  und  da- 
her die  sechs  paarweise  benachbarten  Erzeugenden  des  j 
Kegels,  welche  ebenfalls  die  C/  treffen,  auf  einem  Kegel 
zweiten  Grades.** 

Seien  91,  S3,  S,  t$  die  Schnitte  von  E  mit  C/  und  ihrer  Secante 
%i^iy  so  geht  die  zu  E  gehörige  Complexcurve  durch  %,  93,  S.  Von 
ihnen  gehen  an  die  Complexcurve  die  Tangenten  31$,  SSfJf,  Sflf«  ^^^ 
denen  zu  bemerken  ist,  dass  sie  sich  im  selben  Punkte  begegnen. 

Die  duale  Uebersetzung  des  Vorigen  ergiebt:  Die  Congruens  der 
Geraden,  welche  die  Linie  <Pi<p2  treffen  und  zugleich  die  developpable 
Fläche  der  C/  berühren,  gehört  zum  Complex.  Weil  O^O^  Doppeltan- 
gente der  Developpabeln  ist,  so  ist  diese  Congruenz  dritter  Ordnung 
erster  Classe  (wobei  von  den  Complexgeraden  in  den  Ausnahmeebenen 
O  abgesehen  wird).  —  Wir  fanden  oben,  dass  der  Complexkegel  des 
Punktes  P  die  drei  von  ihm  ausgehenden  Schmiegungsebenen  A,  6,  C 
der  C/  sowohl  berühre,  als  schneide.  Nach  dem  eben  Gesagten  ge- 
schieht das  Schneiden  nach  drei  Erzeugenden,  die  aus  den  Ebenen  A, 
B,  C  durch  die  von  P  nach  O^O^  gehende  Ebene  ausgeschnitten  wer- 
den: Die  drei  Erzeugenden  des  Complexkegels,  die  einzeln 
in  den  von  P  an  C^^  gehenden  Schmiegungsebenen  sich  be- 
finden, liegen  stets  in  einer  Ebene.  (Die  Schnittpunkte  Yon  C^* 
mit  den  Inflexionstangenten  von  C^*  liegen  in  einer  Geraden.) 

Sei  E  die  Ebene  einer  Complexcurve,  so  schneidet  sie  aus  der  De. 
veloppabeln  D/,  die  zur  C^^  gehört,  eine  C^®,  welche  die  Complexcurve 
in  drei  Punkten  (mit  einem  Kegelschnitte)  berührt.  Die  übrigen  drei 
einzelnen  gemeinsamen  Tangenten  von  (7/  und  der  Complexcurve  gehen 
durch  einen  Punkt;  zwei  von  ihnen  sind  in  den  Ausnahmeebenen. 

Jeder  Complexkegel  und  jede  Complexcurve  enthalten  eine  Doppel- 
erzeugende.    Der  Complex  hat  somit  eine  Congruenz  ersten  Grades  von 


*  Sind  z.  B.  Ji,  Jt,  «^s  die  Inflexionsstellen  einer  G,^  ij*,  i^*,  t,*  die  von 
ihnen  an  C^^  gebenden  Tangenten,  cT^*,  c72*»  J»*  deren  Berührungspunkte,  so  sind 
DJkf  DJh*  drei  Paare  der  Involution,  deren  Doppelstrahlen  die  Tangenten  im 
Doppelpunkte  der  C^^  sind. 

*♦  Vergl.  Salmon,  Analyt.  Geometrie  d.  höh.  ebenen  Curven,  deutsch  von 
Fiedler,  1878,  Art  81. 


Digitized  by 


Google 


Von  Dr.  Wbilbr.  163 

doppelten  Linien.  Zu  ihr  gehören  insbesondere  die  Geraden  %i%2  ^^^ 
4^i<Z>29  ansserdem  die  je  unendlich  vielen  %^\  AA^  Von  den  letzteren 
bildet  jede  Gruppe  eine  Regelschaar  zweiter  Ordnung,  beiden  sind  fj,  f 
gemein.  Das  Vorhandensein  einer  solchen  Regelschaar  zeigt  schon, 
dass  die  Congruenz  ersten  Grades  irreducibel  ist. 

Die  eine  Erzeugung  einer  Fläche  zweiten  Grades  besteht  aus  den 
Linien  ^a  =  %  %^  Seien  la ,  J^  die  Strahlen  zweiter  Erzeugung  derselben 
Fläche,  die  yon  %,  %'  ausgehen.  Alsdann  kommen  unter  den  Qa  vor  f^ 
und  fj  als  Tangenten  der  C/  in  $(,  gg.  Die  /«,  la'  bilden  eine  Involu- 
tion, deren  Doppelstrablen  /^,  /,  durch  g^,  g,  gehen.  Das  windschiefe 
Vierseit  f^,  f,,  Z^,  l^  ist  beiden  Regelflftchen  %9l^  AA'  angehOrig.  Die 
Seiten  f|,  f,,  sowie  die,  das  genannte  Vierseit  zum  Tetraeder  ergänzen- 
den Kanten  ^1%^^  ^i^a  ^'^^  doppelte  Complexgerade,  somit  /|  und  /g 
die  Directricen  der  Congruenz  der  Complexdoppelgeraden. 
Hierbei  kann  /^  leicht  gefunden  werden  als  die  Linie  in  0^  von  g^  nach 
dem  Punkte  ^^f,  etc. 

Befindet  sich  P  auf  der  Developpabeln  D/  der  C,'',  so  zerfällt  der 
Complexkegel.  Die  Projection  von  der  C^^  ans  P  ist  nunmehr  eine  Cnrve 
dritten  Grades  C^^  mit  der  Spitze  S,  Sie  ist  Träger  einer  Involution  mit 
den  Doppelpunkten  F^,  F^.  Diese  Involution  gilt  ebenso  gut  für  die 
Strahlen  um  S,  hierbei  entspreche  a'  der' Spitzen tangente  0,  a  treffe  ^3' 
in  S\  Die  C^*  zerfällt  nun  in  die  Tangente  s'  der  ^3^  in  Punkt  S^  und 
einen  Kegelschnitt,  der  die  C^^  in  zwei  Punkten  berührt,  in  F|,  F^ 
schneidet  und  der  durch  den  Schnittpunkt  von  os=s  mit  /  geht.  Hierbei 
begegnen  sich  s'  und  F^F^  auf  der  C^^.  Andererseits  berührt  die  In- 
fiexionstangente  t  der  C^^  die  C^*  und  schneidet  sie  ausserdem  im  Punkte 
s't.  Die  zweite  Tangente  von  diesem  Punkte  an  den  Kegelschnitt  (der 
mit  s  die  C^*  bildet)  hat  ihren  Berührungspunkt  auf  der  Tangente  s 
(welche  zwei  vereinigte  Inflexionstangenten  repräsentirt).  Durch  Zusam- 
menrücken der  Inflexionstangenten  der  C^^  mit  ihren  Berührungspunkten 
kann  man  sich  das  Auftreten  eines  weiteren  Knotens  in  C^*  leicht  deut- 
lich machen.  Aus  diesem  Verhalten  der  zerfallenen  C^*  ergiebt  sich  z.  B. 
der  Satz:  „Eine  Curve  dritten  Grades  mit  der  Spitze  5,  der 
Spitzentangente  s  enthalte  die  Punkte  F^,  F^.  Ist  0  der  vierte 
harmonische  Strahl  für  s  in  Bezug  auf  Sf\,  SF^^  so  trifft  er 
die  C^  in  einem  Punkte,  dessen  Tangente  nach  dem  dritten 
Schnittpunkte  von  F^F^  mit  .der  C^  geht.'^  Der  duale  Satz  bezieht 
sich  auf  dieselbe  Gurve., 

P  liege,  wie  vorhin,  auf  der  Developpabeln  D^*  in  der  Tangente  a 
der  C/.  Alsdann  zerfällt  der  Complexkegel  in  die  Ebene  Pa  und 
einen  Kegel  zweiten  Grades.  Es  sind  zwei  Doppelerzeugende  am  Com- 
plexkegel vorhanden.  Die  eine  ist  die  Transversale  zu  Z^,  2^,  die 
andere  ist  nach   dem  Vorigen   die  Schnittlinie  der  Schmiegungsebene  A 

^  D^yitted  by  VjOOQIC 


164       Die  Involution  auf  einer  Bamncnrve  dritteT  Ordnung  etc. 


^^<^v^s<»^<^<^<^^^^v^^,»M^»^i^^^^■»'  •^■^■^^^^^^^^^^^^  ^^^^^^^. 


längs  a  mit  der  Ebene  P^,  Um  die  Gesammtheit  dieser  letzteren  Linien 
zu  erhalten,  schneiden  wir  alle  Schmiegnngsebenen  mit  den  Tangenten 
der  C{  in  den  zu  den  Oscnlationspunkten  entsprechenden  Funkten.  Der 
entstehende  Schnittpunkt  Aa'  ist  der  Scheitel,  A  die  Ebene  eines  Bfi- 
schels  derartiger  Geraden.  Der  Ort  des  Scheitels  ist  nun  eine  Banm- 
curve  dritter  Ordnung  C^^^  die  auf  der  Regelfläche  A  A'  gelegen  ist 
und  dur(?h  ^J^,  §,  geht.     (Der  Beweis  des  Dualen  folgt.) 

Die  so  entstehende  Congruenz  hat  C{^  als  Brenncurve,  D4'  als 
Brennfläche  und  ist  ohne  Zweifel  dritten  Grades.  (Von  P  gehen  an  C^ 
drei  Schmiegungs ebenen;  in  jeder  hat  man  ein  Büschel,  von  denen  jedes 
einen  Strahl  nach  P  sendet.  Andererseits  trifiPt  E  den  Ort  C{*  des  Ba- 
schelscheitels  ebenfalls  dreimal,  enthält  somit  auch  drei  von  den  Strahlen.) 
—  Für  einen  beliebigen  Complexkegel  liefert  diese  Con- 
gruenz die  drei  Erzeugenden,  in  denen  er  die  \i^XL  seiner 
Spitze  an  C^  gehenden  Schmiegungsebenen  berührt.  Rückt 
der  Scheitel  des  Complexkegels  auf  die  Developpable  D4^  so  liegt  er  in 
zwei  benachbarten  Schmiegungsebenen  der  C^ ,  Es  vereinigen  sich  dann 
zwei  Geraden  der  Congruenz  zu  einer  Doppelgeraden. 

In  der  Folge  mag  der  Complexkegel  für  einen  Punkt  9[  der  C^ 
selbst  betrachtet  werden.  Zunächst  gehört  ihm  das  Büschel  aus  Ol  nach 
^j  1^2  ^°*  Ausserdem  treten  zwei  vereinigte  Büschel  P^  auf.  (In  %,  sol- 
len sich  die  consecutiven  Tangenten  aiO^  trefi^en,  ihnen  entsprechen  aia^; 
die  beiden  Büschel  P^^y  Pa^  bestehen  aus  Complexgeraden  und  sind  in 
der  That  consecutiv.) 

Bilden  wir  auch  hier  die  Leitcurve  des  Complexkegels.  An  Stelle 
der  ^3^  tritt  der  Kegelschnitt  /T  mit  seiner  Tangente  a  in  A,  Auf  AT  ist 
die  Involution  mit  den  Doppelpunkten  F^,  F^.  Dem  A  entspricht  ^  von 
A^,  die  Tangente  daselbst  ist  a.  Die  Tangente  a  doppelt  zählend  nebst 
der  Geraden  -F,  F^  bilden  nun  die  C3*.  Hierbei  tr^flPen  sich  nothwendiger- 
weise  a  und  a   in  F^F^. 

An  dieser  Stelle  ist  die  dem  Complex  angehörige  Congruenz  der 
Büschel  Sa'  zu  betrachten.  Eine  Brenncurve  von  ihr  ist  C/  selbst, 
ausserdem  *  bilden  die  Ebenen  9(a'  eine  Brennfläche,  die  developpabel 
sein  wird.     Diese  letztere  ist  noch  unbekannt. 

Projicirt  man  C,''  von  einem  beliebigen  Raumpunkte,  so  entstehen 
J  und  a  als  Bilder  von  91  und  a'.  Es  wird  verlangt,  dass  a  durch  A 
gehe.  Das  geschieht  aber  nach  S.  160  dreimal:  die  Developpable 
ist  dritter  Classe  D^**.  —  Im  Bilde  treten  die  Punkte  auf,  in  denen 
C3*  und  C^*  sich  berühren.  —  Die  Congruenz  dieser  Strahl- 
büschel 91a'  ist  dritten  Grades  und  liefert  für  jeden  Com- 
plexkegel die  drei  Erzeugenden,  in  denen  er  die  C^'^  berührt 
Für  die  Complexcurve  liefert  diese  Congruenz  die  drei  Tangenten  in  den 
Schnittpunkten  A^  B^  C  mit  C^,     Die   so  entstehenden  sechs  paarweise 
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benaclibarten  Elemente  der  Complexcnnre  gehören  nach  Früherem  eben- 
falls einem  Kegelschnitt  an. 

Wir  fanden,  dass  für  P  auf  D/  der  Complezkegel  zwei  doppelte 
Enengende  enthalte.  P  sei  speciell  anf  der  Tangente  d,  der  die  Schmie- 
gnngsebene  J  yon  C^  zukommt.  Die  beiden  Doppelgeraden  sind  die 
TransTorsale  aus  P  nach  /|,  Z^,  sowie  die  Linie  aus  P  nach  dem  Punkte 
Aa'  (der  auf  der  C^*  gelegen  ist).  Würden  beide  sich  vereinigen,  so 
würde  der  Complezkegel  in  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  nebst  einer 
seiner  Tangentialebenen  ausarten.  Für  einen  Punkt  auf  a  findet  diese 
Vereinigung  allerdings  statt.  Die  Schnittlinie  AA'  trifft  nämlich  /j,  ^, 
a,  a.  Füllt  also  P  nach  a*  =  aA'  (auf  die  C{*)^  so  ftllt  die  Transver- 
sale nach  /j,  /,  mit  der  nach  Aa  gehenden  Geraden  zusammen.  Es 
ergiebt  sich  hieraus:  Für  jeden  Punkt  der  C^*^  welche  der  Ort 
des  Schnittpunktes  A'a  ist,  zerfällt  der  Complezkegel  in 
einen  Kegel  zweiter  Ordnung  und  eine  seiner.  Tangential- 
ebenen.* Die  letztere  ist  die  von  diesem  Punkte  aus- 
gebende, nicht  mit  A'  vereinigte  Schmiegungsebene  A  der 
C{.  Die  Strahlen  des  Kegels  nach  g^^,  fjfs  und  dem  Oscula- 
tionspunkte  von  A  liegen  in  einer  Ebene.  —  Auf  jedem  Strahle 
AA'  giebt  es  zwei  solche  Punkte.  Zu  der  von  diesen  AA'  gebildeten 
Regelschaar  gehören  nun  auch  ^i,  /g;  für  diese  fallen  die  genannten 
Punkte  in  ^j,  g^  zusammen,  d.  h.:  Die  Directricen  Z^,  l^  der  Con- 
gruenz  der  Complezdoppelgeraden  berühren  C^''*  in  ijf^,  f^g«  — 
Die  Schnittpunkte  der  Geraden  AA'  mit  /|,  /^  liegen  harmo- 
nisch zu  den  Schnittpunkten  mit  a,  a  (den  Scheiteln  der  vorhin 
genannten  speciellen  Complezkegel).  —  Befindet  sich  die  Spitze  des  Com- 
plexkegels  in  ^^  selbst,  so  zerfällt  derselbe  in  zwei  Büschel.  Das  eine 
zählt  doppelt,  seine  Ebene  ist  <2>^.  Die  Ebene  des  andern  ist  %%\i\ 
Die  Transversalen  aus  einem  Doppelpunkte  der  Involution 
auf  C^  nach  den  entsprechenden  Tangentenpaaren  bilden 
ein  Büschel,  dessen  Ebene  einerseits  durch  die  Tangente 
der  Cj^  in  diesem  Doppelpunkte,  andererseits  durch  den  an- 
dern.Doppelpunkt  geht.  Die  Bichtigkeit  hiervon  ergiebt  sich  un- 
mittelbar aus  der  Betrachtung  des. Kegels  zweiter  Ordnung,  der  jetzt  die 
C^  projicirt.  Seine  Erzeugenden  und  Tangentialebenen  sind  in  Involu- 
tion, die  Schnittlinie  zweier  entsprechender  Ebenen  ist  je  eine  der  ge- 
suchten Secanten.     (Vergl.  S.  164.) 

Der  Complezkegel  vom  Scheitel  F  enthält  sechzehn  besondere 
Erzeugende:  drei  treffen  C^^  ihre  reducible  Congrüenz  drit- 

*  Das  nämliche  Zerfallen  findet  statt,  wenn  der  Scheitel  des  Complezkegels 
in  einer  Ausnahmeebene,  z.  6.  <(i,  ist.  Es  tritt  das  Büschel  in  ^i  auf,  der  übrig 
bleibende  Kegel  berührt  längs  der  Verbindungslinie  mit  $i  (dem  Osculationspunkte 
von  #1  auf  Cs'). 
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ten  Grades  hat  zu  Brenncurren  die  C^  nebst  ihrer  Secante 
SiSa»  i^*  dix^i  weiteren  wird  Cj^  vom  Complexkegel  berührt, 
die  Congruenz  dieser  Geraden  ist  auch  dritten  Grades,  eine 
Brenncurve  ist  C^*  und  die  Breunfläche  die  Developpable 
^^*  (S.  164).  Drei  fernere  Erzengende  liegen  in  den  Schmie- 
gungsebenen  aus  P  an  C^\  ihre  Congruenz  ist  dritten  Gra- 
des, eine  Brenufläche  von  ihr  ist  die  Developpable  D4'  von 
C^  und  eine  Brenncurve  die  Doppeltangente  O^O^  von  ihr 
(diese  drei  Erzeugenden  sind  stets  in  einer  Ebene).  Weiterhin  sind 
drei  Erzeugende,  in  denen  der  Complexkegel  die  vonPnacb 
C^  möglichen  Schmiegungsebenen  berührt;  so  entsteht  die 
Congruenz  dritten  Grades  mit  C^*  als  Brenncurve  und  D/ 
als  Brennfläche.  Der  Kegel  besitzt  eine  Doppelerzeugende, 
ihre  Gesammtheit  ist  die  lineare  Congruenz;  die  eine  Direc- 
trix  geht  von  ^^  nach  dem  Punkte  Oi\^t  die  andere  von  g^ 
nach  0^\i>  Endlich  hat  der  Kegel  drei  Inflexionserzeu- 
gende;  die  Gesammtheit  dieser  ist  auch  eine  Congruenz  und 
liefert  für  die  Complexcurven  die  Spitzentangenten. 

Dass  die  drei  Erzeugenden  des  Complexkegeb ,  in  denen  derselbe 
von  C^  geschnitten  wird ,  in  Geraden  sind ,  ergiebt  für  die  ebene  Curve 
(Cg^)  dritter  Ordnung  mit  Knoten  den  Satz:  Besteht  auf  ihr  eine  Invo- 
lution mit  den  Doppelpunkten  /\,  F^y  so  schneide  man  deren  Verbin- 
dungslinie mit  der  Curve;  die  von  diesem  Punkte  an  sie  gehenden  Tan- 
genten berühren  alsdann  in  entsprechenden  Punkten. 

Die  D^^*  ist  gebildet  durch  die  Ebenen  9(a'«  Indem  man  die  Regel- 
fl&che  $[9l',  auf  der  C^  gelegen  ist,  zu  Hilfe  nimmt  und  zwei  consecu- 
tive  Ebenen  von  D*  ins  Auge  fasst,  findet  man:  Die  Erzeugenden  der 
Developpabeln  D*  gehen  durch  die  Curvenpunkte  von  C^^  liegen  aber 
nicht  in  deren  Schmiegungsebenen.  (Ebenso  liegen  die  Tangenten  von 
C^*  in  den  Schmiegungsebenen  von  C^^  gehen  aber  in  ihnen  nicht  durch 
die  Osculationspunkte.)  Liegt  nun  P  auf  der  D*,  so  rücken  zwei  Be- 
rührungsstellen von  C^  mit  dem  Complexkegel  zusammen;  ist  P  aber  auf 
der  Rückkehrcurve  von  D'*'  gelegen,  so  osculirt  die  C^  den  betreffenden 
Complexkegel  sechsptinktig. 

Noch  sind  drei  von  den  16  besonderen  Erzeugenden  des  Complex- 
kegels  bisher  nur  vorübergehend  erwähnt  worden.  Es  sind  das  die  In- 
flexionserzeugenden.  Liegen  drei  consecutive  Complexgerade  in  einer 
Ebene  und  gehen  sie  durch  den  nämlichen  Punkt,  so  bedingt  das  zu- 
gleich eine  Inflexionsstelle  für  den  Kegel  und  eine  Cuspidalstelle  für  die 
Complexcurve.  Die  Gesammtheit  dieser  Linien  ist  eine  Congruenz.  Es 
lassen  sich  zwei  Flächen  angeben,  für  deren  Punkte  der  Complexkegel 
eine  Spitze,  d.  i.  die  Vereinigung  von  zwei  Inflexionen,  hat.  Diese 
treten  nämlich  auf,  wenn  bei  dem  Kegel,  der  aus  P  die  Cjj'' projicirt,  die 
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Tangentialebenen  bei  der  Doppelerzengenden  oder  wenn  zwei  stationäre 
Tangentialebenen  sich  entsprechen.  In  jedem  Falle  wird  die  Schnittlinie 
der  genannten  Ebenen  znr  Cuspidal  erzengen  den.  Im  ersteren  Falle  liegt 
P  auf  der  Regelfläche  %9l',  im  letzteren  auf  der  Fläche  AA'.  Die  Tan- 
gentialebenen dieser  Regelflächen  ergeben  für  ihre  Complexcurven  genan 
die  duale  Specialisirnng,  nämlich  die  Vereinigung  yon  zwei  Cuspidal- 
stellen  zu  einer  Inflexion. 

Auf  der  Regelfläche  AA'  befindet  sich  die  Raumcurve  dritter  Ord- 
nung C{*  (Ort  des  Punktes  Aa').  Fttr  ihre  Punkte  zerfällt  der  Com- 
plexkegel  in  einen  Kegel  zweiter  Ordnung,  nebst  einer  seiner  Tangen- 
tialebenen (S.  165).  Die  Kegelerzeugende  in  der  Tangentialebene  ist 
als  Vereinigung  aller  drei  Inflexionsseiten  des  Complexkegels  aufzufassen. 
Irgend  ein  Strahl  AA'  trifft  hierbei  die  C^*  in  den  zwei  Punkten  Aai 
A  a.  Für  alle  anderen  Punkte  des  Strahls  sind  von  den  drei  Inflexions- 
seiten zwei  vereinigt,  die  dritte  davon  getrennt. 


Digitized  by 


Google 


XL 

Durchgang  eines  dünnen  Strahlenbündels  durch  ein 

FriBma. 

Von 

Prof-  P.  Zech 

in  Stnttgart 


Hierzu  Taf.  II  Fig.  6. 


1.  Im  17.  Jahrgange  dieser  Zeitschrift  (S.  353)  habe  ich  Dach  dem 
Vorgänge  yon  Mob  in  8  die  Eigenschaften  dtlnner  Strahlenbündel  dnrch 
Betrachtung  affiner  Systeme  nachgewiesen  und  den  Satz  aufgestellt:  „Hat 
man  einmal  einen  Lichtstrahl  durch  eine  Beihe  von  Mitteln  rerfolgt,  so 
wird  es  verhältnissmässig  einfach  sein,  zwei  unendlich  nahe  in  gleicher 
Weise  zu  verfolgen,  und  damit  ist  dann  die  Form  des  Strahlenbündels 
für  jedes  Mittel  sogleich  bestimmt/^ 

Als  ich  den  Versuch  machte ,  die  allgemeinen  Resultate  zunächst  für 
ein  einfaches  Beispiel,  den  Durchgang  eines  dünnen  Strahlenbündels 
durch  ein  Prisma,  zu  verwerthen,  zeigte  sich  eine  Schwierigkeit,  die  vor 
Allem  aus  dem  Wege  geräumt  werden  musste.  Bei  der  Betrachtung 
affiner  Gebilde  wurde  vorausgesetzt,  dass  die  Brennlinien  parallel  zu  den 
Grundebenen  seien;  Kummer  (in  Cr  eile's  Journal,  57  S.  189)  and 
Helmholtz  (Physiologische  Optik  S. 238)  setzen  voraus,  dass  die  Brenn- 
linien senkrecht  auf  der  Axe  des  Bündels  stehen.  Wenn  man  aber  den 
einfachsten  Fall. der  Brechung  an  einer  ebenen  Fläche  betrachtet  (vergl. 
Reusch,  Pogg.  Ann.,  117  S.  241  und  130  S.  497),  so  erhält  man  schon 
eine  zur  Axe  des  Bündels  nicht  senkrechte  Brennlinie.  ^ 

Darnach  wäre  zu  vermuthen,  dass  drei  Strahlen  zur  BestimmuDg 
der  Brennlinien  eines  dünnen  Strahlenbündels  nicht  genügen,  weil  auch 
noch    der  Winkel    derselben    mit  der   Axe  zu  bestimmen   übrig  bliebe. 


*  Wie  fehlerhaft  selbst  dieser  einfache  Fall  in  den  Lehrbüchern  der  Physik 
behandelt  wird,  dafür  ist  ein  lehrreiches  Beispiel  der  Aufsatz  von  Bauer  in  Pogg. 
Ann.,  153  S.  182,  der  ebenfalls  auf  einseitigem  Standpunkte  stehend,  die  viel 
früheren  Arbeiten  von  Beusch  nicht  kannte. 
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Ansserdem  konnte  der  Zweifel  auftauchen,  ob  die  früheren  Betrachtungen 
allgemein  genug  seien,  um  auch  für  den  Fall  von  Brennlinien,  die  schief 
EQr  Axe  sind ,  Anwendung  zu  finden.  Um  darüber  zu  entscheiden ,  ist 
es  nöthig,  das  allgemeinste  Strahlenbündel  zu  untersuchen,  das  durch 
seine  Axe  und  irgend  zwei  diese  Axe  schneidende  Gerade  als  Brenn- 
linien bestimmt  ist,  wenn  noch  eine  unendlich  kleine  Curye  als  Leitlinie 
gegeben  ist,  deren  Mittelpunkt  auf  der  Axe  liegt*  Die  allgemeine  Be- 
trachtung einer  solchen  Regelfläche  ist  aus  dem  letzten  Capitel  (S.  253flgg.) 
▼on  Stein  er' s  „Systematische  Entwickelung  der  Abhängigkeit  u.  s.  w/* 
einfach  abzuleiten.  Was  für  den  vorliegenden  Zweck^  nöthig  ist,  lässt 
sich  folgendQrmassen  zusammenfassen: 

2.  Es  seien  eine  Ebene  E  —  Grundebene  genannt  —  und  zwei 
feste  Gerade  P  und  Q  gegeben.  Zieht  man  durch  irgend  einen  Punkt  a  der 
Gnindebene  eine  Gerade,  welche  P  und  Q  schneidet  und  eine  beliebige 
Ebene  N  in  a  trifft,  so  soll  a  der  dem  Punkte  a  in  derEbeneiV  entsprechende 
Punkt  heissen.  Einer  Geraden  tn  in  der  Grundebene  wird  dann  im  All- 
gemeinen eine  Cunre  tn  in  N  entsprechen.  Was  dies  für  eine  Curve  ist, 
ergiebt  sich  aus  der  Ueberlegung,  dass  die  Geraden,  welche  entspre- 
chende Punkte  verbinden,  auf  einem  einfachen  Hyperboloide  liegen,  weil 
sie  alle  die  drei  Geraden  P^  0  nnd  m  schneiden.  Da  aber  das  Hyper- 
boloid eine  Ebene  im  Allgemeinen  in  einem  Kegebchnitte  schneidet,  so 
entspricht  der  Geraden  m  in  £  im  Allgemeinen  ein  Kegelschnitt' m'  in  N. 

Ist  ferner  k  ein  Kegelschnitt  in  der  Grundebene  E^  so  ergiebt  sich 
die  entsprechende  Curve  k'  in  N  folgen  dermassen.  Einer  Geraden ,  welche 
k'  schneidet,  entspricht  in  E  ein  Kegelschnitt,  den  Schnittpunkten  der 
Geraden  mit  k'  entsprechen  die  Schnittpunkte  dieses  Kegelschnittes  mit 
dem  Kegelschnitte  Ar:' da  dies  im  Allgemeinen  vier  sind,  so  wird  die 
Curve  k^  von  einer  Geraden  in  vier  Punkten  geschnitten,  sie  ist  vom 
vierten  Grade.  Also  ist  auch  die  durch  /r,  P  und  Q  bestimmte  Regel- 
fläche vom  vierten  Grade. 

Wenn  aber  die  Ebene  N  besondere  Lagen  hat,  entspricht  einer  Ge- 
raden der  Grundebene  wieder  eine  Gerade  und  einem  Kegelschnitte 
wieder  ein  solcher.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  N  durch  die  Gerade  G  geht, 
welche  die  Schnittpunkte  der  Geraden  F  und  Q  mit  der  Grundebene 
enthält.  Da  nämlich  G  Mantellinie  des  Hyperboloids  ist,  das  m,  P  und 
0  zu  Leitlinien  hat,  und  Aa  G  iu  N  liegt,  so  ist  der  Schnitt  des  Hyper- 
boloids mit  N  ein  Paar  Gerade,  von  denen  G  die  eine  ist:  die  andere 
entspricht  der  Geraden  m  in  der  Grundebene,  d.  h.  m  ist  in  diesem 
Falle  eine  Gerade,  nicht  ein  Kegelschnitt.  Es  entspricht  jeder  Geraden 
der  Grundebene  eine  Gerade  in  der  durch  G  gehenden  Ebene. 

Es  wird  also  auch  die  einem  Kegelschnitte  k  der  Grnndebene  ent- 
sprechende Curve  k'  in  N  von  einer  Geraden  in  der  Ebene  N  nur  in 
zwei  Punkten  geschnitten,  da  die  entsprechende  Gerade  der  Grundebeno 
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den  EegeUchnitt  k  auch  nur  in  swei  Punkten  schneidet.  Die  Cur?e  k' 
ist  somit  ebenfals  ein  Kegelschnitt. 

Denkt  man  sich  also  einen  Kegelschnitt  in  der  Grundebene  und 
durch  jeden  Punkt  desselben  eine  Gerade,  welche  die  festen  Geraden  P 
und  Q  schneidet,  so  erhält  man  eine  Regelflftche  vierten  Grades,  welche 
alle  Ebenen  durch  G^  d.  h.  durch  die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte 
der  Geraden  P  und  Q  mit  der  Grundebene,  in  Kegelschnitten  schneidet 
(yergl.  Kummer,  Berliner  Monatsberichte,  1860  S.  469). 

Wenn  man  irgend  swei  Ebenen,  die  durch  G  gehen,  so  auf  em- 
ander  bezieht,  d^fSB  einem  Punkte  der  einen  derjenige  der  andern  ent- 
spricht, welcher  mit  dem  ersten  verbunden  eine  P  und  Q^  schneidende 
Gerade  giebt,  so  hat  man  zwei  collineare  Systeme.  Für  den  Fall,  dass 
die  Gerade  G  im  Unendlichen  liegt,  werden  die  Systeme  affin  —  der 
früher  betrachtete  Fall. 

3.  Bei  dünnen  Strahlen  bündeln  hat  man  es  nur  mit  unendlich  klei- 
nen Querschnitten  zu  thun,  also  mit  lauter  Ellipsen,  wenn  irgend  ein 
Schnitt  mit  einer  durch  G  gehenden  Ebene  als  Ellipse  angenommen  wor- 
den ist.  Die  Mittelpunkte  aller  dieser  Ellipsen  liegen  auf  einer  Geraden, 
die  Axe  des  Strablenbündels  heissen  soll.  Da  sich  niUnlich  die  Ellipsen 
in  den  Ebenen  durch  G  collinear  entsprechen ,  so  müssen  auch  die  Pole 
von  G  fUr  die  Ellipsen  entsprechende  Punkte  sein,  also  auf  einer  6e* 
raden  liegen,  welche  P  und  Q  schneidet.  Da  nun  aber  die  Ellipsen 
unendlich  klein  sind,  die  Gerade  G  aber  einen  endlichen  Abstand  von 
ihnen  hat,  so  steht  jeder  solche  Pol  vom  Mittelpunkt  seiner  Ellipse  nur 
um  ein  Kleines  zweiter  Ordnung  ab.  Die  Gerade,  welche  die  Pole  der 
Geraden  G  enth&lt,  wird  abo  auch  gen&hert  durch  die  Mittelpunkte  der 
unendlich  kleinen  Ellipsen  gehen  oder  Axe  des  Bündels  sein. 

Die  stets  wiederkehrende  Aufgabe  beim  Durchgang  des  Lichtes  durch 
verschiedene  Mittel  ist,  die  Form  des  Strahlenbündels  zu  bestimmen  und 
die  Brennlinien  zu  finden,  oder  vielmehr  die  Brennpunkte,  die  Schnitte 
der  Brennlinien  mit  der  Axe  des  Bündels.  Es  handelt  sich  ja  blos  um 
den  Ort  der  grössten  Intensität  des  Lichts  auf  dem  Strahl ,  ob  die  Brenn- 
linie schief  oder  senkrecht  auf  dem  Strahl  steht,  ist  gleichgiltig.  Begnügt 
man  sich  mit  den  Brennpunkten,  so  braucht  man  nur  drei  Strahlen  des 
Bündels  zu  kennen,  um  sie  zu  finden,  man  kann  von  der  Form  des 
Querschnittes  vollkommen  absehen.  Man  kann  als  Bichtung  der  Brenn- 
linien eine  ganz  beliebige  wählen  und  wird  immer  wieder,  bis  auf  un- 
endlich kleine  Grössen  genau,  dieselben  Brennpunkte  finden. 

Um  dies  zu  beweisen,  denken  wir  uns  ein  Strahlenbttndel,  dessen 
Axe  mit  der  Axe  der  Z  eines  schiefwinkligen  Coordinatensystems  zusam- 
menfallen soll.  Die  eine  Brennlinie  schneide  Z  in  P  und  X  in  A^  die 
andere  Z  in  Q  und  F  in  B;  die  Gerade  AB  in  JCF  ist  dann  unsere 
Gerade  G.     Der  Strahl,   der  mit  der  Axe  des  Bündels  zusammenftUt, 
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heisse  Haoptstrabl ;  irgend  ein  Nebenstrabl  ist  beatimmt  dnrcb  die  Scbnitt- 
pvnkte  a  und  b  mit  den  Brennlinien  PJ  aud  QB^  wobei  Pa  und  Qb  an« 
endlich  klein  sind;  ein  zweiter  Nebenstrabl  sei  ebenso  durcb  a  and  6' 
gegeben.  Es  soll  nacbgewiesen  werden ,  das«  bei  beliebiger  angenomme- 
ner Bichtnng  eine  Gerade,  welche  die  drei  Strahlen  zagleich  schneidet, 
den  Haaptstrahl  in  P  oder  Q  oder  einem  diesen  Punkten  unendlich  nahen 
Punkte  trifft.  Ausgeschlossen  bleibt  jede  der  Aze  Z  unendlich  nahe 
liegende  Richtung. 

Es  sei  M  der  Punkt,  wo  die  Gerade,  welche  die  drei  Strahlen 
sehneidet,  den  Hauptstrahl  oder  die  Axe  Z  trifft.  Die  zwei  Ebenen  Mab 
und  Mab'  schneiden  sich  in  jener  Geraden.  Ist  M  in  endlicher  Entfer- 
Mng  von  P  und  von  Q^  so  schneidet  M  A  und  M  Ä  von  der  Axe  X  vom 
Ursprung  0  aus  unendlich  kleine  Stücke  Oa^  und  Oa\  ab,  ebenso  Mb 
und  Mb'  auf  der  Axe  Y  die  unendlich  kleinen  Stücke  06^  und  Ob\, 
Die  Spuren  der  Ebenen  Mab  und  Mab*  vcl  XY  liegen  also  unendlich 
nabe  am  Ursprung  0,  also  auch  ihr  Schnittpunkt,  und  somit  wftre  die 
Gerade,  welche  die  Strahlen  schneidet,  unendlich  nahe  an  Z.  Nur  wenn 
aj6j  und  a'^^'^  oder  die  Spuren  jener  Ebene  parallel  sind,  gilt  dieser 
Sebloss  nicht.  Dann  ist  die  Gerade,  welche  die  drei  Strahlen  schneidet, 
ebenfalls  parallel  jenen  Sparen  und  daher  der  Ebene  X  7,  und  man  sieht 
durch  directe  Betrachtung,  dass  sie  entweder  durch  P  oder  durch  Q  gehen 
muss.  Denn  bewegt  sich  eine  Gerade  parallel  zu  ^  F  auf  den  Leitlinien 
AP  and  BQ^  so  kann  sie  die  Axe  Z  nur  da  schneiden,  wo  diese  Leit- 
linien sie  schneiden. 

Liegt  aber  M  unendlich  nahe  an  P,  dann  sind  Oa^  und  Oa\  end- 
lich, dagegen  Ob^  und  Ob\  unendlich  klein,  die  Spuren  der  Ebenen  Mab 
und  Mab'  in  XY  sind  nahezu  parallel,  die  Gerade,  welche  die  drei 
Strahlen  schneidet,  bildet  also  mit  dem  Hauptstrahl  einen  endlichen 
Winkel,  der  je  nach  der  Lage  von  M  die  verschiedensten  Werthe  haben 
kann.  Ganz  derselbe  Schluss  ergiebt  sich,  wenn  M  unendlich  nahe  an 
Q  liegt*  Zugleich  ersieht  man ,  dass  alle  diese  Gerade  entweder  in  XZ 
oder  in  YZ  liegen,  dass  dies  also  die  Brennebenen  sind. 

Sowie  man  also  für  die  Brennlinien  eine  Richtung  annimmt,  die 
nicht  unendlich  nahe  am  Hauptstrahl  liegt,  erhält  man  als  Schnittpunkte 
mit  dem  Hauptstrahl  immer  dieselben  Brennpunkte,  bis  auf  unendlich 
kleine  Grössen  genau.  Insbesondere  wird  man  bei  jedem  Strahlenbündel 
die  Brennlinien  senkrecht  zum  Hauptstrahl  annehmen  können,  ohne 
deswegen  andere  Brennpunkte  zu  finden. 

4  Ehe  wir  uns  zu  der  Aufgabe,  ein  Strahlenbtindel  bei  seinem 
Durchgang  durch  ein  Prisma  zu  verfolgen,  wenden  können,  stellen  wir 
noch  zwei  Sätze  auf,  die  uns  dabei  behilflich  sind.  Der  erste  rührt  von 
Beasch  her,  gilt  für  die  Brechung  an  einer  Ebene  und  heisst: 
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Wenn  in  der  Einfallsebene  am  den  Einfallspnnkt  ein  Kreis  mit  be- 
liebigem Halbmesser  und  ein  zweiter  mit  einem  im  Verhältniss  des  Brech- 
nngsTerbältnisses  grossem  Halbmesser  beschrieben  wird,  so  trifft  eine 
Parallele  mit  dem  Einfallsloth  durch  den  Schnittpunkt  des  einfallenden 
Strahb  mit  dem  ersten  Kreise  den  zweiten  in  einem  Punkte,  welcher 
auf  dem  gebrochenen  Strahle  liegt* 

Die  Construction  lässt  sich  nach  Ben  seh  auch  so  ausdrücken:  Auf 
der  Parallelen  zum  Einfallsloth  durch  einen  Punkt  des  einfallenden 
Strahls  bestimme  man  einen  Punkt,  der  vom  Einfallspunkt  nmal  so  weit 
entfernt  ist  (n  das  Brechungsverhältniss) ,  als  jener  erste  Punkt,  so  bat 
man  einen  Punkt  des  gebrochenen  Strahls. 

Aus  dieser  Construction  folgt  sogleich,  dass  aUe  von  einem  Punkte 
ausgehenden  Strahlen  nach  der  Brechung  die  Parallele  durch  den  Pnnkt 
zum  Einfallsloth  schneiden,  dass  also  diese  Parallele  Brennlinie  des  ge* 
brochenen  Bündels  ist  (die  oben  angeführte,  zur  Aze  des  Bündeb  nicht 
senkrechte). 

Es  lässt  sich  aber  auch  noch  folgender  Satz  ableiten :  Wenn  Ton 
einem  Punkte  zwei  unendlich  nahe  Strahlen  ausgehen  und  der  eine  auf 
die  Einfallsebene  des  andern  projicirt  wird,  so  ist  das  Yerhftltniss  des 
Stückes,  welches  der  eine  gebrochene  Strahl  und  die  Projection  des  an- 
dern auf  der  Parallelen  durch  den  Punkt  zum  Einfallsloth  begrenzen,  zn 
dem  Abstand  des  einen  Einfallspuuktes  von  der  Projection  des  andern 
gleich  der  Tangente  des  Brechungswinkels ,  multiplicirt  mit  der  brechen- 
den Kraft  (n*— 1). 

Ist  also  (s.  Fig.  6)  AO  ein  einfallender  Strahl,  AB  die  Projection 
eines  zweiten  unendlich  nahen  auf  die  Einfallsebene  AON  des  ersten 
und  sind  PO  der  gebrochene  erste,  BC  die  Projection  des  zweiten  ge- 
brochenen Strahls,  P  und  C  die  Schnitte  der  gebrochenen  Strahlen  mit 
der  Parallelen  durch  A  zum  Einfallsloth  ON^  so  ist 

PC 

wobei  ß  der  Brechungswinkel  PON  ist. 

Es  ist  nämlich  nach  dem  Satze  yon  Keusch 

PO==n.AO  und  CB  =  n.AB, 

das  letzte  mit  Vernachlässigung  Kleiner  zweiter    Ordnung  (streng   gilt 

es  nur  für  den  Strahl  selbst,    nicht  für  die  Projection).     Also  ist  der 

Unterschied  von  PO  und  CB  das  n fache  des  Unterschieds  von  AO  und 


*  Diese  Construction  giebt  Beusch  inPogg.  Ann.,  117  S.  241,  als  eine  „seit 
langer  Zeit**  von  ihm  angewendete,  wie  seinen  Schülern  wohlbekannt  ist  Im  fol- 
genden Bande,  118  S.  462,  giebt  Radau  dieselbe  Construction,  „die,  wie  er  glaube, 
noch  nicht  bekannt  sei**.  Die  Redaction  sagt  Nichts  dazu  und  neuere  Lehrbücher 
(z.  B.  Reis)  ignoriren  Reuschll 
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OB.  Da  aber  die  zwei  ersten  und  die  zwei  letzten  Strahlen  anter  sich 
sehr  kleine  Winkel  bilden,  so  ist  der  erste  Unterschied  die  Summe  der 
Projectionen  von  PC  und  BO  anf  PO^  der  zweite  die  Projection  von 
PO  anf  ^0}  nnd  somit 

PC.cosß  +  BO.sinß  =  n.B0.8ina^n*.  BO.sinß, 
womit  die  obige  Beziehung  gegeben  ist. 

5.  Wir  verfolgen  nun  das  Strahlenbündel  bei  seinem  Durchgang 
durch  das  Prisma.  Der  Hauptstrahl  gehe  yon  A  aus  und  trefiPe  die  erste 
Prismenfläche  in  0,  nach  der  BrechungVverlasse  er  bei  0'  das  Prisma. 
Dann  ist  00'  der  gebrochene  Strahl  innerhalb  des  Prisma,  und  zieht 
man  in  0  und  0'  die  Normalen  ON  und  0'  N'  der  Prismenflächen  (nach 
anssen  hin),  so  ist  durch  die  gebrochene  Linie  NOC/N'  der  Gang  des 
Hanptstrahls  bestimmt  Die  einzelnen  Strahlen  sind  durch  den  Einfalls- 
winkel «•  in  der  Einfallsebene  NGO'  und  durch  den  Brechungswinkel  ß 
beim  Eintritt,  durch  den  Brechungswinkel  y  beim  Austritt  und  den  Aus- 
trittswinkel d  in  der  Austrittsebene  OO'N'  gegeben.  Es  bestehen  die 
Beziehungen 

sin  a  =  nsinßj     sinds=n  sin  y . 

In  der  Einfallsebene  liegen  ^0,  NO  und  0(/^  in  der  Austrittsebene 
Offy  JV'O',  i/o';  der  Winkel  beider  Ebenen,  die  sich  in  00'  schneiden, 
sei  mit  (p  bezeichnet  und  werde  so  gewählt,  dass  beim  Sehen  in  der 
Richtung  0^0  die  Austrittsebene  um  O'O  im  Betrag  des  Winkels  (p  rechts 
gedreht  mit  der  Einfallsebene  zusammenfallt.  Es  besteht  dann  die  Be- 
ziehung 

cos  I  =  cos  ycosd  —  sin  y  sin  dcosip^ 

wo  t  der  brechende  Winkel  des  Prisma  ist. 

Jeder  dem  Hauptstrahl  unendlich  nahe  Strahl  heisse  Nebenstrahl; 
alle  durch  A  gehenden  Nebenstrahlen  schneiden  (nach  4)  die  Parallele 
yiP  durch  A  zum  Einfallsloth ;  P  ist  Brennpunkt  auf  dem  gebrochenen 
Strahl,  und  es  ist 

PO  =  «.^0  =  w./, 

wenn  man  mit  /  die  Länge  des  einfallenden  Hauptstrahls  bezeichnet. 

Zur  Bestimmung  der  .zweiten  Brennlinie  dient  der  zweite  Satz  in 
Nr.  4: 

Dp 

Schneidet  BC  den  gebrochenen  Strahl  in  Q  nnd  zieht  man  durch  P  eine 
Parallele  zu  Oß  (also  senkrecht  zu  PO),  bis  sie  die  Projection  des  Neben- 
strahls trifft,  so  ist  deren  Länge  bis  anf  Kleine  zweiter  Ordnung  CPjgß 
und  es  ergiebt  sich 

OP      OB^CPigß  l^n^sin^ß      eos^a 

00= OB =  ^""^''  -^)^9ß==     ^^^,ß     ^—r-ß- 
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Da  0  Ton  der  Lage  der  Punkte  B  und  C  unabhängig  ist,  so  gehen 
lie  Projectionen  aller  gebrochenen  Nebenstrahlen  durch  0,  sie  schneiden 
also  alle  eine  durch  Q  gehende  Senkrechte  zur  Einfallsebene.  Diese 
Senkrechte  ist  somit  zweite  Brennlinie  und  Q  der  zweite  Brennpunkt 

6.  Die  Abstände  OP  und  OQ  sollen  künftighin  mit  p  und  q  be- 
zeichnet werden.  Es  giebt  nur  einen  Fall,  in  welchem  P  und  Q  zusam- 
menfallen, nämlich  wenn  a==ß  ist«  d.  h.  bei  senkrechtem  Einfallen, 
wenn  keine  Brechung  stattfindet.  Dann  hat  man  ein  Bild  des  Punktes 
At  weil  sich  alle  von  ihm  ausübenden  Strahlen  wieder  in  einem  Punkte 
vereinigen.  Das  Bild  ist  ein  scheinbares,  weiter  als  der  Gegenstand  von 
der  Grenzebene  entfernt,  wenn  der  Gegenstand  im  optisch  weniger  dich- 
ten Mittel  liegt.  So  oft  dagegen  Brechung  stattfindet,  ist  das  Strahlen- 
bündel nach  der  Brechung  nicht  mehr  centrisch,  es  giebt  also  auch  kein 
Bild  im  mathematischen  Sinne  des  Wortes. 

Man  lege  auf  den  Boden  eines  mit  Wasser  gefüllten  GefUsses  eine 
Zeichnung,  welch'%  aus  zwei  Systemen  sich  rechtwinklig  kreuzender  Pa- 
rallellinien besteht,  und  stelle  ein  für  kleine  Entfernungen  passendes 
Fernrohr  (z.  B.  das  eines  Eathetometers)  so  auf,  dass  seine  Aze  in  eine 
dem  einen  Liniensystem  parallele  Vertikalebene  fällt.  Man  sieht  dann 
bei  passender  Stellung  des  Oculars  dieses  Liniensystem  vollkommen  scharf, 
weil  jeder  Punkt  als  kleine  Linie  in  der  Einfallsebene  (Brennlinie  P) 
erscheint,  also  ausgedehnt  in  der  Richtung  der  sichtbaren  Linien:  da« 
Uebereinanderfallen  der  kleinen  Linien  muss  wieder  eine  scharfe  dunkle 
Linie  geben.  Das  andere  Liniensystem  ist  kaum  oder  gar  nicht  zu  sehen, 
weil  die  an  Stelle  der  Punkte  tretenden  kleinen  Linien  neben  einander 
liegen,  also  eine  breite,  undeutliche  Fläche  statt  der  scharfen  Linie 
geben.  Zieht  man  das  Ocular  weiter  heraus,  so  verschwindet  das  erste 
System  und  das  andere  erscheint,  aber  mit  farbigen  Säumen,  weil  die 
Dispersion  senkrecht  zu  den  Linien  wirkt.  Es  hat  keine  Schwierigkeif, 
damit  Messungen  zu  verbinden  und  den  Werth  von  p  und  q  zu  be- 
stimmen. 

Wenn  ein  cylindrisches  Büschel  einfällt,  so  bleibt  es  bei  jeder  Brech- 
ung an  einer  ebenen  Fläche  cylindrisch,  weil  alle  Strahlen  gleiche  Ein- 
fallswinkel haben  und  die  Einfallslothe  alle  unter  sich  parallel  sind.  Die 
Brennlinien  fallen  dann  ins  Unendliche.  Stellt  man  bei  dem  vorher  be- 
schriebenen Versuche  die  Zeichnung  senkrecht  zur  Strahlenrichtung  im 
Wasser  und  eine  Linse  in  eine  Entfernung  gleich  ihrer  Brennweite,  die 
Aze  mit  der  Strahlenrichtung  zusammenfallend,  so  sieht  man  beide 
Liniensysteme  durch  ein  auf  Unendlich  gestelltes  Femrohr.  Aber  die 
Linse  muss  im  Wasser  sein,  damit  das  cylindrische  Büschel  vor  der 
Brechung  sich  bilde. 

Wendet  man  bei  einem  Spectroskop  ein  stark  vergrösserndes  Fern- 
rohr an  und  ist  die  Linse  des  Collimators  nicht  richtig  gestellt  oder  wird 
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überhaupt  kein  Collimator  verwendet,  wie  bei  den  Taschenspectroskopen 
von  Browning,  so  sieht  man  die  Linien,  welche  das  ganze  Spectrnm 
durchsieben  und  von  der  UnvoUkommenbeit  der  Spalte  herrühren,  deut- 
lich, während  die  dazu  senkrechten  Frann  ho  fernsehen  Linien  nicht 
deutlich  sind,  nnd  umgekehrt.  Man  hat  damit  ein  einfaches  Mittel ,  die 
richtige  Stellung  des  Collimators  zu  controliren. 

7.  Weitere  Aufgabe  ist  nun ,  das  austretende  Bündel  zu  bestimmen. 
Dasu  genfigt  es,  den  Gang  zweier  Nebenstrahlen  zu  verfolgen;  wir 
wählen  zu  diesem  Zwecke  zwei  Nebenstrahlen  des  gebrochenen  Haupt- 
strahls, von  denen  der  eine  in  der  Einfallsebene  liegt,  also  durch  den 
Punkt  iß  goht,  der  andere  in  einer  zur  Einfallsebene  senkrechten  Ebene, 
der  somit  durch  den  Punkt  P  geht.  Der  erste  schneide  eine  zum  ge- 
brochenen Hauptstrahl  senkrechte  Ebene  durch  0'  in  einem  Punkte  F, 
der  andere  dieselbe  Ebene  in  dem  Punkte  G, 

Denken  wir  uns  dann  die  Austrittsebene  um  den  Winkel  tp  gedreht, 
bis  sie  mit  der  Einfallsebene  zusammenföllt,  so  lassen  sich  in  dieser  ge- 
drehten Ebene  alle  weiteren  Constructionen  ausführen  (s.  Fig.  6).  Die 
Punkte  P  und  Q  bleiben,  weil  die  Drehung  um  CfO  erfolgt.  Die  Punkte 
F  und  G  haben  sich  in  der  zu  O'O  senkrechten  Ebene  so  gedreht,  dass 
sie,  wenn  «jo  ein  spitzer  Winkel  ist  und  wenn,  was  in  unserem  Belieben 
steht,  der  erste  Nebenstrahl  links,  der  zweite  oberhalb  vom  gebrochenen 
Hauptstrahl   gewählt  wird,   beide   oberhalb  der  Ebene  der  Figur  liegen. 

S«*2*  ^^  O'F^f  und  (fG^g 

und  bezeichnet  man  mit  /\  und  G^  die  Projectionen  beider  Punkte  auf 

die  Austrittsebene,  so  ist 

CfF^^isfcos^  und  (/G^^gsinq^ 

und  die  Höhen  der  Punkte  über  der  Austrittsebene  sind 
FF^^fsinfp  und  GG^^=gcoi^. 
Verlängert  man  jetzt  die  Nebenstrahlen  QF  und   PGy  bis  sie  die 
zweite  Prismenfläche  in  F'  und  G'  treffen ,  und  sind  F\  und  G\  die  Pro- 
jectionen dieser  Punkte  auf  die  Austrittsebene,  so  ist  mit  Vernachlässi- 
gung Kleiner  zweiter  Ordnung 

F'F'^==FF^^fsin<p  und  G^G^^=s  GG^:=g cos^p 
und  fem  er 

0'P\  =  ^=f'-^  und   </C>^  =  ^!^. 
^      cosy         CQSy  *       cosy         cosy 

Die  durch  F'  und  G'  gehenden  und  in  ihnen  aus  dem  Prisma  austreten- 
den Nebenstrahlen  schneiden  (nach  4)  die  Parallelen,  die  man  durch  Q  und 
P  mit  dem  Austrittsloth  O'N'  zieht :  es  geschehe  dies  in  den  Punkten  Q^ 
und  Pj.  Der  austretende  Hauptstrahl  treffe  die  gleichen  Parallelen  in 
Oq  und  Pq,  Nach  dem  zweiten  Satze  der  Nummer  4  gelten  folgende 
Gleichungen : 
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Hierbei  ist,  weil  Austritt  erfolgt,  das  Brechungsverhftltniss  —  statt  n  zu 

nehmen  und   als  Brechungswinkel  der  Winkel   des  austretenden  Haupt- 
strahls mit  der  Austrittsnormale.     Eigentlich  sollte  die  rechte  Seite  den 

Factor  (-^  — Ij   enthalten;   da  dieser  negativ  ist,   so  zeigt  er  an,  dase 

0^  und  F\  auf  verschiedenen  Seiten  von  QqC/  liegen  und  ebenso  P^  und 
G\  auf  verschiedenen  Seiten  von  Pq  0\ 

Da  in  der  Figur  diese  Lage  angenommen  ist,  so  wurde  der  Factor 

(] 2)  gewählt,   so   dass   die  Gleichung  das  Verhältniss  der  absoluten 

Werthe  giebt. 

Die  zwei  Punkte  Pi  und  Q^  sind  also  gegeben  durch 

PoP.  =  9'^U-^)iyif   und    Q,Q,^r^(l-^)tgS 

und   damit  ist   die  Lage  der  austretenden  Nebenstrahlen  bestimmt,  weil 
zugleich  noch  nach  dem  Satz  von  Reu  seh 

wenn  mit  L  die  Länge  des  gebrochenen  Strahls  im  Prisma  bezeichnet  wird. 

8.  Das  austretende  Bündel  ist  durch  den  Haupt«trahl  O'PqQ^  und 
die  zwei  Nebenstrahlen  G' P^  und  F' Q^  bestimmt,  allerdings  nicht  voll- 
ständig,  da  bis  jetzt  von  einem  Querschnitt  des  Bündels  nicht  die  Rede 
war.  Wir  könnten  denselben  beliebig  annehmen,  etwa  in  der  Austritts- 
fläche um  0'  als  Mittelpunkt;  allein  für  unsere  Zwecke  genügt  es,  nur 
die  Punkte  zu  bestimmen,  wo  die  Brennlinien  den  Hauptstrahl  treffen, 
und  die  Ebenen  durch  den  Hauptstrahl,  in  denen  die  Breunlinien  liegen 
(die  Brennebenen).  Zu  diesem  Zwecke  genügt  es  nach  Nr.  3,  die  Lagen 
einer  zur  Austrittsfläche  parallelen  Geraden  zu  suchen,  in  welchen  sie 
die  drei  Strahlen  schneidet.  Wir  suchen  den  Schnitt  der  Strahlen  mit 
einer  zur  zweiten  Prismenfläche  parallelen  Ebene  in  einer  noch  un- 
bestimmten Entfernung  und  bestimmen  dann  diese  so,  dass  die  drei 
Schnitte  in  eine  Gerade  fallen. 

Es  werde  diese  Ebene  vom  Hauptstrahl  in  A'^  von  den  Nebenstrahlen 
in  ff  und  J  geschnitten,  deren  Projectionen  auf  die  Austritts  ebene  B^ 
und  J^  seien.  Da  Q^  und  P^  in  der  Austrittsebene,  F'  und  G'  oberhalb 
derselben  liegen,  so  ist  dies  auch  bei  ff  und  J  der  Fall,  wenn  ^Z  ausser- 
halb des  Prisma  auf  Seite  der  austretenden  Strahlen  liegt.  Zieht  man  in 
der  Austrittsebene  durch  Oq  und  Pq  Parallelen  zur  zweiten  Prismenfläche, 
welche  (fQ^  und  (f  P^  schneiden,  so  stehen  diese  Geraden  senkrecht  auf 
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Oo  Ol  ^T^^  ^0  ^i  ^^^  ^^^  Länge  ist  gleich  diesen  Strecken ,  wenn  sie  mit 
Igd  mnltiplicirt  werden. 

Zwischen  den  Geraden  A'Q^  und  ffiQi  hat  man  jetzt  drei  Parallelen 
durch  jPq,  0'  nnd  /f\  ebenso  zwischen  ^Pq  und  /^  P^  die  Parallelen  durch 
Pq,  (/  und  ^.     Aus  diesen  zwei  Figuren  ergeben  sich  die  B^iehungen 

^/,  -  (TC.  =  ^^(O'C,  +  P,P, .  IgS). 

SeUt  man  in  diese  Gleichungen  die  Werthe  der  Nr.  7,  nimmt  -/0'=  c 
and  bcA^enkt,  dass  /         «  v  « 

18t,   SO   folgt 

und  weiter  folgt  einfach 

Soll  nun  c  so  gewählt  werden,  dass  die  drei  Punkte  ffj  A  und  F  in 
gerader  Linie  sind,  so  sieht  man  sogleich,  dass  dies  auf  Seite  des  aus- 
tretenden Strahls  nicht  sein  kann,  weil  hier  immer  H  und  J  auf  dersel- 
ben Seite  der  Austrittsebene  liegen.  Die  Brennlinien  müssen  den  aus- 
tretenden Strahl  in  seiner  Rtickverlängernng  jedenfalls  jenseits  P^  schnei- 
den und  diesseits  Po»  ^^^  ^  ^"^  ^  jenseits  Qq  wieder  auf  derselben  Seite 
der  Austrittsebene  .liegen. 

Die  Bedingung,  dass  Hy  Ä  und  J  in  einer  Geraden  liegen,  ist 

EH^ JJy^ 

A^  H^  ^      y/j 
mit  negativem  Zeichen,  weil  die  Punkte  H  und  /  auf  verschiedenen  Sei- 
ten der  Austrittsebene  liegen  müssen.     Daraus  folgt  nach  Einsetzung  der 
betretenden  Werthe  und  wenn  nach  Potenzen  von  c  geordnet  wird: 

n^c^  cos^y 
+  nc |(ZH-/)) (sin^(p  cos^S  +  cos^tp cos^y)  +  {L  +  q) {cos^g> cos^S  +  sin^g) cos^f)\ 
+  {L+p){L  +  q)cos^d=zQ^ 

ans  welcher  Gleichung  sogleich  sich  ergiebt,  dass  c  negativ  sein  muss. 
Bezeichnet  man  die  absoluten  Entfernungen  der  Brennlinien  von  0' 
ans  auf  dem  austretenden  Hauptstrahl  gemessen  mit  p'  und  g\  so  ist  nach 
der  vorhergegangenen  Gleichung 

p  +  q'= — LT  [  cos^ m  +  sm^ (p — -5-  )-f [$in^(p+  cos^tp  — ^1, 

^  n     \        ^  cos^y/  n      \  cos^yj 

L+p  L  +  q  cos^d 


P'q=- 


n     '     n      cos^y 


Zrltaohzin  1  MAtbeuatlk  n.  Physik  X  XI V,  3.  *  ^  ^^  ^  /-.  r^l  /> 
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9.    Die  Tangente  des  Winkels,   welchen  die  Ebene  dnrch  den  aus- 
tretenden Hauptstrahl  und  den  Punkt  H  mit  der  Austrittsebene  bildet,  ist 

ÄJB^  .cosö' 
Die  Tangente  des  nach  gleicher  Richtung  gezählten  Winkels  der  Ebene 
durch  J  und  den  austretenden  Hauptstrahl  mit  der  Austrittsebene  ebenso: 


19— P 


A'J^cosS' 
Drückt  man   die  Werthe  rechts   in  c  aus  und.  eliminirt  dann  dieses 
unter  der  Annahme,    dass  beide  /  gleich  seien,   so  erhält  man  die  Tan- 
gente   des   Winkels    einer   Ebene   durch   den   austretenden  Hauptstrahl, 
welche  J  und  H  zugleich  enthält,  d.  h.  einer  Brennebene. 
Es  ergiebt  sich 
L+p/cosd  cosy  \  .  L  +  q/cosd  cosy       \J     ^      ^ 

woraus  folgt,  dass  die  zwei  Brennebenen  senkrecht  auf  einander  stehen. 

10^  Mit  Hilfe  der  Formeln  in  8  und  9  ist  die  Lage  der  Brenn- 
punkte und  Brennebenen  für  jeden  durch  das  Prisma  gehenden  Strahl 
bestimmt,  und  es  lassen  sich  nun  alle  Fragen  nach  der  Form  des  aus- 
tretenden Bündels  beantworten. 

Zunächst  entsteht  die  Frage,  ob  die  Brennpunkte  zusammenfallen 
können,  ob  p'  und  g'  gleich  werden  können,  ob  ein  centrisches  Bündel 
nach  dem  Durchgang  durch  das  Prisma  noch  centrisch  sein  kann.  Wir 
bilden  zum  Zweck  der  Beantwortung  dieser  Frage  den  Ausdruck 

und  sehen  zu,  unter  welchen  Umständen  er  verschwindet.  Ordnet  man 
das  Quadrat  von  {p'+q)  nach  Potenzen  von  sing)  und  cosq>  und  mnl- 
tiplicirt  man  4j»V  ™it  dem  Quadrat  von  (5iw*g)H-co5*<p),  so  ergiebt  sich 

0==\{L  +p)  cos^S-  {L  +  q)  cos^y\^  sin^fp  +  \{L  +p)  cos^y-^iL  +  q)  cos^d\^cog*fp 
+  2  sin^q)  cos^  V  { (p  —  qY  cos^d  cos^y  +  {L+p)  (L  +  q)  {cos^ y  —  co«*Ä)*}. 

Da  die  drei  Glieder  alle  positiv  sind,  so  muss  —  wenn  (p—q)  ver- 
schwinden soll  —  jedes  einzelne  Glied  Null  sein. 

Ist  keiner  der  einzelnen  Buchstabenwerthe  Null,  so  folgt 

cosS^^cosy  und  p  =  9' 
und  daher  auch 

cosa  =  cosßy 

was  dem  senkrechten  Durchgang  durch  eine  planparallele 
Platte  entspricht. 

Wäre  aber  /.  =0,  so  hätte  man  entweder 

g)  =  0  und  p  cos^y  =  q  cos^ö 
und  daher 
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cos^Y      cos^ß^ 
d.  h.  Durchgang  in  einer  znr  brechenden  Kante  senkrechten 
Ebene  mit  dem  Minimum  der  Ablenkung  dicht  an  der  Kante; 

oder 

9  =3  90  und  p  cos^8  —  q  cos^y  =  0, 
also 

COÄ*  ß  cos?  y  =  cos^  a  cos^  S , 

was  unmöglich  ist,  weil  ß  und  y  zugleich  grösser  oder  kleiner  als  a  und 
6  sind; 

oder  endlich:  p  =  gj  also  normaler  Einfall ,  und  cosy  =  cosij  also 
normaler  Austritt,  folglich  wieder  senkrechter  Durchgang  durch  eine  plan- 
parallele Platte. 

Andere  Lösungen  sind  nicht  möglich:  nimmt  man  also  den  be- 
sondern Fall  aus,  dass  das  Prisma  zur  planparallelen  Platte 
wird,  so  können  bei  einem  durch  ein  Prisma  gehenden  Strah- 
lenbündel  die  Brennpunkte  des  austretenden  Bündels  nur 
zusammenfallen,  wenn  der  Hauptstrahl  unter  dem  Minimum 
der  Ablenkung  dicht  an  der  brechenden  Kante  durchgeht. 
(Helmholtz,  Phys.  Optik,  S.  243.) 

11.  Wenn  man  die  Abhängigkeit  von  {p  —  q)  blos  von  dem  Winkel 
9>  der  Einfalls-  und  Austrittsebene  betrachtet,  so  sieht  man  leicht,  dass 
{p'—q')  Minimum  oder  Maximum  wird,  je  nachdem  (p'H-^')  es  ist,  da 
pq  unabhängig  von  q>  ist.  Es  wird  aber  (p'+/)  Minimum  oder  Maxi- 
mum, wenn 

{q  — /))  {coi?  y  —  cos^  Ä)  sin  9  co;  9  =  0 , 

also  9  =  0  oder  9?  =  90**  ist. 

Im  ersten  Falle  geht  der  Hauptstrahl  senkrecht  zur  brechenden  Kante 
durch,  wir  haben  den  gewöhnlich  allein  betrachteten  Fall.  Da  die  zweite 
Ableitung  positiv  ist,  so  ist  {q'—p)  ein  Minimum;  es  folgt 

L  +  q  cos^d      L+p 


(?-p') ^cos*Y~     n 

und  daher  nach  dem  Wertbe  von  p'q' 

,^L  +  q  cos^d         ,_  L+p 

d.  h.  die  Brennpunkte  des  austretenden  Hanptstrahls  ergeben  sich  aus 
denen  des  gebrochenen,  wie  diese  aus  dem  Mittelpunkte  des  einfallen- 
den Bündels,  ein  Satz,  den  Reu  seh  bei  seinen  Betrachtungen  angewen- 
det hat,  um  die  eben  gegebenen  Werthe  zu  finden. 

Im  zweiten  Falle  (()p  =  90^)  stehen  Einfalls-  und  Austrittsebene  senk- 
recht auf  einander,  der  Abstand  der  Brennlinien  ist  ein  Maximum. 
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X.   lieber  die  Krümmungslinien  einer  algebraischen  Fläche. 

Im  ,yJournal  de  MaihemaHqties ,  iroisiime  serie  1876,  /.  i/"  hat  Herr 
Lagaerre  auf  S.  145—156  nnter  dem  Titel:  „Sur  une  surface'de  qua- 
trimme  classe  dont  on  peut  delerminer  les  lignes  de  courbttre^^  durch  reiu  geo- 
metrische Betrachtungen  die  Krümmungslinien  einer  gleich  nXher  zu  de- 
finireuden  Fläche  heatimmt.  Bei  einer  analytischen  Behandlung  ergab 
sich,  dass  die  von  Herrn  Laguerre  betrachtete  Fläche  als  Enveloppe 
einer  Fläche  zweiten  Grades  erscheint,  ferner,  dass  die  Differentialgleich- 
ung zweiten  Grades,  von  deren  Integration  die  Bestimmung  der  Krttm- 
mungslinien  abhängt,  sich  leicht  in  das  Product  zweier  Factoren  ersten 
Grades  auflösen  lässt.  Aus  dem  Umstände,  dass  die  analytischen  Ent- 
wickelnngen  sich  weit  einfacher  durchführen  lassen,  wie  es  zuerst  den 
Anschein  hat,  möchte  eine  Mittheilung  der  folgenden  Untersuchungen 
gerechtfertigt  sein. 

Die  Fläche ,  um  deren  Untersuchung  es  sich  hier  handelt,  lässt  sieb 
auf  nachstehende  Weise  als  Ort  eines  Punktes  definiren. 

In  einer  der  gemeinschaftlicheji  Hauptebenen  zweier  confocalen  Flä- 
chen zweiten  Grades  werde  eine  Gerade  L  angenommen.  Durch  L  lege 
man  an  jede  der  beiden  confocalen  Flächen  eine  berührende  Ebene,  es 
seien  P^  und  P'  die  Contactpunkte.  Man  kann  dann  durch  die  Gerade 
L  eine  Ebene  legen,  welche  senkrecht  auf  der  Verbindungslinie  der 
beiden  Punkte  f^  und  /^'  steht.  Ist  P  der  Schnittpunkt  der  bemerkten 
Ebene  mit  der  Verbindungslinie  /^/^',  so  beschreibt  der  Punkt  P  eine 
Fläche  5,  wenn  die  Gerade  L  alle  möglichen  Lagen  in  der  gemeinschaft- 
lichen Hauptebene  annimmt. 

Es  soll  zuerst  nachgewiesen  werden,  dass  die  Fläche  S  Enveloppe 
einer  Schaar  von  concentrischen  Mittelpunktsflächen  zweiten  Grades  ist, 
deren  Hauptaxen  gleiche  Richtungen  haben. 

Die  Gleichungen  der  beiden  confocalen  Flächen  seien 

Ist  nun  0^',  y,  O  ein  Punkt  der  ersten,  (or'\y\z")  ein  Punkt  der  zwei- 
ten Fläche,  so  finden  die  Gleichungen  statt 
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/VW\/S^VNA^^Vrf«. 


^'2  y'2  ^'2  ^"8  y"%  ^"8 

'  a  — a      6  — a      c  — a  «  — p      o  — p      c  — p 

Die  Gleichungen   der  berührenden  Ebenen   zu   den  beiden  Flächen 
iu  den  Punkten  {x\ y\  z)  und  {x\ y\  z")  sind  nun 

Soll  der  Durchschnitt  dieser  beiden  Ebenen  in  der  ^F- Ebene  liegen  und 
die  Gerade  bilden,  welche  durch  die  Gleichungen 

3)  pA+g7=l',     Z  =  0 

enthalten  ist,  so  erhält  man  die  folgenden  Relationen: 

Setzt  man  hieraus  die  Werthe  von  x\  y\  x\  y"  in  die  Gleichungen  2), 
60  sind  z   und  z'*  auf  folgende  Art  besti^imt: 

6);:^=l-(a-«)p«-(ft-«)?»,    -£l=l_(«-^)p«_(6-/J)j«. 

C  ~~  tt  C~~"P 

Gegebenen  Werthen  von  />  und  g  entsprechen  nach  4)  und  5)  be- 
stimmte Punkte  der  beiden  confocalen  Flächen. 

Die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene,   welche   die  Gerade  3)  ent- 
hält,  ist 
6)  pX+qT+rZ^l. 

Es  stehe  nun  diese  Ebene  senkrecht  auf  der  Verbindungslinie  der  Punkte 
[x\ y\  z)  und  (a:", y\  z") ,  deren  Gleichungen 
X^x'  _Y^y'  _Z-z 

sind.     Es  ergiebt  sich  dann  die  Doppelgleichung 

X  —x  _y  — y  —  LZÜ 
p      ""      jf      "~      r     • 

Infolge  der  Gleichungen  4)  reducirt  sich  diese  Doppelgleichung  auf  fol- 
gende einfache  Gleichung: 


r 


Substituirt  man  hieraus  den  Werth  von  r  in  die  Gleichung  6) ,  so  nimmt 
dieselbe  die  Form 

8)  pX^qY^-'—^Z^l 

a  — p 

an.  Dieses  ist  die  Gleichung  der  Ebene,  welche  die  Gerade  3)  en.thält 
und  auf  der  Verbindungslinie  der  Punkte  {x\  y\  z')  und  (a;",  y\  z')  senk- 
recht steht. 

Man  bezeichne  durch  (u:,  y,  z)   den  Schnittpunkt   der  Ebene  6)  mit 
der  Geraden  8),  d.  h.  man  setze 
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x—x       y^y        z  —  z  ,  z  —z 

Unter  Zuziehung  der  Gleichungen  4)   ergeben   sich  für  x,y,z  fol- 


gende Werthe:  _^ 


Xi 


10)  \     y  =  q 


c  —  a      c—  /J 

b—ß  ,      h—a  „ 
, — -z -xZ 

f ff 


c  — a      c  —  ß 

Z  Z 


Zur  Berechnung  dieser  Werthe  Ton  x^  y^  z  sei  bemerkt,  dass  die 
auftretenden  Werthe  von  p^  und  q^  mittelst  der  Gleichungen  5)  durch 
z'*  und  z"*  ersetzt  worden  sind,  wodurch  in  den  Werthen  von  a?,  y,  i 
ein  gemeinschaftlicher  Factor  im  Zähler  und  Nenner  sich  weghebt.  Sieht 
man  umgekehrt  infolge  der  Gleichungen  5)  z  und  z"  als  Functionen 
von  q  und  j9  an,  so  sind  nach  10)  auch  x^  y,  z  Functionen  von  p  und  q. 
Die  Elimination  von  p  und  q  zwischen  den  drei  Gleichungen  10)  gie 
die  Gleichung  der  zu  Anfang  bemerkten  Fläche  5. 

Setzt  man 

so  geben  die  Gleichungen  10) 

a-/5-(a-a)/  6  — /3  — (6  — «)/ 


x^p  iTTp '     y^^^ 

«  =  («-« 


l-(  '     ^      ^  x^t 

z         l 


c—a  1— r 

Aus  diesen  Gleichungen  und  der  Gleichung  11)  erhält  man 
__(l-Oa^_  (l-Qy 


Die  vorstehenden  Werthe  von  p,  ^,  z  und  /'  geben  in  Verbindung  mit 
den  Gleichungen  5)  zwei  Gleichungen  für  t.  Werden  diese  Gleichungen 
durch  (1  — 0^  dividirt,  so  lassen  sich  dieselben  auf  folgende  Formen 
bringen : 

(a-«)x»  (<,-«)y«  (c-a)z«  1 

'    [«-^-(«-«)/]«'^[6-/J-(6-«)<]»"^(«-/J)«<«      (1-0*' 
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n\        ("-ß)»*        I        (ft-P)»'        ,  (c-ß)** L_ 

'   [a-ß-{a-a)l]*^[b-ß-ib-a)i]*'^  («_^)»  -(!_,)« • 

Das  fiesnltat  der  Elimination   von  i  zwischen   diesen   Oleichnngen 

fuhrt  auf  die  Gleichung  der  Fläche  S.     Die  Gleichung  12)  mit  l  multi- 

plieirt  und  von  der  Gleichung  13)  abgezogen  giebt 

Statt  der  Gleichungen  12)  und  13)  können  auch  die  Gleichungen 
12)  und  14)  genommen  werden.  Die  Gleichung  12)  folgt  aber  durch 
Differentiation  der  Gleichung  14)  nach  f,  woraus  sich  unmittelbar  ergiebt, 
dass  die  Fläche  S  die  Enveloppe  der  Fläche  zweitep  Grades  ist,  welche 
durch  die  Gleichung  14)  bestimmt  wird.     Setzt  man 

,  '+ß 

80  nimmt  die  Oleichnng   14)  folgende  Form  an,    wolcbe  den   Vortheil 
grösserer  Symmetrie  darbietet: 

/    .    x/  «*     ■    9*  \  ,     ,s+a  +  ß-e 
^'  +  ''Äj+-a  +  r+ö)  +  ''        s+ß       ='  +  " 
oder  auch 
m  a?«  y«  g  +  a+ß-c 

'">)  s  +  a+s+b^'  ('+«)(^+ß)~ 

Die  Bedingung,  dass  in  Beziehung  auf  s  zwei  Wurzeln  der  Gleich- 
ung 15)  einander  gleich  sind,  giebt  die  Gleichung  der  Fläche  S, 

Wegen  der  Gleichungen  4)  und  5)  sehe  man  x\  y\  z  etc.  als  Func- 
tioneu  von  p  und  q  an.     Durch  Differentiation  in  Beziehung  auf />  folgt 


— p(a-a),     — -_  =  -p(a-ft, 


also 


c  — «  dj)  ^         ^'     c^ß  dp 

"'-P y z^' — 


dp 


C—  a'z—ß 
Infolge  der  Gleichungen  10)  lässt  sich  diese  Gleichung  einfacher  auf  fol- 
gende Art  schreiben: 

rf(2  — 2    )         X 


•=t(«-« 


oder 
15)  a?(/3-«)  +  2 


dp  z 


dp 


Nun  ist  nach  4) 

Die  Gleichung  15)  lässt  sich  also  auch  schreiben 


^  — «== . 

dp 
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.d(x-x")^^ä(z'-z")_^ 


dp  dp 

Da  nach  4)  y   und  y'  von  p  unabhängig  sind,  also 

d{y'-y") 


dp 


=  0 


17) 


ist,  so   kann  mau   die  Gleichung  16)  auch  auf  folgende  Art  darstellen: 

dp       ^^       dp      ^         dp 

Auf  ganz  ähnliche  Art  folgt 

_d(x-x'')  ,  J{y'-y")  .  J(.t'-z") 

« -^~ 

dq 


18) 


+y 


'  +  z 


dq  dq 

In  die  zweite  Gleichung  9)  substituire  man  aus  4) 


0. 


P  = 


X  —  X 


y—y 


j::^'     ^^^ß-a' 


wodurch  die  bemerkte  Gleichung  folgende  Form  annimmt: 

(a;'—  «")  X  +  (y  —  y")  y  +  (z  —  z')  z  =  /3 — a. 
Wird  die  vorstehende  Gleichung  in  Beziehung  auf  jede  der  Variabein  p 
und  q  diffetentiirt,  so  folgt,  unter  Zuziehung  der  Gleichungen  17)  und  18), 


19) 


,^dx     .  ,     ^\^y  t  f »     //v^*     A 


Mit  Rücksicht  auf  die  zu  Anfang  gegebene  Definition  der  Fläche  6' 
folgt  aus  den  Gleichungen  19),  dass  die  Verbindungslinie  der  Punkte  P' 
und  P"  die  Normale  zur  Fläche  S  im  Punkte  P  ist.  Die  Differential- 
gleichung der  Krümmungslinien  der  Fläche  S  läa&t«aich  hierdurch  auf 
folgende  Art  schreiben: 

x  —  x  y — y  z  —  z 

20)  dx  dy  dz       =0. 
d{x-x")     ditf^y")     d(z'-^z") 

Bedeutet  h  eine  Unbestimmte,  so  lässt  sich  die  erste  Doppelgleich- 
ung 9)  durch 

x^^x  +  h^x^-x"),     y=^y+h(y'--y'),     z^z'+h{z'^z') 
ersetzen.     £s  ist  dann 

dx  =  dy  +  hd{x- x")  +  (aj'-a?") dh  etc. 
Wegen   dieser  und  zweier  analoger  Relationen  lässt  sich  die  Gleichung 
20)  auf  folgende  Form  bringen: 

#  ff  f  *f  t  ri 

X  —  X       y  —  y       z — z 

21)  dx  dy  dz       =0. 
dx"         dy"         dz" 
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Zar  weiteren  Entwickelnng  dieser  Gleichung  mnltiplicire  man  die  linkü 
stehende  Determinante  mit  einer  andern  Determinante  so,  dass  die  Gleich- 
UDgen  2),  4)  and  5)  sich  anwenden  lassen.  Als  passender  Multiplicator 
erscheint  die  folgende  Determinante: 

X  y'  z 


22) 


a  —  a     b  — a     c  —  a 

"  *r  '/ 

X  y  z 


a-ß     6-/3     c^ß 

Die  Gleichungen  2)  und  4)  geben 

(x-x")x'     W-V'W  .  (»-O^' 
ö— «  b  —  tt  c  — a 

Setzt  man  rechts  nach  5) 


i-p*(«-ft-?*(6-i») 


c  — « 


l«p«(a-^).^2(fc.^)  = 


^"« 


so  folgt 


e-ß^ 


{x'-7f')x'     (•-yOy      {z'-z")z' 
Aehnlich  ergiebt  sich 


23)      -      -  -+-■   '  -4 
a —  a  0  — a 

ergiebt  sich 


24) 


^>- 


a—ß  b  —  ß      '      c  —  ß  \e  —  ß     c 

Aus  den  Gleichnngen  2)  and  4)  findet  man  leicht 

\  ?(a:'-«")-p(y-y")=o, 

25)  {    x'dm'y'dy'     z'dt      .       x"dm''  ,  y" dy"  ,  z  dz'     „ 
Es  igt  naeh  4) 

Die  erste  Gleichung  5)  dififerAitiirt  giebt 


z'dz' 


C  —  tt 


=  —  {a  —  a)pdp  —  {b^u)qdq. 


Hierdurch  wird  die  Gleichung  26)  einfacher 

.  i^'dx'     y'-dy'     z"dz'_(   z"  z'  \ 


Analog  ist 

^^      ^j^^^iäz:_fj___zj.^,, 

Das  Product  der  unter  21)  und  22)  angemerkten  Determinanten  ist 
infolge  der  Gleichungen  23)  bis  28)  durch 

(— -— y 

\c  — Ö      c  —  a/ 


Digitized  by 


Google 


186  Kleinere  Mittheilungen. 

theilbar.     Wird   dieser  Factor  weggelassen,  so   nimmt  die  in  21)   auf- 
gestellte Differentialgleichung  der  KrtUnmungslinien  folgende  Form  an» 
wobei  die  Gleichungen  23)  bis  28)  in  Anwendung  gebracht  sind: 
z  z  0 

0  dz       qdx—p  dy     =  0. 

-dz'     0      qdx"-'pdy' 
Diese  Gleichung  entwickelt  giebt 

29)  (y  rfa:"-p  dy")z  dz-  (q  dx^-p  dy)zdz"^ 0. 

z  z 
Wird   diese  Gleichung  mit  -. r-, ^  multiplicirt,   so  lassen  sich  2'* 

und  z'^  infolge  der  Gleichungen  5)  durch  p^  und  q^  ausdrücken ,  es  sind 
ferüer  nach  4)  x\  x'\  y\  y"  von  p  und  q  abhängig.  Die  Gleichung  29) 
liefert  also  nachstehende  Differentialgleichung  zwischen  p  und  qi 

[(a^ß)qdp^{b^ß)pdq][{a^a)pdp  +  (b^a)qdq][U(a^ß)p^-{b^ß)q*] 
-[{a-a)qdp^{b^a)pdq][{a-ß)pdp  +  {b--ß)qdq][U{a-^a)p^-{b^a)f]  =  0. 
Wird  diese  Gleichung  entwickelt,   darauf  durch  (ß  —  o){p^+q*)  dividirt, 
so  nimmt  die  Differentialgleichung  zwischen  p  und  q  folgende  einfache 
Form  an: 

^a-„){a-ß)pq{dpy-{b-«){b-ß)pq{dqy 
+  Ia-b-ia-a){a-ß)p'  +  {b-a){b-ß)q*]dpdq=>0. 
Diese  Gleichung  mit  4p  q  multiplicirt,  lüsst  sich  auf  folgende  Art  dar- 
stellen : 

onx  (a  -  «)  («  -.^)  ^  {dp^^  -  (6  -  „)  (^  «  ß)p\dqy 

^      +[a-6-(a-a)(a-'/3);?*+(&-«)(6-|J)^«]Vdg«^0. 
Dieser  Differentialgleichung  wird  durch  eine  lineare  Relation  zwischen  p' 
und  q*  genfigt.     Sind  Pq^  q^  und  r^  Constanten,  so  kann  man  setzen 

31)  PoP^  +  9o9^^r,. 
Die  Gleichungen  30)  und  31)  geben  dann 

32)  r,[(a-a)ia-ß)qo-'{b-a){b^ß)p,]=.{a--b)p,q^. 

Wird  der  Werth  von  r^  aus  der  vorstehenden  Gleichung  in  die  Gleich- 
ung 31)  substituirt,  so  findet  folgende  Relation  zwischen  p'  und  v^  statt, 
welche  das  Integral  der  Differentialgleichung  80)  bildet: 

In   der  vorstehenden  Gleichung  kommt  nur  eine  Constante  vor  — , 
in  Beziehung  auf  diese  Constante  ist  die  Gleichung  quadratisch.    Sind 

u  und  V  die  beiden  Werthe  von  ^,  so  folgt  aus  32) 

Po 
.    i  uvq\a-a){a--ß)  =  -p\b-a){b-ß), 

^   \{u  +  v)q\a-a){a-ß)^a-b-p\a^a){a-ß)  +  q*{b-a){b^ß). 

Setzt  man  zur  Abkürzung 
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34)  («-«)(a-^)  =  ^,     (6-«)(6-^)  =  /?, 

80  ergeben  sich  für  p^  und  g^  aus  33)  folgende  Werthe: 

^""^  ^-^{B^AuXB^Av)}     ^  ^(B-^Au){B^Avy 

Die  Gleichung  30)  lässt  sich  unter  Zuziehung  der  Gleichungen  33) 
wie  folgt  schreiben: 

{dp^  +  u  dg*)  (dp^  +  V  dg*)  =  0  ^ 

oder  auch 

[rf( j9>  +  M^')  -  g^  du]  [d (p*  +  vg*)  —  g*  dv]  =  0. 

Diese  Gleichung  reducirt  sich  nach  35)  auf  du  ,dv=^0^  so  dass  also  u 
und  V  die  Argumente  der  Erttmmungslinien  sind. 

Die  Gleichung  32)  lässt  folgende  geometrische  Deutung  zu,  welche 
von  Herrn  Laguerre  herrührt. 

Die  gemeinschaftliche  Hauptebene  —  die  Ebene  der  x^  y  —  der 
beiden  confocalen  Flächen  1)  schneidet  jede  derselben  in  einem  Kegel- 
schnitte.    Die  Gleichungen  dieser  Kegelschnitte  sind: 


Diese  Kegelschnitte  schneiden  sich  in  vier  Punkten.  Es  Iftsst  sich  dann 
die  Gleichung  eines  dritten  Kegelschnitts,  welcher  die  bemerkten  vier 
Schnittpunkte  enthält,  auf  die  Form  bringen 

Xa-a^b-a        /\a-/3      b^ßj      Xa^ß^b-ß        JKa^-a      b-J' 

wo  —  ein  beliebiger  Parameter  ist.     Diese  Gleichung  führt  nach  einigen 

einfachen  Beductionen  auf 

36)  (?o**+l»o»*)(«-*)  =  «o(«-«)(«»-^)-Po(*-«)C*-^)- 
Soll  der  Kegelschnitt,  bestimmt  durch  diese  Gleichung,  berührt  wer- 
den von  der  Geraden  p^  +  9Sf  =  l>  ^o  ergiebt  sich  die  Bedingungsgleich- 
ung 32).  Infolge  der  Gleichungen  3)  ist  die  bemerkte  Gerade  identisch 
mit  der  Geraden  Z),  welche  zur  Construction  des  Punktes  P  der  Fläche 
S  dient.  Hieraus  ergiebt  sich  Folgendes.  Die  gemeinschaftliche  Haupt- 
ebene der  beiden  confocalen  Flächen  schneidet  jede  derselben  in  einem 
Kegelschnitte.  Diese  beiden  Kegelschnitte  haben  vier  Punkte  gemein, 
durch  welche  sich  beliebig  viele  Kegelschnitte  legen  lassen.  Es  sei  K 
einer  derselben  und  L  eine  Tangente  zu  K,  Jeder  bestimmten  Tangente 
entspricht  ein  Punkt  P  der  Fläche  S,  Bewegt  sich  die  Gerade  L  so, 
dass  sie  den  Kegelschnitt  K  beständig  berührt,  so  beschreibt  der  Punkt 
P  auf  der  Fläche  S  eine  Krümmungslinie. 

Göttingen.  Prof.  A.  Enneper. 
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XI.   lieber  die  Anzahl  der  Theile,  in  welche  ein  Gebiet  k^""'  Btofe* 
durch  ;{  Gebiete  {k^iy^^  Stufe  getheilt  werden  kann. 

Im  Folgenden  werden  nur  die  Theile  gezählt,  welche  ausser  der 
Begrenzung  oder  einem  Theil  derselben  Nichts  gemein  haben.  Ferner 
werden  zi^ei  unendlich  grosse  Theile  eines  Gebietes,  welche  im  Unend- 
lichen zusammenhängen,  als  ein  geschlossener,  unendlich  grosser  Theil 
des  Gebietes  betrachtet. 
Bedeutet : 
n\k    die  Anzahl  der  geschlossenen  Theile,   in  welche  ein  Gebiet  ft^^ 

Stufe  durch  n  Gebiete  {k  —  iy^'  Stufe  getheilt  werden  kann, 
{n  I  k)  die  Anzahl  der  endlich  grossen  Theile  eines  Gebietes  k^^'^  Stufe, 
welche  durch  n  Gebiete  (ä  — 1)**""  Stufe  begrenzt  werden  können, 

so  ist,  wenn  T  j  der  r^^  Binomialcoefficient  von  n  ist, 

'i-C:l)+G:D+-+("T')+("7').(-i*>=C::)- 

Diese  Beziehungen  werden  wir  zunächst  für  Gebiete  zweiter,  dritter  und 
vierter  Stufe  (Gerade,  Ebene,  Raum)  nachweisen  und  hierauf  durch  den 
Uebergang  von  der  Ar'°"  Stufe  zur  (Ä  +  l)^*"  Stufe  allgemein  beweisen. 

1.  In  einem  Gebiete  zweiter  Stufe  (Gerade)  kann  durch  zwei  Ge- 
biete erster  Stufe  (Punkte)  ein  endlich  grosser  Theil  (Strecke)  begrenzt 
werden,  durch  drei  Punkte  zwei  Strecken  u.  s«  w.,  durch  n  Punkte  n— 1 
Strecken,  da  jeder  weitere  Punkt  eine  Strecke  hinzufügt.     £s  ist  daher 


in\i)^n-l={"-'). 


Zieht  man  ferner  den   einen   unendlich  grossen  Theil  der  Geraden  in 
Betracht,  so  wird 

"i-("70+-C7')+(7'> 

2.  In  einem  Gebiete  dritter  Stufe  (Ebene)  kann  durch  drei  Gebiete 
zweiter  Stufe  (Gerade)  ein  endlich  grosser  Theil  (Figur  im  engeren  Sinne) 
begrenzt  werden.  In  einer  vierten  Geraden  können  durch  die  drei  ersten 
drei  Punkte  bestimmt  werden,  welche  zwei  Strecken  begrenzen.  Dietie 
beiden  Strecken   sind  die  Schlusslinien  zweier  weiteren  Figuren  u.  s.  w. 

In  einer  n^^^  Geraden  können  durch  die  w— I  vorigen  «—1  Punkte 
bestimmt  werden,  welche  n  — 2  Strecken  begrenzen.  Diese  n  —  2  Strecken 
sind  die  Schlusslinien  von  n  —  2  weiteren  Figuren. 


*  Grassmann. 
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1^  ist  daher 

(3|3)  =  1 

(4|3)  =  (3|3)  +  2 

(5|3)  =  (4|3)  +  3 


mithin 


{n\3)^(n-l\3)  +  (n-2) 
(«|3)  =  1  +  2  +  3+. ..  +  (n-2)  =  ("~^). 


Zieht  man  femer  die  nnendlich  grossen  Figuren  in  Betracht,  so  ent- 
spricht jeder  Strecke,  in  welche  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene 
getheilt  werden  kann,  eine  solche  Figur.  Die  Anzahl  dieser  Strecken 
ist  aber  nach  1 


"I-CtX";'). 


mitbin  ist 

fl|3  =  („|3)  +  n|2 


■CVHTHV)- 


3.  In  einem  Gebiete  vierter  Stufe  (Raum)  kann  durch  vier  Gebiete 
dritter  Stufe  (Ebenen)  ein  endlich  grosser  Theil  (Körper)  begrenzt  wer- 
den. In  einer  fünften  Ebene  können  durch  die  vier  vorigen  vier  Ge- 
rade bestimmt  werden,  welche  nach  2  in  der  fünften  Ebene  (4|3)  =  (^)  =  3 
endlich  grosse  Figuren  begrenzen.  Diese  Figuren  sind  Schlussfiftchen  von 
drei    weiteren  Körpern  n.  s.  w.     In   einer  n***"  Ebene  können  durch  die 

n — 1    vorigen  n — 1  Gerade  bestimmt  werden,   welche  (n  — 1|3)  =  (     ^     ) 

endlich    grosse  Figuren    begrenzen.  Diese   Figuren   sind   Schlnssflächen 

^     j  weiteren  Körpern. 

£»   ist  daher 


(5|4)  =  (4|4)  +  (^-^) 
(6|4)  =  (5|4)+(^-^) 

(«|4)  =  («-114)  +  (''~^) 


ithin 


('•H'=(";>ei')+- +ci')=("7').  ■ 
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Zieht  man  die  nnendlich  grossen  Körper  in  Betracht,  so  entspricht 
jeder  der  nnendlich  grossen  Figuren,  in  welche  die  nnendlich  ferne 
Ebene  des  Raumes  durch  die  n  Ebenen  getheilt  werden  kann,  ein  sol- 
cher Körper.     Die  Anzahl  dieser  Figuren  ist  aber  nach  2 

"i3=CiO+C7')+Cr)' 

mithin  ist 

«|4  =  («|4)  +  «|3 

-("lV("l')+("7>(7')- 

4.    Aus   1 ,   2   und  3   schliesst  man ,   dass  für  ein  Gebiet  k*^*'  Stnfe 

(»i*)=C:;). 

Dass  dieser  Schluss  richtig  ist,  wird  bewiesen,  indem  man  nach- 
weist, dass,  wenn  die  Beziehung  für  die  k^^  Stufe  besteht,  sie  auch  für 
die  {k-^-iy^  Stnfe  bestehen  mnss. 

Gesetzt,  die  Beziehung  bestände  fUr  ein  Gebiet  k^^^  Stufe,  so  gilt 
Folgendes : 

In  einem  Gebiete  (/f  +  l)***"  Stufe  können  durch  «  —  1  Gebiete  A:'" 
Stnfe  («  — 1|A:+1)  endlich  grosse  Theile  bestimmt  werden. 

Kommt  ein  «'••  Gebiet  Ar^*""  Stufe  hinzu,  so  können  die  n — 1  vorigen 
in  diesem  it— 1  Gebiete  {k  —  iy^^  Stufe  bestimmen,  welche  nach  der  An- 
nahme (n  — 1 1  Ar)  Ä  (  )  ~ (i.__  1  /  ®^d''^^  grosse  Theile  des  w*'"  Ge- 
bietes A:**"^  Stufe  begrenzen  können. 

Diese   («  — 1 1 A)  =  U  ^i  )  Theile  des  w"*«  Gebietes  Ä»«'  Stufe  können 

ebenso  viele  endlich  grosse  Theile  des  Gebietes  (Ar+l)**^*"  Stufe  begrenzen. 
Es  ist  daher 

(«!*+!)=  (n-J  !*+!)+ (j-f), 
(n-l|A:  +  l)  =  (n-2|Ä+J)  +  (^~j^). 

(*+l(A+l)  =  (    k    |Ar+l)+(^*-J). 

(Ä|Ä-+l)  =  (*-l|*+l)  +  0  =  (t-2|*+l)  +  0  =  ...  =  (0|*+l)  =  0. 
Die  Addition  dieser  Gleichnngen  crgiebt 

H»+..-(::?)+C:f)+...+a:;)=C7')=G:Ti.> 
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Zieht  man  die  anendlich  grossen  Theile  des  Gebietes  {k  +  lY"  Stufe 
in  Betracht,  so  entspricht  jedem  der  Theile,  in  welchem  das  nnendlich 
ferne  Gebiet  k^^  Stufe  des  Gebietes  {k  +  l)^'  Stufe  getheilt  wird,  ein 
unendlich  grosser  Theil  des  Gebietes  {k  +  iy^'  Stufe. 

Die  Anzahl  dieser  Theile  ist  aber  nach  der  Annahme: 

.  •i-C:;)+C:y+-+C7')+eö'). 

mithin  ist 

=G:7i,)+G:;)+-+e7')+cr> 

Damit  ist  nachgewiesen,  dass  die  Beziehung  fQr  die  {k+iy*  Stufe 
besteht,  wenn  sie  für  die  k^^  Stufe  besteht.  Sie  besteht  aber  für  die 
zweite,  dritte,  vierte  Stufe,  mithin  auch  für  jede  weitere  Stufe. 

Znsätze. 

Ans  den  Eigenschaften  der  Binomialcoefficienten  folgt: 

1.  Ein  Gebiet  k^'  Stufe  wird  durch  k  Gebiete  (*— 1)**'  Stufe  in 
2*-i  Theile  getheilt,  von  denen  einer  endlich  gross  ist. 

2.  Ein  Gebiet  k^  Stufe  wird  durch  2  k  Gebiete  (^-1)*"  Stufe  in 

i.2^*-^=:2"-2=4*-i   Theile    getheilt,    von    denen   (^j^^^Y  endWch 

gross  sind. 

3.  Ist  r</f,  so  wird  ein  Gebiet  A:*''  Stufe  durch  r  Gebiete  (it— 1)**^«^ 
Stofe  in  2'*"*'  unendlich  grosse  (geschlossene)  Theile  getheilt. 

■^;*"C::;)=(::i)'°'^' 

n  Gebiete  (Ar —  l)*«  Stufe  können  in  einem  Gebiete  A:**' Stufe  ebenso 
nele  endlich  grosse  Theile  begrenzen,  als  n  Gebiete  (w  — Ar)**''  Stufe  in 
einem  Gebiete  (n  — ä+1)*"  Stufe. 


Zahlenbeispiele. 
Tafel  der  Werthe  n\k. 


n=         0. 

i. 

2. 

8, 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10.  . 

Ä:  =  2 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

3 

2 

4 

7 

11 

16 

22 

29 

37 

46 

4 

2 

4 

8 

15 

26 

42 

64 

93 

130 

6 

2 

4 

8 

16 

81 

57 

99 

163 

256 

6 

2 

4 

8 

16 

32 

63 

120 

219 

382 
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Tafel  der  Werthe  {n\k). 


n  = 

0. 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

.9. 

10. 

1 

0 

0 

1 

2 

3 

4 

6 

6 

7 

8 

9 

3  : 

0 

0 

0 

1 

3 

6 

10 

15 

21 

28 

36 

4  1 

0 

0 

0 

0 

1 

4 

10 

20 

35 

56 

84 

5  1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

6 

15 

35 

70 

126 

6 

0 

0 

0 

0 

t) 

0 

1 

6 

21 

56 

126 

Eine  Ebene  (Ar  =3)   kann   demnach   durch  6  Gerade  in  16  Thek 
getheilt  werden,  von  denen  10  endlich  gross  sind. 

Ein   Raum  (^«=4)   kann   durch   10  Ebenen   in   130  Theile  gethe 
werden,  von  denen  84  endlich  gross  sind. 

Stuttgart,  October  1878.  Dr.  Ludwig  Pilgrim, 

Professor  an  der  Baagewerkschnle 
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XIL 

üeber  die  Abhängigkeit  der  spedfiBchen  Wärme  der 
Körper  von  der  Temperatur. 

Von 

Prof.  Dr.  W.  C.  Wittwer 

in  Regenthnrg. 


Das  Dalong^sche  Gesetz,  dem  zufolge  die  specifische  Wärme  we- 
nigstens der  analog  zusammengesetzten  Körper  den  Miscbungsgewichten 
nmgekehrt  proportional  sein  soll,  ist  bekanntlich  nicht  genan,  da  die 
Frodncte  ans  specifiscber  Wärme  and  Mischnngsgewicht  einander  wohl 
nahe,  aber  nicht  vollständig  gleich  sind.  Ja  sogar  für  einen  und  den- 
selben Körper  ergeben  sich  Verschiedenheiten  des  Prodnctes,  je  nachdem 
man  die  bei  niedrigen  oder  die  bei  hohen  Temperaturen  gefundene  speci- 
Oscbe  Wärme  als  den  einen  der  beiden  Factoren  benützt.  Es  ist  darum 
schon  wiederholt  der  Gedanke  ausgesprochen  worden,  dass  die  Gleichheit 
der  Producta  wohl  hergestellt  werden  könnte,  wenn  für  alle  Körper 
irgend  eine  allerdings  noch  unbestimmte  Temperatur  und  die  derselben 
entsprechende  specifische  Wärme  als  Ausgangspunkt  benutzt  würde.  Ab- 
gesehen übrigens  davon ,  dass  es ,  wenn  für  zwei  Körper  eine  solche 
Fnndamentaltemperatnr  vorhanden  wäre,  am  Ende  doch  wieder  fraglich 
sein  würde ,  ob  diese  Temperatur  fUr  alle  Körper  gilt ,  bleibt  imnf^r  noch 
die  Aufgabe,  eben  der  Abhängigkeit  der  specifischen  Wärme  von  der 
Temperatur  nachzuspüren,  und  es  soll  diese  Aufgabe  den  Gegenstand 
nachfolgender  Untersuchung  bilden. 

Drückt  die  Formel 

das  Gesetz  aus,  nach  welchem  ein  Molecul  eines  amorphen  Körpers  auf 
jedes  andere  wirkt,  so  giebt,  wie  ich  an  einem  andern  Orte  gezeigt 
habe,*  die  Gleichung 

•2)  p  +  ^,.«_ilf--^  =  0 


*  Diese  Zeitachr.,  Jahrg.  :^878  S.  896. 
Zcltaalutft  f.  IfAtilomaük  a.  Fhyillc  XXIV,  4.  13 
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die  Bedingung  an,  unter  welcher  die  Molecale  anter  sich  im  Gleich- 
gewichte  sind.  Es  bedeutet  hier  p  den  Luft  -  oder  einen  andern  von  der 
Moleculardistanz  f  unabhängigen  Druck,  der  die  Atome  einander  näbpr 
zu  bringen  sucht;  Jr  \Bi  der  der  Grösse  r  proportionale  Aetherdmck, 
K  ist  eine  Constante,  L  ist  an  die  Stelle  von 

^^   ^■*"\«  +  l       «7n-2'«r«-»^Vn+l      n  )  n^r  ar^-^^ '" 
gesetzt,   und  t  drückt  die  absolute  Temperatur  aus,   welche  dem  Qua- 
drate der  Geschwindigkeit  F,  mit  welcher  das  schwingende  Theilchen  die 
Gleichgewichtslage  passirt,  proportional  ist,  so  dass  man  auch 

4)  Kt^a^V^ 

setzen  kann ,  wenn  a^  eine*  Constante  bedeutet.  An  der  Gleichung  2) 
will  ich  jedoch  noch  die  Aenderung  vornehmen,  dass  ich  die  Constante 

K  durch  -7-   ersetze,  so  dass  sie  also  heisst 
4« 

5).  ^  +  ^._«_3£|==0. 

Den  einfachsten  Fall  der  Anwendung  von  5)  bietet  das  sogenannte 
ideelle  Gas.  Dieses  besteht  aus  Djnamiden  und  Aether*  von  der  Dich- 
tigkeit des  allgemeinen  Aethers,  die  gegenseitige  Abstossung  der  Djna- 
midenkerne  wird  durch  den  Aether,  mit  dem  sie  verbunden  sind,  com- 
pensirt,  und  während  bei  den  wirklichen  Gasen  sich  noch  die  von  der 
allgemeinen  Aethervertheilung  abweichende  Gruppirung  der  Aethertheil- 
eben  mehr  oder  weniger  bemerklich  macht,  ist  bei  dem  ideellen  Gase 
auch  diese  verschwunden.     Es  ist  also    - 

6)  ^r-Af=0, 

und  die  Gleichung  5)  ändert  sich ,  weil  /5  =  y  ~  . . .  =«  0 ,  also  Z  =  1 ,  und 

wenn  gleichzeitig  a  =  — a,  gesetzt  wird,  um  in 

7)  *  p»s=XT  =  ar*, 

wobei  durch  v  das  Volumen  und  durch  t  die  absolute  Temperatur  dar- 
gestellt wird.     Bei  Benützung  einer  Thermometerscala  wird 

8)  pt;==x(273  +  0  =  flF«, 

wenn  t  die  Temperatur  nach  Celsius,  F,  wie  oben  erwähnt,  die  Ge- 
schwindigkeit in  der  Gleichgewichtslage  bedeutet. 

Die  Formel  S)  ist  die  bekannte  des  Mariotte-Gay-Lussac'schon 
Gesetzes. 

Aendert  sich  ^,  so  wird  bei  gleichbleibendem  Volum 

9)  »^i>  =  Ä^/=a^/(F»)  =  ^c, 


*  Meine  „MoleculargesetzQ**  S.  66. 
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wenn  Ae  die  zur  Erzielung  der  TemperatnrSndemng  nötbige  Wärme 
bedentet.  Soll  also  die  Temperatur  steigen,  so  muss  das  Quadrat  der 
Geachvindigkeit  V  wachsen.    Beträgt  die  Temperaturerhöhung  1^,  so  wird 

10)  t;^iP  =  x«a^i(F«)  =  i^jC. 

Mnitipliciren  wir  diese  Wärme  oder  den  sie  repräsentirenden  mechani- 
schen Effect  mit  der  Zahl  der  in  der  Gewichtseinheit  enthaltenen  Mole- 
cnle,  so  bekommen  wir  die  Wärmecapacität  des  Gases,  und  diese  durch 
die  Wärmecapacität  des^  Wassers  dividirt ,  giebt  die  specifische 
Wärme  des  Gases  bei  constantem  Volum. 

Aendert  rieh  nicht  der  Druck ,  sondern  das  Volumen ,  so  muss  noch 
anf  einen  weiteren  Umstand  Rücksicht  genommen  werden.  Wenn  ein 
Theilcben  schwingt,  so  passirt  es  die  Gleichgewichtslage  mit  dem  Maxi- 
mum der  Geschwindigkeit,  und  an  dem  Umkehrpunkte  ^r^  angelangt,  hat 
es  seine  Gesehwindigkeit  vollständig  verloren,  um  sie  infolge  der  Wir- 
kung der  äusseren  Atome  bis  zur  Rückkehr  in  die  Gleichgewichtslage 
ebenso  vollständig  wieder  zu  bekommen.  Nehmen  wir  nun  an,  es  sei 
das  Tbeilchen  in  x^  angekommen,  und  während  es  im  Begriffe  steht, 
nmznkehren,  finde  eine  Ausdehnung  des  Gases,  also  eine  Vergrösserung 
der  Moleculardistanz  r  statt!  Die^e  Zunahme  von  r  bedingt  eine  Ab- 
nahme der  beschleunigenden  Kraft,  und  kommt  das  Tbeilchen  wieder  in 
der  Rnhelage  an,  so  hat  es  nicht  mehr  die  frühere  Geschwindigkeit, 
sondern  eine  kleinere. 

Diese  Abnahme  von  V  bei  einem  Anwachsen  von  r  ist  übrigens  nicht 
an  x^  gebunden ,  sondern  findet  bei  jedem  von  Null  verschiedenen  Werthe 
von  X  statt,  sobald  eine  Ausdehnung  des  Gases  eintritt,  wenn  das  Tbeil- 
chen sich  dort  befindet.  Ist  letzteres  auf  der  Rückkehr  zur  Ruhelage  in 
X  angekommen,  so  hat  es  die  diesem  Punkte  entsprechende  Geschwin- 
digkeit und  würde  nach  und  nach  V  erhalten ,  wenn  die  beschleunigende 
Kraft  die  nämliche  geblieben  wäre;  wird  aber  diese  von  x  an  kleiner, 
ab  sie  vorher  war,  als  das  Tbeilchen  auf  dem  Weggange  die  nämliche 
Stelle  passirte,  so  erreicht  es  auch  nicht  die  frühere  Geschwindigkeit  V. 
Tritt  die  Ausdehnung  ein,  wenn  das  Tbeilchen  auf  seinem  Weggange 
von  der  Gleichgewichtslage  in  x  angekommen  ist,  so  hat  es  bis  dahin 
einen  entsprechenden  Theil  seiner  Geschwindigkeit  verloren,  und  wenn 
nun  die  Ausdehnung  eintritt,  so  wird  das  neue  x^  wohl  etwas  hinaus- 
gerückt,  aber  bei  seiner  Rückkehr  in  x  angelangt,  besitzt  das  Tbeilchen, 
obwohl  es  jetzt  auf  einer  längeren  Strecke  Beschleunigung  der  Bewegung 
erfahr,  dennoch  nur  die  Geschwindigkeit,  welche  es  bei  dem  Weggange 
von  X  hatte;  es  ist  gerade  so,  als  sei  es  von  dem  alten  x^  und  bei  dem 
ursprünglichen  Volumen  nach  x  gekommen.  Von  da  an  gegen  die  Gleich- 
gewichtslage hin  gewinnt  das  Tbeilchen  weniger  an  Geschwindigkeit,  als 
es  bei  seinem  vorigen  Weggange  auf  der  nämlichen  Strecke  verlor.  Weil 
die  Wirkung  für  den  gleichen  Werth   von   x  die  nämliche  ist,   es  mag 
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das  Theilchen  gegen  oc^  hin-  oder  von  Xq  weggehen,  so  kann  man  von 
der  Aenderang  der  Schwingungsamplitnde  Umgang  nehmen  nnd  kann 
sich  denken,  es  sei  die  gesammte  Volumändernng  vor  sich  gegangen, 
während  das  Theilchen  seinen  Weg  von  dem  Maximum  der  Elougation 
zur  Gleichgewichtslage  machte.  Hat  die  Ausdehnung  ihr  Ende  erreicht, 
wenn  das  Theilchen  in  der  Ruhelage  angelangt  ist,  so  geht  es  mit  der 
nun  erlangten  Geschwindigkeit  weiter  und  schwingt  den  neuen  Verhält- 
nissen entsprechend  fort. 

Ich  muss  nun  auf  die  Gleichung  15)  meiner  oben  citirten  Abhand- 
lung „lieber  die  Aenderung  des  Aggregatzustandes"  zurfickkommen. 
Dieselbe  lautet: 

11)  r«-i;«=g)a:«  +  ^a:*, 

wobei 

zu  setzen  ist.      V  bedeutet  hier  wieder  die  Geschwindigkeit  des  Atomes, 

wenn   es  die  Gleichgewichtslage  passirt,   v  ist  seine  Geschwindigkeit  im 

Punkte  oc.     In  den  Gleichungen  von  g)  und  t/;  bedeutet  r  die  Molecnlar- 

distanz,  sämmtliche  übrige  Grössen  sind  constant. 

sc 
Vernachlässigen   wir  in   11)    das  Glied   ^x*,    da  —   bei  den  Gasen 

stets  nur  eine  sehr  kleine  Grösse  ist,  wird  ferner  von  den  Constanten 
ßj  y,  ...  Umgang  genommen,  denn  das  Verschwinden  derselben  bedingt 
eben  das  ideelle  Gas,  so  wird 

14)  F«-v«  =  i)pa;«==| — i-_pi_ic«. 

Aendert  sich  r,  während  das  schwingende  Theilchen  sich  in  nc  be- 
findet, um  dr,  so  zieht  diese  Aenderung  auch  eine  solche  von  q>  nnd  T^ 
nach  sich,  und  es  wird 

Die  Aenderung  dr  ist  unabhängig  von  der  jeweiligen  Stellung  und  Be- 
wegung des  Theilchens.  Würde  letzteres  (selbstverständlich  mit  gehöri- 
ger Quantität  der  trägen  Substanz  versehen)  zwischen  zwei  beweglichen 
Wänden  hin-  und  hergehen,  so  würden  letztere  ebenfalls  schwingen,  und 
die  einerseits  verlorene  Bewegung  müsste  sich  in  der  andererseits  gewon- 
nenen wiederfinden.  Bei  dem  Gase  ist  eine  ungezählte  Menge  von  Theil- 
chen da,  die  sich  jeweilig  in  den  verschiedensten  Schwingungszuständen 
befinden.  Da  wird  Geschwindigkeit  verloren,  dort  wird  sie  gewonnen, 
und  das  Gesammtresnltat  ist  dasselbe,  als  hätten  die  Gastheilchen  eine 
AbstosBung  gewonnen ,  die  der  dritten  Potenz  der  Entfernung  umgekehrt 
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proportional  ist  nnd  nach  deren  Einftthmng  die  Theilchen  als  ruhend 
betrachtet  werden  können.  Die  Folge  dieser  vergrösserten  Abstossnng 
ist  eine  Zunahme  der  Molecnlardistanz  r,  und  darum  muss  auch  dr  in 
15)  als  von  dem  jeweiligen  Schwingungszustande  des  Theilcbens  unab- 
hängig betrachtet  werden.  Während  der  Zeiteinheit  mag  nun  die  Aen- 
derong  Ar  der  Moleculardistanz  in  einem  einzigen  oder  in  mehreren 
Augenblicken  stattfinden. 

Wächst  r  um  z/'r,  während  das  Theilchen  sich  in  dem  Umkehrpunkte 
x^  befindet,  so  wird 

16)  zr(F»)=-i: 


a«(w~l)(w-2)wV^^ 


Findet  in  x" ^  das  zwischen  x^  und  der  Gleichgewichtslage  ist,  die 
Aenderung  J'r  statt,  so  wird 

17)  ^.^y^^_^an{n-V)[j.-~l)ri.r^^'r 

So  geht  es  fUr  die  verschiedenen  x  weiter,  und  wenn  an  allen  eine 
Aenderung  von  r  eintritt,  so  wird  statt  ^(F*)4- -i^"(^*) +  •••  der  Werth 
A{y*)  gesetzt  werden  müssen,  wenn  letzteres  die  Oesammtänderung  von 
r*  bedeutet.  Ist  andererseits  x^  Jr^=^qx^Ar^  dann  x'^A'v^^qx^Ar^ ..., 
wo  </',  q^  ...   Oonstante  bedeuten,  so  wird  durch  Addition 

^^^  _      ,ttjg(w-l)(ii-2);>UV^r 

*~  ^  4  j,u  > 

wenn  Q  die  Summe  ^'+7"...  vorstellt. 

Aus  Gleichung  14)  ergiebt  sich,  wenn  berücksichtigt  wird,  dass  für 
ar  =  XQ  die  Geschwindigkeit  v  =  0  ist, 

^^^  *•       4a«  («-2)«- 

Setzt  man  diesen  Werth  von  a;,*  in  18)  ein,  so  wird 

20)  ^(K»)==_<niiMJ:!^^ 

Aus  7)  kann  nun  statt   F*  sein  Werth   —   eingesetzt  werden,   und 

» 
Ac 
wenn  dann  aus  9)  —  statt  A{V^)  genommen  wird,  so  ergiebt  sich 

QpvAr 
Ac  =  -'{?i—l)  . , 

Gleichzeitig  mit  der  Ausdehnung  des  Gases  findet  eine  Wärme-; 
abnähme  statt,  welche  mit  dem  Producte  aus  der  Volnmzunahme  in  den 
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Druck,  unter  welchem  das  Gas  steht,  wächst.  Die  verschwundene 
Wärme  ist  der  geleisteten  Arbeit  proportional.* 

Bei  der  Unabhängigkeit  der  Aenderung  der  Moleculardistanz  r  von 
der  Schwinguugsphase  des  Theilchens  bleibt  kaum  eine  andere  Annahme 
übrig,  als  die,  dass  dieselbe  sich  gleichmässig  über  die  ganze  Schwing- 
ungszeit  vertheile,  und  es  ist  daher 

22)  dr=:cJrdt, 

wenn  Jr  die  in  der  Zeiteinheit  vor  sich  gehende  Aenderung  von  r,  dl 
das  Zeitelement,  c  eine  Constante  vorstellt.  Laut  Gleichung  18)  meiner 
Abhandlung  „Ueber  die  Veränderung  der  Aggregatzustände^'  ist  unter 
Nichtberücksichtigung  der  Glieder  untergeordneter  Bedeutung 

dx 

23)  dt  =  - 


'/^' 


und   nach  21)    der   nämlichen  Abhandlung  die  zu  einer  Viertebschwiug- 
ung  nöthige  Zeit 


^^^  ^^iV  4aJ{n^2)n 


Wird  nun  der  Werth  von  dr  aus  22)  und  23)  in  15)  eingesetzt, 
so  wird 

und  wenn  man  von  x  =  0  bis  x  =  Xq  integrirt,  ergiebtr  sich 
26)  ^  (  F«)  =  -  «^^(^-^)(^-"^)^'<^^^V  ^ 

wobei  ^(F*)   als   das   entsprechende  Integral   von  d{V^)   genommen  ist. 
Wird  aus  19)  und  26)  Xq  eliminirt,  so  ergiebt  sich 

27)      ^(p»):=-("-^)-/-^yi4!zL:,. 

4r  r     4a7c(n  — 2)n 

Dieser  Werth  von  ^{V^)  gilt  für  die  Zeit,  innerhalb  welcher  das 
Theilchen  eine  Viertelsschwingung  durchläuft,  und  muss  daher  zur  Ke- 
ductiou  auf  die  Zeiteinheit  noch  durch  die  Schwingungszeit  dividirt  wer- 
den. Nehmen  wir  nämlich  an,  diese  Zeit  sei  das  eine  Mal  1,  das  an- 
dere Mal  Hy  und  eine  Ausdehnung  dauere  n  Einheiten  der  ersteren 
Bchwingungszeit,  so  ist  bei  der  längeren  Schwingungszeit  das  ^{V*)  aus 


*  In  meiner  Abhandlung:  „Ueber  die  Art  der  Bewegimg,  welche  wir  Wärme 
nennen*'  habe  ich  diesen  Satz  in  anderer  Weise  abgeleitet;  ich  glaube  jedoch,  vor- 
stehenden  Weg  vorziehen  zu  sollen,  da  in  dem  früheren  Resultate  noch  der  Factor 

r     '    vorkommt,  fiir  den  sich  nicht  leicht  eine  Deutung  finden  lässt 
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27)  einmal,  bei  der  kürzeren  n-mal  zu  nehmen,  weil  es  sich  ja  für  alle 
n  Schwingungen  wiederholt.  Wird  also  diese  Division  mit  dem  Werthe 
von  /  aus  24)  ausgeführt,  so  ergiebt  sich 

28)  ^(r«)  =  -(«-i)|.L*.^r, 

welche  Gleichung  mit  20)  identisch  wird,  sobald  man  -ä  =  Q  setzt. 

Es  ergiebt  sich  aus  dem  Vorstehenden  wohl  ganz  klar,  was  mit  der 
auf  Arbeit  verwendeten  Wärme  geschieht.  Wenn  die  Atome  einen  Zu- 
schuss  zu  ihrer  Bewegung  erhalten,  so  wird  der  von  ihnen  nach  aussen  * 
ansgeübte  Druck  st&rker.  Infolge  davon  findet  eine  Ausdehnung  statt, 
und  die  dadurch  erzielte  Verringerung  der  beschleunigenden  Kraft,  welche 
die  Atome  in  ihre  Gleichgewichtslage  zurücktreibt,  veranlasst,  dass  die 
Theilchen,  dort  angelangt,  nicht  mehr  die  Geschwindigkeit  besitzen ,  die 
sie  bei  dem  Weggange  hatten,  was  ihnen  wieder  einen  Theil  ihrer 
Wärme  nimmt. 

Wir  haben  hier  den  bekannten  Satz  von  der  Wärmeäquivalenz  der 
Arbeit,  insoweit  es  sich  darum  handelt,  dass  an  die  Stelle  der  bei  der 
Ausdehnung  eines  Gases  verschwundenen  Wärme  Arbeit  getreten  ist. 
Dieser  Verlust  von  Wärme  ist  jedoch  nicht  so  fast  an  die  geleistete 
Arbeit,  sondern  an  die  Ausdehnung  gebunden,  denn  wenn  das  Gasvolu- 
men infolge  eines  von  der  Arbeitsleistung  des  Gases  ganz  unabhängigen 
Umstandes  wächst,  so  verringert  sich  dessen  Wärme  dennoch.  Es  ergiebt 
sich  dieses  aus  der  Rechnung,  ist  aber  auch  Sache  der  Beobachtung, 
denn  wenn  man  die  Luft  aus  dem  Recipienten  einer  Luftpumpe  entfernt, 
so  sinkt  ihre  Temperatur  bei  jedem  Kolbenhube,  obwohl  die  von  ihr 
geleistete  Arbeit  Null  ist.  Sei  dem  übrigens,  wie  ihm  wolle,  so  steht 
soviel  fest,  dass  bei  einer  Ausdehnung  die  Wärme  des  Gases  abnimmt, 
and  wenn  die  Temperatur  desselben  bei  veränderlichem  Volum  erhöht 
werden  soll,  so  muss  zuerst  der  durch  Ausdehnung  erwachsene  Verlust 
gedeckt  werden,  worauf  wieder  die  Erwärmung  in  der  früheren  Weise 
eintreten  kann. 

Fragt  man  nach  der  specifischen  Wärme  bei  gleichem  Drucke 
^^iCj,  so  kann  sich  diese  von  der  specifischen  Wärme  bei  gleichem  Volum 
^|C  (Gleichung  10)  nur  dadurch  unterscheiden,  dass,  um  erstere  zu  er- 
halten, der  letzteren  noch  die  durch  die  Volumänderung  verschwundene 
Wanne  zugefügt  werden  muss,  um  gewissermassen  den  Status  quo  ante 
wieder  herzustellen,  und  es  ist  daher 
29)  J^c^  =  J^c  +  sp  Jvy 

wenn  s  =  — - —  .  Q  genommen  wird. 
o 

Die  Gleichung  29)  gilt  nur  für  das  sogenannte  ideelle  Gas,  in  wel- 
chem die  Constanten  ß^y^  ...  aus  1)  als  Null  betrachtet  werden.    Sobald 
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diese  Annahme  nicht  mehr  gestattet  ist,  tritt  die  Gleichung  5)  in  ihre 
Kechte,  es  verschwindet  die  Grösse  Ar -— M  nicht  mehr,  und  L  wird 
von  1  verschieden.  Die  Folge  davon  ist,  dass  weder  das  Mario tte'sche, 
noch  das  Gay-Lussac'sche  Gesetz  genau  sein  können,  denn  die  Gleich- 
ung 7)  tut  nicht  mehr  richtig.  Von  beiden  Gesetzen  ist  dieses  durch 
Versuche  constatirt.  Bei  dem  Satze  von  der  Wärmeäquivalenz  der  Arbeit 
geht  es  übrigens  auch  nicht  anders.  Wird  ein  Schlag  oder  ein  Stoss  auf 
einen  Körper  ausgeübt,  so  müssen  Oscillationen  der  Körpertheilchen  die 
Folge  sein,  und  da  diese  Oscillationen  wieder  als  Wärme  wahrgenommen 
werden,  muss  der  Schlag  selbstverständlich  eine  entsprechende  Menge 
von  Wärme  nach  sich  ziehen.  Dieses  geht  aber  nur  so  lange,  als  keine 
Volumäuderungen  dabei  ins  Spiel  kommen.  Werden  in  1)  die  Constan- 
ten j3,  y,  ...  als  von  Null  verschieden  angenommen,  so  wird  statt  7) 

30)  ,.J't':-,''\ ... 


1  + 


Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  auch  statt  21) 

^n         ..^      (n~l)0 {p  +  Ar^M)Jv 

zu  setzen  sein  wird,  und  die  durch  Ausdehnung  verlorene  Wärme  wird 
von  dem  Dichtigkeitszustande  abhängig,  ist  also  der  geleisteten  Arbeit 
nicht  mehr  genau  proportional. 

Die  Ungenauigkeit  des  Gesetzes  von  der  Wärmeäquivalenz  der  Arbeit 
ist  meines  Wissens  durch  Versuche  nicht  constatirt,  da  alle  Abweich- 
ungen der  Versuchsresultate  von  der  das  Gesetz  als  Ausgangspunkt 
nehmenden  Rechnung  als  Beobachtungsfehler  betrachtet  werden ,  und  wo 
diese  Annahme  nicht  mehr  ausreicht,  treten  die  „inneren  Arbeiten"  an 
ihre  Stelle.  Es  fragt  sich  nun:  Was  sind  „innere  Arbeiten**?  Die  in- 
neren Arbeiten  sind  diejenigen  Wirkungen,  welche  durch  die  Glieder 
repräsentirt  werden,  die  den  Unterschied  der  Gleichungen  21)  und  31) 
bedingen,  während  das  Mariotte'sche  und  das  Gay- Lussac' sehe  Ge- 
setz bei  dem  ideellen  Gase  durch  7),  bei  dem  wirklichen  durch  30)  dar- 
gestellt sind.  Es  ergiebt  sich  daraus,  dass  die  inneren  Arbeiten  nichts 
Anderes  sind,  als  das,  was  man  bei  dem  Mariotte- Gay -Lussac' sehen 
Gesetze  Ungenauigkeiten  nennt,  und  darum  dürfte  wohl  die  Frage  erlaubt 
sein,  ob  es  nicht  besser  wäre,  die  doppelte  Bezeichnung  fahren  zu  lassen 
und  nur  eine  derselben  beizubehalten. 

Die  Wirkungen,  welche  die  Abweichungen  der  in  Rede  stehenden 
Gesetze  von  den  Beobachtungen  bedingen,  sind  nur  klein  bei  den  Gasen, 
bei  denen  die  Moleculardistanz  r  gross  ist  gegen  die  Dimensionen  der 
Dynamiden,   durch  welche  eben   die  Grössen  ßy^j  ...  bedingt  werden. 
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Bei  der  Abnahme  von  r  wachsen  die  Abweichnngen ,  und  sie  sind  daher 
bei  den  tropfbar -flüssigen  und  den  festen  Körpern  viel  grösser,  als  bei 
den  Lnftarten.  ^ 

Wenn  das  Mari otte* sehe  und  das  Gay-Lu8sac*scho  Gesetz 
sowohl,  als  auch  das  Gesetz  von  der  Wftrmeftquivalenz  der  Arheit  nur 
insoweit  richtig  sind,  als  die  Dimensionen  der  Djuamiden  gegen  deren 
Entfernung  von  einander  vernachlässigt  werden  können,  so  theilen  sie 
dasselbe  Schicksal,  'das  auch  die  Anwendbarkeit  des  Newton^ sehen 
Schweregesetzes  begrenzt,  denn  auch  dieses  hört  in  den  sogenannten 
Moleculardistanzen  auf,  giltig  zu  sein. 

Unter  allen  Umständen  anwendbar  sind  wohl  einzig  und  allein  die 
von  mir  aufgestellten  Normen  von  der  Zweiheit  der  materiellen  Substanz, 
der  Ahstossung  des  Gleichartigen  und  der  Anziehung  des  Entgegengesetz- 
ten, und  das  Mariott  ersehe,  wie  die  übrigen  Gesetze,  das  der  Schwere 
nicht  ausgenommen,  dürften  sich  zu  diesen  Normen  etwa  so  verhalten, 
wie  die  Kepler^schen  zu  dem  Newton'schen.  Die  Kepler'scheu 
Gesetze  lassen  sich  aus  der  Gravitation  ableiten,  zeigen  sich  jedoch  bei 
näherer  Untersuchung  als  nicht  ganz  genau  infolge  der  Störungen,  die 
selbst  wieder  im  Schweregesetze  ihre  Begründung  finden.  Ebenso  lassen 
sich  die  verschiedenen  obenerwähnten  Gesetze  ans  der  gegenseitigen 
Wirkung  von  Aether-  und  Massen theilchen  entwickeln  und  sie  sind  so- 
lange genau,  als  man  die  Dimensionen  der  Djnamiden  gegen  deren  gegen- 
seitigen Abstand  vernachlässigen  kann.  Die  Abweichungen,  die  bei 
geringer  Dynamidendistanz  zum  Vorschein  kommen,  finden  ihrerseits 
wieder  in  den  von  mir  aufgestellten  Gesetzen  ihre  Begründung,  und  das 
Unangenehme  dabei  ist  nur  das,  dass  man  in  dem  Gewirre  von  gegen- 
seitigen Einwirkungen  der  verschiedenen  Molecule  mancherlei  Irrthümern 
ausgesetzt  ist.  Viele  Schwierigkeiten  bietet  auch  die  rechnerische  Be- 
handlung, denn  das,  was  sich  unter  dem  Namen  „Störungen"  iu  der 
Astronomie  so  vielfach  in  den  Weg  stellt,  tritt  in  der  Molecularphysik 
in  vielfach  erhöhtem  Grade  auf.  Allerdings  nehmen  in  der  Molecularphysik 
ebenso,  wie  in  der  Astronomie  sämmtliche  Kräfte  ab,  wie  das  Quadrat 
der  Entfernung  wächst;  aber  während  man  hier  mit  einer  einzigen  Kraft, 
der  Schwere,  zu  thun  hat,  muss  man  dort  zweierlei  Kräfte,  die  Anziehung 
des  Ungleichartigen  und  die  Ahstossung  des  Gleichartigen  berücksichtigen. 
Das  grösste  Hinderniss  ist  übrigens  zur  Zeit  der  Mangel  an  Beobach- 
tQDgen,  da  durch  denselben  die  Bestimmung  der  Constanten  ausser- 
ordentlich erschwert,  ja  unmöglich  gemacht  wird. 

Bei  den  tropfbar -flüssigen  und  den  festen  Körpern  haben  wir  ein 
gegen  die  Gase  insofern  verschiedenes  Verhalten,  als  der  Druck  des 
äussern  Aethers  durch  die  Ahstossung  der  im  Körper  selbst  befindlichen, 
durch  Massentheilchen  nicht  neutralisirten  Aethertheilchen  nur  unvoll- 
ständig compensirt  wird.     Da  demnach  ein  Theil  dieses  äussern  Aether- 
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druckes  anderweitig  neutralisirt  werden  muss,  rücken  die  Molecule  des 
Körpers  etwas  näher  zasammen ,  während  im  Uebrigen  die  Art  der  Grvp- 
pirung  der  sich  abstossenden  Theilchen  das  ersetzen  muss,  was  an  der 
Zahl  derselben  abgeht.  Die  Gleichung  2)  besteht  aber  dennoch,  und 
wenn    V  und  r  sich  ändern,  so  wird 

Da.  es  hier  eine  specifische  Wärme  bei  coustantem  Volum  nicht  giebt,  ist 
mit  jeder  Temperaturerhöhung  ein  auf  Rechnung  der  Ausdehnung  zu 
setzender  Wärmeverlust  verbunden.  Die  Gleichung  11)  giebt  bei  einer 
Aenderung  von  r  analog  15) 

Analog  18)  wird  aus  33) 

.(.■,-.v[(i-r)-+a^^+...] 

Wird  aus  11)  und  7) 

gesetzt,  wenn  man  die  Temperatur  als  dem  Quadrate  von  F  proportional 
nimmt    so  wird  .«..w^    x        ..^^  t^\l  ^ 

oder  vereinfacht  ^ '^  L W      a^^JWJ  +  aA^r^J}    2    + 

37)  ^Cz=:gJr  +  hJr^  +  .,., 

^c  giebt  die  Wärme  an,  welche  verschwindet,  wenn  der  Körper  von 
der  Temperatur  t  an  um  /Ix  Grade  erwärmt  wird  und  dabei  eine  solche  Aus- 
dehnung erfährt,  dass  seine  Moleculardistanz  von  r  auf  r  +  /ir  steigt.  Geht 
man  von  O^C.  aus,  so  ist' also  statt  z  273  zu  setzen,  worauf  dann  /Ic  die  bis 
zur  Temperatur  von  i  (=  ^t)  Graden  verschwundene  Wärme  bezeichnet. 

Eigentlich  haben  wir  hier  die  auf  ein  einziges  Molecul  bezügliche 
Wärme,  doch  kann  man  die  Multiplication  mit  der  Zahl  der  in  der  Ge- 
wichtseinheit enthaltenen  Molecule  als  bereits  vollzogen  voraussetzen  und 
dann   die  Gleichung  37)   als   für  die  Gewichtseinheit  geltend  betrachten. 

Ausser  dieser  infolge  der  Ausdehnung  verschwindenden  Wärme  braucht 
der  Körper  zur  Erhöhung  der  Temperatur  eine  der  letzteren  proportional« 
Wärmemenge,  und  die  Gesammtquantität,  die  zur  Erwärmung  der  Gewichts- 
einheit von  0^  bis  (^  C.  nöthig  ist,  ergiebt  sich  also  aus  der  Gleichung 
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38)  c  =  Ä'/  +  y^r  +  Ä2fr2  +  .... 

Die  mittlere  Wärmecapacität  erhält  man  durch  Division  von  c  durch 
/  und. durch  weitere  Division  mit  der  Wärmecapacität  des  Wassers  ergiebt 
sich  die  specifische  Wärme. 

Es  wäre   nun  am  Platze,   die  Formeln  36)  bis  38)  auf  die  vorhan- 
denen Beobachtungen  anzuwenden.     Dass   die  Constanten  g  und  h  zur 
Zeit  nicht  aus  der  Gleichung  der  Körper  abgeleitet  werden  können,   ist 
von  vornherein   klar,   weil   diese  Gleichung  noch  für  keinen  Körper  be- 
kannt ist.     Es   bleibt  also  nur  übrig,   die  Constanten  a  posteriori  durch 
Einsetzen  der  zusammengehörenden,  aus  den  Beobachtungen  abgeleiteten 
Werthe  von   t  und  ^r  zu  bestimmen.     Allein  auch  in  dieser  Beziehung 
sieht  es  schlimm  genug  aus.     Durchsucht  man  die  physikalischen  Werke, 
so  findet  man  Untersuchungen  über  die  speeifische  Wärme  der  Körper  in 
Hülle  und  Fülle;  aber  so  eine  alleinstehende  Beobachtung  ist  nicht  zu 
gebrauchen,    denn  es  ist  hier  die  Kenntniss  der  specifiseben  Wärme  bei 
verschiedenen  Temperaturen  nöthig  und  dadurch  jschränkt  sich  die  Zahl 
der  verwendbaren  Beobachtungen  bedeutend  ein.     Noch  schlimmer  steht 
es  bezüglich  der  Ausdehnungsbestimmungen.     Allerdings  schleppen  sich 
einige  der  letzteren  durch  die  Physikbücher,  aber  der  Ausdehnungscoeffi- 
cient  wechselt  mit  der  Temperatur  und  darauf  ist  in  den  wenigsten  Fäl- 
len Bücksicht    genommen.      Bezüglich    der   festen   Körper   ist   noch    zu 
berücksichtigen,  dass  die  specifische  Wärme  und  sicherlich  auch  die  Aus- 
dehnung verschieden   sind,   je  nachdem  der  Körper  gewalzt,  gedrückt 
n.  s.w.  ist,  und  es  wäre  also  ganz  unzulässig,  Ausdehnungen  und  spe- 
cifische  Wärme  verschieden  behandelter  Körper  der  nämlichen  Rechnung 
zu  Grunde  zu  legen.     Krystalle ' etwa  ausgenommen,  müssen  sämmtliche 
Beobachtungen  an  einem  und  demselben  Stücke  vorgenommen  sein.   Diese 
Grundbedingung  ist  bei  den  festen  Körpern  nirgends  erfüllt.    Für  Flüs- 
sigkeiten  gilt  diese  Einschränkung  nicht,   dafür  sind  dieselben  als  Ver- 
snchsobjecte    um   so   spärlicher  vertreten.     So  kommt  es,   dass  wir  an 
zuverlässigen   Beobachtungen    einzig    auf    das  Wasser  l>eschränkt   sind, 
dessen   specifische   Wärme   Kegnault    bei  verschiedenen  Temperaturen 
bestimmt  hat,  während  wir  Kopp  die  Untersuchung  der  Ausdehnungsver- 
hahnisse  verdanken. 

Zuaammengehörende  Werthe  von  ^r  und  mittlerer  specifischer  Wärme 
für  die  verschiedenen  Temperaturen  sind: 


20" 
40 
60 
80 
100 


dr. 


Mittl.  spec.  Wärme. 


Begnaalt. .    Bechnung. 


0,0006221 
0,002504-1 
0,0054997 
0,0094377 
0,0141281 


1,0005 
1,0013 
1,0023 
1,0035 
1,0050 


1,00066 
1,00138 
1,00228 
1,00348 
1,00501 
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Um  die  Gleichung  38)  auf  diese  Beobachtungen  anzuwenden,  ist 
zunächst  zu  bemerken,  dass  die  Wärmemenge,  welche  man  braucht,  um 
die  Gewichtseinheit  Wassers  von  0^  auf  1^  zu  erwärmen,  als  Einheit 
gesetzt  werden  muss,  und  da  die  Aenderung  zfr  für  dieses  Temperatur- 
intervall  —  0,0000177  beträgt,  ist 
39)  1  =  A^  -  0,0000177^  +  0,00001  77«ä. 

Um  Wasser   von  0®  auf  20®  zu  erwärmen,   braucht  man  vorstehen- 
der Tabelle   zufolge   20.1,0005  =  20,01  W.-E.   und  es  ergiebt  sich  also 
20  Ä-  +  0,0005221  g  +  0,0005221«Ä 

^  =  20,01  {K  -  0,0000177^  +  0,0000177«ä). 

Wenn  man  nun  für  die  übrigen  Temperaturen  die  entsprechenden 
Gleichungen  bildet  und  dann  g  und  h  bestimmt,  so  erhält  man 

^  =  14,615  Ä^,     A=  1344,5  Ä', 
und  mit  Zuziehung  von  40)  werden 

Ä^=  1,00026,     ^=14,619,     Ä  =  1344,9. 

Werden  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  40)  eingesetzt,  und  be- 
stimmt man  mit  ihrer  Hilfe  die  mittlere  specifische  Wärme,  so  erhält  man 
die  in  der  Tabelle  unter  der  Rubrik  „Recl^nung**  angegebenen  Werthe, 
und  es  zeigt  sich,  dass  die  specifische  Wärme  des  Wassers  sich  aus  30) 
ableiten  lässt;  es  ist  jedoch  dabei  zu  bemerken,  dass  auch  die  in  der 
Rubrik  „Regnault**  stehenden  Werthe  nach  einer  andern  Formel  aus  (mir 
nicht  zur  Verfügung  stehenden)  Originalbeobachtungen  abgeleitet  sind, 
dass  also  diö  Grössen  if,  g  und  h  möglicherweise  noch  etwas  anders 
werden  können,  wenn  man  bei  ihrer  Bestimmung  die  Original beobach- 
tungen  zu  Grunde  legt. 

Fassen  wir  die  im  Vorstehenden  gewonnenen  Resultate  zusammen, 
so  ergiebt  sich,  dass  die  Abhängigkeit  der  specifischen  Wärme  von  der 
Temperatur  sich  auf  eine  Ausdehnungserscheinung  zurückführen  lasse. 
Bekanntlich  hängt  die  specifische  Wärme  der  Körper  auch  von  ihrer 
Textur  ab.  So  hat  Regnault  gefunden,  dass  dieselbe  bei  den  ver- 
schiedenen Kohlen  eine  verschiedene  sei.  Wenn  —  worüber  jedoch  keine 
verwendbaren  Beobachtungen  vorhanden  sind  —  auch  die  Ausdehnungs- 
coefficienten  der  Körper  sich  mit  ihrer  Textur  ändern,  so  ist  auch  Aus- 
sicht vorhanden,  die  entsprechenden  Abweichungen  der  specifischen 
Wärme  zu  erklären.  Dasselbe  gilt  von  dem  Satze ,  dass  das  Product  aus 
specifischer  Wärme  und  Atomgewicht  für  verschiedene'  Körper  das  gleiche 
sein  soll,  denn  es  braucht  ja  nur  derjenige  Körper,  bei  dem  sich  ein 
grösseres  Product  ergiebt,  einen  entsprechend  grösseren  Ausdehnungs- 
coefficienten  zu  haben.  Selbstverständlich  ist  dabei,  dass  die  bestehenden 
Verschiedenheiten  der  Producte  nicht  allzugross  sind;  bedeutendere  Ab- 
weichungen mögen  da  ihren  Grund  haben,  wo  man  sie  auch  jetzt  sucht, 
iu  der  Zusammensetzungsformel.     Es  ist  übrigens  nicht  nur  möglich,  son- 
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dem  auch  höchst  wahrscheinlich,  dass  es  noch  unbekannte  umstände 
giebt,  die  hier  eine  Rolle  spielen  und  die  sich  wohl  aus  den  Grund- 
gesetsen  ebenso  ableiten  lassen,  wie  dieses  bei  dem  mit  der  Volum- 
zunahme  verbundenen  Wärmeverluste  der  Fall  ist,  an  die  man  aber  zur 
Zeit  gar  nicht  denkt.  So  wenig  der  Lauf  eines  Gestirnes  durch  Ein- 
rechnnng  einer  einzigen  Störung  genau  dargestellt  werden  kann,  so  wenig 
kann  dieses  bei  den  Wärmeerschäinungen  der  Fall  sein.  Für  jetzt  ist 
sicher,  dass  die  Ausdehnung  nicht  nur  bei  den  Gasen ,  sondern  auch  bei 
den  übrigen  Körpern  von  Einfluss  auf  die  specifische  Wärme  ist,  und 
es  muss  abgewartet  werden,  wieviel  von  den  Unregelmässigkeiten  der 
letzteren  übrig  bleibt,  wenn  der  störende  Einfluss  der  Ausdehnung  mit 
Hilfe  einschlägiger  Beobachtungen  eliminirt  ist.  Bleiben  dann  Unregel- 
mässigkeiten übrig,  so  kann  man  erst  wieder  nach  der  sie  veranlassenden 
Ursache  suchen.  Soll  dieses  jedoch  möglich  sein,  so  ist  es  unbedingt 
nöthig,  dass  man  die  Untersuchungen  nicht  auf  eine  einzige  Erscheinung 
beschränkt,  sondern  sie  auf  deren  Gesammtheit  ausdehnt,  wie  ja  die 
Natur  ebenfalls  nie  eine  einzige  Erscheinung  zeigt.  So  nützt  es,  wie 
oben  gezeigt  wurde,  gar  nichts,  die  specifische  Wärme  eines  Körpers  bei 
einer  gegebenen  Temperatur  zu  kennen ,  wenn  man  nicht  ihre  Abhängig- 
keit von  der  Temperatur  und  die  Ausdehnungsverhältnisse  des  Körpers 
anch  weiss.  Die  möglichst  vollständige  ^enntniss  einiger  weniger  Kör- 
per würde  der  Molecularphjsik  viel  mehr  Vorschub  leisten,  als  Unter- 
suchungen, die  sich  über  grosse  Reihen  von  Körpern  erstrecken,  aber 
nur  eine  einzige  Erscheinung  berücksichtigen«  Theilung  der  Arbeit  wäre 
hier  wohl  am  zweckmässigsten. 

Die  nämliche  Ursache,  welche  bei  der  Ausdehnung  eines  Körpers 
einen  Wärmeverlust  bedingt,  veranlasst  auch  die  Erscheinung  der  laten- 
ten Wärme.  Schmilzt  ein  fester  Körper,  so  wird  die  Kraft,  welche  das 
schwingende  Molecul  in  die  Gleichgewichtslage  zurückführt,  kleiner  und 
es  verschwindet  Wärme.  Diese  Abnahme  der  beschleunigenden  Kraft 
tritt  auch  dann  ein,  wenn,  wie  bei  dem  geschmolzenen  Eise,  das  Volu- 
men der  Flüssigkeit  kleiner  ist,  als  das  des  festen  Körpers,  denn  wäh- 
rend die  Moleculardistanz  bei  den  Flüssigkeiten  nur  wenig  oder  gar  keine 
Verschiedenheit  zeigt,  bewirken  gerade  diese  Differenzen  die  Härte  des 
Körpers,  und  je  bedeutender  die  Verschiedenheiten  der  Distanzen  be- 
nachbarter Molecule  sind,  um  so  mehr  wird  die  Kraft,  welche  die 
schwingenden  Theilchen  in  die  Gleichgewichtslage  zurückführt,  diejenige 
überragen,  welche  unter  sonst  gleichen  Umständen  bei  geringeren  Distan- 
zen vorhanden  ist. 
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Das  Princip  der  kleinsten  Arbeit  der  verlorenen  Kräfte 
als  ein  allgemeines  Princip  der  Mechanik. 

Von 

Prof.  Rachmaninoff, 

wirkl.  Staatsrath  in  Kiew. 


Hierzu  Taf.  III,  Fig.  1. 


§  1.  Bevor  wir  zur  Aaseinandersetzung  von  dem,  was  wir  unter 
dem  Princip  der  kleinsten  Arbeit  der  verlorenen  Kräfte  verstehen,  nnd 
zur.  Ableitung  aus  demselben  der  Bewegungsgleichungen  eines  Systems 
von  materiellen  Punkten  treten ,  wollen  wir  ein  Theorem  aus  der  reinen 
Analjsis  beweisen. 

Es  sei 

1)  XSa:+Fiy  +  Ziz  +  ... 

eine  in  Bezug  auf  die  unendlich  kleinen  Grössen  Sx^  6y^  iz^  ...  homo- 
gene lineare  Function,  wo  ^,  F,  Z,  ...  Functionen  von  x^  y,  z,  ... 
seien;  es  seien  ausserdem  homogene  Functionen  von  ix^  öy^  dz,  ... 

2)  Aöx+Biy  +  Ciz  +  ...,     A^öx+ B^dy  + C^Sz  +  ... ,     ... 
und 

3)  ü8x+Vdy+WSz  +  .,,,     U^8x+ V^dy+ W^6z  +  ...,     ... 
gegeben,    wo    die   Coefficienten    von    6x^   dy,  dz,  ...    Functionen   von 
X,  y,  z,  ...  seien. 

Wir  wollen  sehen,  welche  Bedingungen  die  Coefficienten  X,  F,  Z, ... 
der  Functionen  1)  und  die  Coefficienten  A,  B,  ...  A^,  B^,  ...  Ü,V,... 
U^,  Fj,  ...  der  Functionen  2)  und  3)  erfüllen  müssen,  damit  die  Func- 
tion 1)  keinen  positiven  Werth  von  denjenigen  unendlich  kleinen  9Xy 
dy,  öz,  ...,  welche  die  Functionen  2)  positiv  oder  gleich  Null  uhd  die 
Function  3)  gleich  Null  machen,  annehme. 

Indem  wir  voraussetzen,  dass  die  Anzahl  der  Functionen  2)  und  3) 
kleiner  sei,  als  die  der  veränderlichen  c,  y,  z,  ...,  fügen  wir  zu  den 
ersteren  soviel  neue  willkürliche  lineare  und  in  Bezug  auf  öx,  6y,  dz,  ... 
homogene  Functionen  SSI,  SSl^y  ...  hinzu,  dass  die  Anzahl  der  Func- 
tionen 2)  und  3)  mit  der  der  willkürlichen  dSl,  d.^],  ...  der  Anzahl 
der  unendlich  kleinen  da;,  öy,  iz^  ...  gleich  wird. 
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Da  die  Functionen  iSly  SSl^f  ...  willkürlich  und  von  den  2)  nnd 
3)  verschieden  sind,  so  können  sie  entweder  positiv,  oder  negativ,  oder 
gleich  Null  werden  für  diejenigen  Werthe  von  6x^  öy^  izy  ...,  welche 
die  Functionen  2)  positiv  oder  gleich  Null,  und  die  Functionen  3)  gleich 
NaII  machen. 

Welche  die  Goefficienten  der  Functionen  1),  2)  und  3)  auch  sein 
mögen,  so  können  wir  immer,  indem  wir  unter  X,  1^, ...  fi,  ftj,  •..  a>,  o>|,  ... 
unbestimmte  Grossen  verstehen, 

Äöx+Yöy  +  Z6z  +  ...  +  k  (A  Öx+B  8y  +  C  8t  +  ...) 

+  k^{^^öx^B,dy+C^8z  +  . .,)  +  ... 
4)  +ii{üdx+V  öy+W8z  +  ...) 

+  ii,{ü^ix+V,8y  +  }F,8z+. .,)  +  ... 

Tür  alle  beliebigen  Werthe  von  dar,  Äy,  8z j  ...  setzen.  In  der  That, 
da  8x^  8y^  dz,  ...  immer  ganz  willkürlich  und  X,  X^,  ...  ft,  fi|,  ... 
io,(D^,  ...  unbestimmt  bleiben,  so  hat  man  die  Coefficienten,  welche  bei 
den  ersteren  in  der  obigen  Gleichung  4)  vorkommen,  gleich  Null  zu 
setzen;  man  erhält  auf  diese  Weise  ebensoviel  Gleichungen,  als  Grös- 
sen Xj,  Xg,  ...  (i^  ßiy  •••  a>)  Q)i)  •••  da  sind,  und  kann  aus  diesen 
Gleichungen  diejenigen  Werthe  von  X,  Xj,  ...  fi,  ftj,  ...  co,  Wj,  ...  er- 
mitteln, welche  die  Gleichung  4)  für  alle  willkürlichen  dar,  djf,  dz,  ... 
möglich  machen. 

Die  Gleichung  4)  wollen  wir  nun  in  der  Form 

Ä8z  +  Y8y+...=^-'k(A8x  +  B,8y+...)'-k^{A^8x+B^8y +...)+... 
5)  -ii{üSx+VSy+...)-tA,(ü,8x+V,8y+...)+... 

—  00  8Sl  —  Wj  dÄj  — ... 

darstellen.  Damit  der.  erste  Theil  dieser  Gleichung  bei  allen  Werthen 
der  unendlich  kleinen  Grössen,  welche  die  Functionen  2)  positiv  oder 
gleich  Null  und  die  Functionen  3)  gleich  Null  machen,  keinen  positiven 
Werth  annehme,  müssen  die  Grössen  co,  m^,  ...  als  gleich  Null  sich 
bestimmen  lassen;  sonst  würde  man  solche  Werthe  für  die  unendlich 
kleinen  6x,  8y^  dz,  ...  wählen  können,  welche  die  Functionen  2)  und 
3)  gleich  Null  machen,  und  die  Function  1)  würde  einer  Summe  belie- 
biger Functionen  8Sly  dSl^^  ...  gleich  werden,  welche  auch  positiv  aus- 
fallen könnte,  die  letzte  Folgerung  würde  aber  der  zu  Grunde  gelegten 
Voraussetzung  widersprechen.     Folglich  muss 

X8x+Y8y  +  ...  +  X  {A   8x  +  B  dy  +  ...) 
ß^       '  +l,{A,8x+B,Sy  +  . ..)  +  ... 

f  +^  ([7  öx+V  8y  +  ...) 

+  f*i(^ida:+ridy-|....)  +  ...  =  0 

für  alle  beliebigen  Werthe  von  dar,  6jf,  ...  sein  oder,  was  dasselbe  ist, 
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in  welche  Gleichungen  der  Ausdruck  6)  zerfällt.  Femer  ist  es  ersicht- 
lich, dass  die  Coefficienten  A,  il^,  ...  als  positiv  aus  den  Gleichungen  7) 
bestimmt  werden  müssen ,  damit  der  erste  Theil  der  Gleichung  5)  bei  den 
Werthen  der  unendlich  kleinen  Grössen ,  welche  die  Functionen  2)  posi- 
tiv oder  gleich  Null  und  die  Functionen  3)  gleich  Null  machen,  keine 
positiven  Werthe  annimmt;  sonst  würde. der  erste  Theil  der  Gleichung 
5),  indem  man  für  öx^  6y^  ...  solche  Werthe  wählte,  die  Function 

J8x+  Böy+Cöz  +  ... 
positiv  und  die  anderen  Functionen  2)  und  3)  gleieh  Null  machten,  für 
negative  Werthe  k  positiv  ausfallen. 

Wir  haben  also  folgende  Bedingungen  gefunden ,  die  erfüllt  werden 
müssen,  damit  die  Function  1)  bei  denjenigen  Werthen  von  öx^  Sy^  özy  ..., 
welche  die  Functionen  2)  positiv  oder  gleich  Null  und  die  Functionen 
3)  gleich  Null  machen,  keine  positiven  Werthe  Annehme. 

1.  Es  muss  Gleichung  6)  für  alle  beliebigen  Werthe  von  öx,  öy, 
dz,  ...  gelten,  d.  h.  die  Function  1)  addirt  zu  den  Functionen  2)  und 
3),  von  denen  jede  mit  einem  unbestimmten  Factor  multiplicirt  ist,  miiBs 
für  alle  beliebigen  Werthe  8x^  dy,  62,   ...  gleich  Null  werden. 

2,  Die  Factoren  Aj,  Ag,  ...  müssen  positiv  sein.  Diese  Beding- 
ungen sind  nicht  nur  noth wendig,  sondern  auch  genügend,  da  die 
Function  1),  wenn  dieselben  erfüllt  werden,  bei  allen  Werthen  von  8x, 
dy,  dz,  ...,  welche  die  Functionen  2)  positiv  oder  gleich  Null  und  die 
Functionen  3)  gleich  Null  machen,  keine  positiven  Werthe  annimmt. 

Da  da:,  d^,  dz,  ...  willkürlich  sind,  so  müssen  ihre  Coefficienten  in 
Gleichung  6)  gleich  Null  werden;  daraus  erhält  man  soviel  Gleichungen 
7),  als  unendlich  kleine  'da;,  öy,  dr,  ..«  vorhanden  sind;  eliminirt 
man  aus  denselben  die  unbestimmten  Factoren  A^,  Ag,  ...  ^,  fii,  ...,  so 
erhält  man  Ausdrücke,  welche  die  gesagte  Abhängigkeit  der  Coefficien- 
ten der  Functionen  1),  2)  und  3)  von  einander  darstellen. 

Zu  den  auf  diese  Weise  erhaltenen  Gleichungen  müss  man  noch  die 
Ungleichheiten  hinzufügen,  welche  ausdrücken  sollen,  dass  die  aus  den 
Gleichungen  7)  ermittelten  Factoren  stets  positiv  bleiben,  welche  nume^ 
rischen  Werthe  sie  auch  annehmen  mögen. 

§  2.  Wir  gehen  jetzt  zur  Erklärung  dessen  über,  was  wir  unter  dem 
Princip  der  kleinsten  Arbeit  der  verlorenen  Kräfte  verstehen,  .und  znr 
Ableitung  aus  demselben  der  Bewegungsgleichungen  eines  Systems  von 
materiellen  Punkten.  Um  die  Bewegung  eines  Systems  materieller  Punkte 
ermitteln  zu  können,  muss  zuerst  das  Letzte  bestimmt  werden,  d.  h.  es 
muss  gezeigt  werden,   welche  Verrückungen   für  das  betrachtete  System 
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«'^VV^V^^A/^AA^^^ 


möglich  sind;  dann  müssen  die  Kr&fte,  welche  auf  die  materiellen  Punkte 
wirken,  gegeben  sein.  Bekanntlich  wird  ein  System  von  materiellen 
Punkten  mittelst  folgender  Bedingungen  analytisch  bestimmt:  Diejenigen 
Verrficknngen  sind  möglich,  welche  gewisse  lineare  Functionen  in  Bezug 
auf  die  Verrttcknngen  gleich  Null  oder  gleich  Null  und  positiv  machen. 
Im  letstem  Falle  ändern  die  erwähnten  Functionen  ihr  Zeichen  nicht 
anders I  als  beim  Uebergange  von  den  möglichen  Verrückungen  zu  den 
nnmöglichen.  Das  System,  dessen  Bewegung  zu  ermitteln  ist,  bestehe  aus 
n  materiellen  Punkten,  deren  Massen  m^^  m,,  ...  m^,  ...  m^  und  deren 
Coordinaten  für  das  Ende  der  Zeit  t 

seien. 

Es  seien  diejenigen  Verrückungen  des  Systems 

(*^i»^yii*«i),  (^«2,*y2»'^«)i  •••  (*^<i  ^»<i  *2.)i   •••  (*a:„,dy,,dz„) 
möglich,  welche  die  linearen  Functionen  derselben 

_,)az'     ^az'     ^az'    i     az'  . 


Ida'i 


.     .  az" .    ,  dr\  I  ,  dr  ^ 


positiv  oder  gleich  Null  nnd  die  Fanctioueu 

I9xi  dyt  dzi       )        dt 


j.^*    a. 
+^-^'' 


gleich  Null  machen.  In  den  angeführten  Ausdrücken  bezeichnen  ^v,  ^i,  ti 
die  Coordinaten  eines  Punktes  m,-  des  Systems  und  dem  t  sind  alle  ganz 
numerischen  Werthe  von  1  bis  n  zu  ertheilen. 

Setzen  wir  femer  voraus,  dass  auf  das  mittelst  der  Bedingungen  der 
möglichen  Verrückungen  8)  nnd  9)  bestimmte  System  von  materiellen 
Punkten  die  Kräfte  F^,  F,,  ...  Ff,  ...  Fn  wirken,  deren  Projectionen 
auf  drei  rechtwinklige  Coordinatenaxen  resp. 

seien.  Kennt  man  die  Bedingungen  der  möglichen  Verrückungen  eines 
Systems  und  die  Kräfte,  welche  auf  die  materiellen  Punkte  desselben 
wirken,  so  findet  man  die  Bedingungen  (Gleichungen)  einer  wirklichen 
Verrückung  des  Systems  während  eines  unendlich  kleinen  Zeitintervalls 
^l  und  ermittelt  auf  diese  Weise  die  Bewegung  des  Systems.  Wir  wol- 
len die  Charakteristik  eines  Differentials  auf  diejenigen  Aenderungen  von 
Coordinaten  beziehen ,  welcke  infolge  wirklicher  Verrückungen  der  mate- 
riellen Punkte  stattfinden. 


ZdtMhrift  f.  Mathematik  n.  Physik  XXIV,  4.  14 
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Da  die  wirklichen  Verrücknngen 
{dT,,dy^,dz,),  {dx^,dy^,dz^),  ...  {dxi,  dy^,  dzt),  ...  (a««,  ay„  a:,) 
der  materiellen  Punkte  eines  Systems  mitbin  aucb  zn  den  möglieben  Ver- 
rückungen desselben  geboren ,  so  müssen  dieselben  die  Functionen  8)  nnd 
9)  gleicb  Null  macben,  im  Fall  die  Hindernisse,  auf  welcbe  jene  Func- 
tionen sieb  beziehen,  wirklieb  als  solche  vorkommen.  Die  Hindernisse, 
welche  auf  die  Functionen  8)  sich  beziehen,  schliessen  für  die  sich  be- 
wegenden Massen  einen  Theil  des  Raumes  aus  und  lassen  für  die  Be- 
wegung den  andern  Theil  frei.  Für  den  ersten  Theil  des  Raumes  we^ 
den  die  Functionen  8)  negativ  und  für  den  zweiten  positiv.  Die  Hin- 
dernisse kommen  nur  dann  als  wirksam  vor,  wenn  sie  den  Uehergang 
materieller  Punkte  ans  einem  Theile  des  Raumes  in  den  andern  verhin- 
dern. Folglich  gehen  die  wirklichen  Verrückungen  des  Systems  an  der 
Grenze,  welche  die  beiden  Räume  von  einander  trennt,  vor  sich,  sonst 
würden  die  Verrückungen  von  Hindernissen  unabhängig  sein.  Was  nnn 
die  Functionen  9)  betrifft ,  so  ist  es  ersichtlich ,  dass  die  wirklichen  Ver- 
rtickungen,  in  denen  sie  möglich  sind,  die  Functionen  9)  gleich  Nnll 
machen.  Daraus  schliessen  wir,  dass  eine  wirkliche  Verrückung,  welche 
die  Functionen  8)  und  9)  gleich  Null  macht,  sich  durch  folgende  Gleich- 
ungen bestimmen  lässt: 


10) 


11)        {  ^\dM;; 

\dx. 


•...., 


I-  oyi  dzi       )        et 


§  3.  Da  die  Anzahl  der  Gleichungen  10)  und  11)  immer  kleiner 
ist,  als  die  der  Coordinaten,  welche  die  Lage  der  materiellen  Punkte 
eines  Systems  bestimmen ,  so  müssen  noch  andere  Bedingungen  der  wirk- 
lichen Verrückungen  ermittelt  werden. 

Es  sei  Oi  die  Lage  eines  materiellen  Punktes  des  Systems  für  das 
Ende  der  Zeit  f,  es  stelle  OtAi  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  «>.•  vor, 
welche  der  Punkt  mt  am  Ende  der  Zeit  /  hat;  dann  stellt  O^Ai  ebenso 
diejenige  Verrückung  vor,  welche  vom  Punkte  m,*  infolge  der  von  ihm 
erworbenen  Geschwindigkeit  in  dem  unendlich  kleinen  Zeitintervalll  dt 
gemacht  wäre. 

Es  sei  OiBi  diejenige  Verrückung,  welche  der  Punkt  m«-  während 
der  Zeit  dt  unter  der  Wirkung  der  Kraft  Fi  gemacht  hätte,  wenn  der- 
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selbe  keine  erworbene  Geschwindigkeit  besässe  nnd  ganz  frei  wäre;  die 
Diagonallinie  O^C,-  des  auf  OiAf  und  Oi  B^  gebauten  Parallelogramms  würde 
die  Verrückung  des  materiellen  Punktes  m,-  vorstellen,  falls  der  letzte 
znr  Zeit  /  frei  wKre  und  mit  der  früher  erworbenen  Geschwindigkeit  v,* 
unter  der  Wirkung  der  Kraft  Fi  sich  bewegte.  Da  aber  der  betre£Pende 
Pnnkt  unfrei  ist,  so  kann  er  nicht  nach  0<6|  sich  verschieben  und  voll- 
endet eine  wirkliche  Verrückung  0,-  Ei .  Wir  wollen  die  nach  der  Rich- 
tung Ai  Ci  wirkende  Kraft  F\  in  zwei  andere  zerlegen ,  welche  resp.  nach 
den  Richtungen  Ai  Ei  und  Ei  Ci  wirken ,  und  dieselben  durch  7,-  und  P. 
bezeichnen.  Die  erste  von  diesen  Kräften  verursacht  solch  eine  Ver- 
rückung AiEi^  welche,  indem  sie  sich  mit  der  infolge  der  erworbenen 
Geschwindigkeit  stattfindenden  Verschiebung  OiA^  verbindet,  die  wirk- 
liebe Verrückung  des  materiellen  Punktes  zur  Folge  hat,  als  ob  der 
letzte  sich  frei  bewegte.  Führt  man  dieselbe  Zerlegung  für  alle  Punkte 
des  Systems  durch,  so  sieht  man,  dass  die  Kräfte  J|,  Jj»  •••  ^iy  •-•  ^n 
wirkliche  Verrückungen  verursachen,  als  ob  jeder  der  Punkte  frei  wäre. 
Was  die  Kräfte  P^,  P^,  ...  Pi,  P»  betrifft,  so  dürfen  . dieselben 
kein  Bestreben  haben,  eine  solche  Verrückung  zu  erzeugen, 
welche,  mit  der  wirklichen  verbunden,  eine  mögliche  Ver- 
rückung zur  Folge  hätte.  Die  letzte  Bedingung  dient  zur  Herstel- 
lung der  fehlenden  Gleichungen  von  wirklichen  Verrückungen.  Zuerst 
wollen  wir  aber  diejenigen  Verrückungen  näher  ins  Auge  fassen,  welche, 
mit  den  wirklichen  verbunden,  mögliche  Verrückungen  er- 
geben.    Es  sei 

12)    (^^i'^^i'^^i)'  (dx^,^y^,Jz^),   ...   {dXi.Jyt./iZi),   ... 

(Jx„,Jy„,Jz„) 
eine  beliebige  Verschiebung   eines  Systems;   verbindet   sich   dieselbe  mit 
der  wirklichen  Verschiebung,  so  ergeben  sich  die  Verrückungen 
(di^^  +  ^x^,  dy^+dy^,  Jz^  +  dz^),     (^x^  +  dx^,  ^V^  +  dy^,  Jz^  +  dz^), 
13)  ...  (Jxi-^dxi,  ^yi+dytj  Jzi  +  dzi), 

...    {^Xn  +  dx„,    ^yn  +  dyn,    ^Zn  +  ^^n)' 

Hat  die  Verschiebung  12)  in  Verbindung  mit  der  wirklichen  eine  mög- 
liche Verschiebung  znr  Folge,  so  müssen  ^a:,  +  ^;r,-,  ^y,H-^y,,  Jzt  +  dzi^ 
wenn  dieselben  in  die  Functionen  8)  und  9)  statt  da^,-,  6y,-,  dZi  sub- 
stitnirt  werden,  die  Functionen 

positiv  oder  gleich  Null  machen  und  die  Functionen 
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+^te  ^^'+ä];7  ^'"+ä^  ^i+-är-^'' 

gleich  Null  machen. 

Infolge  der  Gleichungen  10)  und  11)  gehen  aber  die  Ausdrücke  14) 
und   15)  in  folgende  lineare  homogene  Functionen  über: 

SdL'  dl'  dL'       ]      ^idL"  dV  ,      .  dV       i 


nnd 


Daraus  ist  ersichtlich,  dass  alle  Verrückungen  12),  welche  in  Verbindang 
mit  der  wirklichen  mögliche  Verrückung^n  zur  Folge  haben,  die  homo- 
genen linearen  Functionen  16)  positiv  und  gleich  Null  und  die  Functio- 
nen 17)  gleich  Null  machen.  Man  sieht  auch,  dass  die  Ausdrücke  16] 
und  17)  Aenderungen  der  Functionen  L\  Z",  . . .  M\  M'\  . . .  vorstellen, 
welche  von  den  Zeitfinderungen  unabhängig  sind. 

Es  sei  EfDi  die  erwähnte  Verrückung  Jsi  eines  materiellen  Punktes 
fiii  und  /fXif  ^Viy  ^^i  seien  Projectionen  derselben  auf  Coordinaten. 
Aus  dem  Dreiecke  Di  Eid  erhält  man 


DiCi=^DiEi+EiCi'-2.DiEi.EiCi,cos{,DiEi,  EiCi), 


wobei  {Di  Ei ,  Ei  Q)  den  Winkel  zwischen  der  Verrückung  und  der  Rich- 
tung der  verlorenen  Kraft  Pi  bezeichnet.  Multiplicirt  man  diese  Gleich- 
ungen mit  mi  und  nimmt  man  die  über  alle  Punkte  des  Systems  ausgedehnte 
Summe,  so  erhält  man 

jgv  Unii.DiCi    -'  Znii.EiCi 


^Zmi.DiEi'^'^T.Emi,  Di  Ei.  Et  Ci.  cos  {Di  Ei,  EiCt), 
Im  zweiten  Gliede  des  rechten  Theiles  der  letzten  Gleichung  bezeichnet 
EiCi  diejenige  Verrückung,  welche  die  verlorene  Kraft  Pi  bei  freier  Be- 
wegung des  betreffenden  materiellen  Punktes  erzeugt  hätte. 
Jene  Verrückung  wird  aber  durch  die  Gleichung 

,9,  ^-^4 

mi     1 

bestimmt.     Wird  statt  EiCi  ihre  Grösse  substituirt,  so  erhält  man 


2  Emi .  Di  Ei .  Ei  d .  cos  (/?.-  Ei ,  E,  d)  =  dl^,ZPi.  Di  Ei .  cos  {Pi .  Di  Ei). 
Da  aber  die  verlorenen  Kräfte  /*i,  /^2»  •••  ^<»  •••  ^n  keine  Verrückungen 
erzeugen   können,   welche  in   Verbindung   mit  den   wirklichen   mögliche 
Verrückungen  zur  Folge  haben  würden,   und  da  Kräfte  im  Allgemeinen 
keine   Bestrebungen   haben.  Verrückungen    zu   erzeugen,    in   Bezug  auf 
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welche  das  gesammte  Moment  keinen  positiven  Werth  annimmt,  so 
schliessen  wir,  dass  das  gesammte  Moment  der  verlorenen  Kräfte 

und  folglich  auch  das  zweite  Glied  des  rechten  Theiles  der  Gleich- 
ungen 18) 

2Zfni.D^i.E^i.cos(piEi^  E^i) 

keinen  positiven  Werth  annehmen  kann  und  dass  der  rechte  Theil  der 
erwähnten  Gleichungen  immer  positiv  bleibt.  Auf  diese  Weise  kommt 
man  zum  Schlüsse,    dass   bei  der  Bewegung  eines  Systems  materieller 

Punkte  

2mi .EiCi^<  £mi . D^. 

Diese  Ungleichheit  schliesst  in  sich  das  sogenannte  Gauss 'sehe  Princip 
des  kleinsten  Zwanges  ein,  das  aber  von  Gauss  nur  für  den  Fall 
bewiesen  wurde,  wo  die  Bedingungen  des  Systems  von  der  Zeit  un- 
abhängig sind.  „Das  neue  Princip**,  sagt  Gauss,  „ist  nun  folgendes: 
Die  Bewegung  eines  Systems  materieller,  auf  was  immer  fUr  eine  Art 
unter  sich  verknüpfter  Punkte,  deren  Bewegungen  zugleich  an  was  immer 
für  äussere  Beschränkungen  gebunden  sind,  geschieht  in  jedem  Augen- 
blick in  möglichst  grosser  Uebereinstimmung  mit  der  freien  Bewegung 
oder  unter  möglichst  kleinem  Zwange ,  indem  man  als  Maass  des  Zwanges, 
den  das  ganze  System  in  jedem  Zeittheilchen  erleidet,  die  Summe  der 
Producte  aus  dem  Quadrate  der  Ablenkungen  jedes  Punktes  von  seiner 
freien  Bewegung  in  seine  Masse  betrachtet/'  (Gauss'  Werke,  Bd.  V 
S.  26.) 

Man  kann  aber  die  Ungleichheit  20)  in  einem  andemr  Sinne  be- 
trachten, der  ihre  mechanische  Bedeutung  genauer  ausdrückt.  Nämlich 
es  kann  der  Ausdruck 

Smi ,  E^Ci  , 

der  bei  wirklichen  Verrückungen  den  kleinsten  Werth  annimmt ,  nach  der 
Gleichung  19)  in  die  Form 

-^.ZPi.Eid 

transformirt  werden  oder  auch  in 

indem  EfCi^^pi  gesetzt  wird.  Da  aber  i\  die  verlorene  Kraft  bezeichnet 
und  pi  die  Verrückungen,  welche  jene  Kraft  bei  freier  Bewegung  dem 
materiellen  Punkte  ertheilt  hätte,  so  stellt  ZPiPi  diejenige  Arbeit  vor, 
welche  die  verlorenen  Kräfte  bei  freier  Bewegung  erzeugt  hätten.  Daraus 
ist  die  Bedeutung  des  Ausdruckes  20)  ersichtlich:  Bei  der  Bewegung 
eines  Systems  materieller  Punkte  hat  die  Arbeit,  welche  die 
verlorenen   Kräfte  bei   freier   Bewegung   desselben   Systems 
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erzeugt  hätten,  den  kleinsten  Werth;  der  unendlich  kleine 
Zuwachs  jener  Arbeit  bleibt  bei  jeder  Verschiebung,  die  in 
Verbindung  mit  der  wirklichen  eine  mögliche  Verschiebang 
zur  Folge  haben  würde,  positiv. 

Also  ersieht  man,  dass  das  Gauss* sehe  Princip  des  kleinsten 
Zwanges  als  Princip  der  kleinsten  Arbeit  der  verlorenen 
Kräfte  bezeichnet  werden  könnte,  wodurch  man  in  grössere  üeberein- 
stimmung  mit  der  gegenwärtigen  Anschauung  der  Naturerscheinungen  käme. 

§  4.  Wir  wollen  nun  die  Gleichungen  der  wirklichen  Verrückungen 
aus  dem  Princip  der  kleinsten  Arbeit  der  verlorenen  Kräfte  ableiten. 

Es  bezeichne  J£{PiPi)  diejenige  Aenderung  der  verlorenen  Arbeit, 
welche  durch  die  Verschiebungen,  die  in  Verbindung  mit  den  wirklichen 
mögliche  Verrückungen  erzeugen,  hervorgebracht  werden  wttrde;  dann  ist 
nach  dem  Princip  der  kleinsten  Arbeit  der  verlorenen  Kräfte 

21)  ^2(PiPi) 

immer  positiv.  Führt  man  statt  Pi  seine  Grösse  aus  der  Gleichung  19) 
ein,  so  erhält  man 

J£{PiPi)^^^.J2tnip,»^^^.£mi.dpi\ 

Die  Coordinaten  Xi,  yi^  Zi  bestimmen  die  Lage  des  materiellen  Punktes 
nii  zur  Zeit  / ;  man  bezeichne  durch  a< ,  6< ,  Ci  die  Coordinaten  von  mi  zur 
Zeit  t+di  für  den  Fall ,  wo  der  betreffende  materielle  Punkt  während 
des  Zeitintervalls  dt  sich  ganz  frei  bewegte,  und  durch  |j,  i/t*,  it  die 
Coordinaten  von  demselben  Punkte  für  den  Fall  der  wirklich  stattfinden- 
den Verrückung  desselben;  dann  ist 

Pi'  ^  (Si  -  aiY  +  {fii-b,y  +  (&-  c,)«.  ' 
Man  bezeichne  durch  zf£^,  JrHy  J^  die  Projectionen  auf  Coordinaten- 
axen  von  DiEi^  d.  h.  die  Aenderungen,  die  die  Coordinaten  |i,  i}/,  &  bei 
derjenigen  unendlich  kleinen  Verschiebung  des  Systems  erleiden,  welche 
in  Verbindung  mit  der  wirklichen  eine  mögliche  Verschiebung  zur  Folge 
hätte ;  zieht  man  durch  den  Punkt  Oi ,  dessen  Coordinaten  xi^yi^  :,•  sind, 
eine  Linie  OiGi  parallel  und  gleich  EiDi^  so  ersieht  man,  dass 
J^i=Jxi^  JfH'=Jyi,  J^i^Jzi^ 

22)  d£(Pip.)==^2mi\{^i^ai).Jxi  +  {fii-'bi).Jyi+{ti-Ci).Jzi\. 

Nach  dem  Princip  der  kleinsten  Arbeit  der  verlorenen  Kräfte 
muss  der  rechte  Theil  der  obigen  Gleichung  bei  jeder  Verschiebang, 
welche  in  Verbindung  mit  der  wirklichen  eine  mögliche  Verschiebung  zur 
Folge  hätte,  positiv  bleiben  oder,  was  dasselbe  ist,  muss  die  in  Bezug 
auf  die  Verrückungen  lineare  homogene  Function 
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23)         ^£fni\(ai--^i).Jxi+(bi-^fli).Jy^  +  (ci--^).Jzi\ 

bei  derjenigen  Verschiebung  keinen  positiven  Werth  annehmen,  welche 
die  Functionen  16)  positiv  und  gleich  Null  und  die  Functionen  17) 
gleich  Null  macht. 

Um  jene  Bedingungen  zu  erfüllen ,  ist  es  genügend ,  dass  die  Func- 
tion 23),   addirt  zu  den  Functionen  16)  und  17),  von  denen  jede  mit 
einem  betreffenden  Factor  multiplicirt  wird ,  für  alle  beliebigen  Verschie- 
buogen  des  Systems  gleich  Null  bleibe, 
2 

wo  A',  l",  ...  iky  fi",  ...  die  erwähnten  Factoren  sind,  von  denen  k\  3l\  ... 
iimner  positiv  bleiben.  Da  dx^y  ^yi%  ^^i  willkürlich  sind,  so  zerfällt 
die  obige  Gleichung  in  folgende: 

Jir(.'i-a  +  ^j^+ ■■■  +  (>  j;;  + ■■■-<>,     . 

WO  statt  t  alle  ganzen  Zahlen  von  1  bis  n  zu  setzen  sind.  Nach  der 
Theorie  der  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  hat  man 

^i   dfi 

Die  wirkliche  Lage  des  materiellen  Punktes  m,-,  dessen  Coordinaten 
zar  Zeit  /:  x^,  y,-,  z^  sind,  wird  zur  Zeit  i  +  dl  durch  die  Coordinaten 

^      d^Xi  difl 


^~-i^   dt  '^  dfi'  2 


Digitized  by 


Google 


216     Das  Princip  der  kleinsten  Arbeit  der  verlorenen  Kr&fte  etc.. 

bestimmt.  Führt  man  die  erhaltenen  Ausdrücke  a^ ,  b^ ,  c^ ,  l,- ,  tu ,  j;,  in 
die  Gleichungen  24)  ein  und  bemerkt,  dass 

so  erhält  man  die  Bewegungsgleichungen 

,5,      <  ^,_„^j'+»-.|£+...+,..|£-+..,=«. 

deren  Zahl  bekanntlich  3/i  beträgt.  Diese  Gleichungen  in  Verbindung 
mit  denen  der  wirklichen  Verrückungen  10)  und  11)  bestimmen  3n  Co- 
ordinaten   der  materiellen  Punkte  und  die  Factoren  l,\  X'\  ...  fi\  \k\  .... 

§  5.  Nach  dem  oben  Gesagten  ist  es  leicht,  den  Zusammenhang  zn 
zeigen,  der  zwischen  dem  Princip  der  kleinsten  Arbeit  der  ver- 
lorenen Kräfte  und  dem  der  virtuellen  Verrückungen  in  Ver- 
bindung mit  dem  d^Alembert^schen  Princip  stattfindet 

Verbindet  man  das  Princip  der  virtuellen  Verrückungen  mit  dem 
von  d'Alembert  und  erstreckt  dasselbe  auf  den  Fall,  wo  die  Beding- 
ungen eines  Systems  von  der  Zeit  abhängen,  so  wird  durch  dasselbe 
bekanntlich  ausgedrückt,  dass  die  verlorenen  Kräfte  keine  Verschiebungen 
des  Systems  erzeugen  können,  welche  in  Verbindung  init  der  wirklichen 
eine  mögliche  zur  Folge  hätte;  dafür  ist  es  aber  nothwendig,  dass  du 
gesammte  Moment  der  verlorenen  Kräfte 

26)  £Pi .  cos  {Pi ,  z/  s,) .  ^ 5; 

bei  der  Verschiebung  ds^^  Js^^  ...  Js.,  ...  z/s»,  welche  in  Verbindung 
mit  der  wirklichen  möglich  würde,  keinen  positiven  Werth  annehme. 
Man  kann  nun  die  verlorene  Kraft  i',*  in  zwei  andere  zerlegen:  die  wir-' 

kende  Kraft  F^  und  die  Kraft  J^^itni—^^  welche  die  wirkliche  Bewegung 

das  materiellen  Punktes  erzeugt  und  mit  entgegengesetztem  Zeichen  ge- 
nommen wird.     Da  aber 

PiCos(Pi,x)^Ä\'^tnij^, 
/>,co.(/>,,y)  =  F,-m,||?-, 

i>,eo.(/>„z)=:Z,-m,.|j*, 

JXi=  Jsi^cos{JSi,x)^  Jyi^=JSi,cos{dSiyy)f   Jzi  =  Js^,cos{JSi^z) 
und 
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cos{Piy  JSi)=scos{P(y  x).cos{Jsi^  ^)  +  ^ö*(A>  y)'Cos{Js^j  y) 

+  cos{Pi^  z).cos{Js^^  2), 
80  nimmt  das  goBammte  Moment  der  verlorenen  Kräfte  26)  die  Form 

^  {(^•-"••??)  •  ^-^+ (^«-'»••iS)  •  ^^•- + i'i-'^'-w)  •  ^'«l 

an.  Diese  in  Bezug  auf  die  Verrticknngen  lineare  Function  darf  bei 
derjenigen  Verschiebung  keinen  positiven  Wertb  annehmen,  welche  in 
Verbindung  mit  der  wirklichen  möglich  wird,  d.  h.  welche  die  Functio- 
nen 16)  positiv  und  gleich  Null  und  die  Functionen  17)  gleich  Null 
macht;  dafür  ist  es  aber  nach  dem  im  Anfange  auseinandergesetzten 
Lehrsätze  nothwendig  und  genügend,  dass  die  Gleichung   . 

für  alle  beliebigen  Verrückungen  des  Systems  giltig  ist  und  X\  l'\  ... 
dabei  positiv  bleiben.  Die  obige  Gleichung  zerfHllt  in  die  Gleichungen 
25).  Führt  man  in  die  Gleichung  22)  die  Werthe  von  a^- ,  6,- ,  ci ,  g^- ,  i/^- ,  ^2- 
ein^  so  erhält  man 

oder 

—  J2{PiPi)  =  2  £Pi  .JSi.  cos  {Pi ,  JSi). 

Diese  Gleichung  drückt  den  Zusammenhang  zwischen  dem  Princip 
der  virtuellen  Verrückungen  in  Verbindung  mit  dem  d'Alem- 
bert'schen.  Princip  und  dem  der  kleinsten  Arbeit  der  ver- 
lorenen Kräfte  aus.  Nach  dem  letzten  Princip  ist  der  Zuwachs  der 
verlorenen  Arbeit  immer  positiv,  dagegen  drückt  das  Princip  der  vir- 
tuellen Verrückungen  in  Verbindung  mit  dem  d'Alembert'schen  aus, 
dass  das  gesammte  Moment  der  verlorenen  Kräfte 

•  £Pi  .  JSi ,  C08{Pi  ,  Js^) 

in  Bezug  auf  dieselben  Verrückungen,  wie  oben,  keinen  positiven  Werth      ^ 
annimmt. 

§6.  Gehen  wir  nun  zum  Princip  der  kleinsten  Wirkung  über, 
von  dem  ein  englischer  Mathematiker  Folgendes  ausspricht :  The  Principle 
of  Least  Adlon,  m  ihe  form  commonly  given,  is  an  unmeaning  proposiiion. 

Man  bezeichne  durch  T  die  lebendige  Kraft  eines  Systems  von 
materiellen  Punkten 
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•f*^-^^^^  ^a^V^^A 


r=l^„,(!fd±W+£V) 


und  setze 

Z(^Xi  JXi  +  Fi  Jyi+  ZiJzi)  ^Aü, 

wobei  ü  im  Allgemeinen  eine  Function  von  der  Zeit  /  sein  kann,  da  ^ 
auf  die  von  der  Zeit  unabhängigen  Coordinatenänderungen  sich  besieht. 
Aendert  man  T  nach  dem  Symbol  ^,  so  erhält  man  successive 

=¥t^"'Al7'  ^"«  +17-  ^y«  +17-  ^'•-  ) 

worans  folgt 

4^-"'(l|r'-^«+l|-^»'+l?:^=-)-^'-- 

Infolge  dessen  nimmt  die  Gleichung  27)  die  Form 

an:  Multiplicirt  man  diese  Gleichung,  welche  immer  als  positiv  zu  be- 
trachten ist,  mit  di  und  integrirt  beide  Theile  derselben  zwischen  den 
Grenzen  <»/o  ^^^  ^  =  ^ii  welche  zwei  bestimmten  Lagen  des  Systems 
im  Baume  entsprechen,  so  dass  an  den  Grenzen 


so  erhält  man 


--Jj{PiPi).dt^2j{JÜ  +  JT).dt', 


»0  ^0 

da  aber  z/  sich  auf  eine  von  der  Zeit  unabhängige  Aenderung  bezieht, 
so  kann  man  die  obige  Gleichung  in  die  Form 

•^Jj{PiPi).dt  =  2.jJ{U+T).dt 
U  to 

bringen.  Diese  Gleichung  drückt  den  Zusammenhang  zwischen  dem  so- 
genannten Princip  der  kleinsten  Wirkung  und  dem.  der  kleinsten  ver- 
lorenen Arbeit  aus  und  erklärt  uns  die  dynamische  Bedeutung  des  Auf- 
druckes im  rechten  Theile  der  obigen  Gleichung.  Da  J{PiPi)  bei  der* 
Verschiebung,  welche  in  Verbindung  mit  der  wirklichen  möglich  wird, 
keinen  negativen  Werth  annimmt,  so  ersehen  wir^  dass 
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'h 


ß 


bei  deraelben  Verschiebung  keinen  positiven  Werth  annimmt.  In  diesem 
Sinne  könnte  man  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  genauer  als  das 
der  grössten  Wirkung  nennen ,  obgleich  die  beiden  Bezeichnungen 
als  keine  streng  genauen  betrachtet  werden  können  und  in  Bezug  auf 
ihre  Bedeutung  in  Verwirrung  bringen. 
Betrachtet  man  den  Ausdruck 

^{Ü+T).dt 
to 

nur  als  solchen,  der  bei  der  Verschiebung,  welche  in  Verbindung  mit 
der  wirklichen  möglich  wird,  negative  Zunahmen  erleidet,  so  ist  man  im 
Stande,  die  Bewegungsgleichungen  eines  Systems  materieller  Punkte 
regelmässig  auch  für  den  Fall  abzuleiten,  wo  die  Bedingungen  von  der 
Zeit  abhängen  und  mittelst  Gleichungen  und  Ungleichheiten  ausgedrückt 
werden.    In  der  That,  nach  dem  eben  Gesagten  können 

jJ{ü+T).dt  odt^r  J(JÜ+JT).dt 

bei  den  V^rrückungen ,  welche  die  Functionen  16)  positiv  und  gleich 
NaU  und  die  Functionen  17)  gleich  Null  machen,  keinen  positiven  Werth 
annehmen.     Führt  man  in  das  obige  Integral  den  Werth  von  Jü 

und  den  Ausdruck  von  JT  nach  der  Gleichung  28)  ein,  so  erhält  man 

29)    ^     ' 
da  die  Summe 

an  den  Grenzen  des  Intervalls  Null  wird.  Damit  der  Ausdruck  29)  bei 
den  Verrückungen,  welche  die  Functionen  16)  positiv  oder  gleich  Null 
and  die  Functionen  17)  gleich  Null  machen,  keinen  positiven  Werth 
annehme,  ist  es  nothwendig  und  genügend,  dass  für  alle  beliebigen  Ver- 
rückungen die  Gleichung 
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/[#'-»'S^)-^-'+('''-'?f)--".+(^'— l?)-^'J 

gelte,  wobei  k\  l!\  ...  ^\  (i\  ...  unbestimmte  Factoren  sind,  von  denen 
X\  X'\  . . .  immer  positiv  bleiben.  Die  obige  Gleicbung  zerlegt  sieb  wegen 
der  Willkürlicbkeit  von  ^x^^  ^t/iy  ^^i  in  3»  Gleicbnngen  25).  Wenn 
der  Ausdruck  29)  bei  den  Vertückungen ,  welcbe  die  Functionen  16) 
positiv  und  gleich  Null  und  die  Functionen  17)  gleich  Null  machen,  nur 
positive  Werthe  annehmen  könnte,  so  würden  wir  zum  falschen  Schlasse 
kommen ,  dass  die  Factoren  l\  k'\  . . .   tiegativ  sein  müssen. 
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XIV. 

Die  Definition  der  geometrischen  Gebilde  durch 
Construction  ihrer  Polarsysteme. 

Von 

H.  Thieme, 

Dr.  phil. 


Nachdem  durch  die  Untersuchungen  von  Cremona*  und  Frahm** 
bekannt  ist,  dass  ein  Netz  von  Curven  «*•'  Ordnung  für  «>2  und  bei 
drei  Dimensionen  schon  ein  Netz  von  Flächen  zweiter  Ordnung  im  All- 
gemeinen sich  nicht  als  Netze  erster  Polaren  für  eine  Curve,  resp.  Fläche 
der  nächsthöheren  Ordnung  auffassen  lassen,  ergiebt  sich  die  Aufgabe, 
allgemein  Gebilde  von  1,  2  und  3  Dimensionen ,  also  Systeme  von  Punkt- 
gnippen  (binären  Formen)  einer  Geraden,  Curven  einer  Ebene  und  Flä- 
chen zu  coustruiren,  welche  für  ein  derselben  Dimension  angehöriges 
Gebilde  der  nächsten  Ordnung  Systeme  erster  Polaren  sind.  Diese  Auf- 
gabe löst  sich  für  die  verschiedenen  Dimensionen  in  gleichmässiger  Weise 
mit  Benutzung  des  Begriffs  der  gemischten  Polaren. 

Mit  der  Construction  der  Polarsysteme  hängt  eine  andere  Frage  zu- 
sammen. Sie  bietet  die  Möglichkeit,  die  geometrischen  Gebilde  und 
beliebige  Mannigfaltigkeiten  derselben  rein  geometrisch-  und  in  allgemei- 
uer  Weise  zu  definiren  und  zu  behandeln.  Da  die  bisherige  sogenannte 
synthetische  Definition  der  geometrischen .  Gebilde  durch  Büschel  und 
Bündel  zu  einer  genfSgenden  Definition  der  Projectivität,  auf  die  sie  sich 
stützt,  die  Polarentheorie  schwer  entbehren  kann,  diese  aber  bis  jetzt 
noch  nicht  unabhängig  von  der  Algebra  entwickelt  ist,***  so  scheint  der 
Versuch,  für  die  geometrischen  Untersuchungen  eine  andere  Definition 
als  Ausgangspunkt  zu  wählen,  an  und  für  sich  nicht  unberechtigt  zu 
sein.  Sonst  darf  vielleicht  noch  erwähnt  werden,  dass  durch  Construc- 
tion der  Polarsysteme  auch   die  Gebilde   einer  Dimension,   die  binären 

•  Ebene  Curven,  S.  266  flg. 

**  Mathem.  Annalen,  Bd.  VII  S.  636— «38.  Vergl.  auch  Toeplitz,  tbid., 
Bd.  XI  S.  434— 463. 

*»*  Vergl.  Schur,  Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik  XXII,  4,  8.220  —  233. 
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Formen,  sich  in  allgemeiner  Weise  nnd  unabhängig  von  Algebra  nnd  der 
Geometrie  anderer  Dimensionen  behandeln  lassen. 

Da  sich  die  Lösung  des  vorliegenden  Problems  für  alle  Dimensionen 
gleich  gestaltet,  behandle  ich  es  sofort  für  drei  Dimensionen;  dieUeber- 
tragang  auf  eine  nnd  zwei  Dimensionen  ist  ohne  Weiteres  ersichtlich. 

Unter  der  Voraussetzung,  die  ja  für  n  =  2  erfüllt  ist,*  dass  die  ent- 
sprechenden Constructionen  und  Eigenschaften  für  Flächen  n^*'  Ordnung 
abgeleitet  sind ,  construire  ich  das  Polametz  einer  Fläche  {n  +  ly^  Ord- 
nung, sodann  ein  Büschel,  ein  Bündel  und  eine  beliebige  Mannichfaltig- 
keit  von  Flächen  (n  +  l)^^'  Ordnung  und  weise  an  diesen  Gebilden  die 
zunächstliegenden  Eigenschaften  nach.    So  beweise  ich,  immer  unabhängig 

von  Algebra,  dass  durch  -       — ^-^      -■- ^'  — 1  Punkte  im  Allgemeinen 

o 

nur  eine  Fläche  (^2  +  l)**'  Ordnung  geht  und  dass  eine  Fläche  («+!)*•' 

Ordnung    mit   einer   Geraden,    die   ihr   nicht   ganz   angeJiört,    höchstens 

(m  +  1)  Punkte  gemein  hat. 


§1. 

Im  Folgenden  bezeichnen  /i, />,  c,  ,..  Punkte,  («,  ^)  die  Pnnktreihe 
der  durch  a  und  b  gehenden  Geraden,  (a,6,  e)  daa  Punktfeld  der  dnrch 
a,  b  nnd  c  gehenden  Ebene,  A^,  B^^  C",  ...  Flächen  m^^  Ordnung, 
{A^^B^)  das  durch  A^  und  B^  constituirte  Büschel  etc.,  A^"^  die  erste 
Polare  Aca  Punktes  x  für  eine  gegebene  oder  gesuchte  Fläche  i4*, 
jCy^  die  Polare  von  y  für  ^J?"*  etc.,  A^"^  die  p*«  Polare  von  x  für  A*. 

Ich  ordne  nun  einem  beliebigen  Punkte  a  des  Raumes  eine  beliebige 
Fläche  (oder  allgemein  ein  Polarsystem)  n^^^  Ordnung,  sie  sei  i^,  zu.  Einem 
Punkte  h  entspricht  für  ^  als  Polare  w^STV  Jetzt  suche  ich  eine  Fläche 
^J,  für  welche  a  und  U^V  Pol  und  Polare  sind,  und  ordne  sie  dorn 
Punkte  h  zu.  Dadurch  ist  jedem  Punkte  x  von  (a,  b)  eine  Fläche  von 
(^a,  A^)  zugeordnet.  Dem  Punkte  x  entspricht  für  aZ  die  Polare  ^«7  ; 
da  nun  A^T  «  A^T  y  Aax  einem  Büschel  angehören,  giebt  es  in  (^C  aD 
eine  Fläche  ^^,  für  welche  a  und  A^x  ^  Fol  und  Polare  sind.  Ordnen 
wir  A^  dem  Punkte  a:  zu,  so  ist  für  jedes  x  jCx^  =^x7'-  Ich  behaupte, 
dass  auch  für  ein  beliebiges  Paar  von  Punkten  x^  y  in  (a,  b)  A^^ 
^Zv^Jj'  ist.  Die  Polaren  des  Punktes  x  für  {aI^  ^)  bilden  das  Büschel 
(i^J  ,  i^JJ  ),  dem  natürlich  auch  A^Z^  angehört.  Da  zu  {AaJ^y  aIJ  )  auch 
-^"7    und  Aa7  ^  -^27    gehören,  so  erhält  man  {Aax  »  ^Ix  )  auch,  wenn 

*  Schroeter,  Kegelschnitte,  Abschn.  IV;  Beyer,  Inauguraldiss.,  Brealau, 
1868  u.  A. 
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man  zn  («,  ft)  för  J,  die  Polaren  sucht;  also  gehört  auch  i^J^'  ^6™^ 
BüBchcl  C^«7\  ^?7^)  an. 

In  gleicherweise  folgt,  dass  dem  Büschel  (^«7*,  ^^^)  ^Z^^  und 
^7^  zugehören.  Da  nun  {Alj\  i^"J*)  und  (^"7*»  ^7*)  »^^^^t  identisch 
sind,  also  höchstens  eine  Fläche  gemeinsam  haben,  mues  aZ"^^  =  ^J7*  sein. 

Aus  dem  Vorhergehenden  folgt  noch,  dass  (i^*» -^")  nicht  nur  ein- 
deutig, sondern  auch  projectivisch  {a,b)  zugeordnet  ist;  denn  die  ersten 
Polaren  von  x  auf  {a^b)  für  (i^,  ^?)  sind  mit  den  Polaren  von  (fl,6) 
far  i^",  die  ein  zu  (a^b)  projectivisches  Büschel  bilden,  identisch. 

Einem  Punkte  c,  welcher  nicht  in  (a,6)  Hegt,  entsprechen' als  Po- 
laren für  {j4ly  Al)  die  Flächen  {j4a7\  ^"7^).  Irgend  zwei  dieser  Flächen 
^7  und  ^"r  genügen  in  Bezug  auf  die  Punkte  x  und  y  der  Eigen- 
schaft der  gemischten  Polaren.  Es  ist  nämlich  ^ZTy^^^xy^^  Ay^e 
^-^Jci»  d.  h.  >^"^,  die  Polare  von  y  für  J^T  identisch  mit  A^7*i  der 
Polare  von  x  für  ^Jr  .  (^"7  » ^?7  )  und  (a,  A)  lassen  sich  also  für  Flä- 
chen n^^'  Ordnung  als  Polaren  und  Pole  auffassen.  Ordne  ich  eine  dieser 
Flächen  A^  dem  Punkte  c  zu,  so  ist  gemäss  der  Definition  von  Je  für 
jedes  X  in  {a,b)  ^"7^^-^c7,  ^c  genügt  mit  jedem  Elemente  von 
{Aay  ^")  der  Eigenschaft  der  gemischten  Polaren. 

Die  vorstehende  Betrachtung  verliert  ihre  Giltigkeit  für  na 2;  sie 
lässt  sich  dann  durch  folgende  ersetzen.  In  diesem  Falle  bilden  die 
Polaren  eines  Punktes  x  in  ((t-,b)  ein  Ebenenbüschel  {A^uxi  ^hx)\  ©ine 
Ebene  dieses  Büschels,  sie  sei  A\x=  ^^ayt  geht  durch  c.  Es  sind  dann 
c  und  X  für  A\y  c  und  y  für  A\  conjugirte  Punkte.  Die  Polaren  von 
c  fiir  {A\,  J^i)  bilden  ein  zu  («,  ft)  projectivisches  Büschel  (A^acj  ^^hc)'^ 
in  diesem  geht  ^'«4;  durch  y  und  A^yc  durch  x.  (a,  b)  und  (A^aa  A\e)  Hegen 
hiemach  involutorisch ;  denn  geht  die  einem  Punkte  x  zugeordnete  Ebene 
durch  y,  so  geht  die  dem  Punkte  y  zugeordnete  durch  x.  Es  lassen  sich 
also,  wie  im  allgemeinen  Falle,  die  Punkte  von  («,  ft)  und  die  entspre- 
chenden Elemente  von  {A^ac^A^bc)  als  Pole  und  Polaren  einer  Fläche, 
bier  natürlich  zweiter  Ordnung,  auffassen;  ebenso  besteht  allgemein  die 
Beziehung  A^c'^  A\jp. 

Hiernach  gilt,  da  durch  die  polarische  Zuordnung  von  a  und  A  zu 
^l  und  Ai  die  ganze  Punktreihe  (a,A)  polarisch  dem  Büschel  (Aay  A^) 
zugeordnet  ist,  für  n>2  der  im  Folgenden  mehrfach  gebrauchte  Satz: 
Wenn  eine  Fläche  Al  mit  zwei  Flächen  eines  Büschels  {A^j  AZ)j  welches 
in  sich  der  Eigenschaft  der  gemischten  Polaren  genügt,  dieser  Eigenschaft 
der  gemischten  Polaren  genügt,  so  genügt  Al  mit  jedem  Elemente  von 
(>Ct^)  dieser  Eigenschaft. 
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Jetzt  verbinde  ich  c  mit  einem  Punkte  x  von  (a,  h)  durch  eine  Ge- 
rade und  ordne  einem  beliebigen  Punkte  z  in  (c,  x)  diejenige  Fläche  Z^, 
aus  (^J,  i#J)  zu,  für  welche  -^r^=-^"r  ist.  Für  zwei  Flächen  A\  und 
AZ  in  {^^  ^)  besteht  dann  auch  die  Beziehung  ^^"7  =  ^Z  .  Irgend 
eine  Fläche  A^  aus  {A^^A^)  genügt  mit  A^  und  ^«  der  Beziehung  der 
gemischten  Polaren,  folglich  nach  dem  soeben  ausgesprochenen  Satze  mit 
dem  ganzen  Büschel  (^?,  ^"),  d.  h.  es  ist  allgemein  ^2^^  =  i^^r  •  Denkt 
man  für  das  Büschel  der  Verbindungslinien,  die  von  c  nach  (a,  6)  geben, 
dieselbe  Construction  wie  für  (c,  or)  ausgeführt,  so  ist  jedem  Punkte  der 
Ebene  (a,fr,  c)  eine  Fläche  des  Bündels  (^,  ^f ,  ^")  zugeordnet;  um- 
gekehrt ist  jede  Fläche  aus  (J^,^?,  i^")  einem  Punkte  in  {a^h^c)  zu- 
geordnet, da  sie  mit  A^  und  einer  Fläche  von  (^H,  A^)  zu  einem  Büschel 
gehört.  Irgend  zwei  Flächen  aZ  und  aZ  aus  {A^^  ^",  AI)  genügen  der 
Eigenschaft  der  gemischten  Polaren;  denn  hat  (e,  u)  mit  (a,  b)  den  Punkt 
X  gemeinsam,  so  istj  wie  eben  bewiesen,  ^"J  =^A^'Z  und  A^'^  =Ae7 
nach  Construction.  il"  steht  also  mit  dem  Büschel  {Ac^  A^),  zu  dem  Al 
gehört,  in  der  Beziehung  der  gemischten  Polaren,  es  ist  also  auch  A^T 

—  ^vu     • 

Die  Flächen,  welche  einer  beliebigen  Punktreihe  (u^v)  in  (a,  6,  c) 
zugeordnet  sind,  bilden  ein  Büschel.  Ist  nämlich  w  ein  Punkt  von  (t/,r) 
und  ^  die  nach  Früherem  zugeordnete  Fläche  in  {Jl^  A^^A^),  so  ist 
jC^  =  AnZ  •  Gehörte  nun  aZ  nicht  zu  {aI  ,  aI\  so  könnte  man  in  diesem 
eine  Fläche  aZ*  so  construiren ,  dass  AZ'Z  =  aZw  ist.  Die  Fläche  ^' , 
die  ja  zu  {Aay  ^",  A^)  gehört,  ist  schon  einem  andern  Punkte  fv  zugeord- 
net, für  welchen  aZZ'  =-^1'«  ist.  Es  muss  also  JiZ  ^aZw'^  fv  =  w 
und  aZ^^aZ'  sein,  ^  dem  Büschel  (^C*  ^v)  angehören.  Die  Beziehung 
zwischen  (t/,  v)  und  {A^^  A^)  ist  aus  demselben  Grunde,  den  ich  bei  (a,^) 
und  {Aa,  A^)  angegeben  habe,  eine  projectivische.  Wenn  nun  aber  einer 
beliebigen  Punktreihe  (u,v)  in  (a,  6,  c)  ein  projectivisches  Büschel  in 
(^o,  A^y  Ac)  entspricht,  so  ist  das  ganze  Punktfeld  (a,6,  c)  auf  das  Bän- 
del {jCj  A^,  Ae)  projectivisch  bezogen. 

Nachdem  so  in  gewünschter  Weise  die  Beziehung  zwischen  (<z,6,  c) 
und  (i^«,  Aif  Ac)  festgelegt  ist,  nehme  ich  einen  beliebigen  Punkt  d  ausser- 
halb (a,  by  c)  hinzu.  Die  Polaren  von  d  für  {A^,  ^",  Ac)  bilden  das  Bün- 
del {Aa7  y  aIJ  ,  A^Z  ).  Für  irgend  zwei  Flächen  AZ7  and  A^J  aus 
(AaJ  ,  A^J  ,  A^J"  )  besteht  die  Beziehung  A^Jy  =  AyTx^  denn  AZJy  =Ayd 
^A^Zd^^^Tx'  Es  lassen  sich  also  die  Punkte  von  (a,  6,  c)  und  die 
entsprechenden   Flächen    von    {A^J^,  JU^,  A^a^)   als  Pole   und  Polaren 
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für  FlSchen  n*^  Ordnung  anffassen.  Für  n  =  2  folgt  nach  dem  vorhin 
fnt  {Ä^acf  ^he)  bewiesenen  Satze,  dass  irgend  eine  Pnnktreihe  (ti,e)  ans 
(a,  &,  e)  nnd  das  entsprechende  Büschel  in  {ji^aä^  ^hdf  ^^ed)  involntor 
rischeLage  haben,  dass  also  hier  (a,6,  c)  nnd  {A^ad^  ^^bdy '^Kd)  sich  als 
Pole  nnd  Polaren  i^r  Flächen  zweiter  Ordnung  auffassen  lassen. 

Ist  eine  der  so  möglichen  Flächen  n^^  Ordnung  (n  >  2)  j^y  so  be- 
steht für  A^  und  eine  beliebige  Fläche  aZ  aus  (itf"»  A^^  A^)  die  Beziehung 

Wie  wir  die  Punkte  von  (a ,  d)  durch  Geraden  mit  c  verbunden 
baben,  so  ziehen  wir  jetzt  Geraden  von  d  nach  den  Punkten  von  (a,  ^,  e) 
und  ordnen  einem  Punkte  z  auf  (»,<(),  wo  u  ein  Punkt  von  (a,6,  c) 
ist,  die  Fläche  Al  in  (^S»  aZ)  zu,  für  welche  ^»7^=Aa7^  ist.  Dadurch 
ordnen  wir  den  Punkten  des  Raumes  die  Flächen  des  Gebüsches 
(i^,  i^",  ^,  j^)  zu.  Für  dieses  beweisen  wir,  wie  beim  Bündel  {Aay  A^^  A^)^ 
dass  allgemein  AZ7  =  Ap7  ist,  wo  u  und  v  beliebige  Punkte  des  Rau- 
mes sind;  ebenso,  dass  die  den  Punkten  einer  beliebigen  Geraden. (u,  r) 
zugeordneten  Flächen  ein  Büschel  bilden.  Dadurch  ist  zugleich  bewie- 
sen, dass  die  den  Punkten  einer  beliebigen  Ebene  zugeordneten  Flächen 
ein  Bündel  bilden  und  dass  die  Punkte  des  Raumes  projectivisch  den 
Elementen  des  Gebüsches  (^,  ^",  A^y  A^)  zugeordnet  sind. 

Fassen  wir  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  und  die  Schnittcurven 
einer  Ebene  mit  den  Polaren  ihrer  Punkte  ins  Auge,  so  folgt  mit  Rück- 
sicht auf  die  Betrachtungen  der  Geraden  und  der  Ebene,  die  zu  den 
vorstehenden  analog  sind,  dass* durch  das  construirte  Polarsystem  von 
drei  Dimensionen  auf  jeder  Geraden  und  in  jeder  Ebene  ein  Polarsystem 
(n  +  iy^  Ordnung  einer,  resp.  zweier  Dimensionen  bestimmt  ist. 

Das  construirte  Polarsystem  von  drei  Dimensionen  bezeichne  ich 
durch  i4»+*. 

Die  Art  unserer  Construction  von  -<^"+*  gestattet  leicht,  Elemente 
anzugeben,  durch  welche  ^+^  bestimmt  ist. 

Dem  Punkte  a  kann  ich  eine  beliebige  Fläche  Aa  n^^*  Ordnung  zu- 
ordnen; aZ  kann  ich  durch  Paare  conjugirter  Punkte,*  deren  Anzahl 
ich  durch  /(n)  bezeichne,  bestimmen.  Mit  Aa  kennt  man  von  Ab  schon 
i4j7  ,  die  Polare  zu  a,  oder  fin^-l')  Paare  conjugirter  Punkte;  zur  Be- 
stimmung von  Ab  kann  man  also  noch  /'(«)—/'(«  — l)  Paare  conjugirter 
Punkte  beliebig  wählen.  jC  nnd  J?  sind  also  durch  2 /"(n) —/■(«  — 1) 
Pnnktepaare  bestimmt.  Von  Al^  kennt  man  die  Polaren  zu  a  und  6, 
^7    und  A^7     durch  Aa  und  ^";   Ac7     nnd  Ac7     vertreten   als  Be- 


*  Conjagirt  heissen  hierbei  zwei  Punkte,  wenn  der  eine  zum  andern  harmo- 
nischer Mittelpunkt  ist. 
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Btimmungsstücke  für  4  /"(«-l) +{/'(«-!)-/'(«- 2)}  =  2 /"(n-l) 
— /"(n  — 2)  Paare  conjugirter  Punkte;  um  Je  vollständig  zu  bestimmen, 
tnüssen  also  /"(«) —  2/'(n  —  l) +/"(«  — 2)  Pnnktepaare  gegeben  werden. 
Aly  Al  und  ^"  sind  durch  3/(«)  -  3/" («-!)  +  /* (n-2)  Punktepaare 
bestimmt.  Von  Ä^  kennt  man  die  Polaren  zu  drei  Punkten,  a,  ^  c; 
als  solche  vertreten  diese  3/'(n  —  l)  —  3 /(«  — 2) +/'(«  — 3)  Punktepaare; 
zur  Bestimmung  von  ^J  darf  man  also  noch  f{n)  —  3/(n  — 1)  +  3/'(n— 2) 
— /'(«  — 3)  Punktepaare  wählen.  Da  nun  -^"+*  durch  Ä^^  ^b^Aty^l  be- 
stimmt ist,  so  ist 

/^(n  + 1)  =  4/^(n)  «  6 /e»  - 1)  +  4/(n  -  2)  -  /(n  -  3). 

Ist  fiir  p^n  ffp)=.  Cp  +  ^)(P  +  ^)Cp  +  3)  _^^  g^  f^lgt  durch  einfathe 

Umformung  /'(«+!)  =  (>'  +  ^)(»  +  3)("  +  ^)  _i.  N^n  giu  die  Formel  f{p) 

^Cp  +  1)(/>  +  2)(p  +  3)_^   ^^^j^^j^^^  j^^  p^j  ^^^  ^^2.    Für  p  =  3 

o 
folgt  nach  den  obigen  Betrachtungen,  dass  A^a  durch  9,  A^i,  dann  durch  6, 
A\  durch  3  und  ^4*^  durch  1  Punktepaar,  A^  also  durch  19  derselben 
bestimmt  ist;  für  p  =  4  folgt,  dass  A\  durch  19,  A\  durch  19  —  9,  A\ 
durch  19  —  2.9  +  3  und  ^»d  durch  1,  folglich  A*  durch  34  Punktepaare 
bestimmt  ist.  Die  Formel  für  f(^p)  bleibt  auch  in  den  Fällen  p  =  3, 
p  =  4  und  damit  in  allen  Fällen  giltig. 

Zur  Bestimmung  von  ^"+*  lassen  9ch  also ^ 1 

unabhängige  Elemente  angeben.  Die  Gesammtheit  der  Polarsysteme  («  +  !)*" 

Ordnung  bilden  infolge  dessen  mindestens  eine  }/'(w+l)  = ^ 1|- 

fache Mannichfaltigkeit.  Wir  werden  nun  derKeihe  nach  die  l-,2-,  .../'(«+1)- 
fache  lineare  Mannichfaltigkeit  construiren  und  zeigen ,  dass  die  Gesammt- 
heit der  Polarsysteme  («  +  !)**'  Ordnung  eine  lineare  /(n  +  1)- fache  Man- 
nichfaltigkeit bilden. 

§2. 

Zunächst  gebe  ich  zwei  Polarsysteme  -<^+^  und  5"+^  Ihre  Pola- 
ren zu  einem  Punkte  x^  also  A^j  ^x>  bestimmen  ein  Büschel  (/^",  ß"); 
im  Besondern  kann  sich  dies  Büschel,  wenn  A^=  B^  ist,  auf  die  unend- 
lich oft  zu  zählende  Fläche  A^  reduciren.  Durchwandert  x  eine  Punkt- 
reihe  (a,Ä),  so  erhält  man  die  projecti vischen  Büschel  (irf",  ^?),  (i?!,  ßJ) 

und  die  Unendlichkeit  von  Büscheln  (jC,  Bah  (^?i  ^J)»  (^"i  ^")  etc. 
Diese  zweifache  Unendlichkeit  von  Flächen  werde  durch  2?"  bezeichnet 
Wenn  Aa^  ^?,  ^a*  ^7  nicht  einer  niederen  Mannichfaltigkeit  angehören, 
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80  ist  ^  in  der  durch  ^«9  ^"9  ^9  ^7  bestimmten  dreifachen  Mannich- 
falügkeit  von  Flächen  das,  was  eine  Regelflftche  zweiter  Ordnung  im 
PuDktraume  ist.  Vermag  man,  wie  wir  voraussetzen,  eine  dreifache 
Mannichfaltigkeit  von  Flächen  n^'  Ordnung  zu  construiren  und  zu  be- 
weisen, dass  in  ihr  eine  zweifache  und  eine  einfache  lineare  Mannich- 
faltigkeit ein  oder  alle  Elemente  gemein  haben,  so  ist  es  ohne  Weiteres 
möglich,  für  diese  dreifache  Mannichfaltigkeit  die  zu  den  Sätzen  des 
Punktraumes  entsprechenden  Sätze  zu  entwickeln.  Es  giebt  mithin  in 
2^  ausser  (^S,  Ä)9  (-^"9  ^1)9  {Xx%  ^U)  otc.  noch  eine  zweite  Beihe  von 
Büscheln,  zu  denen  (^^"9^?)  tind  (^"9  ^?)  gehö/en;  jede  Fläche  in  1^ 
gehört  zwei  Büscheln  von  -S"  an. 

Sind  i^a,  ^,  i?^,  t^  Elemente  einer  zweifach  unendlichen  Mannich- 
faltigkeit, so  ist  1^  entweder  da»  Analogen  des  Tangentenbüschels  eines 
Kegelschnittes  oder  zweier  Strahlenbttschel.  Wie  nun  durch  einen  Punkt 
der  zugehörigen  Ebene  zwei  Tangenten  eines  Kegelschnittes  oder  zwei 
Strahlen  zweier  Strahlbüschel  gehen,  so  liegt  auch  jede  Fläche  von  E^ 
in  zwei,   Z^  gewissermassen  berührenden  Büscheln.* 

Jetzt  suche  ich  zu  a  die  ersten  Polaren  für  die  Elemente  von  27"; 
dadurch  erhalte  ich  ein  analoges  Gebilde  2J"~^  von  Flächen  (n  — 1)**' 
Ordnung.  Da  für  alle  Punkte  a?  auf  (a,  6)  Jlä^=Ja7^  und  ^7^  =  BlJ^ 
ist,  so  erhalte  ich  dasselbe  £^'~\  wenn  ich  zu  den  Punkten  von  (a,ft) 
f^r  {Jij  Ba)  die  Polaren  suche.  Eine  Fläche  F"7  9  die  Polare  von  a 
für  eine  Fläche  F2  aus  (w^",  ^"),  liegt  nun  mit  A^a  9  ^«a  in  einem 
Büschel  und  noch  in  einem  zweiten  zu  U*~^  gehörigen,  resp.  Z"*'*  be- 
rührenden Büschel.  Letzteres  hat  mit  (^"7  9  ^7  )  eine  Fläche,  sie  sei 
F^r  9  gemein,  so  dass  Fx  und  Fa  einem  Büschel  von  £^  angehören. 
Die  Fläche  T2a  muss  ich  auch  durch  die  zweite  Construction  erhalten. 
Da  sie  zu  (^a  \  ^"7*)  oder  (i4j7\  ^aj')  gehört,  muss  sie  die  Polare 
von  X  für  eine  Fläche  in  (^4",  A^)  sein;  da  sie  femer  mit  Fa^  z^  einem 
Büschel  von  2^-^  gehört,  muss  F27^  die  Polare  von  x  für  die  vorhin 
erhaltene  Fläche  Fa  oder  7^7*  sein;  d.  h.  wenn  Tj!  zu  (^2,  Bl),  F*  zu 
(^9  K)  und  F2  mit  Fs  zu  einem  Büschel  zweiter  Art  von  -S"  gehört, 
80  ist  für  jedes  x  7^7*=  Fa^^. 

Ordne  ich  also  jedem  Punkte  x  von  («,  6)  die  Fläche  F2  in  (j^  ^x) 
a«,  für  welche  J^27^^  F«»^  wt,  so  bilden  die  («,  6)  zugeordneten  Flächen 


*  Man  kann  die  vorliegende  Frage  auch  direct  auf  die  entsprechende  für 
Segelflächen  und  Kegel  zweiten  Grade»  zurückfahren,  wenn  man  zu  einem  belie- 
l)ige&  PDukte  des  Baumes  für  alle  auftretenden  Flächen  n^  Ordnung  die  letzten 
Polaren  sucht. 
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ein  Büschel,  welches  durch  7"  bestimmt  ist;  (a,  ^)  und  dies  Bttschel 
(Ya,  Yi)  Iftssen  sich  als  Pole  und  Polaren  für  Flächen  (»  +  !)*«  Ordnung 
ansehen  (§  1). 

Diese  Eigenschaft  in  der  letzten  Form ,  wie  sie  für  die  weitere  Ent- 
wickelung  nöthig  ist,  gilt  fQr  die  bisher  nicht  betrachteten  Fälle,  wo  ^, 
i4",  ß",  j&"  Elemente  desselben  Büschels  sind,  von  selbst,  für  sie  ist 
also  keine  besondere  Betrachtung  nöthig. 

Die  Polaren  eines  Punktes  c  ausserhalb  (a ,  6)  für  die  Elemente  Ton 
-S"  bilden  ein  System  ß"-i.  Da  nun  ^"r*=^?7\  ^"7*  =  ^?^',  47* 
=  i^"^^  tll'^^=i^h'^  is^i  so  erhält  man  Ä"""^  auch,  wenn  man  für  die 
Punkte  von  (ö,  b)  die  Polaren,  zu  (^?,  ^?)  sucht  Ist  nun  Ye  die  Fläche 
von  (i^c,  ^?)t  ftir  welche  Y^T^'^Ye^^  ist,  so  bilden  die  Polaren  von 
(ö,6)  für  F"  ein  Büschel  von  Ä"-!,  das  nicht  mit  {Ale,  B^c)  identisch 
ist,  ebenso  die  Polaren  von  c  für  (F",  7").  Da  beide  das  Element  F"e~ 
gemein  haben  und  keins  von  ihnen  mit  (^"7  » ^«7  )  zusammenfällt,  so 
müssen  sie  wegen  der  Eigenschaften  von  ^""^  unter  einander  identisch 
sein.  Die  beiden  Flächen  F^r^  und  1^"^^^  in  diesem  Büschel  müssen 
ebenfalls  identisch  sein,  da  beide  noch  dem  Büschel  (^A^T^y^ZT^)  ^^' 
gehören.     Es  ist  also  für  jedes  x  auf  (a,6)  FJr^=  F"^*. 

Ordnet  man  also  dem  Punkte  a  eine  Fläche  F"  aus  (i4",  ^)  und 
damit  der  Punktreihe  (a,^)  das  Büschel  {Ya,  Y^)  als  Polaren  zu,  so 
giebt  es  in  (^c»  ^e)  eine  Fläche  F",  welche  mit  jedem  Elemente  von 
(Fa,  Yo)  der  Eigenschaft  der  gemischten  Polaren  genügt. 

Ist  nun  X  ein  Punkt  von  (a,6),  y  ein  Punkt  von  (^r,  c),  so  giebt 
es  nach  den  bei  2^  bewiesenen  Eigenschaften,  die  hier  auf  das  entspre- 
chende, zu  (x^c)  gehörige  Gebilde  anzuwenden  sind,  eine  Fläche  V^  in 
(F",  F"),  welche  zu  (^J,  Pj)  gehört  und  mit  F",  F*  und  wegen  der 
Beziehung  von  F"  zu  (1^")  'F")  nach  §  1  auch  mit  den  Elementen  dieses 
Büschels  der  Eigenschaft  der  gemischten  Polaren  genügt.  Ordnen  wir 
Vy  dem  Punkte  y  zu  und  lassen  dann  y  und  x  variiren,  so  ist  den  Punk- 
ten von  (a,  bf  c)  ein  projectivisches  Bündel  zugeordnet,  und  zwar  nach 
den  Betrachtungen  des  §  1  in  polarischer  Weise. 

Jetzt  ordne  ich  einem  Punkte  d  ausserhalb  (a ,  6,  c)  eine  Fläche  Fj 
aus  (i^S,  /?3)  so  zu,  dass  ¥^7^=^  Y^h^  ist  Dann  genügt  nach  dem  Vor- 
hergehenden YS  mit  den  Elementen  jedes  Büschels  aus  CF",  Ff,  F"),  dem 
Ya  angehört,  d.  h.  mit  allen  Elementen  von  {Vay  Yb,  Yc)  der  Beziehung 
der  gemischten  Polaren.  Es  lässt  sich  infolge  dessen,  wie  es  soeben  bei 
einem  Punkte  y  in  (a,  6,  c)  möglich  war,  ihm  F^   aus  (^]),  S^  polarisch 
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zuzuordnen ,  in  derselben  Webe  einem  beliebigep  Punkte  z  des  Raumes 
eine  Fische  7?  aus  {A,Bl)  so  zuordnen,  dass  iT  mit  Y^,  F»",  F^,  Fj 
der  Bedingung  der  gemischten  Polaren  genügt.  Nach  Allem,  was  vor- 
hergeht, ist  die  Gesammtheit  der  so  den  Punkten  des  Raumes  zugeord- 
neten Flächen  ein  Polargebüsch  (FT»  Yh^  7",  Yd)*  Dies  reprfisentirt  eine 
Flache  r-+». 

Dadurch  also,  dass  dem  Punkte  a  eine  Fläche  F«  zugeordnet  wird, 
wird  den  Punkten  des  Raumes  ein  Polargebüsch  zugeordnet,  Ordnet 
man  dem  Punkte  a  nach  und  nach  alle  Flächen  von  (i^ai  ^^)  zu,  so 
erhfilt  man  eine  Unendlichkeit  von  Flächen  (n+l)**'  Ordnung;  die  Ge- 
sammtheit dieser  bezeichne  ich  als  das  Büschel  (^""^S  ^+^).  Lässt  man 
Yl  das  Büschel  {jf^^A^)  durchlaufen,  so  beschreibt,  wie  aus  der  Natur 
▼on  2*  ersichtlich  ist.  Vi  und  ebenso  F",  Yd  etc.  ei^  projectivisches 
Büschel.  Die  Polaren  zweier  Punkte  x  und  y  in  Bezug  auf  ein  Flächen- 
büsehel  (n  +  1)*"  Ordnung  (.4''+\  ^-+*)  bilden  zwei  projectivische  Flä- 
chenbüschel  n*^  Ordnung,  also  (^",  ^!J)A  (^i  ^)-  Ein  Gebilde  ein» 
facher  Mannichfaltigkeit  nennt  man  projectivisch  zu  (^4"+^  ^~^^),  wenn 
es  zu  einem  und  damit  zu  jedem  Polarenbüschel  projectivisch  ist. 

(Sohlnu  folgt.) 
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XV. 

Oscillationen  einer  homogenen  FlüBsigkeitsmasse  infolge 
ihrer  Oberflächenspannung. 

Von 

Dr.  Arnold  Giesen. 


1.  In  dem  Jahrgange  1876  dieser  Zeitschrift,  8.  57,  ist  eine  Ab- 
handlung des  Verfassers  veröffentlicht,  betreffend  „Oscillationen  einer 
homogenen  Flüssigkeitsmasse,  deren  Theilchen  nur  ihrer  eigenen  An- 
ziehung unterworfen  sind^^  Es  ist  dort  gezeigt  worden,  dass  es  unter 
den  möglichen  Oscillatianen  auch  solche  giebt,  bei  welchen  die  Oberflftche 
der  Flüssigkeit  stets  die  Gestalt  eines  Ellipsoids  behält,  dessen  Azen  sich 
abwechselnd  verlängern  und  verkürzen,  mit  der  Beschränkung  jedoch, 
dass  die  Amplituden  als  kleine  Grössen  erster  Ordnung  betrachtet  und 
alle  Grössen  zweiter  Ordnung  vernachlässigt  werden.  Es  wurde  aber 
zugleich  (8.  62)  hervorgehoben,  dass  die  betrachtete  Bewegung  nur  auf 
Flüssigkeitskugeln  von  grossen  Halbmessern  Anwendung  findet,  indem 
nur  bei  grossen  Massen  die  Wirkung  der  Oberflächenspannung  gegen  die 
Wirkung  der  Attractionskräfte  zurücktritt,  während  umgekehrt  bei  klei- 
nen Flüssigkeitsmassen  die  Attractionskräfte  gegen  die^DbeiSächenspan- 
nung  vernachlässigt  werden  können. 

Im  Anschlüsse  an  den  erwähnten  Aufsatz  möge  nun  hier  eine  ähn- 
liche Untersuchung  folgen  über  eine  der  Schwere  (d.  h.  der  Anziehung 
der  Erde)  entzogene  kleine  Flüssigkeitskugel  (einen  Flüssigkeitstropfen), 
auf  welche  blos  die  Molecularkräfte  wirken;  im  Gleichgewichtszustande 
muss  die  Oberfläche  wieder  sphärisch  sein.  Wird  dann  aber  der  kugelige 
Flüssigkeitstropfen  einer  die  Gestalt  seiner  Oberfläche  verändernden  Er- 
schütterung ausgesetzt,  so  entstehen  wieder  Oscillationen  desselben  um 
seine  Gleichgewichtsfigur  und  wir  wollen  zeigen,  dass,  so  lange  diese 
Oscillationen  klein  bleiben,  es  unter  anderen  auch  wieder  solche  geben 
kann,  bei  welchen  die  Oberfläche  in  gleicher  Annäherung  fortwährend 
als  EUipsoid  betrachtet  werden  kann. 

Solche  Oscillationen  von  Flüssigkeitstropfen  treten  bei  mehreren 
bekannten  physikalischen  Versuchen  ein,   z.  B.  bei  dem  folgenden  Ver- 
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'^VWt^'W^/VV.^^^'WVWVA/'i^^^N 


suche  von  Plateau.  Es  werden,  wie  bekannt,  bei  diesem  Versuche 
zwei  nicht  mischbare  Flüssigkeiten  von  gleichem  specifischem  Gewichte 
hergestellt,  von  denen  die  eine  gefürbt  ist;  bringt  man  dann  eine  Quan- 
tität der  letzteren  geförbten  in  die  ungefärbte  Flüssigkeit,  so  verhält  sich 
dieselbe  so,  als  ob  sie  der  Schwere  ganz  entzogen  wäre,  und  man  kann 
also  die  Erscheinungen,  die  an  derselben  blos  durch  die  Molecularkräfte 
hervorgebracht  werden,  beobachten.  Wenn  die  eingeschlossene  Flüssig- 
keitsmaase  ganz  frei  ist,  so  nimmt  sie  stets  Kugelgestalt  an.  Stellt  man 
aber  in  der  umgebenden  Flüssigkeit  zwei  dünne  Drahtringe  von  gleichem 
Durchmesser  senkrecht  über  einander,  so  kann  man  durch  Anlehnen  des 
eingeschlossenen  Flüssigkeitstropfens  an  diese  demselben  auch  die  Gestalt 
eines  an  beiden  Enden  von  Kugelsegmenten  geschlossenen  Kreiscylinders 
geben,  dessen  Gleichgewicht  aber  nur  dann  stabil  ist^  wenn  seine  Länge 
seinen  Umfang  nicht  übertrifft.  Durch  künstlichere  Mittel  kann  nun  aber 
auch  ein  solcher  Cylinder  hergestellt  werden,  dessen  Länge  seinen  Durch- 
messer vielmal  übertrifiPt;  wird  derselbe  dann  sich  selbst  überlassen,  so 
beginnt  er  sofort,  in  gleichen  Abschnitten  sich  abwechselnd  einzuschnü- 
ren und  auszubuchten ,  bis  er  zuletzt  in  einzelne  Tropfen  zerfällt.  Im 
Moment  ihres  Entstehens  sind  diese  Tropfen  verlängert,  und  indem  sie 
fortwährend  gegen  ihre  sphärische  Gleichgewichtsgestalt  hinstreben,  ent- 
stehen regelmässige  Oscillationen,  bei  welchen  dieselben  abwechselnd  ver- 
längert nnd  abgeplattet  erscheinen.  i 

Es  ist  nun  aber  an  sich  für  diese  Erscheinungen  nicht  nothwendig, 
dass  der  Flüssigkeitstropfen  der  Schwere  entzogen  sei;  vielmehr  werden 
an  einem  vollkommen  frei  fallenden  Tropfen  dieselben  in  ganz  gleicher 
Weise  auf1;reten,  eben  weil  die  Schwere  auf  alle  Theilchen  des  Tropfens 
in  ganz  gleicher  Weise  wirkt  und  sonach  die  relative  Bewegung  dersel- 
ben gegen  einander  nicht  ändert.  Diese  Oscillationen  frei  fallender  Flüs- 
sigkeitstropfen treten  nach  den  Versuchen  von  Magnus  und  Savart 
besonders  schön  auf,  wenn  ein  Flüssigkeitsstrahl  aus  einer  in  einem 
horizontalen  Boden  angebrachten  kreisförmigen  Oeffnung  fliesst.  In 
einiger  Entfernung  von  der  Oeffnung  bilden  sich  dann  an  dem  Strahle 
abwechselnd  Einschnürungen  und  Anschwellungen,  worauf  Zerreissung 
desselben  und  Tropfenbildung  eintritt.  Bei  besonders  günstigen  Verhält- 
nissen durchläuft  nun  die  Oberfläche  eines  solchen  Tropfens  in  sehr 
regelmässiger  Folge  dieselbe  Gestalteureihe,  wie  jsie  oben  für  den  PI ate au- 
schen Versuch  angegeben  wurde;  wenn  in  demeinen  Moment  der  Tropfen 
verlängert  ist,  so  ist  er  gleich  darauf  kugelförmig,  dann  abgeflächt,  dann 
wieder  kugelförmig,  verlängert  u.  s.  w. 

2.  Denken  wir  uns  also  eine  von  einer  beliebigen  Oberfläche  be- 
grenzte Flüssigkeitsmasse.  Für  ein  im  Innern  derselben  gelegenes  Theil- 
chen heben  sich  die  von  den  sämmtlichen  umliegenden  Theilchen  auf 
dasselbe  ausgeübten  Molecularanziehnngen  gerade  auf  und  jedes  im  Innern 
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liegende  Theilchen  können  wir  also  auch  als  von  keiner  Kraft  angegrif- 
fen betrachten.  Anders  in  der  anmittelbaren  Nähe  der  Oberfläche;  die 
Molecnlaranziehungen ,  welche  die  benachbarten  Theilchen  aaf  ein  in  der 
Oberfläche  liegendes  Theilchen  ausüben,  vereinigen  sich  zu  einer  gegen 
die  Oberfläche  senkrecht  gerichteten  Besultante,  welche  verschieden  ist, 
je  nach  der  Gestalt  der  Oberfläche  an  der  Stelle  des  betrachteten  Theil- 
chens.  Sind  R^  und  B^  der  grösste  nnd  kleinste  Krümmnngshalbmesser 
der  Normalschnitte  der  Oberfläche  an  dieser  Stelle,  K  nnd  a  zwei  Con- 
stanten, so  haben  wir  für  diese  Resultirende  Qy  den  sogenannten  Cohä- 
sionsdrack,  solche  auf  die  Flächeneinheit  bezogen: 


ö  =  ^+a 


Ui'*'V' 


dabei  werden  die  Krümmungshalbmesser  positiv  oder  negativ  gerechnet, 
je  nachdem  die  betreffenden  Normalschnitte  nach  aussen  convex  oder 
Goncav  sind.  Offenbar  bezeichnet  dabei  IC  den  Cohäsionsdruck  einer 
ebenen  Oberfläche.  Die  zu  untersuchenden  Oscillationen  des  Flüssig- 
keitstropfens können  wir  uns  also  auch  hervorgebrächt  denken  durch 
normale  Druckkräfte  gegen  die  Oberfläche  desselben,  deren  Betrag,  auf 
die  Flächeneinheit  bezogen ,  durch  die  vorstehende  Formel  dargestellt  ist, 
während  auf  das  Innere  desselben  keine  Kräfte  wirken. 

Es  seien  nun,  wie  in  der  erwähnten  Abhandlung,  Xqj  ^q,  Zq  die 
Coordinaten  eines  Theilchens  im  ursprünglichen  Buhezustande;  ^,  y,  ^ 
diejenigen  desselben  Theilchens  zu  einer  beliebigen  Zeit  /;  |^  17,  {;  die 
Projectionen  der  Verschiebungen  dieses  Theilchens  zur  Zeit  l  auf  die 
Axen,  deren  Ursprung  im  Mittelpunkte  des  Tropfens  liegen  soll,  so  dass 
also  a:  =  a:o  +  Si  y  =  ^o  +  ^»  ^==«0  +  ^-     ^0™©'  «ei,  wie  dort, 

I  =  fi^XQ  8in2n  - ,     1^  =  fi^y^  «n2jt  — ,      £;=  (i^z^  sin2n  - , 

wobei  zu  bemerken,  dass  fi,,  fi^»  ^  als  kleine  Constanten  erster  Ord- 
nung betrachtet  und  alle  Grössen  zweiter  Ordnung  vernachlässigt  werden. 
Es  wurde  nun  weiter  (S.  58)  bewiesen,  dass  unter  den  gemachten  Vor- 
aussetzungen die  Oberfläche  des  Tropfens  fortwährend  eine  ellipsoidische 
Gestalt  hat,  wie  man  übrigens  auch  sofort  erkennt,  wenn  man  bedenkt, 
dass  für  Punkte  der  ursprünglichen  sphärischen  Oberfläche  die  Gleichung 
besteht:  i^o*  +  ^o*  +  V  —  ^*»  nnter  Ä  den  Halbmesser  dieser  Oberfläche 
verstanden;  ferner  wurde  gezeigt  (S.  59),  dass  die  „Continuitätsgleich- 
nng"* 


*  Da  die  Ableitung  dieser  Form  der  „Continuitätagleichung"  in  der  erwälin- 
ten  Abhandlung  vielleicht  vermisst  werden  konnte,  so  wurde  dieselbe  in  einer 
spätem  Arbeit  des  Verfassers:  „Versuch*  einer  mathematischen  Darstellung  der 
FlüBsigkeitswellen"  (Jahrg.  1877  dieser  Zeitschr.,  S.  136)  nachgeliefert 
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^äTo     dyQ     dz^ 
infolge  der  ober  |t  i?)  f  gemachteD  Voraussetzungen  übergeht  in 

H  +  H  +  H^^' 
Es  handelt  sich  nun  weiter  um  die  Aufstellung  der  Bewegungsgleich- 
nng.  Es  sei  ^  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  dk  das  Ranmelement  der- 
selben, dann  bestehen  die  verlorenen  Kräfte  in  jedem  Augenblicke  erstens 
aus  einem  System  von  Kräften,  welche  an  den  sämmtlichen  Flüssigkeits- 
theilchen  dk  wirken  und  an  jedem  die  Componenten  haben 

a*f  a*«  dn 

-^^^^^   -^a?''*'  "^d?^^' 

zweitens  aus  einem  System  Ton  Druckkräften  gegen  die  Oberfläche, 
welche  überall  normal  gegen  diese  gerichtet  sind ;  der  Betrag  des  Druckes 
gegen  das  Elebent  ds  der  Oberfläche  ist  Q  d$.  Um  nun  das  Gleich- 
gewicht der  yerlorenen  Kräfte  auszudrücken,  wenden  wir  das  Princip 
der  virtuellen  Arbeit  an;  wir  denken  uns  die  Theilchen  der  Flüssigkeit 
irgendwie  unendlich  wenig  verschoben,  aber  so,  dass  dieselben  mit  ein- 
ander fiberall  im  Zusammenhange  bleiben.  Die  neue  Oberfläche  der  Flüs- 
sigkeit muss  dann,  da  dieselbe  auch  als  incompressibel  behandelt  wird, 
dasselbe  Volumen  umschliessen ,  wie  die  ursprüngliche,  und  dieser  letz- 
teren überall  unendlich  nahe  liegen,  ist  sonst  aber  vollkommen  willkür- 
lich. Es  seien  nun  ixy  dy,  dz  die  virtuellen  Verschiebungen  des  Flüs- 
sigkeitstheilchens  dk'^  dann  ist  die  ganze  virtuelle  Arbeit  des  ersten 
Systems  der  verlorenen  Kräfte 


-./p'»^^"+&^"i". 


das  Integral  über  die  ganze  Flüssigkeitsmasse  erstreckt.  Femer  sei  dn 
der  normale  Abstand  der  neuen  Flüssigkeitsoberfläche  von  der  früheren 
an  der  Stelle  des  Elementes  ds^  diesen  Abstand  positiv  oder 
negativ  genommen,  je  nachdem  an  der  Stelle  von  ds  die 
neue  Oberfläche  ausserhalb  oder  innerhalb  der  früheren 
liegt;  dann  ist  offenbar  die  ganze  Arbeit  des  zweiten  Systems  der  ver- 
lorenen Kräfte:  —  I QöndSy  das  Integral  über  die  ganze  Oberfläche  der 

Flüssigkeit  erstreckt.  Wir  haben  also  nach  dem  Princip  der  virtuellen 
Arbeit,  angewandt  auf  die  verlorenen  Kräfte,  die  Gleichung 

welche  für  alle  erlaubten  Verschiebungen  der  Flüssigkeitstheilchen  oder 
auch  der  Flüssigkeitsoberfläche  bestehen  muss.  Die  Bedingung  der  Er- 
laabtheit  besteht  aber  blos^  darin,  dass  die  neue  Oberfläche  dasselbe 
Volumen  umschliesst,  wie  die  frühere,  was  sich  analytisch  durch  die 
Gleichung  ausdrückt,  wie  leicht  zu  ersehen: 
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/jnrf5  =  0, 


wobei  die  obige  Festsetzung  über  das  Vorzeichen  von  8n  durchaus  wesent- 
lich ist.  Vermöge  der  angenommenen  Ausdrücke  für  £,  17,  i  haben  wir 
nun,  da  man  in  Anbetracht  der  obigen  Bestimmung  über  die  Kleinheit 
der  Factoren  11  in  den  Ausdrücken  für  g,  17,  {;  offenbar  x,  f/^  z  anstatt 
resp.  Xqj  y^y  z^  setzen  darf: 


(■ 


Setzen  wir  daher  zur  einstweiligen  Abkürzung 

so  haben  wir  für  den  ersten  Theil  in  der  obigen  Gleichung  des  Principe 
der  virtuellen  Arbeit 

oder  bei  einfacher  Umformung 

Nun  ist  aber  weiter,  wie  leicht  durch  geometrische  Betrachtung  erhellt, 
iJWdk^fwbnds, 

und  demnach  wird  die  Gleichung  des  Princips  der  virtuellen  Arbeit  bei 
Vereinigung  der  beiden  Integrale  in  derselben 

f{W^Q)Snd8^(S. 
Hier  ist  ön  eine  willkürliche  Function  der  Coordinaten  von  ds^  die  bloB 
der  Bedingung  zu  genügen   braucht    1 6nds  =  0\   die  vorige  Gleichung 

wird  daher  dann,  aber  auch  nur  dann  erfüllt,  wenn  man  hat  W—  Q  =  Cofui. 
für  jeden  Punkt  der  Oberfiiche.  Setzen  wir  hier  für  W  und  Q  ihre 
Werthe  ein  und  rechnen  die  in  Q  eingehende  Constante  ÜT  in  die  Con- 
stante  der  rechten  Seite  ein,  so  drückt  also  folgende  Gleichung  das 
Gleichgewicht  der  verlorenen  Kräfte  aus,  welche  zu  jeder  Zeit  in  jedem 
Punkte  der  Oberfläche  des  oscillirenden  Flüssigkeitstropfens  erfüllt  sein 
muss: 
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3.   Wir  wollen  jetzt  den  Ansdmck  7^  +  -»-  für  eine  ellipsoidische 
Fläche  bilden.    Qemäaa  der  Theorie  der  Krümmung  der  Flftchen  haben  wir 

hierbei  geseUt 

_dz  _dz  _d*z  d^z  ._^« 

^^dx'      ^^dy'      ""^dx^'      ^""dxdy'  dy^' 

Die  Halbazen    des  EUipsoids    seien    nun  a,  6,  c,    dann  ist  seine 
Gleichung 


y" 


Z' 


J 


^+fc«+?=i- 


Daraus  folgt 

(^x  €^y  c*  A  ,  c*ir*\ 


Wir  erhalten  nun  weiter 


wodurch  dann  kommt 

^-^\^(L+1.)+!^(L+1.)+^(1.+L)\ 


Ebenso  kommt 


a+^+rt--^(?+^0'. 


Somit  erhalten  wir  endlich  für  die  Summe  der  beiden  reciproken  Haupt- 
krümmungshalbmesser  in  einem  Ellipsoide 

^(l+L)+i(L+L)+^(i+L) 


Jt,'  B, 


4.  Für  das  von  nns  zu  behandelnde  Problem  haben  wir  nun  diesen 
Aasdmck  nnter  Voraussetzung  kleiner  Ezcentricitäten  umzugestalten. 

Wir  setzen  fUr  die  numerischen  Ezcentricitäten  x  und  l,  wie  in  der 
höheren  Abhandlung, 
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dann  folgt,  wenn  wir  wieder  überall  Mos  die  Glieder  Ton  derselben  Ord- 
nung wie  y?  und  X^  beibehalten, 

i«=;:2  (^"*^)i    7¥=;5  (^"■**)»    '^Tt^'^TX^^^^^T^'^ 


«4-e*^^      ^»)»      Ä4-C* 


Hieraufi  folgt  weiter 

a*  W  ^  cV  ^  6*  \a«  ^  c»/  ^  c*  \a»  ^ b*J 

=  ?j?^2-2**-^*)  +  6^*(2-x»-2A«)+^(2-x''-A«)j. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  des  EUipsoids  und  weil  wir  in  den 
mit  x^  und  A^  multiplicirten  Gliedern  a  und  b  durch  c  ersetzen 'dürfen, 
können  wir  für  den  letzten  Ausdruck  auch  schreiben 

1  )        (2x«  +  A«)a:^+(H^  +  2X^).v>+(x«+A»)z»|^ 

Ferner  erhalten  wir  ebenso 


=  l|i    »***  +  iV 


1        c»  I  2c*  I' 


c»f  c> 

Durch  Einsetzen  dieser  Werthe  in  die  obige  Formel  kommt  nan 

,  (2x»  +  X*)a^  +  {**  +  2l*)y*  +  (*«+A»)t» 

1      J^_2  2c* 


Ä,  '  Ä,      c  •  3x*ar*  +  3i*y* 

2c* 


■7<' 


r     (>'-.')»'  +  (.'-l')^+(.'+t')tN 


oder  endlich ,  da  in  dem  letzten  Gliede  wegen  der  Kleinheit  von  %^  und 
A*  statt  z^  einfach  auch  c*— a?*— y*  gesetzt  werden  darf, 


Äi      Äg      c  I  2      ^  c«  )• 

5.  Kehren  wir  nach  diesen  allgemeinen  Entwickelungen  jetzt  zu 
unserem  speciellen  Problem  zurück.  Wir  hatten  gemäss  der  öfter  erwähn- 
ten Abhandlung  (8.  60) 

Dadurch  erhalten  wir 
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RR 

=i|,-3(,.+^)*,24+Häiii>fi±Ä±Ml!^,4(. 

Ferner  können  wir  auch  in  dem  Ausdrucke  fAi^^  +  |^^'^(f^i+f^2)^^ 
statt  z^  wegen  der  Kleinheit  von  fi,  und  ^^  setzen  (^^x^-^y^-^  dann 
kommt 

Dadurch  geht  nun  endlich  die  Bedingungsgleichung  für  die  Oher- 
fiaebe  in  die  folgende  über,  wenn  wir  die  Glieder,  in  denen  x  und  y 
nicht  vorkommen,  in  eine  Constante  vereinigen; 

-^{(2^i  +  ^)**  +  (^i  +  2^)y«}sin2^i  =  (7ons^. 

Es  bedeutet  diese  Gleichung  natürlich  nur,  dass  für  jedes  t  der  Ausdruck 
anf  der  linken  Seite  von  x  und  y  unabhängig  sein  muss,  während  er 
natürlich  von  t  abhängig  sein  kann.  Da. die  Grössen  x  und  y  von  ein- 
ander ganz  unabhängig  sind,  so  erfordert  diese  Gleichung,  dass  die 
Coefficienten  von  a?  und  y*  verschwinden,  was  die  eine  Gleichung  nach 
sich  zieht:  ,2«V     4«      , 

Hieraus  folgt  für  die  Oscillationsdauer 


-/£• 


Da  a  positiv  ist,  so  wird  T  reell  und  die  vorige  Gleichung  kann  also  in 
der  That  befriedigt  werden.  Für  diesen  Werth  von  T  halten  sich  also 
in  der  That  die  verlorenen  Kräfte  in  jedem  Augenblicke  das  Gleich- 
gewicht und  die  ursprünglich  angenommenen  Ausdrücke  für  |,  17,  ^stellen 
dann  also  eine  mögliche  Bewegung  der  Flüssigkeitsmasse  vor.  Was  die 
Oscillationsdauer  T  betrifft,  so  kann  in  dem  Ausdrucke  derselben  wegen 
der  geringen  Excentricität  der  ellipsoidischen  Oberflächengestalt  auch  R 
f&r  c  gesetzt  werden,  wodurch  dann  kommt 


-'"/'i- 


Wir  sehen  also,  dass  unter  den  möglichen  kleinen  Be- 
wegungen, welche  eine  blos  ihrer  Oberflächenspannung  un- 
terworfene Flüssigkeitsmasse  ausführen  kann,  sich  auch 
regelmässige  Oscillationen  befinden,  bei  welchen  die  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit  stets  die  Gestalt  eines  Ellipsoids  be- 
hält; die  Verschiebungen  eines  Theilchens  lassen  sich  bei 
diesen  darstellen  durch  die  Ausdrücke 
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nnter  (i^  und  ft,  beliebige  sehr  kleine  Constanten  Yerstan- 
den;  die  halben  Axen  der  ellipsoidischen  Oberflüche  sind 
für  jeden  Moment 

unter  R  den  Halbmesser  der  sphärischen  Oleichgewichts- 
Oberfläche  verstanden;  die  Oscillationsdauer  T  bestimmt 
sich  dabei  durch  die  Qleichnng 


-¥'r.- 


Wir  sehen  hieraus,  dass  die  Oscillationsdauer  der  Quadratwurzel  aas  der 
Dichtigkeit  und  der  Quadratwurzel  aus  dem  Volumen  des  Tropfens  pro- 
portional ist.  Nehmen  wir  etwa  das  Oei^nricht  eines  Orammes  als  Kraft* 
einheit  und  das  Centimeter  als  Längeneinheit,  dann  ist,  um  die  Formel 
auf  einen  Wassdrtropfen  von  1  |cm.  Halbmesser  anzuwenden,  zu  setzen 
R=zl^  Q  (die  Masse  der  Volumeinheit  oder  eines  Kubikcentimeters  Wasser) 

=  1=  ,   «  =  0,07  (s.  Beer's  Einleitung  in  die  Theorie  der  Blas- 

Q     y7y,74 

ticität  und  Capillarität) ;  dadurch  findet  sich  >=  0,268  Secunden. 
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xn.  Einige  Sätze  ftber  Wirbelbewegiuigen  in  reibenden  Flüssigkeiten. 

Die  merkwürdigen  Sätze,  die  Helmholtz  über  die  Wirbelbeweg- 
nngen  in  nicht  reibenden  Flüssigkeiten  abgeleitet  hat,  lassen  sich  auf 
reibende  Flüssigkeiten  im  Allgemeinen  nicht  übertragen ,  da  ja  schon  die 
Erfahmng  zeigt,  dass  in  diesen  Wirbelbewegungen  beliebig  erzeugt  und 
zerstört  werden  können.  Es  sollen  im  Folgenden  einige  Stttze  über  solche 
Bewegungen  in  reibenden  Flüssigkeiten  entwickelt  werden,  die  noch 
nicht  bekannt  zu  sein,  scheinen.  Dabei  soll  angenommen  werden ,  dass 
die  wirkenden  äusseren  Kräfte  ein  Potential  haben. 

Wir  Stelleu  die  Gleichungen  für  reibende  Flüssigkeiten  auf.     Es  ist 


d»x       ^    dx^    dx^    dx, 

''dfi-''^      dx       dy        dz' 

d*y           ar,    dT,    dT, 

**  dl*      **         dx        dy        dz  ' 

Darin  ist 

d'z                dz,      dZy      dZ, 
''d(»~^         dx        dy        dz' 

X» 

=P- 

-u||,  n-p-"|-;.  ^.=p- 

r.=..=-»(|-;+|-:). 

Zu  diesen  Gleichungen  kommt  noch  die  Conlinuitätsgleichung : 

wo  ö=  r—  +  ^-  +  ,r"  ^8t,  und  eine  Gleichung  zwischen  dem  Druck  p  und 
ox     dy     oz 

der  Dichtigkeit  (i  hinzu.     Bilden  wir  nun  die  Differentialquotienten  von 

^x  u.  s.  w.,  so  kommt 
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d X^g  ,  d Xy  ,  dJ^z      dp      ,d6      ,    ^ 
dx^  dy        dz       dx        dx        •     ^ 

d^        d^       d* 
wo  J  die  Operation  7r-9  +  ^-«  +  ;r-L  bedeutet. 
^  ox^     oy*     oz^ 

Wir  bekommen  zwei  andere  Formen  für  diese  Oleichnngen,   wenn 

wir  die  Componenten  der  Drehungsgeschwindigkeit  einführen.    Bezeichnen 

wir  diese  mit  tt,  %,  p,  so  ist 

0„-£5_^        0^--^_^        On-^-^ 

dy      dz'    ^^dz     dx'    ^     dx     dy' 
Tragen  wir  diese  ein,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen 

dx^dy^dz       dx  \dy     dz) 

=,|^  +  2*(|£_|i)_2*|f. 
dx  \dy     dz/  dx 

Wir  benutzen  zu  weiterem  Vorgehen  die  Gleichungen    * 

^d^-^     dx      '^"Wy      dz)^^    dx' 

^)  f'di»      f"^      dy      ^"^Kdz      dxj^^^dy' 

^  di^      ^         dz  \dx     dyJ  dz 

Wir   bezeichnen    mit  abc  irgendwelche  von  einander  nnabhän^ge 
Grössen,  die  den  materiellen  Punkt,  dessen  Coordinaten  zur  Zeit  /  wyz 

sind,   bestimmen.     Wir  setzen    /  —  =  P  und    /  —  =  5  und   benutsen, 

dass  Ar=^-,  F=i-^-y   2=x--    sein    soll.      Multipliciren  wir  dann    die 

ox  dy  cz 

Gleichungen  I)  mit  -^ ,   5— ,  r-  und  addiren ,  so  kommt 
da     der    da 

d^djc      d^dy      d^zdz^d  p.^.s\ 

dt^  da  +  dfi  ra^d^ra^Ta^^^^^^^^^ 

(il\dy     d'zJda'^Kdz      dx)da^\dx      dy/da}' 

„  ,  ,       ,       .  ,  .        .dxdydz.  .dxdydz 

Entsprechend   wird,    wenn   wir  mit  ^r»  ^>  ^5T  oder  mit  ^-,  :—,   ^- 

00     ob     ob  '  oc     de     cc 

multipliciren  und  addiren, 

di»  db^dfi  db^dt*  db-db^^    /  +  -«**) 

u  Wdy     dzJdb'^Xdt      dx/db'^Kdx     dy/dby 
^dx^d^     d»zd_z_^ 

d(»  dc^dfi  dc^dfi  dc-dc^*^    /'+2*&) 
_ 2* r/a£ _ ax\ a^    /a« _  a£\  ay    /ax  _ M iil 

ItlXdy     dzJdc'^Xdz     dxJdc'^Xdx     dy/dc]' 
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Diese  Gleichungen  sind  analog  den  Lagrange^ sehen  hydrodynamischen 
gebildet.     Sie  gehen  in  sie  über,  wenn  k  =  0  gesetzt  wird. 

Differentiirt  man  die  zweite  von  diesen  nach  c,  die  dritte  nach  h 
nnd  zieht  die  Resultate  von  einander  ab,  so  erhält  man  auf  der  linken 
Seite  nach  einer  leicht  auszuführenden  Rechnung  (s.  Kirch  ho  ff,  Vorles. 
S.  166) 

d^/du  dx^du  dx     dv  dy^dv^  ?^^^  dz^drv  dz\ 
^       dt\dcdb      dbde'^dcdb     d b  d c^ de  db^ db  de)' 
Um  die  rechte  Seite  zu  bilden,  setzen  wir 

Dann  wird  die  rechte  Seite 


*    \de  db 

dLdx 
~dbdc^ 

dMdy 
de  db' 

dMdy 
~db  de 

dNdt 

"^de  db~ 

dNd 
'db  d 

s- 

Bezeichnen 

wir 

nnn    die 

linken 

Seiten 

.,  2d« 
mit    ^^  , 

2dß 
dt  • 

2dy 
dt 

haben  wir 

%A  t 

80 


de  db     dbde'^dcdb     db  de"^  de  db     db  de''      J  dl ' 


.   dL  dx^dL  dx     dM  dy 
^  da  de     de  da    -da  de' 


de  da'^da  de     de  da'^      k  dt' 


db  da     da  db^db  da      da  db'^db  da      da^db'^      k  dt' 

d  X     d  X     d  X 
Diese  Oleichungen  multipliciren  wir  resp.  mit  ^-  ,  -^r  ,  :5-   und  addiren 

öa     00     oe 

sie.     Dann  heben  sich  die  Glieder,  die  L  enthalten ,  fort  und  es  kommen 

links  drei  Glieder  von  der  Form  t—  ( ^-  öt"  ■ 

da  \dc  db 


dy  dx\ 
db  de) 


und  drei  von  der 


_        dN/dzdx     dzdx\     ..  .       j  .., 

Form  r—  l  :5-  -n  —  oT  "^  I  >  d*®  ^^^  einander  entstehen ,  wenn  man  a,  b. 
öa  ^ce  ob      Co  oe) 

c  cyklisch  vertauscht.     Die  Klammergrössen  sind  aber  nach  einer  Rech- 
nung,   wie   sie  Kirchhoff,   Vorl.   S.#I67,   angiebt,    resp.  -^^i  ^äT' 

o  z         o  ^ 


Je 


.da 


.db 


.de 


dz' 


V) 


dy'         dy' 


■/>r-,  wobei  D  die  Determinante  ist 
dy 


D  = 


dx 

dx 

dx 

da 

db 

de 

dy 

da 

dy 
db 

dy 

de 

dz 

dz 

dz 

da 

db 

de 

Infolge  dessen  werden  unsere  Gleichungen 

Zdtoelirill  1  MftthAmatik  n.  PhyBik  XXIV,  4. 
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\dz      dy)"      k\da  dt  '  db  di'^dc  di)' 

^  \dx     dz)  k\da  di^db  dt'^dc  dtJ' 

\dy      dx)  k\da  di^db  dt^dc  diJ 

Endlich  differentiiren  wir  die  erste  von  diesen  Gleichungen  nach  x^  die 

zweite  nach  «,  die  dritte  nach  z  nnd  setzen  —  T-;:  =  ilt  so  kommt,  wenn 

k  D 

wir  addiren,  auf  der  linken  Seite  0  nnd  es  wird 

\da\dt)^db\diJ^dc\diJ/^da   di^  db  di'^  de  dt ' 
Ans  den  Gleichungen  IV)  ersieht  man  aber,  dass 

da  di'^db  dt^dc  dl" 

ist|   also  behalten  wir,  da  ö~  =  777^5  0"   ^^^^  ^  ^^  Allgemeinen  nicht  0 
ist,  die  Gleichung  anwÄan^ 

^  da  di^db   di^dc  dt 

Wir    wollen    zuerst   die   nothwendige  und  hinreichende  Bedingang 

dn  dß  dy 

dafür  suchen,  da8s,-p=0,  -r7  =  0,  t7  =  0  is*»   d-  !»•   ^ms  wir  auf  die 
at  dt  at 

Helmholt  Zusehen  Gesetze  kommen. 

Wenn  diese  drei  Grössen  gleich  0  sind,   so   erkennt  man  ans  VI), 

dass,  da  D  nicht  gleich  0  ist, 

1  =  1^,     «  =  |^.     N  =  '^ 
dx'  dy'  dz 

ist,  wo  ^2^=0  ist.     Soll  das  aber  der  Fall  sein,  dann  mnss 

9L_dM^^ 

dy     dx"^ 
sein  und  dazu  ist  nach  III)  noth wendig,  dass  fjL=iConsl,  und 

öy^'^dx*     dydz      dxdt 

ist.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Falls  bei  der  Bewegung  einer  incompressiblen  reiben- 
den Flüssigkeit  zf7r  =  0,  dx  =  0^*  Jq  =  0  ist,  so  gelten  für 
diese  Flüssigkeit  die  Helmholtz'schen  Gesetze  der  Wirbel- 
bewegung. 


Digitized  by 


Google 


Kleinere  Mittheilangen.  243 


^y^#*  *'^^^^^^^^^^.^^^. 


Ein  Beispiel  dafür  bietet  die  Bewegung  einer  Flüssigkeit  in  einer 
festen,  unbewegten,   der   z-Axe  parallelen  cylindrischen  Röbre.     Dabei 

ist  tf  =  0,  t>  =  0,  w  =  jT  (a:*+y*)  +  rf,  also 

'  =  !*«''    5^  =  ^^'     *  =  *'  • 

mithin  /^9c  =  0,  ^^x^^»  ^9^0*  ^^  einer  solchen  Röhre  hört  also  eine 
Wirbelbewegung  niemals  auf  und  kann  keine  Wirbelbewegung  durch 
Kräfte,  die  ein  Potential  haben,  erzeugt  werden« 

Wir  formen  die  Gleichung  VII)  um.  Ans  der  Gleichung  II)  und 
den  analogen  erkennt  man,  dass  ^ 

dx     gfix        dx 

mitbin 

da  ,     da  ,     da 

-      db      db,    db 

de  ,     de  ,     de 

Fahren  wir  dies  in  die  Gleichung  VlI)  ein,  so  wird  diese,  da  a,  6,  c 
von  I  unabhftngig  sind, 

Falls  also  — ^  =  0,  -;7  =  0  ist,  muss  auch  37=0  sein.    Wir  haben  daher 
dt  dt  dt 

den  Satz: 

Wenn  bei  einer  Flttssigkeitsbewegung  zwei  Componen- 
ten  der  Drehungsgeschwindigkeit  sich  mit  der  Zeit  nicht 
ändern,  so  bleibt  auch  die  dritte  mit  der  Zeit  unverändert; 
oder:  Eine  Flüssigkeit  kann  sich  nicht  so  bewegen,  dass  die 
Drehungsgeschwindigkeit  längs  zweier  Axen  stationär 
bleibt,  ausser  wenn  die  Drehungsgeschwindigkeit  überhaupt 
stationär  ist. 

Wir  wenden  nun  die  Gleichung  VIII)  auf  den  Fall  einer  incompres- 

siblen  Flüssigkeit  an.  Bei  dieser  ist  —  =  0  und  wir  können  daher  die 
Gleichung  VIII)  schreiben 
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Bezeichnen  wir  die  Drehnngsgesch windigkeit  des  materiellen  Theil- 
chens  mit  (pj  so  ist  q>  der  Grösse  nnd  Richtung  nach  bestimmt  dnrcfa 
die  Gleichungen 

S  n  ^  1  0 

^  cos  et,  =  — —.     co5p,  =--=^==,     cosy.=^  ^ 


Die  Determinante  D  ist  von  t  unabhängig,  d.  h.  sie  hängt  nur  ab 
von  abc.  Jedem  materiellen  Theilchen  entspricht  also  ein  bestimmter, 
von  /  unabhängiger  Werth  von  D,  Für  jedes  Theilchen  haben  wir  also 
einen  Werth  D^consU  Dieser  Gleichung  entspricht  eine  Fläche,  so  dass 
wir  also  für  jedes  Theilchen  eine  bestimmte,  von  i  unabhängige  Fläche 
construiren  können.  .  Wir  wollen  sie  wegen  der  Bedeutung  von  D  die 
Dilatations fläche  nennen.  Andererseits  ist  D  eine  Function  von 
xyzi.  Jedem  Raumpunkte  entsprichtN  also  eine  mit  der  Zeit  veränder- 
liche Fläche  Z>,  jedoch  so,   dass  —  caO   ist.     Construirt  man  nun   im 

Punkte  xyz  zur  Zeit  t  die  Normale  an  die  Fläche  D^  so  bildet  diese  mit 

den  Axen  Winkel,  deren  Cosinus  sind 

dD  dJD 

dx  ^  dy 

cosa^-==  1  ,     cosp2  =  - 


dD 

dz 
cosy^ : 


Ist  nun  £  der  Winkel  zwischen  <p  und  der  Normale  an  />,  so  geht 
unsere  Gleichung  IX)  über  in 

~(<pco5c)  =  0. 

Wir  haben  also  den  Satz: 

In  einer  incompressiblen  Flüssigkeit  ändert  sich  die 
Drehungsgeschwindigkeit  an  einem  bestimmten  Punkte  mit 
der  Zeit  nach  Grösse  und  Richtung  so,  dass  ihre  Projection 
auf  die  Normale  der  Dilatationsfläche  in  diesem  Punkte 
constant  bleibt. 

Breslau.  Dr.  Lbo  Grabtz. 

xm.    Eine  Relation  zwischen  Potenzen  und  Determinanten. 
Henri  Brocard,  der  auf  dem  Gebiete  der  algebraischen  Analysis 
unermüdlich    thätige    französische    Mathematiker,    machte    den  Schreiber 
dieser  Zeilen   unlängst  auf  eine  Determinante  von  interessanter  Structur 


Digitized  by 


Google 


Kleinere  Mittheilangen. 


245 


aufmerkBam  nnd  theilte  demselben  gleichzeitig  seine  Vermuthang  mit,  dass 
jene  mit  gewissen  Potenzen  der  natürlichen  Zahlen  in  sehr  naher  Be- 
ziehung stehen  müsse.  Nachdem  die  Ermittelung  dieser  letzteren  nun- 
mehr gelungen  ist,  erlaubt  sich  der  Unterzeichnete,  mit  Zustimmung  seines 
verehrten  Freundes,  seine  Herleitung  als  einen  hübschen  Beitrag  zur 
Determinantenlehre  nachstehend  zu  veröffentlichen. 

Vorgelegt  ist  die  Determinante*  (^m+iy^'^  Grades 


1111.. 

Olli.. 

.  1 
.  1 

^2«  +  l 
1            1            l{m  +  J)    0 
111                1 

0 
0 

...0 
...0 

0 
0 

0(»-,) 
0 

00  11.. 

.  1 

1 

1 

...0 

0 

0 

0  0  0  1.. 

.  1 

1 

1 

...0 

0 

0 

00  0  0.. 

.  1 

1 

1 

...  1 

0 

0 

0  0  0  0  .. 

.  1 

1          X       ,  A 

1 

1 

...  1' 

1 

0 

0  0  0  0.. 

.0 

1 

1 

...  1 

1 

1 

12  3  4.. 

.  m-1 

tn        m+l  0 

0 

0 

...  0 

0 

0 

0  12  3.. 

.  m-2 

m-1  m        m+l 

0 

0 

...  0 

0 

0 

0  0  12. 

.  m-3 

m-2  m-1  m 

m+l  0 

...0 

0 

0 

0  0  0  1.. 

.  m-4 

m-3  m-2  m-1 

m 

m+l 

...  0 

0 

0 

0  0  0  0  . 

.  1 

2        3       4 

5 

6 

. . .  m+l 

0 

0 

0  0  0  0.. 

.  0 

1        2        3 

4 

5 

...  m 

m+l 

0 

0  0  0  0.. 

.  0 

0        1        2 

3 

4 

...m-1 

m 

m+l 

WO  die  einer  Eins  und  einer  Null  in  der  ersten  Horizontalreihe  an- 
gehängten Indices  selbstverständlich  als  blosse  Stellenzeiger  aufzufassen 
Bind.  Wir  subtrahiren  jeweils  eine  Vertikalreihe  von  der  links  neben  ihr 
stehenden  und  erhalten  so 


*  A  priori  lässt  sich  von  dieser  Determinante  Nichts  weiter  aussagen,  als  dass 
8ie  jedenfalls  nicht  gleich  Null  sein  kann.  Denn  bilden  wir  von  der  ganzen  ratio- 
nalen Function 

/•^^j  =  ar«+*H-Ä«-»-a?"-*4-...+a?*  +  «'  +  «*  +  aj-f-l 

und  deren  erster  Ableitung 

/"^^jzs  (in+l)a?"  +  fnaj«-» -Kw-l)a?»-«  H- . . .  4- 4ä»  + 3ä«H- 2ä +  1 

nach  der  dialjüschen  Methode  die  Besultante,  so  ist  diese  eben  mit  unserer  De- 
terminante ^zm-i-i  identisch.  Würde  letztere  sich  annulliren,  so  wäre  damit  aus- 
gesagt, dass  die  beiden  Functionen  /^^^  und  /'^^^  einen  gemeinsamen  Theiler  be- 
sässen.    Andererseits  aber  weiss  man,  dass  für  die  Gleichung 

welche  in  der  Theorie  der  Ereistheilung  bekanntlich  eine  Hauptrolle  spielt,  dies 
nicht  möglich  ist. 
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0  0  0  0 
-10  0  0 
0-100 
0     0-10 

0     0    0    0 
0     0    0    0 
0     0    0    0 
-1   -1  -1  -1 
-1   -1  -1  -1 
0     -1  -1  -l 


0  0  0 

0  0  0 

0  0  0 

0  0  0 


0  1 

0  0 

0  0 


0  0  0  0 
0  0  0  0 
-10  0  0 
, -1  -1  tn+l  0 
-1  -1  -1 
-1  -1  -1 


0 
0 
0 
0 


0 
0 

1 

0 


0 
0 
0 
0 
ffl+1  0  0 
-1        m+1  0 


0     0     -1-1  ...-1  -1  -1      -1        -1       m+1 


0  0  0  0 
0  0  0  0 
0     0     0     0 


-1  -1  -1 
-1  -1  -1 
0    -1  -1 


-1 
-1 
-1 


-1 
-1 
-1 


0 

ö 

0 
0 

1 

0 
0 
0 
0 
0 
0 


0 
0 
0 
0 

0 

1 

0 
0 
0 
0 
0 


0(— .) 
0 
0 
0 

0 
0 

1 

0 
0 
0 
0 


m+1  0  0- 
-1  m+1  0 
-1      -1       m+1 


Wird  jetzt  aar  p*»"  Colonne  die  (m+P  +  S)"  addirt,  wo  p  zwischen 
1  und  (m  — 1)  variirt,  so  folgt 

'<^2in+l 


0       0 

0    0.. 

.0 

0    0 

l(«+i) 

0 

0 

...0 

0 

0(-i) 

0        0 

0    0.. 

.  0 

0    0 

0 

1 

0 

...0 

0 

0 

0        0 

0    0.. 

0 

Ö    0 

0 

0 

1 

...0 

0 

0 

0        0 

0    0.. 

.  0 

0    0 

0 

0 

0 

...0 

0 

0 

0       0 

0    0,. 

0 

•         •         • 

0     0 

•         • 

0 

0 

•         • 

0 

...  1 

•         • 

0 

0 

0       0 

0    0.. 

0 

0    0 

0 

0 

0 

...0 

1 

0 

0       0 

0    0. 

.  0 

0     0 

0 

0 

0 

...0 

0 

1 

-1    -1 

-1  -1 .. 

,  -1 

-1  -1 

0 

0 

0 

...0 

0 

0 

-1    -1 

-1  -1.. 

.  -1 

-1  -1 

m+1 

0 

0 

...0 

0 

0 

m+1  -1 

-1  -1.. 

.  -1 

-1  -1 

-1 

ffl+1 

0 

...0 

0 

0 

-1      m+1 

-1  -1.. 

.  -1 

-1  -1 

-1 

-1 

m+1 

...0 

0 

0 

-1      -1 

-1  -1.. 

,  -1 

•        •       •        • 

•         • 

-1 

-1 

-1 

...m+1  0 

0 

-1      -1 

-1  -1 .. 

.  -1 

—  1    "*1 

-1 

-1 

-1 

...-1 

ffl+1  0 

-1      -1 

-1  -1.. 

.  -1 

-1  -1 

-1 

-1 

-1 

...-1 

-1 

m+lj 

Das  dnrch  unser  Krena  auBgeacbiedene  Becbteck  oben  links  besteht 
ans  m(m  +  l)  Nnllen;  es  tritt  also  das  bekannte  Corollar  des  Laplace- 
sehen  Determinantensatzes  in  Kraft,  und  da  die  obere  Detenttinante 
rechts  sich  auf  ihr  Diagonalglied  l^'^l  reducirt,  so  ist 
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^^^*^'^^^^*^*^^^^^^^^^^^S^^^^^^^^^^^^^^*W^ 


'^2il  +  I  = 


-1  -1 

-1  -1 

+  1    -1  -1 

m  +  1  -1 


-1 
-1 
-1 
-1 


-1 
-I 


m  +  1  -1 


-1  -1 
-1  -1 
-1  -1 
-1  -1 
-1    -1 


■1       m  +  1  -1 


-1 

-1 
-1 
-1 


-1 
-1 
-1 
-1 


-1  -1 
-1  -1 
-1  -1 
-1    -1 


m+1 

-1        m  +  1  - 


(«>   w  +  l 


Diese  Determinante  besitzt  nnr  mehr  (m  +  1)' Elemente.  Indem  wir  nun, 
wie  rorhin,  von  jeder  Colonne  die  rechts  neben  ihr  befindliche  abziehen, 
ergiebt  sich  ans 


0 
0 

0 
0 

0          0 
0          0 

0          0 
0          0 

-(m  +  2)   m  +  1 
0            -1 

m  +  2 

>+2) 
0 
0 

0 

m+2 
-(m+2) 
0 

0          0 
0          0 
m+2    0 

-(m  +  2)  m+2  ... 

0          0 
0          0 
0          0 
0          0 

0            -1 
0            -1 
0            -1 
0            -1 

0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 

0          0 
0          0        .  . 
0           0 
0           0 

0          0 
0          0 
m+2   0 
-(m  +  2)  m  +  2 

0            -1 
0            -1 
0            -1 
0            -1 

Hier  haben  (m  — 1)  Golonnen  mit  zwei  Zeilen  im  Ganzen  2(m  — 1)  ver- 
schwindende Elemente  gemein;  wir  können  sonach  wiederum  die  durch 
das  Kreuz  angedeutete  Zerlegung  zur  Anwendung  bringen  und  finden 

m+2       0,0  0  ...      0  0  0 


^s-+i  = 


-(m  +  2)      m+2 
0  -(m  +  2) 

0  0 


0  0 

m+2    0 
•(m+2)  m+2 


0  0              0 

0  0              0 

0  0              0 

0  0              0 
-(m  +  2)    m  +  1 

0  -1 

Der  Werth    des  ersten  Factors 

(i)i+2),  also  ist  zum  Schlüsse 


0 

.0 

0 

0 


0 
0 
0 


0 
0 
0 


0 
0 
0 


0  0  0 

m+2       0  0 

-(m+2)     m+2  0 

0  -(m+2)  m  +  2 


ist  (m  +  2)'"-',    derjenige  des  zweiten 
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^V^N^VX^^'N^^N«^^  to^^.^ 


^tm+i  =  {m  +  2r, 
z.  B.  fttr  w  =  0,  1,  2,  3,  ... 

z/,  =  20,    ^3  =  3\    .^6=4«,    ^,  =  5K 
Vielleicht  gestalten  sich  ^ie  oben  erörterten  Transformationen  über- 
sichtlicher, wenn  wir  sie  am  speciellen  Falle,  etwa  für  in  =  3,  nochmals 
reproduciren.     Es  ist 


j,= 


1 
1 
1 

3 


1  1 

0  1 

0  0 

1  2 
0  12 
0  0  1 
0  0  0 
0       0 


-1 

0 

-1 

-1 

0 

0 

0 

0 


0 

-1 
-1 
-1 
-1 

0 
0 
0 


1 
1 
1 
4 
3 
2 
1 
0 
0 
0 

-1 

-1 

-1 

0 


1 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

4 

0 

0 

3 

4 

0 

2 

3 

4 

0 
0 
0 
4 

-1 
-1 
-1 


1 

0 

0 

0 

4 

-1 

-1 


0 
1 
0 
0 
0 
4 


0 

0 

0 

0 

1 

0     0 

0 

0 

0 

0 

0 

1     0 

0 

0 

0 

0 

0 

0      1 

-1 

-1 

-1 

4 

0 

0     0 

-1 

-1 

-1 

-1 

i 

0     0 

4 

-1 

-1 

-1 

-1 

4     0 

-1 

4 

-1 

•-J 

-1 

-1    4 

5      0 
-5    5 


Ansbach. 


-5    4 

0    -1 

= 

6      0 
-5    5 

• 

-5 
0 

4 

0    -1 

-1 

0    -1 

^5«.  5, 


^7  =  5». 


Dr.    S.    GÜMTBEB. 


ZIY.   Einfieioher  Beweis  des  Satzes  von  Desargnes. 

(ffierzu  Taf.  III  Fig.  2—4.) 

Wenn  1234  ein  beliebiges  Vierseit  darstellt,  0  einen  Punkt  in 
dessen  Ebene,  so  gehen  von  ihm  nach  den  sechs  Vierseitsecken  die  in 
Fig.  2  mit  aabb'cc  bezeichneten  Strahlen  (die  mit  gleichem  Buchstaben 
je  nach  Gegenecken).  Zu  beweisen  ist,  dass  diese  drei  Strahlenpaare 
einer  Involution  angehören. 

Zunächst  bestimmen  abc^  ab'c  zwei  projectivische  concentrische 
Büschel.  Entspricht  sich  eines  der  Paare  vertauschungsfläiig  (doppelt), 
so  ist  dasselbe  bei  allen  anderen  auch  der  Fall,*  und  dieses  Verhalten 
kennzeichnet  die  Involution. 


*  Man  vergleiche:   Cremona-Dewulf,  ^JUmenta  de  Giom&rie  prqjeäive, 
Faris  1675,  §  XU, 
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Schneidet  man  die  Büschel  abc  und  aöY  resp.  mit  den  Strahlen  /, 
(^  die  mit  zwei  Vierecksstrahlen,  z.  B.  1,  2,  ühereinstimmen ,  so  ent- 
stehen die  Pnnktreihen  j^BCy  ÄffC\  die  in  i  und  t  projectivische  Reihen 
bestimmen.  Die  perspectivische  Axe  geht  dnrch  C\  da  C  in  den  Schnitt- 
punkt i(  füllt.  Sie  geht  ausserdem  dnrch  die  Ecke  AB\  AB  des  ge- 
gebenen Vierseits,  ist  also  c'.  Dem  Pnnkt  D'^  den  i  aus  t  schneidet, 
entspricht  der  Schnittpunkt  (("=:  />.  Die  Verbindungsstrahlen  von  D  und 
Z^  mit  0  entsprechen  sich  in  den  projectivischen  Büscheln.  WShlt  man 
also  c'=£f  als  Originalstrahl,  so  fällt  der  entsprechende  Strahl  ä  nach  c. 
Damit  ist  gezeigt,  dass  das  Paar  cc  sich  doppelt  entspricht,  und  die- 
selbe Figur  würde  auch  zeigen,  dass  ad  und  hh'  sich  doppelt  entsprechen. 

Für  die  dualistische  Aussprache  des  Satzes  ist  der  Beweis  ehenso 
einfach  und  ohne  Hilfslinien  zu  führen.  Die  sechs  Seiten  des  vollstän- 
digen Vierecks  I,  U,  III,  IV  schneiden  eine  Gerade  X  in  den  Punkte- 
paaren Ajf^  BS^  CC\  Diese  Punkte  sind  drei  Paare  einer  Involution, 
wenn  in  der  Projectivität,  die  durch  Zuordnung  der  Punkte  ÄBlC'  zu 
ABC  entsteht,  das  eine  Paar,  z.  B.  AÄ^  sich  doppelt  entspricht  (so  dass 
ff=sA^  wenn  B-^Ä  ist). 

Man  projicire  die  Reihe  ÄffC  aus  0  =:  IV  auf  /^s=  I  III ,  so  entsteht 
%'S'S',  welche  Gruppe  nun  mit  ABC  eine  Projectivität  bestimmt.  Die 
perspectivische  Axe  für  diese  Reihen  ist  r=  II,  IV.  Dem  Schnittpunkte 
K  von  i  mit  i  entspricht  in  i  der  Schnittpunkt  mit  {\  «jfio  B  =  Ä^  wo- 
mit der  Beweis  erbracht  ist.  —  Die  Fig.  3  würde  auch  iMh  zeigen,  wie 
die  Paare  Bff  und  CG'  sich  ebenfalls  doppelt  entsprechen. 

Ein  weiterer  Satz  von  Desargues  lautet:  Wenn  ein  Kegel- 
schnitt einem  Viereck  umschrieben  ist,  so  trifft  jede  Ge- 
rade den  Kegelschnitt  und  die  Gegenseitenpaare  des  Vier- 
ecks in  vier  Punktepaaren  einer  Involution.* 

In  Figi  4  sei  1526  das  Viereck,  i  die  Gerade.  Auf  i  entstehen 
durch  das  Viereck  die  Paare  AA^  Bffy  CC'  einer  Involution  und  es  ist 
zn  beweisen,  dass  die  Schnittpunkte  34  von  i  mit  dem  Kegelschnitt  ein 
weiteres  Paar  B  B'  dieser  Involution  bilden. 

Zunächst  ist  123456  ein  Pascalsechseck,  deshalb  sind  die  Punkte 
P=12,45;  P  =  23,56;  ß  =  34,61  in  Gerader  —  die  Involution  auf  i 
kann  man  als  Vereinigung  von  zwei  projectivischen  Reihen  ABC^  ÄßC 
auffassen  (das  vertauschungsfähige  Entsprechen  der  Punktepaare  ist  oben 
bewiesen)  und  man  hat  zu  zeigen,  dass  BB*  sich  in  dieser  Projecti- 
vität entsprechen.  Projicirt  man  aber  ÄßC'  aus  0=5  auf  /'=12, 
so  geben  ABC^  9l'S3'6'  die  projectivischen  Reihen  mit  ^'=56  als  per- 
spectivische Axe.  Um  zu  />  =  3  den  entsprechenden  Punkt  zu  finden, 
ziehe  man  2>9l',   welche  {'  in  Q  trifft.     Die  Pascallinie  QA  ist  zugleich 


*  Cremona-Dewalf,  2.  c.  S.  136. 
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A^\  deshalb  SD'  in  P  und  Q'S)'  geht  von  selbst  durch  2>'=4,  womit  der 
Satz  bewiesen  ist. 

Man  bemerkt ,  dass  die  Figur  nebst  dem  Kegelschnitt  und  der  Trans- 
versalen nur  das  Pascalsechseck  mit  der  Pascallinie,  sowie  die  Seiten  des 
Vierecks  enthält,  dass  also  keine  Hilfslinien  zum  Beweise  nöthig  sind. 

Zürich-Hottingep,  im  Februar  1879.  Dr.  A.  Wbilbr. 


XY.   Zur  Theorie  der  Bemoulli'schen  Zahlen. 

Die  bekannten  independenten  Darstellungen  der  Bemoulli'schen 
Zahlen,  deren  n^®  ich  in  der  Folge  immer  mit  i?«  bezeichnen  werde, 
gehen  sämmtlich  von  der  Relation 

oder  der  verwandten 

"""  2«"(2«"-l)     da:2«-i    ' 
wo  nach  der  Dififerentiation  a;  =  0  zu  setzen  ist,  aus  und  verdanken  ihre 
Entstehung   vorzugsweise  Laplace,   Scherk   etc.     Im  Nachstehenden 
werde  ich  hi^egen  auf  elementarem  Wege  einen  independenten  Aus- 
druck mit  Hilfe  des  Satzes,   dass  die  n^®  Bernoulli'sche  Zahl  der  Co- 
efficient  des  niedrigsten  Gliedes  in  der  Summenformel  der  2n^^^  Potenzen 
der  natürlichen  Zahlen  ist,   ableiten,  der  recht  gut  in  die  niedere  Ana- 
lysis  mit  aufgenommen  werden  kann. 
Beachtet  man  nämlich,  dass 
1)  ^»  =  2!r,„,2+CVi, 

wenn  mit  C^^p  die  Anzahl  der  Combinationen  aus  m  Elementen  zur  p^ 
Classe  bezeichnet  wird,  so  folgt  durch  Multiplication  mit  m 
in»  =  [(m-2)  +  2]2!C„,2+[(m-l)  +  l]C„,i 
^  =3!C,„.3+2!(2  +  l)C„.2+^«,i. 

Setzt  man  jetzt 

1+2        +3        +...+P         =5i,p, 
l  +  25i,2  +  35i,8  +  ...+p5i,p  =Si,p, 

1+ 252,2  + 352,8 +...+p52,|,    =:53,p. 


wo  immer 
wenn 


1  +  25;p,2+  35a.,3+ . . .  +p5,,p  =  Sg^x^p  , 
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gesetst  wird,  so  kann  auch  2) 

geschrieben  werden.     Maltiplicirt  man  die  soeben  erhaltene  Qleichnng 
abermab  mit  m,  so  folgt  nach  leichter  Bednction 

m*=4!C„,4  +  3l(3  +  5,,2)C„,,  +  2l(25,,2  +  l)^m,2  +  C„,, 
^  =4!6?„,4  +  3!5,,3C„,8  +  2!52,2C„,2  +  C«,t. 

Man  könnte  in  dieser  Weise  beliebig  weit  fortgehen ;  allein  das  Bildnngs- 
geseti  ftllt  schon  jetzt  in  die  Augen  und  ist  allgemein 

4j  mP=p!C„,p  +  (p-l)!5,,p-iC„,p-i  +  (p-2)IS2,p.2C„,p.2  +  ... 

...  +  2!  Sp_2,2^m,2+  ^m,l» 

wie  sich  leicht  beweisen  iSsst.     Multiplicirt  man  nämlich  4)  mit  m,   so 
erhält  man 

»^+*  =  (P  +  l)!^»..P+i+p!(p  +  5|,p-i)C?„,p 
+  (i>-l)![(p-l)5i,P-i  +  S2,,i-2]e?„,p-, 

+  (p-2)l[(p-2)52,p-2  +  Äi,p^8l^«,p-2  +  ... 
...  +  3![35p_3,3+5p-2,2]C«,8 
+  2!(25p_2,2+l)^m,2+^«,l, 

folglich 

W+^  =  (p  +  l)!<?«,p+i+p!^i.p^«.p+(p-l)I52,p-,C„,p-,+... 

...  +  2!  5p— |,2^m,2  +  ^m,l. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass,  wenn  das  bemerkte  Gesetz  bis  p  als 
richtig  angenommen  wird,  es  auch  fürp  +  1  gilt,  woraus  sofort,  da  es 
bereits  bis  ^==4  bewiesen- worden  ist,  die  Allgemeinheit  desselben  folgt. 

Legt  man  nun  m  in  4)  alle  Werthe  der  ganzen  Zahlen  von  1  bis  m 
bei  und  addirt  sämmtliche  auf  diese  Weise  erhaltenen  Oleichungen,  so 
findet  man  bei  Zuhilfenahme  der  bekannten  Belation 

Cn,p  +  Cn  -l,p  +  C'i,_2,p  +  .  • .  +  ^l,p  =  ^fi  +  l,p  +  l 

die  merkwürdige  Formel 
ST 

+  (P  — 2)!S2,p-2^m+l,p-l  +  ...  +  2!5p_2,2^m  +  l,8+  ^m+1,2 

oder  mit 

pIC?«,p  =  ^«,p 


'ty==^^Am+i,p  +  i+-^^^m  +  i,p  +  ^^A^^l^p^i  +  ^. 


•  ••  +  i^M+i,2. 

Ab  allgemeine  Formel  für  die  Summen  der  geraden  Potenzen  der 
oatttrlichen  Zahlen  von  1  bis  m  hat  man  daher 
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'="•  1  c 

'^••211  — __JL_    A  ,    ^l,2it-l    ^ 

Z*  =27^+l^"+>•^»+^+-■2;^~^"+^•^• 
5)  ^  Sj  2»-2 

+  ■2^^r|-^"+ J.2J1-1  + . . .  +  i  ^w+1,2 . 

Um  nun  auf  die  Bernoulli' sehen  Zahlen  zu  kommen,  haben  wir 
alle  Ä  aufzulösen  und  die  Coefficienten  der  Glieder,  die  m  in  der  ersten 
Potenz  enthalten,  zusammenzufassen.  Nun  enthält  aber,  wie  leScht  ein- 
zusehen ,  allgemein  ftir  i  ^  2 

das  Glied 

(_l).(,-_2)!«, 
woraus  sofort  aus  5) 

(2«-l)!  ,  (2n-2)! 


6) 


Ä   -r     nn+if     (2^-1)!  ,  (2n-2)! 


—    2yi-^l     ^2,2i.-2H .•.~i52„_2,2  +  4J 

folgt. 

Der  Factor  (—1)"+*  muss  hinzugefügt  werden,  weil  das  letzte  Glied 
der  nach  fallenden  Potenzen  geordneten  Summenformel  für  die  2n^®'*  Po- 
tenzen der  natürlichen  Zahlen  für  ein  gerades  ^^  negativ,  fiir  ein  un- 
gerades n  aber  positiv  ist. 

Gleichung  6)  lässt  sich  auch  einfacher 

schreiben. 

Burgk.  W.  EüTTNER. 


XVL   Bemerkungen  zur  Differentialgleichung 

1)  «^9(y')  +  y*(/)  +  z(y')  =  o. 

Man  kann  in  jeder  Differentialgleichung  die  Punktcoordinaten  durch 
Liniencoordinaten  ersetzen,  wenn  man  die  Belationen 

dv  du  ,  u 

udv  —  vdu  udv  —  v  du  v 

benutzt.     Diese  Ausdrücke  lassen  sich  zweckmässig  umgestalten,  wenn 

man  für  u  und  v  beziehendlich und  —  schreibt,  denn  dadurch  er- 

V  V 

hält  man 

^  dv  dv  , 

Diese  letzten  Substitutionen   verdienen  dann  Beachtung,   wenn  sie  eine 
vorgelegte  Differentialgleichung  in  eine  solche  überführen,  deren  Integra- 
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tion  bekannt  ist,  weil  dann  das  Integral  der  vorgelegten  Oleicbung 
wenigstens  dnrcb  eine  Parameterdars|ellnng  gegeben  ist.  Denn  sei  die 
fibergefSbrte  Differentialgleicbnng 

nnd  ihre  Integralgleichung 

Fi(tt,p,c)  =  0, 

iin 

80  würde  eine  Elimination  der  Grossen  «,  v  nnd  -7-  ans  diesen  Gleich- 

du 

nngen  nnd   den   ersten   beiden  Substitutionen   auf  ein  Resultat  von  der 

Form 

fShren,  welches  das  allgemeine  Integral  der  ursprünglichen  Gleichung 
sein  muss. 

Wenn  wir  eine  Anwendung  auf  die  Gleichung  1)  machen,  so. ver- 
wandelt sich  dieselbe  in  die  lineare  Differentialgleichung 

deren  Integral  das  folgende  ist: 
3)    ü  =  ^./9'i»)  +  »V'Ui){co«#/.— / — ^^^      e  Jyc«)-*-«^^ 

Den  Werth   von   v  kann   man   sogleich  wieder  in  die  Gleichung  2) 

zurücksubstituiren ;   suletzt  hat  man  noch   -7-    durch  x  zu  ersetzen  und, 

du 

wenn  möglich,  die  Variabele  u  aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  zu  eli- 

miniren. 

Bemerkenswerth  ist,   dass   die  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

n^  Grades,  deren  Coefficienten  lineare  Fyictionen  in  x  und  y  sind, 

.    .  +  {an^xX  +  Ä«_i  y  +  Cn^i)  (^)  +  {OnX  +  h^V  +  C„)  =  0 

als  specieller  Fall  in  der  Gleichung  1)  enthalten  ist.  Der  Exponent  n 
unterliegt  keiner  Beschrftnkung. 

Die  lineare  Differentialgleichung  2)  ist  aber  bekanntlich  auch  dann 
integrabel,  wenn  das  letzte  Glied  noch  mit  einer  beliebigen  Potenz  der 
Variabelen  9  multiplicirt  ist,  wenn  also  vorliegt 

2a)  —  =  ^'»(«)--^'"x(^)^ 

du        <p  (w)  +  w  t^  (w) 

Da  nun  9,  in  den  urcrprünglichen  Variabelen  ausgedrtickt,  den  Werth 
^y  —  y  besitzt,  so  führt  die  allgemeinere  Differentialgleichung 
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la)  a;<p(y')  +  y*(yO  +  (^y'-y)'".;((y)  =  o 

bei  Verwendung  der  Substitutionen  auf  die  integrable  Gleichung  2  a). 

Die  Eliminationen,  welche  nach  Integration  der  Gleichung  2a)  vor- 
zunehmen sind,  um  das  Integral  der  Gleichung  la)  als  Function  der 
Variabelen  x  und  y  zu  erhalten,  sind  an  sich  klar.  Nur  mag  hervor- 
gehoben werden,  dass  das  Integral  der  Gleichung  1)  immer  eine  Auf- 
lösung nach  der  Constanten  zulässt,  wfthrend  diese  Rechnung  mit  dem 
Integral  der  Gleichung  1  a)  im  Allgemeinen  nicht  durchführbar  sein  wird. 
Diese  Bemerkung  gilt  bereits,  wenn  über  den  Charakter  der  Functionen 
<p,  if;,  X  dio  einfachsten  Voraussetzungen  gemacht  werden.  Setzt  man 
beispielsweise 

9'(»')  =  i*'(y')  =  i.   z(»') — 1, 

so  geht  die  Gleichung  la)  über  in 

a?  +  y  —  {xy  —  Sf)"  =  0 
oder 

y  ^ 

X 

Die  Gleichung  2  a)  hat  bei  diesen  Annahmen  die  Gestalt 

dv  ^v  +  v^ 
du'^  1  +  u 

und  man  gewinnt  aus  ihr  das  Integral 

1 
«  =  (l  +  tt){C--(l+u)«-*ji-'»     (6?=con5/.). 

Führt  man  diesen  Werth  von  v  in  die  vorletzte  Gleichung  ein ,  so  erh&lt 
man  nach  einfacher  Zusammenziehung 

1^  =  (7.^C--(1  +  m)'"-M*"^-      - 

Da  nun  --  =  a;  und  u  c=  y\  so  ist 
du 


das  allgemeine  Integral  der  zu  lösenden  Differentialgleichung. 

In  der  That  wird  sich  auch  hier  für  ein  allgemeines  m  die  Con- 
stante  nicht  ezplicite  als  Function  von  x.  und;  y  darstellen  lassen,  und 
aus  diesem  Grunde  wird  überhaupt  die  Gleichung  la)  im  Allgemeinen 
keinen  hinschreibbaren  integrirenden  Factor  besitzen. 

Was  endlich  den  besondem  Fall  betrifft,  in  welchem  die  Beziehung 

<p(/)  +  yXy')  =  o 
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stattfiodet,  so  können  hier  die  Gleichungen  2)  und  2a)  nicht  verwendet 
werden.  Unter  diesen  Umständen  reduciren  sich  aber  beide  Differential- 
gleichungen 1)  und  la)  auf  die  folgende: 

welche  unter  dem  Namen  „Clairaut'sche  Form^*  bekaunt  ist. 

Dresden,  im  December  1878.  Woldemär  Hctmann, 

Sind,  mftth. 

XVn.  Elementarer  Beweis  eines  Satsei  der  Mechanik 
auf  geometrischem  Wege. 

(Hierzu  Taf.  Ill  Fig.  6.) 

Der  grundlegende  Satz ,  dass  die  Centrifugalkraft  eines  ebe- 
nen Systems  von  Massenpunkten,  welches  um  eine  senk- 
recht gegen  die  Ebene  gerichtete  Axe  rotirt,  derOrösse  und 
Bichtung  nach  gleich  ist  der  Centrifugalkraft  der  im  Schwer- 
punkte vereinigt  gedachten  Masse,  wird  in  den  elementaren 
Lehrbüchern  stets  auf  umständliche  Weise  abgeleitet,  da  die  Goordinaten- 
methode  noch  nicht  vorausgesetat  werden  darf. 

Höchst  einfach  grgiebt  er  sich  aus  folgendem  geometrischen  Satze; 
Theilt  man  zwei  aneinanderstossende  Parallelogrammseiten 
Tom  Eckpunkte  aus  im  Verhältniss  l:m,  resp.  Irmj,  und  ver- 
bindet man  die  Schnittpunkte,  so  wird  die  Verbindungslinie 
dnrch  die  Diagonale  im  Verhältniss  m^imy  die  Diagonale  selbst 
im  Ve^rhältniss  1 :  (m+Wj)  getheilt  * 

_,____,  .  _      AB  .  _      AD 

Beweis.      In   der  Figur  setze  man   AE  = =  a?,  AF  = =  y 

fn  i7t| 

nnd  ziehe  BJI\\EF,     Dann   folgt  ans   der  Aehnlichkeit  von  AEF  und 

ABB,    dass    Aff=my    ist.      Folglich    ist    GH  \G  B^  AH  i  BC—mim^, 

also  auch  ESi  FS^zzm^im,  wie  behauptet  war.     Femer  ist  such  AGiGC 

=^m:m^y    folglich   AG :  AC^^^mim  +  m^y    aber   ASiAG^lim^    folglich, 

wie  behauptet ,   AS=s  —  c=  — ; . 

^  m       m  +  tn^ 

Anwendung.  In  E  befinde  sich  die  Masse  m,  in  F  die  Masse  m^^ 
A  sei  die  Rotationsaxe,  dann  sind  die  Centrifugalkräfte  tnxd^  in  der 
Richtung  AB  und  m^yd^in  der  Richtung  AD.  Die  Winkelgeschwindig- 
keit ^  ist  für  beide  Punkte  dieselbe,  kann  also  gleich  der  Einheit  gesetzt 
werden,  dann  stellen  AB  und  AD  die  Centrifugalkräfte  auch  der  Grösse 
nach  dar,  und  AC  wt  die  Resultante.  Letztere  Linie  theilt  aber  nach 
Obigem  EF  im  Verhältniss  m^im^  ^geht  also  durch  den  Schwer- 
punkt S,  Ferner  ist  nach  Obigem  AC  =  {m+m^)AS,  ein  Ausdruck, 
welcher  übereinstimmt  mit  der  Centrifugalkraft  der  Masse 
[m  +  mj)  im  Punkte  S  bei  der  Winkelgeschwindigkeit  1. 
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Für   awei  Maegenpuuktf^   ist  akr)  der  Satz  bewiesen  and  kann  i 
liekaonter  Methode  auf  3^  4,  ...  /i  Punkte  außgedelmt  werden, 

Hageu.  Director  Dr,  Holzmüllhi 


XVm.   iBometrische  Coordinaten  auf  der  Engelfläche. 

Sei   k  der  Modul  der  elliptischen  Funetionen  mit  dem  ÄrgnmeH     . 
Ä'  der  Modul   für   daa  Argument    v.     Es  bedeuten  k  und  k'  Complett 
tÄrmoduli,  so  dass  F  +  ä-'^^L     Wird  der  Mittelpunkt  einer  Kngelfl| 
mit    dem  HalbmeBser   g  zum  Anfangfipunkt    orthogonaler  Coordinateü 
y  und  z  geuommeiir  so  ist 

DioEer  Gleicimug   wird   durch  folgende  Werthc  von  flJ,  y  und  z  gen 
1 )     x^g  sin  am  u  J  am  t',    y-^g  ^amu  sin  nrnv^   ^  =  fif  cos  am  u  cos  am  v,i 
Dies©  Gleichungen  geben 


dx  dx      dy  (iy  *dz  dz ^ 
du  äv      du  dv      du  dv         ' 


2) 


(S"+(S'+o=Cr:)"+(^:r+e-:)* 

=  Sr^  (1  —  A^  sin^  am  u  —  k'^  sin^am  v). 
Durch  die  vorstehenden  Gleichungen  ist  bekanntlich  ein  System 
raetiiscTier  Coordinaten   charakterisirt.     Sieht  mau  allgemein  u  nnd 
Functionen  von  p  und  q  an,  so  reduciren  sich  die  Gleichungen 


dx  dx      du  dl/      dz  dz 

dp  dq      dp  dq      dp  dq         * 


infolge  der  Gleichungen  2)  auf 

dp  dq^dp  dq~     '       Kd^J  ^\dp}  ~\dq}  ^\dq)' 


Diese  Gleichungen  geben 

du        ,   dv 
dp^  -  rf^' 


du      _  dv 

Tq^  ^Tp' 


Es  genügen  also  w  und  v  beide  der  partiellen  Differential  gl  ei  chnng 


Göttingen, 


dp^^dq^ 


Professor  Enneph 
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HaüL  HoilBllB  ans  der  Verlagsliaiiilliii  von  L  Bnll  in  Darmstaiit 

Dritte  Serie. 

Gyps-Modelle 

von  Flächen  zweiter  Ordnung 

mit  Darstellung  der  Krümmungslinien,  gerad- 
linigen Erzeugenden  etc. 
von  B.  Diesel. 

Ganze  Serie,  bestehend  aus  18  Modellen 
in  2  Gruppen. 

1)  Ellipsoid.  grosse  Halbachse  5  cm.  2)  Dasselbe  mit  Krümmungslinien. 
3)  Ellipsoid«  gr.  H.axe  9  cm.  4)  Dass.  m.  Krl.  5)  Einschal.  Hyperboloid.  6)  Dass. 
m.  geraden  Erzeugenden.  7)  Dass.  m.  Krl.  8)  Zweischal.  Hyperboloid.  9)  Dass. 
m.  Krl.  10)  EUipt.  Paraboloid.  11)  Dass.  m.  Parallelschnitten.  12)  Dass.  m. 
Krl.  13)  Hyp.  Paraboloid.  14)  Dass.  m.  Parallelschnitten-.  16)  Dass.  m.  geraden 
Erzeugenden.  16)  Dass.  m.  Krl.  17)  Ellipt.  Eegel,  Asympt.-Kegel  zu  (5)  u.  (8). 
18)  Ders.  m.  Krl. 

Auf  den  Modellen  der  1.  Gruppe:  Nr.  1.  3.  6.  8.  10.  13.  17  sind  nur  die 
Hanptschnitte  angegeben.  Den  Modellen  der  2.  Gruppe  sind  2  Abhandlgn.  'des 
Verf.  über  die  Herstellung  der  Krümmungslinien  beigefügt. 

Preis  der  ganzen  Serie  100  Mark  excl.  Emballage  (15  Jl.)  und  Versendung^s- 
kosten.    I.  Gruppe  85  Mark  (Emb.  7  .ir.),  II.  Gruppe  75  Mark  (Emb.  8  M?). 
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Vierte.  Serie. 

Faden-Modelle 

von  Flächen  zweiter  Ordnung 

dargestellt  dnrcli  SeideDfaden  in  MessinggestellfiD.  . 

Ganze  Serie  bestehend  aus  5  Modellen. 
1)  Unveränderl.  Hyperboloid.  2)  Bewegl.  Hy- 
perboloid ^  in  der  einen  Grenzlage  ein  Cylinder,  in 
der  anderen  ein  Kegel.  3)  Bewegl.  Hyperboloid,  in 
beiden  Grenzlagen  ein  Kegel.  4)  Ünveränd.  hyper- 
'  bol.  Paraboloid.  5)  Bewegl.  hyperbol.  Paraboloid, 
in  ein  gleichseitiges  windschiefes  Viereck  einbe- 
schrieben. ■—  Die  Modelle  sind  sowohl  mit  messingfarbenen  j  als  auch  schwarz 
gebeizten  Gestellen  zu  beziehen.  —  Preis  der  ganzen  Serie  270  Mark.  Bei 
Einzel -Bezug  Mod.  Nr.  1  30..^.,  Nr.  2  70.4^.  (mit  Doppelfadensystem  1h  M.\ 
Nr.  3  Ih  M.,  Nr.  4  44  M.,  Nr.  5  70  ^. 

Prospecte  gratis  durch  die  Verlagshandlung  zu  beziehen. 

Im  Verlag  von  B,  G,  Teubner  in  Leipzig*  erscheinen  zu  Michaelis: 

Der  Kalkül  der  abzählenden  Geometrie.  Von  Dr.  Hermann 
Schubert,  Oberlehrer  an  der  Gelehrtenschule  des  Johaimemns 
zu  Hamburg,     gr.  8.     geh. 

Dieses  Buch  soll  einen  doppelten  Zweck  erfüllen.  Es  soll  erstens  den  Leser 
mit  den  Vorstellungen,  Problemen  und  Resultaten  eines  neuen  Gebiets  der  Geo- 
metrie vertraut  machen,  in  welchem  man,  unter  Vemchtleistung  auf  die  eigent- 
liche Construction  der  Gebilde,  nur  zu  berechnen  sucht,  wie  viel  Gebilde  you 
bestimmter  Definition  gewisse  gegebene  Bedingungen  erfüllen.  Das  Buch  soll 
aber  auch  zweitens  die  Handhabung  eines  eigenthümlichen  Kalküls  lehren,  durch 
den  man  im  Stande  ist,  auf  leichte  und  naturgemässe  Weise  eine  grosse  Menge 
auch   von   solchen  geometrischen  Anzahlen  und  Beziehungen  zwischen  Singola- 
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XVL 
Geometrie  der  Kreise  in  der  Ebene. 

Von 

R.  Mehmke, 

Stud.  math. 


Statt  der  Punkte  oder  geraden  Linien  können  die  Individuen  irgend 
einer  Art  von  Curven  als  Elemente  eines  ebenen  Systems  aufgefasst 
werden.  Vom  Punkte  und  der  Geraden,  als  den  einfachsten  geometri- 
schen Gebilden,  zum  Höheren  aufsteigend,  liegt  es  jedenfalls  am  näch- 
sten, den  Kreis  zum  Element  der  Ebene  zu  wählen.  Die  aus  dieser 
Annahme  entspringende  Geometrie,  die  Geometrie  der  Kreise  in  der 
ebene,  in  ihren  wesentlichsten  Umrissen  darzustellen,  ist  der  Zweck  des 
folgenden  kleinen  Versuchs. 

Was  die  Beweise  der  aufgestellten  Sätze  anbetrifft,  so  sind  dieselben, 
^e  mir  scheint,  am  einfachsten  mit  Hilfe  der  in  Grassmann's  Aus- 
dehnnngslehre  enthaltenen  Methoden  zu  leisten.  Da  jedoch  diese  Me- 
thoden trotz  ihrer  Einfachheit  noch  keine  solche  Verbreitung  gefunden 
zn  haben  scheinen,  dass  man  sie  als  hinreichend  bekannt  voraussetzen 
könnte,  so  glaube  ich  von  der  Mittheilung  der  Beweise  absehen  zu  müssen. 


1. 

£s  ist  nothwendig,  bei  jedem  Kreise  den  Sinn  festzuhalten,  in  wel- 
chem er,  als  geometrischer  Ort  gedacht,  yom  erzeugenden  Punkte  durch- 
laufen wird.  Setzt  man  einen  bestimmten  Sinn  als  den  positiven  fest,  so 
hat  man  positive  und  negative,  gleichsinnige  und  gegensinnige  Kreise  zu 
unterscheiden.  Unter  dem  Winkel  zweier  Kreise  versteht  man  immer, 
gleichviel  ob  sie  sich  reell  schneiden  oder  nicht,  die  durch  die  Gleichung 

^^arccos[+        ^;^^       ) 

bestinimte  Grösse  9,  wo  r  und  r^  die  Halbmesser  der  beiden  Kreise  sind ,  d 
die  Entfernung  ihrer  Mittelpunkte  bezeichnet  und  das  +-  oder  — Zeichen 

ScttMhdft  llUihematik  n.  Physik  XZIV,  5.  ^    ,  17  Tp 
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zu  nehmen  ist,  je  nachdem  die  Kreise  gleich-  oder  gegensinnig  sind. 
Zwei  Kreise  heissen  normal  zu  einander,  wenn  der  Cosinus  ihres  Win- 
kels 0  ist.  Die  Ausartungen  der  Kreise  in  Punkte  oder  gerade  Linien 
sollen  vorläufig  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen  bleiben. 


Unter  einem  Kreis  netz  versteht  man  bekanntlich  die  Gesammtheit 
der  zweifach  unendlich  vielen  Kreise,  welche  zu  einem  gegebenen  Kreise 
normal  sind.  Letzterer  möge  der  Polarkreis  jenes  Netzes  heissen  nnd 
das  Netz  selbst  das  Polarnetz  des  Kreises. 

Der  Kreisbüschel  erklärt  sich  dann  als  die  Gesammtheit  aller  Kreise, 
welche  zu  zwei  gegebenen  Kreisen  normal  sind  oder  zwei  gegebenen 
Netzen,  den  Polaruetzen  jener  Kreise,  zugleich  angehören.  Die  Polar- 
netze aller  Kreise  eines  Büschels  haben  ein  und  denselben  BüBchel  ge- 
meinschaftlich, welcher  der  Polarbüschel  des  ersteren  heissen  soll. 
Polarkreis  eines  gegebenen  Büschels  in  einem  diesen  Büschel  enthalten- 
den Netze  möge  derjenige  Kreis  genannt  werden,  welchen  der  Polar- 
büschel des  gegebenen  mit  jenem  Netz  gemeinschaftlich  hat  und  welcher 
daher  zu  allen  Kreisen  des  Büschels  normal  ist.  In  zwei  Polarbüscbeln 
ist  jeder  Kreis  des  einen  Büschels  normal  zu  jedem  Kreise  des  andern. 


Die  ganze  Kreisgeometrie  wird  beherrscht  vom  Gesetz  der  Recipro 
cität,  nach  welchem  der  Kreisbüschel  sich  selbst,  Kreis  und  Kreisnetz 
sich  gegenseitig  entsprechen.  Ebenso  besteht  im  Netze  vollkommene 
Keciprocität  zwischen  Kreis  und  Kreisbüschel.  Dieses  Gesetz  erstreckt  sich 
gleichmässig  auf  metrische,  wie  auf  rein  projectivische  Beziehungen. 

lieber  die  gegenseitige  Lage  von  Kreisen,  Büscheln  und  Netzen 
seien  nur  einige  wenige  Sätze  angeführt: 

Durch   zwei  Kreise  ist  ein  Bü-  Zwei  Netze  haben  einen  Büschel 

schel  bestimmt  (der  Verbindungs-  gemeinschaftlich  (den  Schnittbtischel). 
büschel). 

Durch  drei  nicht  einem  und  dem-  Drei  nicht  durch  einen  und  den- 

selben Büschel  angehörige  Kreise  «  selben  Büschel  gehende  Netze  haben 
ist  ein  Netz  bestimmt  (das  Verbin-  einen  Kreis  gemeinschaftlich  (den 
dungsnetz).  Schnittkreis). 

Zwei  Büschel  haben  im  Allgemeinen  keinen  Kreis  gemeinschaftlich 
(sie  schneiden  sich  im  Allgemeinen  nicht). 

Durch  zwei  sich  schneidende  Bü-  Zwei  Büschel  eines  Netzes  haben 

schel  ist  ein  Netz  bestimmt.  einen  Kreis  gemeinschaftlich. 

Die  Polarnetze  aller  Kreise  eines  Die  Polarkreise  aller  Netze, welche 

Netzes  haben  einen  einzigen  Kreis,     einen  Kjreis  gemein   haben,  bilden 
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den  Polarkreis  des  Netzes,  gemein-  ein     Netz,     das     Polarnetz    jenes 

scliaftlich.  Kreises. 

Die  Polarkreise  aller  einen  ge-  Die  Polarnetze  aller  Kreise  eines 

gebenen  Büschel  enthaltenden  Netze  Büschels  haben  einen  Büschel  ge- 

bilden   einen   Büschel,    den   Polar-  meinschaftlich,  den  Polarbüschel  des 

büBchel  des  ersteren.  ersteren. 


Ein  Büschel  heisse  normal  zu  einem  Netze,  wenn  er  den  Polarkreis 
des  Netzes  enthält.  Alle  Büschel,  die  einen  gegebenen  Kreis  enthalten, 
sind  hiernach  normal  znm  Polarnetz  dieses  Kreises;  dagegen  giebt  es  nur 
einen  bestimmten  Büschel,  der  durch  einen  gegebenen  Kreis  geht  und 
ZQ  einem  gegebenen  Netze  normal  ist,  sofern  der  Kreis  und  das  Netz 
nicht  polar  sind.  Der  Schnittkreis  dieses  Büschels  mit  dem  gegebenen 
Netze  soll  die  normale  Projection  des  gegebenen  Kreises  auf  das 
Netz  heissen.  Unter  der  normalen  Projection  eines  Kreises  auf  einen 
Büschel  sei  femer  derjenige  Kreis  des  Büschels  verstanden,  dessen  Ver- 
bindungsbüschel  mit  dem  gegebenen  Kreise  den  Polarbüschel  des  gegebe- 
nen schneidet.  —  Unter  dem  Winkel  zweier  Netze  verstehe  ich  den  Win- 
kel ihrer  Polarkreise,  unter  dem  Winkel  eines  Kreises  und  eines  Netzes 
den  Winkel  des  Kreises  mit  seiner  Normalprojection  auf  das  Netz ;  ferner 
unter  dem  Winkel  eines  Kreises  und  eines  Büschels  den  Winkel  des 
Kreisen  mit  seiner  normalen  Projection  auf  den  Büschel.  Endlich  soll 
der  Winkel  zweier  Büschel  eines  Netzes  gleichbedeutend  sein  mit  dem 
Winkel  ihrer  Polarkreise  in  diesem  Netze.  (Der  Winkel  zweier  Kreise, 
Büschel  oder  Netze  wird  im  Folgenden  einfach  durch  Nebeneinanderstellen 
der  für  sie  gewählten  Buchstaben  bezeichnet.) 

Man  kann  in  demselben  Sinne,  wie  in  der  Geometrie  der  Punkte 
nnd  Geraden,  vom  Doppelverhältniss  von  vier  Kreisen  eines  Büschels, 
oder  von  vier  Büscheln  eines  Netzes,  die  sich  in  einem  Kreise  schneiden, 
oder  von  vier  Netzen,  die  sich  in  einem  Büschel  schneiden,  sprechen. 
So  lange  es  nur  auf  proj  ectivische  Eigenschaften  ankommt, 
bestehen  zwischen  Kreisen,  Kreisbüscheln  und  Kreisnetzen 
in  der  Ebene  genau  dieselben  Beziehungen,  wie  zwischen 
•  Funkten,  Geraden  und  Ebenen  in  der  Euklidischen  Raum- 
geometrie. 

5. 
Mittelkreis  eines  Systems  von  Kreisen. 

Zn  n  beliebigen  Kreisen  K^^  K^^  ...  Kny  von  denen  jeder  (Ä"^)  mit 
einem  beliebigen  reellen  Zahlcoefficienten  oder  Gewicht  {nir)  versehen  ist, 
^Ssst  sich  immer   (ausser  in   einem   später   zu  bezeichnenden  Falle)    ein 
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^^>^l^>»w^/w^/v^^^^^v^/Vl^>/^/^/^/^/'.A>/^/w^■  • 


bestimmter  Kreis  K  finden,  welcher  die  Eigenschaft  hat,   dass  für  jedes 
diesen  Kreis  enthaltende  Netz  jY,  und  nnr  fUr  solche,  die  Gleichung 


mrSm{£rrN)=zO 


statt  hat.  Dieser  Kreis  möge  der  Mittelkreis  jenes  Systems  von  Kreisen 
genannt  werden.  Es  lässt  sich  femer  ein  bestimmtes,  im  Allgemeinen 
von  0  verschiedenes  reelles  Gewicht  m  angeben,  so  dass,  wenn  N  ein 
beliebiges  Netz  bezeichnet, 

m  sin{F N)  =^  2mrSin{ICrN) , 
welche  Gleichung  die  vorhergehende  als  speciellen  Fall  in  sich  schliesst. 
Für  m,  das  Gewicht  des  Mittelkreises,  hat  man  die  Gleichungen 

n«  =^ mrfn,  cos  (üfr ^0     T ^|  =  1 ,  2 ,  . . .  n\ 


m' 


Wenn  ferner  C  ein  beliebiger  Kreis,  so  ist 
mcos{£^C)=i  Smr  cos  (Kr  C) 


oder 
und 


^         ^         2mrC0S{KrK) 


mstrr 


(!^=.„,^{'^-.^.^{^). 


Für  alle  Kreise  C,  welche  den  Mittelkreis  I^  unter  dem  gleichen 
Winkel  schneiden,  hat  man  folglich 

-^  J  =  consi. 

und  ebenso  für  alle  Netze  iV,  deren  Winkel  mit  K  constant  bleibt: 

£mrSin{KrN)  =  consU 

(Man  bemerke  noch  Folgendes:  Wenn  B^^  R^^  ...  i^«,  R  die  Halb- 
messer, M^y  M^j  ...  Mny  M  die  Mittelpunkte  der  Kreise  Ä^j,  Ä",,  ...  Eny^ 
sind,  so  ist  M  nichts  Anderes,  als  der  Schwerpunkt  der  mit  den  Gewich- 
ten -^,   5^»  •••   p^  versehen  gedachten  Mittelpunkte  ^,,  -V,,  ...  J!f„  und 

^  das  Gewicht  von  Af.     Wenn  femer  pr  die  Potenz  des  Mittelpunktefl 
M  in  Bezug  auf  den  Kreis  Er  bedeutet,  so  hat  man 


mR=:^£mr^    oder   Ä*  =  - 
Rr 


Ott    r 
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Wenn  die  Kreise  E^.,,  Kn  alle  in  einem  nnd  demselben  Netze  liegen, 
80  liegt  auch  ihr  Mittelkreis  K  in  diesem  Netze  nnd  es  gilt  alsdann  für 
jeden  demselben  Netze  angehörigen  Bdschel  B  die  Gleichung 
m8in{KB):=^ZmrSin{KrB). 

Es  kann  der  Fall  eintreten ,  dass  der  Mittelkreis  K  unbestimmt  wird 
oder,  wie  man  sich  ausdrücken  kann ,  die  Kreise  K^,.,  Kn  im  Oleich- 
gewicht sich  befinden.  Alsdann  hat  man,  wenn  iV  ein  beliebiges  Netz 
und  C  einen  beliebigen  Kreis  bezeichnet: 

Zmr  Sin{ICrN)  =  0,      Umr  C08{KrC)  =  0 

und 

^       .    {KrC\  ^nir 

UmrStn  l -n""  I  =  consU  =2-^. 

Umgekehrt  sind  die  Kreise  K^ ..,  £^n  nothwendig  im  Oleichgewicht, 
wenn  in  Bezug  auf  vier  sich  nicht  in  einem  Kreise  schneidende  Netze  N 

SfnrSin(KrN)^0 
oder  vier  nicht  in  einem  Netze  liegende  Kreise  C 

i:tnrCOs{KrC)=^0 
ist.  Es  ist  klar,  dass ,  wenn  man  zu  dem  System  der  Kreise  K^  ...  IC^ 
ihren  Mittelkreis  £  mit  dem  Oewichte  ~m  hinzufügt,  alsdann  das  neue 
System  im  Oleichgewicht  ist.  Mit  Hilfe  des  schon  mitgetheilten  Recipro- 
citätsgesetzes  lassen  sich  alle  vorhergehenden  Theoreme  unmittelbar  auf 
Büschel  eines  Netzes  übertragen. 

6. 
Dreipass. 

Den  Inbegriff  dreier  beliebigen,  nicht  einem  und  demselben  Büschel 
angehörenden  Kreise  nebst  ihren  drei  Verbindungsbüscheln,  den  Seiten- 
böscheln,  nenne  ich  einen  Dreipass.  (Der  Name  ist  aus  der  gothischen 
Ornamentik  entlehnt,  wo  er  eine  ähnliche  Bedeutung  hat.)  Es  seien  Ä\f 
i's,  ifg  drei  beliebige,  einen  Dreipass  bildende  Kreise  und  man  nenne 
die  Seitenbüschel  ^tf^A^,  E^^ij  K^  bezüglich  B^,  ^„  B^.  Man  hat 
vor  Allem  folgende  zwei  Reihen  von  Oleichungen ,  von  welchen  die  eine 
ans  der  andern  durch  das  Frincip  der  Reciprocität  abgeleitet  werden 
kann,  nämlich 

sin (ÄTj Ä^3)  sin (5,  JT^)  =  sin [K^K^^  sin{B^ K^) 
=  51«  \k^  K^)  sin  (^8  Ä-j)  =  sin  [b^  B^)  sin  (K^  K^)  sin  (Z^ K^) 
=  sin  (^3  B^)  sin  {K^ K^)  sin  {K^  K^)  =  sin  \b^  B^)  sin  (if,  K^)  sin (Ä^g  Ä\) 
und 

sin  {B^  B^  sin  {K^  i?j)  =  . . .  =  sin  {B^  B^)  sin  (iTg  B^) 

=  sin  (K^K^  sin  {B^  B{)  sin  {B^B^)=...  =  sin  {K^  K^  sin  (B^  B^)  sin  {B^  B^). 

Jedes  dieser  Oleichungssysteme  bestimmt  eine  gewisse  Orösse  und  beide 

sind  für  den  Dreipass  von  fundamentaler  Wichtigkeit.     Die  erste  soll  der 
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Sinus,  die  zweite  der  Polarsinns  genannt  werden,  so  dass  man  die  De- 
finitionBgleichungen  bat 

. . .  =  sin{K^K^  sin {B^ B^)  sin {B^ B^)  =  .... 
Von  den  zablreicben  im  Dreipass  stattfindenden  Beziebnngen  fiihre 
icb  nur  an 

^   t    2   3f  stn{B^B^) 

__  sin  {K^  Bi)  sin  (A'g  B^)  sin  {K^  B^ 

Pols^K^K^K^i 

Sin^  {K^  K^  JSTg)  =  sin  {K^  K^  sin  {K^  Ä\)  sin  {K^  K^)  Pols  {K^  K^  iTj) , 

'^   *    »    3'  sm{K^K;) 

^sin{B^K^  sin{B^K^  sin{B^K^ 
Sxn{K^K^K^) 
Pols^(K^  K^ K^  =  5f>i  {B^  B^  sin ( B^  B^)  sin  {B^  B^)  Sin  (^^  K^ M^ , 
SinjK.K^K^)  ^sinjK^K;} ^sin{K^K;) ^sin{K^K^) 
Pols  (Ä'i  K^  K^)     sin  \b^  B^)      sin  {B^  B^)      sin  (B^  B^)  * 
Eine  fundamentale  Qleicbung  ist  aucb 
cos  (iTg  K^)  =  cos  (^3  F^)  cos  {K^  K^)  —  sin  {K^  K^)  sin  {K^  K^)  cos  (  B^  B^ , 
welcbe  zeigt,   dass   eine  vollkommene  Analogie  zwiscben   dem  Dreipass 
und  dem  sphäriscben  Dreieck  besteht. 

Wird  zu  jedem  Seitenbüscbel  eines  Dreipasses  in  dem  durch  die 
Kreise  desselben  bestimmten  Netze  der  Polarkreis  construirt,  so  entsteht 
ein  neuer  Dreipass,  der  Polardreipass  des  ersteren.  Die  Beziehung  zwi- 
schen Dreipass  und  Polardreipass  ist  eine  gegenseitige;  der  Sinus  eines 
jeden  von  beiden  Dreipässen  ist  gleich  dem  Polarsinus  des  andern. 

7. 
Dreinetz,  Vierpass. 

Die  Polarnetze  der  Kreise  eines  Dreipasses  nebst  ihren  drei  Schnitt- 
büscheln  bilden,  was  man  ein  Dreinetz,  und  zwar  das  Polardreinetz  des 
gegebenen  Dreipasses  nennen  kann.  Das  Dreinetz  hat  dieselben  Eigen- 
schaften, wie  der  Dreipass,  und  man  kann  ebenfalls  von  einem  Sinns 
und  Polarsinus  des  Dreinetzes  sprechen,  wo  der  Sinus  gleich  dem 
Polarsinus  und  der  Polarsinus  gleich  dem  Sinus  des  zugehörigen  Polar- 
dreipasses ist.  Der  Inbegriff  von  vier  Kreisen  nebst  ihren  vier  Verbin- 
dungsnetzen (Seitennetzen)  und  sechs  Verbindungsbüscheln  (Kanten- 
büscbeln)  soll  ein  Vierpass  genannt  werden.     Es  seien  K^^  iST^i  ^31^4 
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die  einen  Yierpass  bildenden  KreiBe  nnd  die  Seitennetze  K^K^K^,  K^K^K^^ 
...  K^K^K^  werden  der  Reihe  nach  bezeichnet  mit  N^N^N^N^. 

Sinns    und   Polarsinus    nenne   ich    dann  die ,    wie  folgt ,    definirten 
Grössen:  ^.^  (^^ . . .  ,5^)  =  Ät>i  {K^K^K^  sini,K^N^), 

Pols \k^,.. K^  =  Pols {N^ N^ N^)  sin {K^ N^). 

Zur  Abkürzung    sollen    im  Folgenden    die   Dreipässe  K^K^K^^  ... 


K^^^K^  bez.  durch  ^j,  ...  »$4,  die  Dreinetze  N^N^N^^  ...  N^N^N^  durch 
\y  ...  9^4  bezeichnet  und  ferner  soll 

und  endlich 

gesetzt  werden.     Man  hat  dann,  um  einige  der  einfachsten  Beziehungen 


berrorzuheben : 


ferner 


Sin  P  =  Sin  $j  sin  h^     (Definition) 

=  Sin  ^j  sinÄg  = . . .  =  5m  ^^  sin  hr 
=  Sin  SJij  sin  a^^  sin  a^  sin  a^^  =  . . . 
Sin  gSg  Sin  ^3  sin  «g,  ^ 

sin  flj^ 
sinh^  sin h^  sin a^^ 
""  sina^ 

sinli^sinh^  sinh^ 

^       pöisWi      ""  ' 

sin  h^  sin  h^  sin  h^  sin  h^ 
"^  PolsP  • 

Sin^P^Sin%  Sin^^  Sin ^^  Pols^l^  = . . ., 
Sin^P=^  Än^j  Ä>i$j  5i>i^5  Si«$4  PolsP, 

Pols  P  =  Pols  %  sin  h^     (Definition) 
=  Pols  Jlg  sin  Äg  =  . . . 
=  Pols  5ßj  5W  cr^g  5m  «13  sm  of^^  = . . . 
Pols  31^  Pols^^  sin  ff ^^  __ 

sin  «1^ 
sin  Äg  5m  Ä,  sifi  «14 

sin  Äg  sm  Äg  5m  h^ 
^  SmgSj  '" 

51«  Äj  51«  Äg  51/1  A3  sin  h^ 
"■  S^«P  ' 

Pols^P=^  Pols%  Pols%  Pols%  Sin^ß^, 
Püls^P=^Pols%  Pols%  Pols%  Pols%  SinP, 
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SinP  _  Sin%  __  Sin'^^  _ 
Pols  P  ""  Pols  SRi  ""  Pols  % 
__  sin  flj j  sin  a^ 

^^  «84  ^^^  "12 
sinh^  sinh^ 

^  PolsdlsPols^t^'^"' 
_Sin'^^Sin^^_ 
sinh^sinh2 
Die  Polarkreise  der  Seitennetze  eines  Yierpasses  bilden  einen  neuen 
Vierpass ,  den  Polarvierpass  des  ersteren ,  dessen  Sinns  gleich  dem  Polar- 
sinus   nnd    dessen    Polarsinns    gleich    dem  Sinns    des    gegebenen  Vier- 
passes ist. 

8. 

Fünf  nicht  in  demselben  Netze  liegende  Kreise  sind  im 
Gleichgewicht,  wenn  man  jedem  den  Sinns  des  durch  die 
vier  übrigen  gebildeten  Vierpasses  als  Gewicht  zuertheilt. 
Reciprok  dazu:  Fünf  sich  nicht  in  einem  Kreise  schneidende 
Netze  sind  im  Gleichgewicht,  wenn  jedes  mit  dem  Polar- 
sinus des  von  den  vier  anderen  gebildeten  Yierpasses  ver- 
sehen gedacht  wird. 

Vier  in  einem  Netze  liegende  Kreise  sind  im  Gleich- 
gewicht, wenn  jeder  ein  Gewicht  gleich  dem  Sinus  des  durch 
die  drei  übrigen  gebildeten  Dreipasses  hat. 

Vier  durch  einen  Kreis  gehende  Netze  sind  im  Gleich- 
gewicht, wenn  jedes  ein  Gewicht  gleich  dem  Polarsinus  des 
durch  die  drei  übrigen  gebildeten  Dreinetzes  hat. 

Vier  in  einem  Netze  liegende  Büschel  sind  im  Gleich- 
gewicht, wenn  jeder  den  Polarsinus  des  durch  die  drei  übri* 
gen  bestimmten  Dreipasses  zum  Gewicht  hat. 

Wenn  üf^,  üTg,  IC^  drei  beliebige  Kreise  sind,  deren  Verbindungsnetz 
M  heisse,  und  C^,  C^,  C^  die  normalen  Projectionen  jener  Kreise  auf  ein 
beliebiges  Netz  N  bedeuten,  so  ist 

..^(rCC^-        Sin(E,K,K,)cos(MN)  • 

^  *   *  *^  "■  cos (C,£:,)  cos {C\ K^)  cos{C^Kj 

Wenn  if^,  K^  zwei  beliebige  Kreise  und  (\,  C^  ihre  normalen  Pro- 
jectionen  auf  einen  beliebigen  Büschel  B  bezeichnen,   welcher  den  Ver- 
bindungsbüschel A  der  zwei  ersten  Kreise  schneidet,  so  ist 
.   ,p      .        stn{K^K^)cos{AB) 
^" ^^»    ^^      cos(C^K^)cos{C2K2y 

9. 
Goordinatensystem.    Analytische  Fundamentalfonneln. 
Man  kann  einen  beliebigen  Vierpass  als  Goordinatensystem  zu  Grande 
legen.     Es  vereinfachen  sich  jedoch  alle  Formeln  beträchtlich,  wenn  man 
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statt  eines  beliebigen  einen  dnrcbaus  normalen  Vierpass  annimmt,  d.  h. 
einen  solcben,  in  welchem  je  zwei  der  vier  ihn  bildenden  Kreise  normal 
zu  einander  sind. 

Es  seien  C^,  C,,  C^y  C^  die  Kreise  eines  solchen  Normalvierpasses, 
die  Fnndamentalkreise,  also 

cos{Ci  C^)  =  cos{C^C^)  = . . .  =  co8{C^C^)  =  0. 
Dann  verstehe  ich  unter  den  Coordinaten  eines  Kreises  2C  in  diesem  nor- 
malen Coordinatensystem  die  cos  der  Winkel,  welche  der  Kreis  JC  mit 
den  Fnndamentalkreisen  C  einschliesst : 

Xi=cos{XCi)     (i  =  1 ,  2,  3,  4), 
femer  unter  den  Coordinaten  eines  Netzes  ü  die  sin  der  Winkel ,  gebil- 
det von  ü  mit  den  Fundamentalkreisen : 

Uis=sin,{ÜCi). 

Da  schon  drei  Coordinaten  zur  Bestimmung  eines  Kreises  oder  eines 
Netzes  ausreichend  sein  würden,  so  muss  zwischen  den  vier  homogenen 
Coordinaten  Xi  eines  jeden  Kreises  X  ebenso,  wie  zwischen  denjenigen 
eines  jeden  Netzes  U  eine  Beziehung  stattfinden.     In  der  That  hat  man 

(Man  bemerke  noch:  a^j,  or^,  x^^  x^,  1  sind  die  Gewichte,  welche 
man  den  Kreisen  C^,  C^,  C3,  Q,  X  zuertheilen  müsste,  damit  sie  im 
Gleichgewicht  wären,  und  Aehnliches  gilt  für  die  Coordinaten  eines 
Netzes.  Wenn  r^  . . .  r^  die  Halbmesser  der  Fundamentalkreise  sind  und 
R  den  Halbmesser  von  JC  bezeichnet,  so  ist  daher 

^-^■■■+?> 

TTlnkel  sireier  Kreise  X  and  Y. 

cot  (Z  Y)  =  x^yi  +  XjVj  +  afjy,  +  x^y^ , 

««« (Z  Y)  =  {x^y^f  +  {x^y^*  +  ^y,)«  +  (x^y^f  +  (x.y,)*  +  (.T,y,)« 

4*Ä.«(^)  =  («,-»x)*+ (*»-%)•+ (^3-ys)*+ (^4-2/4)*, 
4eo««(^)  =  («i+yi)*+ (*s,+y,)*+ («s+y»)*  +  K+y*)*. 

TTinkel  nreier  Netze  U  nnd  F. 

CO»  {UV)  =  «1»!  +  Mj»j  +  Ms»s  +  u^v^, 

m\V7)  =  (Uji-j)»  +  («jrj«  +  («,p,)«  +  K  ",)*  +  K^s)*  +  («i  "4)'. 

4ri«'  (^)  =  («1  -fi)«  +  («,-  f,)«  +  (»8-  »,)»  +  K  -  "4)*, 

4«»»(^)  =  («I+fi)*  +  («2  +  «'2)'+  («S  +  Ps)*  +  («4  +  «'4)'. 
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Winkel  eines  Kreises  X  mit  einem  Netze  ü. 

sin  {X ü)  =  a^i Wj  +  jr^u^  +  x^u^  +  ar^w^, 

Sinus  eines  Dreipasses  X  YZ. 

Sin^{ÄYZ)  =  {x,y,z^Y  +  {x,y,z,y  +  {x,y,z,Y+{x,y,z,y. 

Folarsinns  eines  Dreinetzes  (ÜVW), 
Sinus  eines  Tierpasses  (XYZT), 


Sin{XYZT)=z 


Folarsinns  eines  Tierpasses  mit  den  Seitennetzen  ü,  V,  W,  A. 


*1 

*« 

*3 

"i 

Vi 

Vi 

% 

V* 

H 

«« 

*S 

«4 

h 

h 

's 

'4 

Pols(UVWSl)-. 


^2 


^3 


«^4 


10. 
Sinns  eines  Büschelpaares.    Coordinaten  eines  BüBchels. 

Nimmt  man  in  jedem  von  zwei  sich  nicht  schneidenden  Büscheln  P 
and  0  zwei  beliebige  Kreise  an,  im  ersten  etwa  die  Kreise  K  und  Cy 
im  zweiten  K^  und  67^,  so  ist  der  Quotient 

SinjKCK^C^) 
sin{KC)sin{K^C^ 
eine  nur  von  der  gegenseitigen  Lage  der  Büschel  P  und  Q  abhängige 
Grösse,  welche  der  Sinus  des  Büschelpaares  {PQ)  heissen  soll.  Als  Coordi- 
naten eines  Büschels  P  sollen  die  Stnp^^y  Pi»^  Pu'  ■P2S»  Pu^  P4i  der  sechs 
Büschelpaare,  gebildet  aus  P  und  je  einem  Kantenbüschel  des  normalen 
Coordinatenvierpasses,  angenommen  werden.  Da  ein  Büschel  schon  durch 
vier  Bestimmungsstücke  gegeben  ist,  so  müssen  zwischen  den  sechs  homo- 
genen Coordinaten  p  eines  jeden  Büschels  P  zwei  Bedingungsgleichangen 
stattfinden.     Diese  sind 

Pl2Ps4+Pl9P4Si+PliPi^=Q^      P\2+P\3+P\i  +  P%i  +  P*3A+P^42=^' 

Der  Sinus  eines  Büschelpaares  (PQ)^  ausgedrückt  durch  die  Coordi- 
naten von  P  und  Q^  ist 

Sin(PQ)  '=Pi29s4+  Pl394S+  Pu9i»+  Pd4  9l2  +PA2h3  +P2s9li' 
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11. 

Die  Bedingungen  dafür,  dass  vier  Kreise  X,  F,  Z,  T  einem  Netze 
angeboren,  femer  dass  vier  Netze  ü,  V,  W,  Sl  einen  Kreis  gemeinschaft- 
lich baben;  endlich  dass  zwei  Büschel  P  nnd  Q  sich  schneiden,  sind 


Vi 


■0, 


w. 


»8      f^t 

m.         Um 


=  0, 


Pi2  9ia  +  Pia  5^42  +  Pu  ^2s  +  Ps4  hi  +  Pa  9i3  +  P^  Qu  =  0. 

Gleiehimsr  eines  Netzes,  eines  Kreises  und  eines  Bfisehels. 
Eine  Gleicbang  der  Form 

U^X^  +  UgXsj  +  u^x^  +  u^x^  =  0 
stellt  entweder  ein  Netz  mit  den  Coordinaten 

^Mi,  pwjj,  ^Mg,  QU^     k*=l:(V  +  --+V)] 
oder  einen  Kreis  mit  den  Coordinaten 

iSX^,  cx^,  tfoTj,  cx^     [ö^  =  l:{a:iHV+V  +  0] 
vor,  je  nachdem  die  x  oder  die  u  als  veränderlich  angesehen  werden. 
Durch  eine  Gleichung 

ä'isPs*  +  Ö'i8P42  +  •  •  •  +  Ö'asPu  =  ö 
endlich  wird ,  wenn  die  p  die  Coordinaten  eines  veränderlichen  Büschels 
sind,  der  Büschel  Q  mit  den  Coordinaten 

^^12»    ^Ö'lS»   •••  ^0^42       [^^  =  1:(?*12+^*18  +  ---  +  Ö'*42)] 

vorgestellt.      Netz,   Kreis    und   Büschel   besitzen    alle  homogene  lineare 
Gleichungen. 

Das  Verbindungsnetz   dreier  Kreise  X^  Y^  Z  hat  in  laufenden  Co- 
ordinaten $  die  Gleichung 

li     U     £3    i 


Vi    y% 


z. 


=  0. 


*!         *2       *S        *4 

Femer  ist  die  Gleichung  des  Schnittkreises  dreier  Netze  ^,  F,  W  in 
laufenden  Coordinaten  o 


»2     ®s 
«3      «8 


w, 


Wo 


w- 


.0. 


Die  Coordinaten  des  Verbindungsbüschels  P  zweier  Kreise  X  und 
rsind 
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9^12  =  ^1^2 —  ^2^1» 
9P42  =  «4y2-^2y4- 

Endlich  hat  der  Schnittbüschel  Q  zweier  Netze  U  und  V  die  Co- 
ordinaten 

;  •  ;       lc=sin{üV)] 

Es  sind  im  Vorhergehenden  die  Mittel  an  die  Hand  gegeben,  die 
Ereisgeometrie  analytisch  zu  behandeln. 

12. 
Beziehungen  zwisohen  Kreisgeometrie  nnd  Nicht -Euklidisoher  Geometrie. 

In  allen  metrischen  Sätzen,  in  welchen  nnr  Winkel  von  Kreisen, 
Büscheln  oder  Netzen  und  ihre  trigonometrischen  Functionen ,  sowie  dar- 
aus abgeleitete  Grössen  {Sin,  Pols)  vorkommen,  zeigt  die  Geometrie  der 
Kreise  in  der  Ebene  die  vollkommenste  Uebereinstimmung  mit  der  Nicht- 
Euklidischen  Geometrie  des  Raumes.  Es  lassen  sich  nämlich  die 
Ebene  und  ein  hyperbolischer  Baum  auf  fünffach  unendlich 
viele  Arten  so  zuordnen,  dass  jedem  Kreise,  Kreisbüschel, 
Kreisnetze  in  der  Ebene  resp.  eine  Ebene,  Gerade,  ein  Punkt 
im  Baume  eindeutig  entsprechen,  und  zwar  so,  dass  der 
Winkel  irgend  zweierKreise  oder  Kreisgebilde  in  der  Ebene 
gleich  dem  Winkel  der  entsprechenden  Gebilde  im  hyper- 
bolischen Baume  ist. 

Hierbei  sind  den  Punkten  der  Ebene,  als  Kreisen  mit  verschwinden- 
dem Halbmesser,  die  Tangentenebenen  der  absoluten  Fläche  zugeordnet. 
Den  reellen  Kreisen  entsprechen  im  hyperbolischen  Baume  diejenigen 
Ebenen,  welche  die  absolute  Fläche  reell  schneiden;  den  Kreisen  mit 
reellem  Mittelpunkt  und  imaginärem  Halbmesser  dagegen  die  idealen 
Ebenen,  d.  h.  diejenigen,  welche  ausserhalb  der  absoluten  Fläche  liegen. 
Wenn  zwei  Kreise  sich  berühren,  so  entspricht  dem,  dass  die  zugeord- 
neten Ebenen  im  hyperbolischen  Baume  parallel  sind,  d.  h.  sich  nach 
einer  Geraden  schneiden,  welche  die  absolute  Fläche  berührt. 

Dieses  merkwürdige  üebertragungsprincip  erlaubt  es ,  aus  Sätzen  der 
Nicht -Euklidischen  Geometrie  neue  Sätze  über  die  Kreise  in  der  Ebene 
abzuleiten,    wofür  ich  nur   wenige,   übrigens   ganz  willkürlich  gewählte 
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Beispiele    anführen   will.     Es   existirt  z.   B.   in   der  Nicht -Enklidiscben 
Geometrie  folgender  Satz: 

Wenn  Ej^  nnd  E^  zwei  veränderliche  Tangentenehenen  einer  Engel 
sind,  deren  Schnittlinie  beständig  in  einer  festen  Ebene  E  liegt,   so  ist 


,(^).,(^)=„„, 


Hieraus  folgt  vermöge  unseres  üebertragnngsprincips :  Bewegen  sich 
zwei  (auch  dem  Halbmesser  nach)  veränderliche  Kreise  K^ 
und  K^  so,  dass  sie  stets  mit  einem  festen  Kreise  C  einen 
constanten,  nnd  zwar  beide  denselben  Winkel  einschliessen 
und  sich  zugleich  immer  in  zwei  Funkten  schneiden,  die 
beide  auf  einem  festen  Kreise  K  liegen,  so  ist 


ig{^).tg(^'j==con3l. 


Als  zweites  Beispiel  möge  die  Uebertragung  des  Satzes  vom  um- 
drehungsellipsoid  dienen ,  dass ,  wenn  B^  eine  sogenannte  cyclische  Ebene 
(das  Beciproke  eines  Brennpunktes)  ist  und  ß^  die  absolute  Polare  des 
Poles  von  E^  in  Bezug  auf  das  EUipsoid,  E  dagegen  irgend  eine  Tan- 
gentenebene desselben,  die  Oleichung  stattfindet 

sin(EE,) 

— )^}[  =  consL 

cos{EE^) 

Sie  lautet:  Wenn  ein  veränderlicher  Kreis  A^  sich  so  bewegt, 
dass  die  Summe  der  Winkel,  welche  er  mit  zwei  festen  Krei- 
sen ifj  und  C^  bildet,  constant  bleibt,  so  lassen  sich  zwei 
durch  die  Schnittpunkte  von  IC^  und  C^  gehende  Kreise  E^^ 
und  C^  finden  von  der  Eigenschaft,  dass  für  jede  Lage  des 
veränderlichen  Kreises  E 

cos{KK^)     cos(KC^) 

Aehnliche  Beipiele  Hessen  sich  noch  in  Menge  angeben. 

Alle  bisher  aufgestellten  Sätze ,  soweit  sie  nur  Aussagen  über  Schnitt- 
▼inkel  von  Kreisen  und  daraus  abgeleitete  Grössen  enthalten,  gelten 
▼örtlich  auch  ftlr  die  Kreise  auf  der  Kugel  oder  überhaupt  für  die  kreis- 
Artigen  Curven  auf  den  Flächen  von  constanter  Krümmung. 
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XVII. 

Deformation    einer    unendlich   dünnen   kreisförmigen 
ebenen  Platte  dnrch  die  Wflxme,  wenn  die  Tempe- 
ratur der  einzelnen  Punkte    der  Platte  bloB  stetige 
Function  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte  der 
Platte  ist. 

Von 

Dr.    F.   NlEMÖLLEIt 

iu  Eisenach. 


I.  Es  ist  eine  bekannte  Erscheinnngy  dass  eine  Metallplätte ,  welche 
in  der  Mitte  erwärmt  wird,  oft  plötzlich  mit  knackendem  Geräasch  ihre 
Gestalt  verändert  nnd  ans  der  labilen  Gleichgewichtslage  in  die  stabile 
übergeht.  Diese  Erscheinung  aus  der  Kirchhoff-Olebsch'schen  Theorie 
der  Deformation  elastischer  Platten  herzuleiten,  habe  ich  im  Folgenden 
versacht.     Die  Methode  und  Bezeichnung  ist  die  Kirchhoff'sche.* 

Sind  k^j  X^y  ^3  die  Hauptdilatationen  im  Punkte  xyz  eines  elasti- 
schen Körpers,  Pi)/>2i  Ps  ^^^  daselbst  stattfindenden  Hauptdrucke,  Ä^und 
6  die  Elasticitätsconstanten  eines  isotropen  Körpers,  so  gelten  die  Be- 
ziehungen 

Sind  x  +  u^  y  +  v,  z  +  w  die  Coordinaten  des  Punktes  xyz  nach  der  De. 
formation,  ferner  ^u  ßi^  Yi\  ^21  ßi^  Y21  ^s^  ßs^  7»  ^^®  RichtungscosiouBse 
der  Hauptdruckaxen ,  so  ist 

_  =  a:,  =  Äj«  Aj  +  og«  Aj  +  «3% , 
du   ,  dv-  /,  ,     .       «  ,   ^ 


*  Eirchhoff,  Vorlesmigen  über  mathematiBche Physik,  Vorl.  10, 11,28,29,30. 
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»irfMVMMW^W»A^^^>^>/^^^>»V\/W»V^^»WN^^V^^^ 


^  dw     du 

Endlicl)  finden  sich  die  elastischen  Kräfte  ans 

^*  =  Pi  «1*  +  Pi  «8*  +  Pa  V» 

yy-=Pißi'  +  P2ß2'  +  PBß3^ 

3)  Zz='PiYi*  +  PiY2*  +  Pin^ 

y»  =  Zy^PißiYi+Piß^yi  +  PsßsYi^ 

Zx  =  ^z=PiYl'^l+PiY2f^2+PsY3'^9^ 

n.  Wir  beschränken  uns  nnn  anf  den  Fall ,  dass  der  Ansdehnangs- 
coeflBcient  c  des  Körpers  nach  allen  Richtungen  constant  sei.  Ist  dann 
im  Punkte  xyz  die  Temperatur  /,  so  ist  die  Dilatation  nach  allen  Rich- 
tungen =  cU  Für  uvw  gelten  also  jetzt  die  Differentialgleichungen,  die 
aas  2)  hervorgehen,  indem  man  statt  li^  l^y  h  überall  setzt  li  +  ct^ 
l^  +  ei,  A3+  ct.  Infolge  der  zwischen  den  Richtungscosinussen  geltenden 
Relationen  bleiben  dann  die  drei  letzten  der  Gleichungen  2)  ungeändert, 
in  den  drei  ersten  hat  man  statt  ^« ,  y^ ,  z%  resp.  zu  setzen  Xg  —  cty 
Vy-ci,  z^^ct. 

Aus  dem  neuen  Gleichungssystem  hat  man  A^,  iL,,  X^  und  die  Rieh- 
tnngscosinusse  zu  berechnen,  in  1)  einzusetzen  und  mit  Hilfe  der 
erhaltenen  Werthe  aus  den  Gleichungen  3)  die  elastischen  Kräfte  zu 
finden. 

Wie  leicht  zu  sehen,  ergiebt  sich 

^x  =  -2Jr(a-^+ö(a;^+yy  +  r,)-c/(l  +  3e)), 
Fy  =  -2J^(j/y  +  d{x^  +  yy  +  z^)-'Ci{l  +  ie)), 

^         z,=-2Ar(2.+e(x.+yy+o-^f(i+3e)), 

Wirken  keine  äusseren  Kräfte  und  keine  Druckkräfte  auf  die  Ober- 
fläche des  Körpers,  was  wir  annehmen  wollen,  so  muss  die  Arbeit  der 
inneren  Kräfte  bei  einer  möglichen  virtuellen  Bewegung  in  der  Gleich- 
gewichtslage verschwinden.  Ist  daher  dt  ein  Volumelement  des  Körpers 
und 

F=-JdT{X,öx,+  ryöyy+Z,8z,+  V^Sy^+Z^iz:,+  ACyiXy), 

80  muss  in  der  Gleichgewichtslage  ÖF=0  sein.     Ist 

fc=x^^  +  f/y+z\+^^{a^,+y^,  +  z^,)  +  e(s^+y,  +  z,Y 

80  ist 
6)  6F=z--KöJdTf=0. 
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m.  Es  werden  von  Kirchhoff  die  Punkte  einer  Platte  von  der 
Dicke  2h  anf  ein  rechtwinkliges  System  $^$2  bezogen,  welches  in  die 
Mittelfläche  der  im  natürlichen  Znstand  befindlichen  Platte  fällt  Den 
Axen  dieses  Systems  parallel  sind  in  jedem  Punkte  P  der  Platte  zwei 
Linienelemente  dsj^  und  ds^  angenommen;  der  von  ihnen  eingeschlossene 
Winkel  unterscheide  sich  nach  der  Deformation  von  90^umT.  Nach  der 
Deformation  werden  die  Punkte  bei  P  auf  ein  System  xyz  bezogen, 
welches  dadurch  bestimmt  ist,  dass  sein  Nullpunkt  mit  P,  seine  x-Axe 
mit  dSi  zusammenfällt  und  seine  a;j^- Ebene  durch  ds^  geht,  gi^fseiein 
im  Räume  festes  System,  welches  mit  der  a;-Axe  die  Richtungscosinnsse 
«j,  «2,  ffgj  mit  der  y-Axe  ß^,  ß^,  ß^,  mit  der  z-Axe  y^,  y,,  y^  ein- 
schliesst.  Durch  die  Deformation  gehe  x  über  in  aj  +  «,  y  m  y+v^  zm 
z  +  Wy  ds^  und  ds^  in  ^«^(l  +  ffi)  und  ds^{l  +  a^)-^  sind  dann  i/^,  p^,  »^ 
die  Werthe  von  uvw  im  Punkte  a?=sy  =  2:  =  0,  ist 

so    zeigt   Kirch  ho  ff,    dass    bis    auf  unendlich  kleine   Grössen   zweiter 
Ordnung  ^^^ 


7)  yy  =  -P2«  +  <^2i      «x  = 


rftto 
dz' 


2,=     -^,  iry  =  — 2pit  +  T 

ist.  Wir  setzen  diese  Werthe  in  4)  ein  und  nehmen  an ,  dass  die  Tem- 
peratur i  von  z  unabhängig  sei.     Aus  den  Gleichungen 

und  daraus,  dass  an  der  Oberfläche  Z^,  Zy^  Z^  verschwinden  müssen, 
weil  keine  Druckkräfte  wirken,  finden  wir  dann,  dass  Zs  =  0  sein  muss; 
femer  muss  sein 


-2c  ^' 

S  =  --S^  +  - 

dt*~ 

S---|^^  +  /'^ 

a  uni  ß  sind  Integrationsconstanten. 

An  der  Oberfläche  müssen  -r^  und  -r^  verschwinden  oder  wenig- 

dz  dz 

stens  kleiner,  als  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  klein  sein. 
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Da  e  and  z  beide  nnendlich  klein  sind,  so  können  wir  ---°=3---2  =  0 

dz       dz 

setzen,  wenn  -r—  and  ^-  endlich,  oder  /  stetig  ist.   Ans  Z^  =  0  findet  sich 

Die  Gleichungen  7)  nnd  8)  erlauben,  die  in  5)  angegebene  Fanc- 
tion  /  zn  bilden. 

Wir  wollen  noch  annehmen,  dass  die  Dicke  2h  der  Platte  so  gering 
sei,  dass  die  Dilatationen  0|,  tf,,  ferner  t  anendlich  gross  seien  gegen 
9i^)  PgZ  and  p^z.     Es  findet  sich  dann  öF=: 

IV.  In  dem  speciellen  Falle,  den  wir  jetzt  betrachten,  setzen  wir 
s^i=zrcosq)y  S2^=^rsinq>,  Nach  der  Deformation  hat  dieser  Funkt  {s^^s^) 
die  Cjlindercoordinaten  QCOSg>y  q  sirup  und  i.  Da  i  von  q>  unabhängig, 
sondern  blos  Function  von  r  ist,  und  für  9  =  0  wir  setzen  können 

1  +  tfl  — ^-; ,       l+tf2='7»       t  =  ü, 


^1         .1  l/do^  +  dt^       ds  .  -         ,«,«,. 

so  findet  sich,   wenn ; =  -t-  gesetzt  wird  und  B  der  Radius 

dr  dr   ° 

der  Platte  ist: 

-B  yj_  \9  /-  \«  Q 


10)  dF= 

Durch  10)  sind  die  Functionen  s  und  q  bestimmt;  £  findet  sich  ans 


'^r-ym-m- 


Wir  müssen  nun  die  beiden  Fälle  unterscheiden,  dass  ^  reell  wird 
oder  dass  es  imaginär  wird.  Im  letzten  Falle  bleibt  die  Platte  eben  bei 
der  Deformation ;  um  dann  den  Zustand  zu  bestimmen,  hätten  wir  in  10) 
5=^  zu  setzen  und  dann  blos  die  eine  willkürliche  Function  q  zu  be- 
stimmen aus  10).  Die  Behandlung  beider  Fälle  hat  keine  Schwierigkeit. 
Um  aber  beide  Fälle  gleichzeitig  zu  behandeln,  begnügen  wir  uns  mit 
folgender  Annäherung. 

Ist  die  Deformation  nicht  gross,  so  können  wir 

'  dr     dr^^Kdr) 

Zatttohfin  t.HMh«m«tik  n.Pbnlk  XXIT,  5.  18 
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^>^K^>^»^'^>^>^*^>^^<^<^>i^i^i^>^^>^i^>^^i^^'^^'^^>^^ 


Botaen,   weil  -^  wenig  von  1,  und  -p  wenig  von  0  abweicht.    Setzen 
wir  noch 

SO   findet  sich  ans   10),   indem*  wir  die  Variation   ausführen   und,   wenn 
nöthig,  partiell  integriren: 

12)  0  =  ^[2rJ'(x'  +  if«  +  l(i+*'+if«)-xr)], 

13)  0  =  (l  +  i)/^g+.'+i£-)+4^'-.^. 

12«)        0  =  [«t.2r£'(,'+i£'«  +  i(f.  +  *'+ !£'«)-»/)], 

13a)        0  =  [d,.2r(*'+^£'«  +  i(^  +  x'+ir»)-»c')]. 
Die  letzten  beiden  Gleichungen  gelten  für  r  =  0  und  r  =  Ä. 

V.    Es  wird   12)   befriedigt  durch  ^»0,   i:=Cons/.  =  0.     Aus    13) 

folgt  dann 

r 


0 

12a)  ist  erfüllt;  aus  13a)  bestimmt  sich  die  Constante 

B 

0 


es  findet  sich  also  schliesslich 

r 


0  0 

B 

Für  r  =  R  iBt  Q=R+—  I  irdr,     Ist  <  constant,  so  ist  q  =  R{1  +  cI). 

0 
VI.    Es  lässt  sich  aber  12)  noch  befriedigen ,  indem  man  setzt 

15)  *'+i£^«  +  A(^  +  *'+if'«)  =  icf. 

Es  sind  dann  12  a)  und  13  a)  von  selbst  erfüllt. 
Schreiben  wir  15)  in  der  Form 

(*+*'+ir)(l+i)  =  7  +  »'. 

diiTerentiiren  und  vergleichen  sie  mit  13),  so  folgt 

Digitized  by  VjOOQIC 


Von  Dr.  F.  Niemölleb.  275 


^^,^,j^^>^»^>^>^^^m^^^-^^-^^^^)-s^^>^t^i^ju^>^>.,^i^'^'>*\»'^^*>'>^>'^<^»y>i^>^'-^>''''^'^'if^^^  v^>^^»^/^^^^^^\^^^^^^»^^\^^^^>^^>^^^^>^> 


'r  dr\r) 

oder 

16)  t^x'+\\:\ 

Ans  16)  and  15)  folgt  dann 

X  %t 


r      l  +  2i 
oder 

17)  ars=p— r  =  c/r,  also  ^  s=r  +  tfrr  =  r(l  +  c/).* 

^  ist  =>^— 2er/',  also 


18)  t  =  -//-2cr('rfr, 


=# 


wenn  am  Rande  ^=0  ist    Die  Gleichungen  17)  und  18)  haben  einen  Sinn, 

wenn  f  für  alle  Werthe  von  r^      negativ  ist,  wenn  also  die  Platte  in 

der  Mitte  stärker  erwftrmt  ist,  als  am  Rande.  Offenbar  giebt  der  letzte 
Znatand  die  stabile  Gleichgewichtslage  an,  der  erstere  durch  14)  an- 
gegebene die  labile. 

£s  leuchtet  ein ,  dass  man  auch  den  stabilen  Zustand  leicht  berech- 
nen kann,  wenn  f  für  einen  oder  für  mehrere  Werthe  von  r  sein  Zeichen 
wechselt.  Für  die  Theile,  in  welchen  (^  negativ  ist,  sind  die  Gleichungen 
17)  und  18),  in  den  übrigen  Theilen  ist  die  Gleichung  13)  anzuwenden. 
Die  Orenzbedingungen  sind  einfach  durch  l2a)  und  13a)  gegeben  und 
dadurch,  dass  die  Platte  zusammenhängend  bleiben  muss. 
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§3. 

Jetzt  gebe  ich  drei  nicht  einem  Büschel  angehörige  Flächen  (n  +  1)**' 
Ordnung  A^  +  \  ^+S  C"  +  '.  ^+*  und  ^"+*  bestimmen  ein  Büschel 
(fi  +  1)*«'  Ordnung  (^«+>,  ^+0.  Eine  Fläche  X«+«  in  (^+»,  ^+») 
bestimmt  mit  C"+^  wieder  ein  Büschel  (C"+*,  A'"+*);  ein  Element  des 
letztern  sei  F"+^  Aus  der  Theorie  der  Flächen  «*^  Ordnung  setze  ich 
nun  als  erwiesen  voraus,  dass  man  aus  ^x>  ^x^  (^y  den  Polarea  von  x 
für  ^«+S  B»+S  C»+S  das  Bündel  (^5,  äJ,  ^2)  erhält,  indem  man  die 
durch  Cx  und  die  Elemente  von  (^",  ß")  bestimmten  Büschel  constrnirt; 
zu  {Jx,  ßZy  Cx)  gehört  F",  da  es  zu  {C,,  A"")  gehört.  Ebenso  bestimmen 
j4y,  B^f  Cyy  die  Polaren  von  y,  ein  Bündel,  dem  Vy  angehört.  (i^U,  ^J,  Cj) 
und  (^,  ßy,  C^)  kann  man  projectivisch  aufeinander  beziehen,  indem 
man  Jxy  ^">  ^x»  ^2  resp.  den  Flächen  i^^,  ^,  ^^,  Fy  zuordnet.  Hierbei 
entsprechen  auch  Ä^  und  Äy  einander  und  deshalb  in  (i^,  B,)  and 
{^li  K)  allgemein  zwei  Flächen,  welche  Polaren  von  x  und  y  füi  die- 
selbe Fläche  in  (i^"+S  ß"+*)  sind.  Einer  beliebigen  Fläche  Z"  in 
(Jj,  »;,  C")  entspricht  eine  Fläche  ^  in  (^,  ^,  C^).     Da  {Al,  ^^Cs) 

A  (^;,^;,c;)  ist,  so  ist  auch  {yiij\  Bi^\  c2^')'f^(A^yx\  B^x\c;;\ 

JNun    ist    aber     A^y    12=  ^yx    «    ^xy     =  ^j^«    »    ^jry     =  ^s/Ä     >    •*  4py     =  ■'IF*    ^ 

(^"^  ,  B^y  ,  C"^  )  und  {^yl^  ,  ÄyjT  »  Cyx  )  haben  vier  und  infolge 
dessen  alle  Elemente  entsprechend  gemein,  d.  h.  es  ist  Z"^'  =  2^jV 
Nach  den  Eigenschaften  des  Bündels  n^"  Ordnung  gehört  2^  mit  C"  und 
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einer  FlÄche  ü,  ans  {aI,  ä"),  der  Polare  von  x  für  f/«+*  aus  (-4»+*,  Ä»  +  »), 
einem  Büschel  an;  im  Bündel  {Ay^  B^^Cy)  sind  entsprechende  Elemente 
Zj,  die  Polare  von  y  für  C^»+*,  d.  h.  Cy  und  üy,  die  Polare  von  y  für 
17"+^  Nach  dem  Vorhergehenden  ist  ZjJ  die  FlÄche  aus  (C^,  t/^),  welche 
mit  2]^  in  (6^",  ü2)  der  Beziehung  der  gemischten  Polaren  genügt.  Hält 
man  x  und  Z"  fest,  lässt  y  den  unendlichen  Baum  durchlaufen  und 
ordnet  jedem  y  diejenige  FlKche  Zy  in  {Cy,  üy)  zu,  für  welche  C^^^ 
=  (^r  ist,  8o  ordnet  man  nach  den  Betrachtungen  des  vorigen  Para- 
graphen den  Punkten  des  Raumes  ein  Polarsystem  Z*+^  zu,  welches  zum 
Büschel  (C«+»,  17"+^)  gehört.  Lftsst  man  Z"  das  Bündel  (^J,  5",  Cj) 
darcblaufen  und  führt  man  für  jedes  Z^  dieselben  Constructionen  aus, 
60  erhalt  man  eine  zweifache  Unendlichkeit  von  Flächen  (n  +  l)***'  Ord- 
nung; diese  nenne  ich  das  Bündel  (/!"+>,  ß^\  C"+>)  von  FlÄchen  («  +  !)*" 
Ordnung.  Da  jede  beliebige  Fläche  Z»+»  in  (^+',  ^"+',  C?"  +  ')  einem 
aDrchC"+>  und  eine  Fläche  C^»  +  *  aus  (J"+>,  ^+*)  bestimmten  Büschel 
angehört,  so  kann  man  (-^+\  Ä"+\C"+*)  auch  construireu,  indem  man 
aus  C"+^  und  den  Elementen  von  (^"+*,  ^+')  Büschel  construirt. 

Lässt  man  Z"  das  Büschel  {11,,  F")  durchlaufen ,  so  erhält  man  ein 
Büschel  von  Flächen  (w +  !)*•'  Ordnung;  denn  für  eine  beliebige  dieser 
Flachen  Z*+^  erhält  man  die  Polare  eines  Punktes  j^,  indem  man  in 
(^l^^)  die  Fläche  Zy  sucht,  für  welche  Z"7^=Zy 7^  ist;  dies  ist  aber 
nach  vorigem  Paragraphen  die  Construction  einer  Fläche  Z''+^,  welche 
dem  Büschel  (ü«+»,  F«+>)  angehört. 

£b  entspricht  somit  jeder  Fläche  in  {^l,  Bl,  C^)  eine  Fläche  in 
(i-+>,  ^+1,  C"+*),  jedem  Büschel  in  (^,J^,  O  ein  solches  in 
(J"+',  Ä"+*,  C"+')  und,  wie  leicht  ersichtlich  ist,  auch  umgekehrt. 
(AI,  ßj,  C")  und  (i^+\  ^+\  C»+*)  nennt  man  hiernach  zu  einander 
projectivisch ;  (J"+*,  5"+*,  C'*+*)  ist  zu  jedem  seiner  Polarbündel  pro- 
jectivisch.  Gehören  zwei  Flächen  iJf"+*  und  iV»+^  zu  (i4»+\  5»+*,C»+^), 
80  gehört  (il/"+*,  iV"+*)  ganz  dem  Bündel  an,  weil  {M^,N2)  ganz  zu 
(41,^2,  C")  gehören.  Da  zwei  Büschel  in  (//S,  ^",  O  ein  Element 
gemein  haben,  so  gilt  das  Gleiche  von  (-r^"+*,  ^"+^  C'»+*). 

Ist  dies  aber  der  Fall,  hat,  wenn  0"^^  F-+S  JT^+S  Z»+*  belie- 
bige Elemente  von  (^••+*,  ^"+S  ^"+»)  sind,  das  Büschel  (W^"+»,  Z»+i) 
mit  (I7"+^  F^^')  eine  Fläche  gemeinsam,  so  kann  man  auch  Z''^^  und 
überhaupt  alle  Elemente  von  (-4"+^  ^'•+^,  C''+^)  erhalten,  wenn  man  die 
durch  FF»+i  und  die  Elemente  von  (f/"+S  F"+>)  bestimmten  Büschel 
construirt;  d.  h.  man  kann  der  Construction  von  (^"+',  B^  +  \€^-^^)  statt 
i<"+i,  ^»+1,  C"+*  drei  beliebige,  nicht  einem  Büschel  angehörige  Flächen 
l7»+i,  r»+>,   W^«+^  aus  {J»+S^+SC»+*)  zu  Grunde  legen. 
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§4. 

Nachdem  so  das  Büschel  und  Bttndel  von  Flächen  {n  +  iy^'  Ordnung 
construirt  und  ihre  nächstliegenden  Eigenschaften  abgeleitet  sind,  seien 
vier  nicht  einem  Bündel  angehörige  Fl&chen  (w  +  1)**'  Ordnung  A*-^\ 
^+1,  ^«+1,  i>"+i  gegeben.  ^"+>,  Ä»+»,  (7*+i  bestimmen  das  Bttndel 
(^»4-»,  5"+i,  (7»+i);  2>H-i  bestimmt  mit  jedem  Element  von  (.r+»,  i?"+S  OH-*) 
ein  Büschel.  Die  Gesammtheit  der  in  diesen  Büscheln  enthaltenen  FUchen 
nenne  ich  das  Gebüsch  (^"+S  ^'•+S  6?»+«,i>»+').  Das  durch  irgend 
zwei  Flächen  des  Gebüsches,  Ä"-^^  und  Jr*+^  bestimmte  Büschel  gehört 
ganz  dem  Gebüsch  an.  Zunächst  nämlich  gehört  Ar"+^  mit  D""^^  und 
einer  Fläche  1^*+'  aus  (i^"+S  Ä«+S  0"+^)  zu  einem  Büschel,  ebenso 
y^^  mit  2>"+>  und  F"+i  aus•(^"+^  ^+^  C"+*).  Da  nun  («7»+*,^»+*) 
zu  (^«+S  Ä"+*,  C»+»),  also  (t7»+S  r"+»,  /)»-^^)  zu  (^«+S  Ä»+S  C"+«,  /^+*) 
gehört,  so  gehört  auch  (Z"+SF»+i),  das  mit  (^"+S  F*+S />•+*)  zwei 
und  deshalb  alle  Elemente  gemein  hat,  zu  (^4*+*,  ^»+*,  C"+^  Z)"+^). 
Hieraus  folgt  weiter,  dass  (/^"+S  ^+*,  C»+*,  2>"+*)  das  aus  drei  beliebi- 
gen seiner  Flächen  ^«-l-*,  F»+S  Z"+*  construirte  Bündel  ganz  enthält; 
denn  (^"+\  1^"+*,  Z"+*)  erhält  man  aus  den  gegebenen  Elementen  durch 
Construction  von  Büscheln,  deren  jedes  mit  (^+S  ^+S  C"+\  !>"+*) 
zwei  und  deshalb  alle  Elemente  gemeinsam  hat. 

Construiren  wir  umgekehrt,  wenn  /)»+*  nicht  zu  {X^'^\  F*+*,  2"+*) 
gehört,  aus  (ir"+i,  7"+*,  Z"+*)  und  />"+^  ein  Gebüsch,  so  muss  diesem 
auch  (i4"+^  Ä"+*,  6?"+^)  angehören;  denn  die  drei  Flächen,  welche  es 
mit  den  Büscheln  (^»+*, /?»+>),  (F»+*, />"+*),  (Z«+\ />*+i)  gemeinsam 
hat,  hat  es  natürlich  auch  mit  (^+S  F»+S  Z»+i,  Z>«+i)  gemeinsam.  Wir 
können  also  zur  Construction  des  Gebüsches  -4"+^,  ^+i  und  C"+*  durch 
drei  beliebige  seiner  Flächen  ersetzen,  deren  Bündel  />"+^  nicht  zugehört 
Ebenso  können  wir  J9"+*  durch  V^+\  welche  zum  Gebüsch,  aber  nicht 
zu  (^"+S  ^"+^  6^»+i)  gehört,  ersetzen;  denn  jedes  der  durch  /?"+*  und 
eine  Fläche  t/"+^  aus  (i4"+^  ^  +  ^  C"+i)  bestimmten  Büschel  muss  gani 
zu  (^+^,  B"  +  *,  6?»+^  F''+*)  gehören,  weil  es  mit  diesem  zwei  Ele- 
mente, Z^+^  und  27**+^,  gemein  hat.  Denkt  man  sich  nacheinander 
(i<»+S  ^+^C"+l)  und  2?"+^  durch  andere  Elemente  ersetzt,  so  folgt, 
dass  ein  Gebüsch  durch  vier  beliebige,  nicht  einem  Bttndel  angehörige 
Flächen  JT^+S   7"+»,  2"+^   F"+^  bestimmt  ist. 

Ein  Bündel  (2:«+^  F«+S  Z«+i)  und  ein  Büschel  ((7"+^^«+»)  im 
Gebüsch  haben  mindestens  ein  Element  gemeinsam;  denn  F"+i  mnss  in 
(^"+S7»+»,  Z»+S  l7*+>)  enthalten  sein,  also  zu  einem  der  durch  V+^ 
und  die  Elemente  von  (^"+S  jr«+^  Z»+*)  bestimmten  Büschel  gehören. 
Zwei  Bündel  (J»+*,  F»+*,  Z"+i)  und  (^«+S  F»+S  ^«+i)  müssen  ein 
Büschel  gemeinsam  haben;  (Jenn  haben  (t^"+*,  F»+i)  und  (F"+^  ir«+*) 
mit  (ir»+*,F«+*,Z»+^)   die  Elemente  Jlf"+*  und  iV«+^  gemeinsam,  so 
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hat  (J/"+^  JV^"+^)    mit  beiden   Bündeln    zwei  Elemente  gemeinsam,  ist 
also  in  beiden  ganz  enthalten. 

Wie  wir  ans  vier  Elementen  A^  +  \  ß"+i,  C^+\  2>»+i  die  dreifach 
anendliche  Mannichfaltigkeit  constrnirt  haben,  so  können  wir  snccessive 
ans  5,  6,  ...  r+1  Elementen  die  4-,  5-,  ...  r- fache  Mannichfaltigkeit 
herstellen.  Ich  setze  jetzt  vorans,  dass  die  Mannichfaltigkeiten  bis  znr 
(r— l)-fach  nnendlichen  constrnirt  sind,  nnd  constmire  die  r- fache. 
Gegeben  sind  r  +  1  nicht  einer  (r  —  1)- fachen  Mannichfaltigkeit  angehö- 
rige  Flächen  (n  + 1)*"  Ordnung  Jn+\  B*+\  ...  Ä"+i,  S»+^  Ans  den 
ersten  r  Flächen  constmire  ich  die  (r  —  1). fache  Mannichfaltigkeit 
(i"+*,  ^+*,  ...  Ä"+*).  Dann  constitnirt  S"+*  mit  jedem  Elemente  von 
(i«+S^+*,  ...  Ä"+')  ein  Büschel;  die  Gesammtheit  der  in  diesen  Bü- 
scheln enthaltenen  Elemente  nenne  ich  die  r- fache  Mannichfaltigkeit 
(i«+\  B»+>,  ...72"+»,  5»+i).  In  derselben  Weise,  wie  beim  Gebüsch 
(i^+*,i?»+*,  C"+*,  i>"+^),  lässt  sich  zeigen,  dass  jedes -Büschel ,  welches 
mit  der  r- fachen  Mannichfaltigkeit  2,  nnd,  da  jede  höhere  Mannichfal- 
tigkeit durch  Büschelconstructionen  entsteht,  jede  p  (/?<  r)  -  fache  Man- 
nichfaltigkeit, welche  mit  ihr  p  +  1  nicht  einer  (p— l)-fachen  Mannich- 
faltigkeit angehörige  Elemente  gemein  hat,  ihr  ganz  angehört.  Hieraus 
ergiebt  sich  ferner,  ebenso  wie  beim  Gebüsch,  dass  man  statt  der  con- 
stituirenden  Elemente  -4*»+*,  B^+\  ...  Ä»+i,  5"+*  beliebige  andere  r+1 
Yon  einander  unabhängige  Elemente  der  Construction  zu  Grunde  legen 
kann.  Femer  ergiebt  sich  in  analoger  Weise,  dass  eine  (r—l)- fache 
nnd  eine  p  (p^r)- fache  Mannichfaltigkeit,  die  der  r- fachen  angehören, 
eine  p  —  1- fache  Mannichfaltigkeit  gemeinsam  haben.  Eine  p- fache  und 
eine  ^- fache  Mannichfaltigkeit  in  der  r- fachen  Mannichfaltigkeit  haben, 
wenn  p-f-^^T  ist,  mindestens  eine  (p+^  —  r)- fache  Mannichfaltigkeit 
gemein.  Ergänzt  man  nämlich  die  p- fache  MauDichfaltigkeit  durch  Hin- 
zufägung  weiterer  Bestimmungselemente  zu  einer  (r  —  1)  -  fachen  Mannich- 
faltigkeit, so  hat  diese  mit  der  ^-fachen  eine  (9  — 1)- fache  gemein.  Die 
/»•fache  und  9 -fache  in  der  r- fachen  Mannichfaltigkeit  haben  dieselben 
Elemente  gemeinsam,  wie  die  p- fache  mit  der  (^^  —  l): fachen  in  der 
(r—l)- fachen  Mannichfaltigkeit.  Gilt  nun  für  fi<  (r  — 1)  der  Satz,  dass 
eine  ^- fache  und  eine  tf- fache  Mannichfaltigkeit  in  einer  fi- fachen  für 
^-htf>^  eine  (^  +  tf  —  fi)  -  fache  Mannichfaltigkeit  gemein  haben,  so  haben 
die  p- fache  und  die  ^- fache  in  der  r- fachen  eine  |p  +  (g— 1)  —  (r  — 1){ 
=  {p+q^r)' ftkche  Mannichfaltigkeit  gemein. 

§5. 

Es  fragt  sich  nun,  wie  weit  man  in  der  Construction  von  Mau- 
niehfaltigkeiten  fortschreiten  kann.  Aus  den  Schlnssbetrachtungen  von 
§1  wissen  wir,  dass  es  mindestens  eine  /(n  +  l)- fache  Mannichfaltigkeit 
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von  Flächen  {n+l)*«'Ordnnng  giebt,  wenn  f(n+l)=^^^^^^^^^^^^^!^-\ 

ist.     Es  zeigt  sich  nun  anch ,  dass  es  keine  höhere  Mannichfaltigkeit  von 
Flächen   dieser  Ordnung  giebt.     Da  die  Flächen  n*^  Ordnung,   wie  als 
bewiesen  angenommen  wird,  eine  /(n)- fache  Mannichfaltigkeit  bilden,  so 
kann  ich  zunächst  eine  ^(n)- fache  Mannichfaltigkeit  (i4"+S  ß"+S  ...  P"+*) 
construiren ,  in  der  die  Polaren  eines  Punktes  die  Gesammtheit  der  Fla- 
chen n*®'  Ordnung  bilden.     Jetzt  gebe  ich  noch  eine  Fläche  ß*+*  und 
construire  (^+S  ^+S  . . .  P^+\  ö"+0-     I»  (^"^S  ^"^'S  •  •    ^'^^)  g»öbt 
es  eine  Fläche  JIT^+S  für  welche  ein  Punkt  y  und  eine  beliebige  Fläche  i'J 
Pol  und  Polare  sind.    Wähle  ich  nun  aus  (^»+\  5«+*,  ...  -P"+*)  /(n)-! 
Flächen,  von  denen  AT" +*  unabhängig  ist,  so  bestimmen  diese  mit  P^^* 
eine  /'(n)- fache  Mannichfaltigkeit.     In   dieser  muss  es,   da  ihre  Polaren 
zu  y  im  Allgemeinen  auch  die  ^(n)- fache  Mannichfaltigkeit  von  Flächen 
n*®'  Ordnung  bilden,  eine  zweite  Fläche  A^'"+*  geben,  für  welche  y  und 
Xy    Pol    und    Polare    sind;    dasselbe    gilt    folglich    für    das    ganze  zu 
{A^+\  ^+»,  ...  iP"+^  0»+O   gehörige  Büschel  (Ar«+S  .r»+i).     Es  giebt 
also  bei  allgemeiner  Wahl  aller  Elemente  in  einer  {/'(n) -f"  1|- dachen  Man- 
nichfaltigkeit  von    Flächen   (w  +  1)**'   Ordnung   ein   Büschel,    für  dessen 
Elemente   ein  gegebener  Punkt  und  eine  gegebene  Fläche  n^'  Ordnung 
Pol  und  Polare  sind.     Giebt  man  nun  eine  weitere  Fläche  Ä"+*,  so  be- 
stimmt diese  mit  der  [/'(«)  — Ij- fachen  Mannichfaltigkeit  von  (-4"+*...0"+'), 
welcher  (-!!'"+ ^  2^*+^)  nicht  angehört,  eine /"(n)- fache  Mannichfaltigkeit; 
in   dieser   giebt   es    eine  Fläche  A!' "*•+*,    für  welche  ^  und  A^  Pol  und 
Polare   sind.      In    (^»+S  ^"+S  ... /^+^  Ö"+S -«"+*)    giebt   es   also  ein 
Bündel  (^«+S  ^'«+S  ^""+^),  für  welche  ein  beliebiger  Punkt  und  eine 
beliebige  Fläche  Pol  und  Polare  sind.     Analog  beweist  man,  dass  es  in 
einer  {/(»)  +  /*} -fachen  Mannichfaltigkeit   eine  r- fache  Mannichfaltigkeit 
giebt,    für  welche   ein   beliebiger  Punkt  und   eine  beliebige  Fläche  n*" 
Ordnung  Pol  und  Polare  sind.     In  Bezug  auf  diese  r  -  fache  Mannichfal- 
tigkeit bilden  die  Polaren  eines  Punktes  z  eine  r- fache  Mannichfaltigkeit 
von  Flächen  n^*"  Ordnung;   ist  jedoch  r>/'(w)  — /(w  — 1),  so  bilden  die 
Polaren  von   z  doch   nur  eine  {/*(«) —/"(n  —  l)}- fache  Mannichfaltigkeit, 
da  überhaupt  alle  Flächen  n^^'  Ordnung,  welche  mit  Xy  der  Eigenschaft 
der  gemischten  Polaren  genügen,  nur  eine  (/"(w) —/'(«  — 1))- fache  Man- 
nichfaltigkeit bilden.     In  diesem  Falle  giebt  es  eine  l^— /"(«)+/*(«  — l)j- 
fache  Mannichfaltigkeit,  für  welche  y  und  Xy,  z  und  eine  beliebige  Fläche 
X\  Pol  und  Polare  sind ,  wobei  allerdings  XyT  =  X^y      sein  muss.    Der 
Beweis   hierfür  ist   den   vorhergehenden  Betrachtungen   analog.     Ebenso 
folgt  für  r>2/"(n)- 2/"(fi-l) +  /•(«- 2),  dass  es  eine  {r-2/'{«)  +  2An-l) 
—  /"(«  — 2)} -fache  Mannichfaltigkeit  giebt,    für  welche  y  und  Xyy   z  und 
^z%  u  und  Xu  Pol  und  Polare  sind,  wenn  der  Bedingung  der  gemischten 
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Polaren  genügt  ist.  Unter  derselben  Bedingung  giebt  es  in  der /(n+l)- 
fachen  Mannichfaltigkeit  eine  Fläche,  für  welche  y  nnd  Xy,  z  und  X«,  u 
nnd  i"«,  e  nnd  X^  Pol  nnd  Polare  sind.  Man  kann  hiemach  in  der- 
selben Allgemeinheit,  wie  es  in  §  1  geschehen  ist,  in  der  f{n  +  l)-f2Lchen 
Maonichfaltigkeit  zn  vier  Punkten  a ,  ^,  c,  d  die  Polaren  geben ;  man  hat 
in  der  Mannichfaltigkeit  genau  wie  ohne  Rücksicht  auf  sie  der  einzigen 
Bedingung  der  gemischten  Polaren  zu  genügen.  Die  Oesammtheit  der 
Flächen  (w +  !)*•'  Ordnung,  bildet  also  eine  lineare  /"(n  +  l)- fache  Man- 
nichfaltigkeit. Irgend  zwei  aus  Flächen  (w  +  1)*"  Ordnung  bestehende 
Mannich faltigkeiten  yon  r-facher  und  ^-facher  Unendlichkeit  haben,  wenn 
r  +  s>f{n  +  l)  ist,  mindestens  eine  jr+5—/'(w  +  l)j- fache  Mannichfal- 
tigkeit miteinander  gemeinsam. 

§6. 

Unsere  Definition  des  Polarsystems  (n  +  l)^^*^  Ordnung  liefert  sofort 
noch  einige  seiner  Eigenschaften.  Zunächst  können  wir  die  n  Polaren 
eines  Punktes  x  in  Bezug  auf  A"'^^  definiren,  indem  wir  für  r^n  — 1 
die  r*«  Polare  von  x  für  aI  als  die  r  +  V^  Polare  von  x  für  A'*+^  be- 
zeichnen und  i^*r~f  i  nennen. 

Die  erste  Polare  von  or,  A^j  gehe  durch  y]  die  erste  Polare  von  y 
foTi^",  also  Axy  ,  geht  dann  auch  durch  y.  Da  nun  A^^  zugleich  die  erste 
Polare  von  x  für  Ay  ist ,  also  die  erste  Polare  von  x  für  Ay  durch  y  geht, 
80  geht,  wie  wir  aus  der  Theorie  der  Flächen  n^^^  Ordnung  als  bewiesen 
annehmen,  die  letzte  Polare  von  y  für  J^  oder,  was  dasselbe  ist,  die 
letzte  Polare  von  y  für  -<rf''+^' durch  x.  Liegt  also  y  auf  ^",  der  ersten 
Polare  von  x  für  A'*'^\  so  liegt  x  Skuf  A\n,  der  letzten  Polare  von  y  für 

i4"+^     Allgemein  geht  -i«'        ,  die  r*®  Polare  von  x  für  ^4"+*,  durch  y, 

so  geht  Aj^r^  oder  die  r*«  Polare  von  x  für  Jy  durch  y,  folglich  die 
(n—ry*  Polare  von  y  für  ^^,  wie  als  bewiesen  angenommen  wird,  durch 
ä;  die  (n  —  r)'«  Polare  von  y  für  A^  ist  aber  A^n+i-^r.  Es  gilt  also  auch 
für  ^••+*  der  Satz:  Geht  die  r^  Polare  von  x  durch  y,  so  geht  die 
(n  +  l  — r)**  Polare  von  y  durch  x. 

Im  Allgemeinen  liegt  ein  Pol  x  nicht  auf  seiner  Polarfläche  A^  • 
Die  Gesammtheit  der  Punkte  des  Raumes,  welche  auf  ihren  resp.  Polar- 
flächen liegen,  bezeichne  ich  als  die  Ordnungsfläche  oder  auch  kurz 
Fläche  des  Polarsjstems. 

Ist  X  ein  Punkt  der  Ordnungsfläche,  so  berühren  sich  in  ihm  nach 
einem  als  bewiesen  angenommenen  Satze  für  Flächen  n*^'  Ordnung  die 
sämmtlichen  Polaren.  Die  erste  Polare  irgend  eines  Punktes  auf  A^x^ 
geht,  wie  wir  bewiesen  haben,  durch  den  Pol  x.  Das  Bündel  erster 
Polaren,    das   der  Ebene  A^^gn    zugehört,    hat  in  x  einen  gemeinsamen 
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Funkt.  Dies  Polarenbündel  schneidet  ^^«»  in  einem  ebenen  Polameti 
mit  dem  gemeinsamen  Punkte  or.  Solche  Ebenen,  deren  Polametze  einen 
gemeinsamen  Punkt  besitzen,  nenne  ich  Tangentialebenen  von  A'*'^\  den 
gemeinsamen  Punkt  des  Netzes  Berührungspunkt.  Die  Polarsjsteme, 
welche  auf  den  in  A^^n  durch  x  gehenden  Geraden  ausgeschnitten  wer- 
den, sind  natürlich  auch  von  der  speciellen  Art,  dass  sie  den  Punkt  x 
gemeinsam  haben.  Solche  Geraden  nenne  ich  Tangenten  der  Fläche  A"'^^ 
im  Punkte  x.  '  . 

Eine  besondere  Art  von  Polarsystemen  ^4"+*  sind  diejenigen,  bei 
welchen  alle  ersten  Polaren  durch  einen  Punkt  x  gehen.  Bei  dieser  Art 
hat  natürlich  jede  Ebene  durch  x  die  Eigenschaft  einer  Tangentialebene 
von  ^"+*.  Axi  die  Polare  von  ar,  ist  ein  analoges  Gebilde,  ein  Pola^ 
System  mit  dem  gemeinsamen  Punkte  x;  denn  die  erste  Polare  eines 
Punktes  y  für  Ax  ist  identisch  mit  der  ersten  Polare  von  x  für  i^;  sie 
geht  natürlich  mit  A^  durch  x.  Ebenso  besitzen  alle  übrigen  Polaren 
von  X  bis  zur  (n  — 1)^^",  einem  Kegel  zweiten  Grades,  die  ausgezeichnete 
Eigenschaft.  Die  n^°  Polare  von  x  ist  deshalb  unbestimmt.  Einen  Punkt 
X,  welcher  für  ^"+^  diese  ausgezeichneten  Eigenschaften  hat,  nenne  ich 
einen  Doppelpunkt  von  ^+^;  alle  Polaren  des  Doppelpunktes  besitzen 
in  ihm  ebenfalls  einen  Doppelpunkt. 

Die  zweite  Polare  eines  beliebigen  Punktes  y  geht  im  Allgemeinen 
nicht  durch  den  Doppelpunkt  x.  Liegt  aber  y  auf  ^^^^n-i,  der  vorletz- 
ten Polare  von  Xy  so  geht  A^  durch  x  und  es  muss  ^  die  Gerade 
(ar,  y)  in  x  berühren.  Das  auf  einer  Generatriz  {x,  y)  des  Kegels  A*a»'i 
inducirte  Polarsystem  hat  also  die  specielle  Eigenschaft,  dass  die  ersten 
Polaren  aller  Punkte  von  (x^y)  in  x  einen  gemeinsamen  Doppelpunkt 
haben.  Geraden  solcher  Eigenschaft  nenne  ich  Tangenten  von  ^"+'  im 
Doppelpunkte.  Die  Tangenten  in  einem  Doppelpunkte  bilden  also  einen 
Kegel  zweiten  Grades,  welcher  mit  der  (w  — 1)*®"  Polare  des  Doppel- 
punktes identisch  ist.  Wegen  der  Beziehung  von  A\»-i  zu  den  Polaren 
von  X  folgt,  dass  A^"^^  und  die  Polaren  von  x  im  gemeinsamen  Doppel- 
punkte dieselben  Tangenten  haben. 

Wendet  man  den  Begriff  Doppelpunkt  auch  auf  die  Geometrie  von 
einer  und  zwei  Dimensionen  an,  so  kann  man  sagen:  die  Schnitte  von 
^*i+i  mit  einer  Tangente  und  einer  Tangentialebene  haben  im  Berührungs- 
punkte einen  Doppelpunkt.  Die  Tangenten  einer  Fläche  im  Doppel- 
punkte haben  in  diesem  einen  dreifachen  Punkt. 

Haben  zwei  Flächen  -<^+^  und  5"+^  einen  oder  mehrere  Punkte 
gemeinsam,  so  gehen  durch  diese  alle  Flächen  des  Büschels  {A^'^\  ^'^^)i 
denn  es  gehen  nach  dem  entsprechenden  Satze  für  Flächen  n^*'^  Ordnung 
durch  X  alle  Elemente  von  {Ax^  ^"),  d.  h.  die  Polaren  von  x  fftr  alle 
Elemente  von  (^"^S  ^"+*).  Da  nun  durch  Büschelconstructionen  alle 
linearen  Mannichfaltigkeiten   sich  herstellen  lassen,  so  haben  alle  Ele- 
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mente  einer  linearen  Mannichfaltigkeit  die  Punkte  gemein,  welche  die 
confititnirenden  Elemente  gemeinsam  haben. 

Durch  einen  nicht  gemeinsamen  Punkt  x  geht  eine  Fläche  des  Büschels 
(JF-^\  ^+0.  weil  eine  Fläche  aus  (^",  Bl)  durch  x  geht.  Von  den  Flä- 
chen einer  p-fachen  linearen  Mannichfaltigkeit  (-^"+S  ^+S  ...  0"+*,  P»+*) 
geht  durch  x  eine  (p—1)- fache  lineare  Mannichfaltigkeit.  Da  man  näm- 
lich zur  Bestimmung  von  (i/"+>,  ^+S  ...  0"+*,  i>«+*)  die  Flächen  A^^\ 
^+S...0"+^  durch  diejenigen  Flächen  ./''+*,  5' «+S  ...  0'"+^  aus 
(^+S  i>«+0,  (^+^  ^"+0»  •••  (Ö""^S  ^"+0»  welche  durch  x  gehen,  er- 
setzen kann,  und  da  im  Allgemeinen  von  den  Flächen  eines  Büschels 
nur  eine  den  Punkt  x  enthält,  so  bekommt  man  alle  durch  x  gehenden 
Flächen  von  (i^»+S  ^■+S  ...  0"+S />"+*),  wenn  man  die  (p  —  1)- fache 
Mannichfaltigkeit  (^»+S  Ä'"+S  . . .  0'»+^  construirt. 

Die  Gresammtheit  aller  Flächen  des  Raumes  bilden  eine  f(n  +  iy 
fache  lineare  Mannichfaltigkeit,  die  durch  einen  Punkt  gehenden  folglich 
eine  {/'(/i-f-l) —1{. fache  Mannichfaltigkeit;  in  letzterer  die  durch  einen 
weiteren  Punkt  gehenden  eine  {/'(n-|-l)  —  2| -fache  u.  s.  w.  Im  Allgemei- 
nen bilden  alle  Flächen,  die  durch  p  Punkte  gehen,  eine  {/'('> +  l)—p| - 
fache  lineare  Mannichfaltigkeit.  Im  Besondem  geht  durch  /*(»  +  !) 
^(«+2)(yi+3)(n  +  4)_^  Punkte  nur  eine  Fläche  (n  +  1)*«  Ordnung. 

In  derselben  Weise  folgt,  dass  eine  ebene  Curve  (n  +  1)*^'  Ordnung 

durch  ^: ^  '^^^   ®^^^  binäre   Form    («  +  !)*•'   Ordnung    durch 

(n  +  l)  Punkte  bestimmt  ist. 

§7. 

Von  der  binären  Form  (n+1)^"  Ordnung  lassen  sich  noch  einige 
Eigenschaften  beweisen,  welche  dann  wieder  auch  für  Curven  und  Flä- 
chen von  Bedeutung  sind. 

Auf  einer  Geraden  sei  eine  binäre  Form  n^^°  Orades  B^  und  ein 
Punkt  0  gegeben ;  die  durch  a  repräsentirte  binäre  Form  sei  A^,  Ich  will 
nun  zeigen,  dass  A^  und  B^  zusammengenommen  sich  als  eine  Form 
{«+!)**"  Grades  darstellen  lassen,  die  ich  dann  mit  C'+^^A^B^  be- 
zeichne. Indem  ich  wieder  die  entsprechende  Eigenschaft  für  Formen 
von  niederem  Grade  als  n  für  bewiesen  annehme  und  ebenso  als  bewie- 
sen annehme,  dass  die  Polare  eines  Punktes  x  für  eine  Form  RS*"^ 
dem  Büschel  (S"""*,  BSl^"^)  angehört,  gilt  Folgendes.  Es  giebt  ein  Büschel 
von  Formen  («  +  !)*"  Ordnung,  für  welche  a  und  A^B""^  Pol  und  Polare 
wnd.  Die  Polaren  eines  Punktes  x  für  diese  Formen  («-f-l)*"  Ordnung 
bilden  die  Gesammtheit  der  Formen  n^  Ordnung,  welche  mit  A^ Bl"^ 
der  Eigenschaft  der  gemischten  Polaren  genügen,  also  das  Büschel  von 
Formen,  für  welche  a  und  {A^Bl''^)^\   die  Polare  von  x  für  A^  b2^\ 
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Pol  und  Polare  sind;  dieses  Büschel  sei  (/?,&").  (fx^Ol)  bat  mit 
(^B^yA^B^"  )  eine  Form  Cj  gemeinsam;  denn  das  Polarenbüscbel  ron  a 
für  {B^,A^K~^)  ist  (i^;-*,  i^i^J^,  und  letzterem  gebort,  wie  wir  als 
bewiesen  angenommen  baben,  (^j^"~~')j^  an,  die  Polare  von  a  für 
{Px^Ox)'  Lassen  wir  x  die  Gerade  durcblaufen,  so  bilden  die  Büschel 
(^",  A^BZ~  ),  da  ihnen  ß^  gemeinsam  ist  and  die  Formen  A^  El^^^  ein 
Büschel  bilden,  ein  Bündel  (^,  A^Bl''\  ^i^"~');  die  Formen  (^*^;"0«* 
bilden  ein  Büschel  [(^'^^"O*  \  (>^^^"~0y  J-  S^cht  man  nun  au  allen 
Punkten  x  der  Geraden  die  gemeinschaftliche  Form  der  Büschel  (/^,  Qs) 
und  (B^.A^ßl'^),  d.  h.  in  (5»,  ^i5"~*)  die  Form,  für  welche  a  und 
{A^Ba^  )j  Pol  und  Polare  sind,  so  erh&lt  man  ein  Büschel;  denn  in 
einem  Bündel  bilden  die  Formen ,  Rlr  welche  die  Polaren  eines  Punktes 
ein  Büschel  sind ,  selbst  ein  Büschel.  Ordnet  man  nun  jedem  Punkte  x 
die  gemeinsame  Form  von  (i^,  ö")  iiod  (^",  -^^^^i"*),  dem  Punkte  a  die 
Form  A^B^"  zu,  so  haben  wir  ein  Büschel  von  Formen  (A^B^~'^yCl\ 
welche  mit  A^B^'  der  Eigenschaft  der  gemischten  Polaren  genügen. 
Dies  Büschel  reprftsentirt  also  eine  Form  (fi  +  1)^*'  Ordnung  ^""^^  Zu 
den  reellen  Punkten  von  C"+^  gehört  zunächst  a ,  da  A  ein  Punkt  seiner 
Polare  A^B^"  ist.  Femer  ist  jeder  reelle  Punkt  b  von  B^  ein  Punkt 
von  C"+^;  denn  Ci  gehört  zu  dem  Büschel  X^,  i^^^""^),  das  in  diesem 
Falle  in  6  einen  gemeinsamen  Punkt  hat. 

Im  Anschluss  hieran  folgt  nun  sofort,  dass  eine  Form  (n  +  1)**^ 
Ordnung  höchstens  n  +  1  reelle  Punkte  haben  kann.  Sind  nämlich  n -{- 1 
Punkte  gegeben ,  so  kann  man  die  durch  sie  nach  S.  283  bestimmte  Form 
construiren,  indem  man  zuerst  die  durch  n  Punkte  bestimmte  Form  B^ 
construirt  und  dann  aus  B^  und  dem  letzten  Punkte  —  er  sei  a  — 
C^-^^=L  A^B^.  Hätte  nun  6""+^  ausser  den  w  +  1  Punkten  noch  einen 
reellen  Punkt  d^  so  müsste  man  C"+^  auch  aus  d=iD  und  B^  construiren 
können.  Es  würde  C?  gleichzeitig  zu  (^",  A^Bl~^)  und  zu  (^,  D^J^"^) 
gehören,  B^  also  zu  {A^Bl"^,  D^Bl"^).  Jeder  Punkt  von  ^i"*  müsste 
auch  ein  Punkt  von  B^  sein«  Ist  nun  aber  y  ein  beliebiger  Punkt  der 
Geraden  und  x=iB^yn-v  seine  letzte  Polare,  so  ist  y  ein  Punkt  von 
^"~^.  Es  müsste  also  ein  beliebiger  Punkt  y  ein  Punkt  von  B^  und 
und  damit  auch  von  C"+^  sein.  C"+^  hätte  dann  mit  einer  beliebigen, 
durch  n  +  1  Punkte  bestimmten  Form  die  bestimmenden  Elemente  ge- 
meinsam, es  gäbe  nur  eine  Form  (n  +  1)^^''  Ordnung,  was  der  Wirklich- 
keit widerspricht. 

Da  Curven  und  Flächen  auf  einer  Geraden  Polarsjsteme  gleicher 
Ordnung  induciren,  so  gilt  noch  der  Satz:  Curven  und  Flächen  (n  +  1)^ 
Ordnung  enthalten  von  einer  Geraden  höchstens  n+l  oder  alle  Punkte. 

Striegau,  im  September  1878. 
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XIX. 

üeber  die  Verwendung  des  Pendels  zur  graphischen 
Darstellnng  der  Stimmgabelcnrven. 

Von 

J.  Hagen,  S.  J. 


Hierzu  Taf.  IV  und  Kiangfigurentafeln  I  u.  II. 


Um  die  Schwingtingszahlen  einzelner  Töne,  sowie  die  Verhältnisse 
der  Schwingungszahlen  der  Zweiklängo  zn  bestimmen,  wendet  man  drei 
verscbiedene  Metboden  an,  die  akustische,  die  optische  und  die  graphische. 
Die  bei  der  ersten  Methode  gewöhnlich  zur  Verwendung  kommenden 
Instrumente  sind  das  Monochord  und  die  verschiedenen  Sirenen,  die  bei 
der  zweiten  Methode  meist  angewandten  sind  die  Kaleidephone  von 
Wheatstone*  und  Melde,**  die  Vibrationsspiegel  und  der  Comparator 
von  Lissajous  (nach  welchem  Physiker  die  Stimmgabelcnrven  auch  als 
Lissajous^sche  Curven  bezeichnet  werden),  das  Vibrationsmikroskop 
von  Helmholtz,  Eoenig's  manometrische  Flammen,  während  zur  drit- 
ten Methode  die  verschiedenen  Phonautographen  gehören,  welch'  letz- 
tere theils  aus  Stimmgabeln  (wie  der  von  Weber,  Duhamel,  König 
und  Wertheim),  theils  aus  Saiten  (wie  der  von  Wertheim),  theils  aus 
Membranen  (wie  der  von  Scott  und  König)  verfertigt  werden. 

Von  jeher  haben  die  Physiker  sich  bemüht,  die  akustischen  Experi- 
mente auch  dem  Auge  zugänglich  zu  macheu,  und  in  der  That  hat  die 
optische  Methode  eine  solche  Vollkommenheit  erlangt,  dass  Guillemin 
iu  seinen  „Forces  de  la  nature^*^  mit  Recht  sagen  konnte,  ein  Tauber  sei 
im  Stande,   Töne  mit  grösserer  Genauigkeit  zu  vergleichen,   als  es  dem 


*  Eine  kurze  Theorie  dieses  Instrumentes  hat  Herr  Edward  Sang  im 
Edinburgh  new  PküosopMcdl  Journal  (1832,  S.  808)  unter  dem  Titel:  ,^nalysi8 
of  Ihe  vibrcUion  of  wireaf*  mitgetheilt.    Yexgl,  auch  Pogg.  Ann.  1827,  Bd.  86. 

**  Pogg.  Ann.  1862,  Bd.  115.  Das  Werk  dieses  Autors:  „Die  Lehre  von  den 
Schwingongscuiven'*,  hatte  ich  bei  Abfassung  dieser  Abhandlung  nicht  zur  Hand, 
ebenso  wenig  die  Arbeiten  von  Lissajous  in  den  Compt*  Bend,  1855,  T,41,  43, 
U.    Ann.  d.  chim.  1857,  III.  ser.  T.  51, 

Digitized  by  VjOOQIC 


286  Ueber  die  Verwendung  des  Pendele  etc. 

feinsten  Ohre  je  gelingen  werde.  Die  graphische  Methode  ist  indessen 
hinter  der  optischen  zurückgeblieben,  weil  eben  die  Schnelligkeit  elasti- 
scher Schwingungen  die  erstere  ebenso  sehr  erschwert,  wie  sie  letztere 
begünstigt. 

Es  lag  demnach  der  Gedanke  nicht  fem,  für  die  graphische  Methode 
einen  Körper  zu  wählen,  der  die  Schwingungen  elastischer  Körper  mit 
grösserer  Langsamkeit  ausführt,  nämlich  das  Pendel,  und  in  der  That 
ist  dieser  Gedanke  auch  keineswegs  neu  und  wurde  in  letzter  Zeit  nament- 
lich in  England  weiter  verfolgt.  Schon  im  Jahre  1844  soll  Professor 
Blackburn  in  Glasgow  ^ine  Construction  des  Pendels  erfunden  haben, 
die  den  Pendelkörper  in  zwei  zu  einander  senkrechten  Vertikalebenen 
schwingen  und,  wenn  er  aus  beiden  Ebenen  herausgezogen  wurde,  die 
L i SS ajous' sehen  Curven  beschreiben  liess.  Dieselbe  ist  in  ihrer  ein- 
fachsten Form  in  Taf.  IV  Fig.  1  dargestellt  und  wurde,  soviel  mir  bekannt 
ist,  zuerst  von  Herrn  William  Swan,  Professor  an  der  Universität 
St.  Andrews,  zur  graphischen  Darstellung  der  Stimmgabelcurven  benutzt. 
Eine  seiner  Methoden  bestand  darin,  dass  er  am  untern  Ende  des  Pen- 
delkörpers aus  einer  feinen  Oeffnung  Sand  ausströmen  liess.  In  den 
Vorlesungen  liess  er  die  Zeichnungen  auch  durch  elektrische  Funken 
ausführen,  indem  er  Drähte  von  weichem  Eisen  zur  Aufhängung  benutzte, 
den  Pendelkörper  an  seinem  untern  Ende  mit  einer  Metallspftze  versah 
und  den  einen  Pol  eines  Buhmkorf fischen  Inductionsapparates  mit 
einem  der  beiden  Aufhängepunkte  des  Pendels  verband,  während  der 
andere  Pol  mit  einem  Staniolplättchen  in  Verbindung  stand,  das  auf 
einem  Tische  unmittelbar  unter  der  erwähnten  Metallspitze  lag.  Legte 
er  dann  ein  präparirtes  Papier  auf  das  Staniolplättchen,  so  gab  ein 
einziges  Grove*sches  Element  einen  hinreichend  starken  Strom,  um 
Funken  von  der  Metallspitze  nach  dem  Staniolplättchen  überspringen  zu 
lassen,  welche  dann  die  Bahn  des  Pendelkörpers  bezeichneten  und  überdies 
durch  ihre  verschiedenen  Entfernungen  die  verschiedenen  Geschwindig- 
keiten angaben. 

Eine  dritte  Art  von  graphischer  Methode  wandte  Herr  Hubert  Airy 
an,  indem  er  ein  Glasröhrchen  mit  fein  ausgezogener  Spitze  und  mit 
Dinte  gefüllt  am  untern  Ende  des  Pendelkörpers  befestigte  und  unter 
demselben  ein  Blatt  Papier  mittelst  elastischer  Bänder  horizontal  aus- 
spannte. Doch  war  sein  Apparat  in  praktischer  Beziehung  noch  sehr 
unvollkommen.  Eine  ausführliche  Beschreibung  seiner  Methode  findet 
man  in  der  „Nature"  17.  August  und  7.  September  1871. 

Später  hat  Herr  Tisley  die  Methode  des  Herrn  Airy  sehr  vervoll- 
kommnet durch  Construction  seines  „Harmonograph***,  der  auch  im  Jahre 

*  Der  Name  soll  wohl  andeuten,  dass  der  Apparat  nur  die  Intervalle  der 
harmonischen  Tonleiter,  deren  Schwingungszahlen  die  natürlichen  Zahlen  t,  8, 3,  • . . 
sind,  darstellen  kann. 
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1876  in  London  ausgestellt  war  und  an  haben  ist  bei  Tisley  «id  Spill  er, 
Optieians,  172  Brompton  Road,  London,  S.W.  Da  aber  der  Preis  dieses 
Apparates  mit  dessen  wissenschaftlicher  Bedeutung  in  einem  ungünstigen 
Verhütnisse  steht  —  der  Harmonograph  kostet  in  seiner  vollkommensten 
Form  über  400  Mk«  — ,  so  hat  Herr  Browning  seinen  „Sympalmograph^** 
swar  nach  demselben  Princip,  aber  in  einfacherer  Form**  construirt 
(John  Browning,  63,  Strand,  London).  Indessen  kostet  auch  dieser 
Apparat  immerhin  noch  70  Mark.  Es  möchte  deshalb  nicht  ganz  über- 
flüssig sein,  eine  Construction  kennen  zu  lernen,  die  Jeder  ohne  Kosten 
und  ohne  grosse  Mühe  selbst  ausführen  kann,  die  aber,  was  Schön- 
heit und  Präcision  ihrer  Leistungen  betrifft,  der  Tisley 'sehen  und 
Brown  in  gesehen  zum  wenigsten  nicht  nachsteht,  wovon  sich  Jeder  Über- 
zeugen wird,  der  Gelegenheit  hat,  die  beiliegenden  Illustrationen  (Klang- 
fignrentafeln  I  u«  II)  mit  Producten  der  erwähnten  Apparate  zu  vergleichen. 
Den  Apparat,  der  im  Folgenden  beschrieben  werden  soll,  hatte  ich* 
im  Herbste  1877  Gelegenheit,  in  dem  in  England  bekannten  Stonyhurst 
College  zu  sehen.  Der  dortige  Professor  der  Physik  und  Chemie,  Herr 
John  Dobson,  hatte  ihn  selbst  construirt  und  war  so  freundlich,  mir 
die  ganze  Einrichtung  unQ  Behandlung  desselben  eingehend  zu  erklären, 
so  dass  es  mir  ein  Leichtes  war,  denselben  in  Verbindung  mit  einem  in 
mechanischen  Arbeiten  sehr  gewandten  Collegen,  Herrn  Jutz,  nachzu- 
coDstruiren.  Im  Ein  verstand  niss  mit  Herrn  Professor  Dobson  theile  ich 
nun  die  Beschreibung  seines  Apparates,  sowie  unsere  beiderseitigen  Er- 
fahmngen  in  Behandlung  desselben  mit.  Es  ist  zwar  das  Princip,  die 
Lissajous^schen  Cnrven  durch  Pendelapparate  darzustellen,  auch  in 
Deutschland  längst  bekannt.  Der  Pendelapparat  von  Eisenlohr  ist 
indessen  nur  für  die  optische  Methode  eingerichtet  und  hat  vordem 
Black burn^ sehen  Pendel  nur  den  Vorzug,  dass  er  auch  schiefwinklige 
Composition  gestattet,  was  dem  Umstände  zuzuschreiben  ist,  dass  er  aus 
zwei  völlig  getrennten  Pendeln  besteht.  Der  Pendelapparat  von  Mos*** 
vereinigt  beide  Schwingungen  in  einem  Pendelkörper,  aber  so,  dass  die 
Ebene,  welche  man  für  kleine  Amplituden  durch  die  Bahn  desselben 
legen  kann,  ziemlich  stark  gegen  die  Horizontalebene  geneigt  ist.  Infolge 
deBsen  eignet  sich  dieser  Apparat  auch  besser  für  die  optische,  als  für 
die  graphische  Methode,  und  in  der  Tbat  wird  er  für  letztere  nur  inso- 
fern benutzt,  als  man  die  schwingende  Kugel  mit  einer  Spitze  versieht 
und  in  Staub  schreiben  lässt.     Es  bleiben  deshalb  die  Leistungen  dieses 


*  Von  naXfitSg,  6^  das  Schwingen. 

**  und  more  reaaonable  in  price,  wie  er  sich  in  einer  kleinen  Schrift  „Hie 
SympaJmograph**  ausdrückt 

***  Po  gg.  Ann.  1864,  Bd.  121.  Mehrere  der  hier  angeführten  Notizen  und 
Citate  habe  ich  dem  Werkchen  von  Dr.  Pisko:  „Die  neueren  Apparate  der 
AkuÄtik«,  Wien  1865,  entlehnt 
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Apparates  noch  hinter  denen  des  Sw an* sehen  zurück.  Später  soll  Hen 
Enoblanch  ein  Pendel  constmirt  haben,  welches  die  Figaren  mit  Dinte 
anf  Papier  zeichnet;  ob  es  aber  Vollkommeneres  leistet,  als  der  Apparat 
Ton  H.  Airy,  ist  mir  nicht  bekannt.  Dass  die  roUkommeneren  und 
kostspieligeren  Apparate  von  Tisley  und  Browning  in  Deutschland 
noch  keine  Verbreitung  gefunden  haben ,  ist  mir  von  mehreren  Freunden 
versichert  worden. 


I.    Theoretischer  Theil. 

1.  Da  das  Pendel  nach  demselben  Gesetze  schwingt,  wie  die  freien 
Enden  der  Stimmgabeln  (wobei  selbstverständlich  beiderseits  nur  kleine 
Amplituden  in  Betracht  kommen),  so  lassen  sich  die  Bewegungen  der 
'letzteren  durch  Pendelschwingungen  in  verlangsamter  Form  darstellen. 
Dass  nun  zwei  ebene  schwingende  Pendel  auf  unser  Ohr  nicht  denselben 
Eindruck  machen,  wie  zwei  tönende  Stimmgabeln,  rührt  einfach  daher, 
dass  dasselbe  für  so  langsam  aufeinander  folgende  Schallwellen,  wie  sie 
das  Pendel  erzeugt,  nicht  empfänglich  ist.  Würde  man  ferner  zwei  in 
verschiedener  Bichtung  schwingende  Pendelkörper  mit  Spiegeln  versehen, 
ähnlich  wie  bei  dem  bekannten  Experiment  von  Lissajous,  und  durch 
dieselben  einen  Lichtstrahl  auf  einen  Schirm  projiciren,  so  würde  daselbst 
ein  leuchtender  Punkt  genau  die  Lissajous*  sehen  Curven  beschreiben, 
man  würde  aber  wieder  wegen  der  Langsamkeit  der  Bewegung  nie  die 
ganze  Figur  in  einem  Linienzuge  sehen.  So  wenig  sich  also  das  Pendel 
für  die  akustische  und  optische  Methode  eignet,  so  sehr  begünstigt  seine 
Langsamkeit  die  graphische  Methode. 

Aus  den  von  zwei  Pendeln  gezeichneten  Stimmgabelcurven  wird  man 
allerdings ,  eben  weil  das  menschliche  Ohr  deren  Schallwellen  nicht  wahr- 
nimmt, keine  theoretischen  Resultate  ableiten  können;  dieselben  werden 
aber  sehr  dienlich  sein,  um  in  einer  Vorlesung  die  Lissajous* sehen 
Curven  zu  erklären ,  ja  man  kann  sie  fUr  sehr  grosse  Auditorien  benutzen, 
indem  man  die  Pendel  auf  geschwärztes  Glas  schreiben  lässt  und  die 
entstandene  Figur  nach  der  Methode  von  Desains  projicirt.*  Kann 
demnach  das  graphische  Pendel  mit  den  Vibrationsspiegeln  von  Lis- 
sajous, was  die  wissenschaftliche  Bedeutung  der  Apparate  anbe- 
langt, in  keinen  Vergleich  kommen,  so  haben  doch  die  von  Ersterem 
gelieferten  Zeichnungen  und  namentlich  die  erwähnten  Projectioneu  den 
Vortheil,  dass  sie  gross  sind,  immer  in  Ruhe  bleiben  und  nicht  nur  eine 
Schwingung,  sondern  die  ganze  Bewegung  von  der  grössten  Aroplitade 
bis  zum  Verschwinden  derselben  in  einem  Bilde  darstellen. 


*  Kosmos  1864,  Bd.  24  S.  547. 
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2.  Um  nnn  zwei  Pendelschwingungen  Ton  verscliiedener  Richtung 
zur  graphischen  Darstellung  der  Stimmgabelcurven  zu  verwerthen,  kann 
man  entweder  die  eine  Schwingung  auf  das  Papier  und  die  andere  auf 
den  Schreibstift,  oder  aber  beide  Bewegungen  auf  letztern  allein  über- 
tragen. Im  erstem  Falle  sind  zwei  getrennte  Pendelkörper  erfor- 
derlich, im  letztern  kann  man  wieder  entweder  den  Schreibstift  durch 
Hebelarme  mit  zwei  getrennten  Pendelkörpern  in  Verbindung 
bringen  oder  auch  beide  Schwingungen  in  einem  Pendelkörper  ver- 
einigen. Die  ereteren  zwei  Methoden  hat  Tisley  angewandt.  Seine 
beiden  Pendel  bestehen  in  beiden  Fällen  aus  Metallstangen  von  etwa 
1  m  Länge,  die  an  ihrem  unteren  Ende  verschiebbare  Gewichte  tragen 
und  etwas  unter  dem  oberen  Ende  mittelst  Messerschneiden  aufgehängt 
sind,  während  der  Schreibapparat  an  ihrem  oberen  Ende  angebracht  ist.* 
Die  dritte  Methode  wurde  von  den  Herren  W.  Swan  und  H.  Airy  be- 
folgt und  findet  sich  ebenso  in  dem  Apparat  des  Herrn  Prof.  Dobson 
verwirklicht.  Was  nun  die  Vergleichung  der  drei  Constructionsmethoden 
anbelangt,  so  hat  die  dritte  gegen  die  beiden  ersten  zwei  Nachtheile; 
erstlich  kann  sie  (wenigstens  ohne  besondere  Vorrichtung)  den  Einklang 
(1:1)  nicht  darstellen  und  zweitens  können  die  beiden  componirenden 
Schwingungen  keinen  beliebigen,  sondern  nur  einen  rechten  Winkel  mit- 
einander bilden.  Man  vergleiche  hierüber  die  folgende  Nummer  und  die 
Anmerkung  *  S.  298.  Es  ist  ferner  nicht  schwer,  sich  davon  zu  über- 
zeugen, dasB  bei  allen  drei  Methoden  die  Pendel  in  gleicher  Weise 
sowohl  aus  Schnüren,  als  auch  aus  Metaltstangen  hergestellt  werden 
können.  Bringt  man  im  letzteren  Falle  noch  weitere  verschiebbare  Ge- 
wichte über  den  Aufhängepunkten  an,  so  kann  man  mit  kurzen  Pen- 
delstangen sehr  langsame  Schwingungen  erzielen,  während  man  im  erstem 
Falle  für  die  Schwingungsverhältnisse,  die  unter  1:2  liegen,  schon  ziem- 
lich lange  Pendel  gebraucht.  Herr  Browning  hat  auch  solche  Pendel, 
die  unter  und  über  ihren  Aufhängepunkten  mit  verschiebbaren  Gewichten 
versehen  sind,  nach  einem  von  Morgan-Brown  entworfenen  Plane  aus- 
geführt und  liefert  dieselben  unter  dem  Namen  „Meirofwme  Sympalmograph^' 
um  90  Mk.  Es  mag  demnach,  theoretisch  betrachtet,  die  Methode  von 
Tisley  und  Browning  der  Dobson  ^schen  vorzuziehen  sein.  Wernes 
aber,  wie  schon  erwähnt,  darauf  tinkommt,  ohne  besondern  Aufwand  von 
Geld  und  Mühe  den  Apparat  selbst  zu  construiren,  der  wird  der  Dobsou- 
schen  Methode  den  Vorzug  geben. 

3.  Zunächst  soll  nun  der  Apparat  des  Herrn  Prof.  Dobson  in 
seiner  einfachsten  Form  erklärt  und  gezeigt  werden,  dass  die  von  seinem 


*  Eine  ausführlichere  Beschreibung  des  Tisley* sehen  Harmonographen  findet 
man  im  ,JEngmeering"  Feb,  6,  1S74, 

Z«ita«hzift  t  Mathematik  n.  PhTiik  XXIV,  5.  19 
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Pendel    ausgeführte   Bewegung    sich    als  Superposition   zweier  einfacher 
Pendelschwingungen  betrachten  lässt. 

Von  zwei  festen  Punkten  a  und  b  (Taf.  IV  Fig.  1)  gehen  zwei  gleich- 
lange Fäden  aus,  die  sich  in  c  vereinigen,  von  wo  aus  noch  ein  ein- 
facher weiter  geht  bis  zum  Pendelkörper  m.  Der  Mittelpunkt  d  von  06 
sei  vertikal  über  dem  Ursprünge  0  eines  horizontal  liegenden  Coordina- 
tensystems  {oc^y).  Legt  man  dessen  a;-Axe  parallel  ab^  dann  trifft  de 
in  seiner  Verlängerung  fortwährend  die  ty-Axe,  wie  auch  der  Punkt  m 
unter  dem  Einflüsse  der  Schwere  sich  bewegen  mag.  Diese  Linie  de  bilde 
mit  der  Vertikalen  ^0  den  Winkel  t^;  und  mit  dem  Faden  cm  den  Win- 
kel (p.  Nun  leuchtet  sofort  ein ,  dass  die  vier  Punkte  a ,  6,  c,  m  infolge 
der  Spannung  fortwährend  in  einer  Ebene  liegen,  folglich  die  Ebenen 
der  Winkel  <p  und  if;  auf  einander  senkrecht  stehen.  Denken  wir 
uns  weiter  durch  c  eine  Vertikale  gelegt  und  um  c  als  Mittelpunkt  mit 
cm  als  Radius  eine  Kugel  beschrieben,  dann  werde  letztere  von  der  er- 
wähnten Vertikalen  in  q  und  von  de  in  p  getroffen;  endlich  sei  cm  =  l^ 
dp  =  L.  Zerlegt  man  dann  die  Schwerkraft  g  in  zwei  rechtwinklige  Com- 
ponenten,  von  denen  die  eine  in  der  Richtung  von  l  liegt,  so  ist  die 
andere  offenbar  Tangente  des  Bogens  mg.  Erstere  wird  durch  die  Festig- 
keit des  Fadens  aufgehoben,  letztere  hat,  wenn  der  Punkt  m  die  Masse 

1  besitzt,  den  Werth  gsin{mcg)  oder  für  kleine  Amplituden  y.»»^.    Da 

man   aber  das  rechtwinklige  Dreieck  mpq  als  eben  betrachten  kann,  so 

hat  man  unmittelbar  für  die  rechtwinkligen  Componenten  von  j»mq  die 

Ausdrücke 

j.mp   und    j.pq=j-.pq\ 

wo  q'  der  Schnittpunkt  des  Bogens  pq  mit  der  Vertikalen  dO  ist  Be- 
stimmt man  die  Lage  des  Punktes  m  durch  die  Coordinaten  x  und  ^, 
so  hat  man  also  für  die  den  Coordinaten axen  parallel  wirkenden  Com- 
ponenten der  den  Punkt  m  bewegenden  Kraft  die  Ausdrücke 

Das  sind  aber  dieselben  Kräfte,  wie  sie  an  zwei  getrennten  ebenen  Pen- 
deln resp.  mit  den  Längen  l  und  L  wirken  würden ,  woraus  sich  sogleich 
weiter  ergiebt,  dass  man  sich  die  Bewegung  des  Pendelkörpers  m  ent- 
standen denken  kann  durch  Superposition  zweier  Pendelschwingungen, 
von  denen  die  eine  mit  der  Pendellänge  /  parallel  der  a:-Axe,  die  an- 
dere mit  der  Pendellänge  Z  parallel  der^-Axe  ausgeführt  wird.  Es  wird 
demnach  in  der  That  der  Pendelkörper  m  je  nach  dem  Verhältnisse  der 
beiden  Pendellängen  die  verschiedenen  Stimmgabelcurven  beschreiben. 
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4.  Es  ist  nun  ein  Leichtes,  das  Verhftltniss  der  beiden  Pen- 
dellangen so  sn  bestimmen,  daas  tn  eine  verlangte  Canre  beschreibt. 
Deon  anf  nnser  Pendel  lassen  sich  nach  3.  unmittelbar  die  fttr  das  ebene 
Pendel  geltenden  Formeln  anwenden 

A  D 


t,  A  =  .fp    B^.fl, 


woriD  t  die  Zeit  überhaupt,  A  und  B  die  Dauer  einer  halben  Schwing- 
nDg,*  a  und  b  die  Amplituden  und  /«  und  h  die  Pendellängen  bezeich- 
nen,  während  a  und  ß  zwei  Constanten  sind,  welche  den  Anfang  der 
Zeit  und  den  Phasenunterscbied  der  beiden  Schwingungen  bestimmen.** 
Soll  also  das  erste  Pendel  n«  Schwingungen  machen,  während  das 
zweite  n^  derselben  ausführt,  so  hat  man 

Vain^^  BiA-=yhxyTa 
oder 


"  't=©'. 


d.  h.  die  Pendellängen  verhalten  sich  umgekehrt,  wie  die  Quadrate  der 
Schwingungszahlen. 

5.  Obwohl  die  mathematische  Theorie  der  Stimmgabelcurven  ausser 
dem  Bereich  dieser  Abhandlung  liegt,  so  mögen  dennoch  die  folgenden 
Erörterungen  gestattet  sein ,  da  sich  der  zweite  Theil  theilweise  auf  die- 
selben stützen  wird.  Zudem  dürfte  die  Dr ach* sehe  Eliminationsmethode 
vielleicht  manchem  Leser  neu  sein. 

Zunächst  soll  eine  geometrische  Constructionsmethode  der 
Stimmgabelcurven  erwähnt  werden,  welche  der  in  Anmerkung  *  8.  285 
citirten  Abhandlung  des  Herrn  Sang  vom  Jahre  1832  entnommen  ist. 
Bringen  wir  die  Gleichungen  1)  durch  Aenderung  der  Constanten  a  und 
j3  auf  die  Form 

4)  «  =  aco5— i-j — ',     y^bcos    ^       , 

Bo  zeigen  dieselben ,  dass  die  Projectionen  des  bewegten  Punktes  auf  die 
rechtwinkligen  Axen  zusammenfallen  mit  den  gleichnamigen  Projectionen 
zweier  anderer  Punkte,  die  man  sich  je  einen  mit  dem  Badius  a,  resp.  b 
um  den  Ursprung  beschriebenen  Kreis  mit  gleichförmiger  Geschwin- 
digkeit durchlaufend  denkt.     Construirt  man  also  (Fig.  2  u.  3)  aus  den 


*  Es  ist  also  die  Dauer  einer  ganzen  Schwingung  die  Zeit,  in  welcher  der 
Pendelkörper  die  Strecke  4  a,  resp.  4&  zurücklegt. 

**  Eine  YerwechBelung  mit  den  in  Fig.  1  gebrauchten  Bezeichnungen  ist  wohl 
nicht  zu  befürchten.  Statt  des  früheren  Zeichens  L  ist  jetzt  h  gesetzt,  das  nun 
Bowohl  das  kürzere,  als  auch  das  längere  Pendel  bezeichnen  kann. 
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Strecken  2  a  und  26  ein  Rechteck  nnd  über  zwei  aneinanderstossende 
Seiten  Halbkreise,  tbeilt  man  ferner  jeden  dieser  Halbkreise  in  eine  An- 
zahl gleicher  Theile,  so  dass  diese  Zahlen  für  die  Halbkreise  a  und  h 
sich  verhalten  wie  ^:B^  fällt  man  ferner  von  diesen  Theilungspnnkten 
Senkrechte  aa4^  die  Durchmesser  2  a  und  26  und  verlängert  dieselben 
durch  das  Rechteck  hindurch,  so  wird  die  Stimmgabelcurve  je  nach  dem 
Phasenunterschiede  der  beiden  Schwingungen  durch  die  verschiedenen 
Schnittpunkte  der  genannten  Perpendikel  gehen,  aber  so,  dass  nur  die 
vier  Seiten  des  Rechtecks  Tangenten  der  Curve  sein  können,  da  sie 
eben  die  Amplituden  darstellen,  während  die  genannten  Perpendikel  von 
der  Curve  nicht  berührt,  sondern  geschnitten  werden.  So  ist  jede  Stimm- 
gabelcurve mit  rechtwinkligen  Bewegungscomponenten  in  ein  Rechteck  mit 
den  Seiten  2a  und  26  eingeschlossen,  das  sich  aber  infolge  der  Reibnne 
der  schwingenden  Körper  immer  mehr  verengert.  Stehen  die  compo- 
nirenden  Schwingungen  nicht  aufeinander  senkrecht,  so  verwandelt  sich 
dieses  Rechteck  in  ein  schiefwinkliges  Parallelogramm.  Wir  wollen  das- 
selbe „  Amplitudenparallelogramm^*  nennen.  Die  oben  beschriebene 
Eintheilung  der  Seiten  kann  man  in  diesem  Falle  auf  doppelte  Weise 
machen,  wie  dies  Fig.  4  näher  angiebt  und  wie  man  auch  durch  leichte 
Rechnung  bestätigt  findet.  Mittelst  der  obenerwähnten  Constructions- 
methode  kann  man  sich  dann  eine  Vorstellung  davon  machen,  wie  die 
Stimmgabelcurven  in  diesem  Falle  sich  gestalten. 

Da  sich  mit  dem  beim  Beginn  der  Bewegung  stattfindenden  Phasen- 
unterschiede auch  die  Gestalt  der  Curve  ändert,  so  gehören  zu  einem 
und  demselben  Schwingnngsverhältnisse  auch  unendlich  ^ele  verschiedene 
Curven,  unter  denen  sich  aber  immer  zwei  ausgezeichnete  Fälle  befinden, 
die  wir  die  Haupttypen  nennen  können.  In  dem  ersten  Falle  ist  die 
Curve  keine  vollständige  Schlinge,  sondern  ein  begrenztes  Stück  einer 
unendlichen  Curve,  im  andern  Falle  ist  sie  eine  Schlinge  mit  vier  sym- 
metrischen Quadranten.  Als  mathematischen  Ausdruck  der  beiden  Fälle 
kann  man  unter  anderen  die  folgenden  wählen: 

für  den  ersten  Haupttypus     /3  — a  =  0, 

und  für  den  zweiten  Haupttypus  /5— a  =  -^. 

Der  Beweis  liegt  in  den  unten  folgenden  Eliminationsgleichungen 
7)  und  9). 

Herr  Perigal,  der  diese  Curven  vor  etwa  40  Jahren  durch  eine  eigene 
Maschinerie  graphisch  dargestellt  hat,  nennt  die  erstere  Gattung  ,»Sypho- 
noids'*,  die  letztere  „Lemnoids".  In  der  Royal  Society^  der  Astronomical  Society 
und  der  Royal  Institution  finden  sich  Sammlungen  der  PerigaTschen  Cur- 
ven. Worin  das  Princip  der  Per igaT sehen  Maschinerie,  das,  soviel  ich 
erfahren  konnte ,  auf  zusammengesetzter  Kreisbewegung  beruht,  bestehe, 
lässt  sich  aus  der  oben  angeführten  geometrischen  Constructionsmethode 
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leicht  erratben.  Befestigt  man  nämlich  in  dem  Kreuzungspunkte  der 
beiden  in  Fig.  5  dargestellten  Schienen  AjCi^  und  b^b^  einen  Schreibstift 
nnd  verbindet  zwei  sich  nicht  gegenüberliegende  Scheiben  so,  dass  ihre 
Umlaufszeiten  sich  verhalten  wie  Aiß^  so  wird  der  Stift  je  nach  diesem 
Verhi&ltnisse  die  verschiedenen  Stimmgabelcurven  beschreiben  und  zwar, 
je  nach  der  Stellang  der  beiden  Schienen  gegen  einander,  auch  mit  ver- 
schiedenem Fhasenunterscbiede.  Kreuzen  sich  die  Schienen  nicht  recht- 
winklig,' so  hat  man  den  obenerwähnten  Fall  schiefwinkliger  Componen- 
ten.*  Wie  weit  jedocb  dieser  Apparat  hinter  den  Leistungen  des  Pen- 
dels zurückbleibt,  bedarf  wohl  keiner  Erwähnung. 

6.  Die  Gleichungen  der  Stimmgabelcurven  findet  man  durcb 
Elimination  von  t  aus  den  Gleichungen  4).  Diese  Elimination  führt  im 
Allgemeinen  auf  transcendente  Ausdrücke,  die  aber  in  den  beiden  Fällen 

j3  —  «  ~  0  und  I?  —  «  =  «- 1 

die  nacb  5.  die  beiden  Haupttjpen  der  Stimmgabelcurven  darstellen, 
algebraisch  werden.  Für  dieselben  lässt  sieb  denn  auch  die  Elimination 
allgemein   ausführen  mit  Hilfe  der  bekannten  trigonometrischen  Beihe 

^^  n     -^  ^     ^^  ^  n{i)  n{n-^2i)  '^'^'^        ' 

worin  i  von  0  bis  -^  ^   resp.  bis       ^       geht   und   27(0    das  Gauss' sehe 

Zeichen  ist  für  das  Product  1.2.3...t.  (Vergl.  Serret,  Algebre  super., 
png.  194.) 

I.Fall:  ß-a  =  0. 

Sind  na  und  ''6  die  Schwingungszahlen,   ist  also  ''a-^*=^~7  '  "^  >    ^^ 

kann  man  die  Gleichungen  6)  immer  auf  die  Form  bringen 

X  y 

—  =  cosriaVi,     ^  =  cosn^fi, 
a  0 

Es  ist  dann  nach  5) 

cosn^n„  fi  =  £Ai  {cosria  fi)*' =  cosn^n^  ^^ZBi  (cosn^  f*)' 
und  folglich  die  Gleichung  der  Curve 

ß 

2.  Fall:  j3-«  =  -^. 


*  Ganz  auf  demselben  Princip  beruht  auch  die  von  König  ausgeführte  Mo- 
dificaüon  des  W he atston' sehen  Ealeidophona.  Pisko,  Die  neueren  Apparate 
der  Akustik,  S.  123. 
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8)  _  =  co.— j—,     |.  =  ,m-L^. 

Sind  wieder  »«  und  n^  die  Schwingnngfizahlen ,  ist  also  n^in^ 
=3  -7 :  -5- ,  so  kann  man  die  Gleichungen  8)  immer  auf  die  Form  bringen 

sc  V 

—  =  cos  n^fi^     ^  =  sin  n^  f*. 

Es  ist  dann  wieder  naeh  5) 

cos  W*  (2  W«  f*)  =  -S  i^i  {cos  2  Ha  fl)'  =  COS  Ha  (2  «6  fl)  =  ii^iBrf  {cOS  2  W4  fl)' 

und  folglich  die  Gleichung  der  Curve 

Diese  Gleichung  ist  aber  nur  dann  von  7)  verschieden,  wenn  n«  un- 
gerade vorausgesetzt  wird. 

Ist  also  das  Yerhältniss  fiain^  möglichst  vereinfacht  and  ist  n  die 
grössere  der  beiden  Zahlen,  so  ist  die  Gleichung  für  den  ersten  Haupttypus 
vom  Grade  n  und  die  für  den  zweiten  Haupttjpus  vom  Grade  2n.  Die 
Gleichungen  7)  und  9)  behalten  selbstverständlich  ihre  Giltigkeit,  welchen 
Winkel  auch  immer  die  beiden  componirenden  Schwingungen,  folglich 
auch  die  Axen  des  Coordiuatensjstems  miteinander  bilden.  Diese  Elimi- 
uationsmethode  ist  im  Wesentlichen  einer  Abhandlung  des  Herrn  Drach 
entnommen :  The  Lond,  Edinb,  and  Dubl,  Philosoph,  Magazine,  vol,  XXXIV^ 
1849.  An  easy  rule  for  formulizing  all  epicyclicäl  curves  with  one  moving 
circle  by  the  binomial  iheorem,    By  S,  M,  Drach  Esq.  F,  R.  A.  S,  —  Appendix, 

7.  Für  die  beiden  einfachsten  Fälle  .1:^  =  1:1  und  A:B  =  2:1  lässt 
sich  übrigens  die  Elimination  leicht  allgemein  ausführen.  Setzt  man  a=0, 
schreibt  also  die  Gleichungen  4)  für  den  ersten  Fall 

X  nt       y  nii—ß) 

-=cos-,    -=cos—^, 

so  giebt  die  Elimination  von  i 

welches  die  Gleichung  der  Ellipse  ist.  Construirt  man  das  in  5.  er- 
wähnte „Amplitudenparallelogramm'S   so   stellt   die  Gleichung   für  ß  =  Q 

ja 

und  ß==  B  die  beiden  Diagonalen  und  für  ß=^  eine  Ellipse  dar,  welche 

das  Parallelogramm  in  der  Mitte  der  Seiten  berührt.  Es  sind  dies  die 
beiden  in  6.  erwähnten  Haupttypen,  die  sich  auch  nach  der  Drach- 
schen  Eliminationsmethode  behandeln  lassen.* 


*  Es  ist  dieses,  da  hier  la  =  h  ist,  der  Fall  des  einfEichen  sphäriBchen  Pendeis 
und  man  sieht  aus  den  Entwickelangen  in  dieser  and  der  folgenden  Nummer,  dass 
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«^^^v^^^v^/v^^\^^wwv^tf'w^^^^Mr,^w•.^^^^^ 


1*>*^^^^^'v^i'w^/^^^^^./w«^^^,^\^^./^<^>#^^s<s^ 


Für  den  zweiten  Fall  Bchreiben  wir  die  Oleichnngen  4)  in  der  Form 


nnd  erbalten  dnrch  Elimination  von  t 

Für  j3  =  0  und  ßz=B  erhält  man  zwei  symmetrisch  liegende  Parabeln 

und  für  1^=^-  eine  der  Lemniscate  ähnliche  Curve  vierten  Grades 

Es  sind  dies  wieder  die  beiden  Hanpttypen,  für  welche  man  nach  der 
Drach'schen  Methode  dasselbe  Resnltat  erhält.  Eine  ausführliche  Un- 
tersuchung der  Lage  und  Gestalt  der  eben  behandelten  Curven  für  ver- 
schiedene Werthe  der  Phasen differenz  findet  man  in  dem  Lehrbuche  der 
Experimentalphysik  von  Wüllner,  L  Bd.  1.  Abth.  §§  123  und  124.  An 
diesen  beiden  Beispielen  findet  man  auch  die  oben  über  den  Grad  der 
Eliminationsgleichungen  gemachte  Bemerkung  bestätigt. 


ach  die  Theorie  des  sphärischen  Pendels  für  kleine  Amplituden  sehr  einfach 
darchfuhren  lässt,  indem  man  seine  Bewegung  als  Superpositioa  zweier  ebenen 
Pendelschwingungen  betrachtet.  Diese  Anschauungsweise  zeigt  auch,  dass  die 
elliptische  Bahn  des  Pendels  mit  dem  Isochronismus  kleiner  Schwingungen  eng 
zosammenMngt.  Dass  aber  die  Bahn  des  sphärischen  Pendels  für  grössere  Ampli- 
taden  schleifenförmig  wird,  rührt  nicht  daher,  dass  jetzt  das  Gesetz  des  Isochro- 
nismus seine  Geltung  verliert,  weil  sonst  der  Abstand  je  zweier  Scheitel  um  so 
grösser  sein  müsste,  je  schmäler  die  einzelnen  Schleifen  sind,  während  doch  be- 
kanntlich das  Gegen theil  der  Fall  ist.  (Dur^ge,  Theorie  d.  ellipt.  Funct.,  S.  332.) 
Die  Bewegung  des  sphärischen  Pendels  lässt  sich  eben  far  grössere  Amplituden  nicht 
als  Superposition  zweier  ebenen  Pendelschwingungen  betrachten.  Stellte  man  dem- 
nach den  Tisley 'sehen  oder  Browning 'sehen  Apparat  auf  den  Einklang  (1:1) 
ein  und  liesse  ihn  mit  grösseren  Amplituden  eine  Curve  beschreiben,  so  wiirde 
diese  zwar  schleifenförmig  werden,  aber  keineswegs  die  Bewegung  des  sphärischen 
Pendels  darstellen.  Um  von  dieser  letzteren  ein  Büd  zu  erhalten,  habe  ich  mehrere 
Versuche  gemacht,  indem  ich  den  im  II.  Theile  näher  zu  beschreibenden  Dobson- 
schen  Schreibapparat  an  einer  Gardan' sehen  Vorrichtung  und  später  auch  an 
einem  einfachen  Drahte  aufhing.  Die  erhaltenen  Bilder  waren  Ellipsen,  die  sich 
in  der  Richtung  der  Bewegung  langsam  drehten,  erwiesen  sich  aber  als  sehr  ab- 
hängig von  verschiedenen  Einflüssen,  welche  in  der  Theorie  nicht  berücksichtigt 
werden.  Vielleicht  wird  es  einem  geschickteren  Experimentator  gelingen,  diese 
Einflüsse  zu  verringern  und  Bilder  herzustellen,  an  welchen  sich  die  mathematische 
Theorie  des  sphärischen  Pendels  verificiren  lässt  und  welche  zweifelsohne  für  ein 
erstes  Studium  der  Theorie  und  namentlich  für  Vorlesungen  von  Nutzen  wären. 
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8.'  Diesen  £ntwicke1angen  sollen  noch  einige  Formeln  angereiht 
werden,  für  welche  wir  aber  rechtwinklige  BewegangscompoDenten 
voraussetzen.  Behält  man  die  allgemeine  Form  der  Gleichungen  4)  bei, 
so  findet  man  für  die  Tangente  und  Normale  der  Stimmgabelcurve 
im  Punkte  (:r,  y)  die  Gleichungen 


x'^x      bV   a^^a?'    x  —  x  Ar     b^-y*  ' 

und  für  die  Geschwindigkeit  den  Ausdruck 


Dieselbe   kann    also   nur   in   den   vier  Ecken  des  ,|Amplitndenrechteck8" 
verschwinden  und  ist  ein  Maximum  in  der  Mitte  desselben. 

Für    die    halbe  Umlaufs  zeit    findet  "man,    da    dieselbe   n«  halbe 
Schwingungen  des  einen  Pendels  und  n^  des  andern  enthalten  muss: 


,nj/'f  =  n,nj/'±. 


Ferner   ergiebt  sich   für   den  Krümmungsradius   q   und   die  Co- 

ordinaten  |  und  rj  des  Krümmungsmittelpunktes  im  Falle  des  ersten 

X  y 

Haupttjpus,  wo  also  —  =coswafi,  ^  =  cosn^(i  ist: 

pV.  . p  p 

wo  Kürze  halber  gesetzt  ist 

X 

Die   entsprechenden   Formeln    für   den   zweiten  Haupttjpus,    wo  — 

y 

=:cosnaiiy  ■-'  =isinn^fi  ist,    erhält  man  aus  diesen,    wenn  man  +n^  mit 

—  w^  vertauscht. 

Es  ist  demnach,  wenn  wir  von  den  Punkten  (^  =  +  a,  y=  +  ^) 
absehen,  0=^0  die  Bedingung  für  die  Wendepunkte,  und  da  diese 
für  beide  Hanpttypen  durch  a:  =  y  =  0  erfüllt  wird  und  da  femer  keiner 
der  übrigen  Typen,  wie  sich  sogleich  herausstellen  wird,  durch  den 
Mittelpunkt  des  Amplitudenrechtecks  geht,  so  folgt,  dass  dieser  Mit- 
telpunkt nur  ein  Wendepunkt  der  Curve  sein  kann. 

Welche  Curven  durch  diesen  Mittelpunkt  gehen ,  findet  man  aus  fol- 
genden Bedingungen,  in  denen  p  und  q  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Für  den  1.  Haupttypus:  »af*  =  nj(/?-f^),  W6|ii  =  «(g  +  i),  also 

Tig  ^2jp  +  l 
w»      2^  +  1' 
und  für  den  2.  Haupttypus:  ''a jt*  =  ^  (/>  +  i) ,  «AfA  =  «Ö'i  also 
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«*  2g 
Es  geht  demnach  für  jedes  SchwingungsverhHltniss  nur  einer  der  beiden 
Hanpttypen  durch  .den  Mittelpunkt  des  Amplituden rechtecks  und  da  alle 
übrigen  Typen  nur  den  üebergang  von  einem  Haupttypus  zum  andern 
vermitteln,  so  gehen  dieselben  nie  durch  den  Mittelpunkt.  Da  das  Ge- 
sagte auch  im  Falle  schiefwinkliger  Componenten  giltig  bleibt,  so  folgt: 
Von  den  unendlich  vielen  Typen  eines  bestimmten  Schwing- 
nngsverhältnisses  geht  nur  ein  einziger  durch  den  Mittel- 
punkt des  Amplitudenparallelogramms,  und  zwar  ist  dieser 
der  erste  Haupttypus  (mit  dem  Phasenunterschiede  Null), 
wenn  das  Schwingungsverhältniss  (in  möglichst  vereinfach- 
ter Form)  aus  zwei  ungeraden  Zahlen  besteht,  und  der  zweite 
Haupttypus,  wenn  dieses  Verhältniss  eine  gerade  Zahl  ent- 
hält. 

Endlich  findet  man  für  den  Flächeninhalt  und  die  Bogenlänge 
im  Falle  des  ersten  Haupttypus  die  Formeln 

^a^y  +  Wa  «4  ]/a*  —  X^  yb^  —  y^ 


Cds  =  /V«*^ 


■n»» 


{sin  Tiafiy  +  b^n^k{sinn^(iY  rffi , 


und  die  entsprechenden  Formeln  des  zweiten  Haupttypus,  indem  man 
in  der  ersten  wieder  -f-»6  mit  —  «^  vertauscht,  in  der  zweiten  aber  den 
letzten  Sinns  durch  den  Cosinus  ersetzt.* 

n.   FraktisciLer  Theil. 

l.  Wollte  man,  nun  den  vorhin  beschriebenen  einfachen  Apparat 
zur  graphischen  Darstellung  der  Stimmgabel curveu  benutzen  und  einfach 
einen  Schreibstift  an  das  untere  Ende  des  Pendelkörpers  befestigen,  so 
würde  man  auf  zwei  Schwierigkeiten  stossen,  erstens  würde  sich  der 
Pendelkörper  drehen  und  zweitens  würde  der  Stift,  weil  er  keine  voll- 
kommene Ebene  beschreibt,  ungleichmässig  auf  das  Papier  drücken. 

Beide  Schwierigkeiten  hat  Herr  Prof.  Dobson  auf  sehr  einfache 
Weise  vollkommen  beseitigt.  Das  Drehen  des  Pendelkörpers  hat  er  un- 
möglich gemacht,  indem  er  den  einfachen  Knoten  in  c  (Fig.  1)  durch 
ein  leichtes  Holzstäbchen  cd  ersetzte,  wie  dies  Fig.  6  näher  erläutert. 
Dabei  kommt  es  nur  darauf  an,  dass  cd  senkrecht  zu  ab  und  hori- 
zontal ist  und  dass  der  Mittelpunkt  von  cd  in  der  Ruhelage  vertikal 
unter  dem  Mittelpunkte  von  ab  liegt.  Zwei  von  den  Punkten  c  und  d 
vertikal  herunterhängende  Schnüre  tragen  ein  schwebendes  Tischchen  T, 

*  Einzelne  dieser  Formeln  finden  sich  auch  in  der  erwähnten  Abhandlung  des 
Herrn  Drach,  aber  mit  mehreren  Druckfehlem  behaftet 
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den  Scbreibapparat ,  der  in  Fig.  6  nur  angedeutet  und  in  Fig.  7  in  ver- 
grössertem  Massstabe  dargestellt  ist.  Der  Buchstabe  w  wird  den  Zusam- 
menbang  der  Figuren  6  und  7  leicht  vermitteln.  Die  genannten  Schnüre 
werden  mittelst  Drahtbäkchen  in  die  oberen  Schnüre  eingehängt,  oder 
laufen  über  zwei  an  der  untern  Seite  des  Stäbchens  cd  angebrachten 
Bollen  ineinander  über.* 

Der  zweiten  Schwierigkeit  begegnet  Herr  Prof.  Dobson  dadurcbi 
dass  er  die  Schreibfeder  in  vertikaler  Richtung  frei  beweglich  macht  nnd 
durch  einen  Hebel  hk  (Fig.  7)  ihr  Gewicht  vermindert,  und  gerade  durch 
die  Empfiodlichkeit  dieser  Vorrichtung  scheint  das  Do bso nasche  Pendel 
vor  allen  anderen  ähnlichen  Apparaten  sich  auszuzeichnen.  Diese  Feder 
besteht  aus  einem  Glasröhrchen  r  mit  fein  ausgezogener  Spitze,  das  in 
einem  zweiten,  unbeweglichen  Glasröhrcheu  /  leicht  auf  und  ab  gleitet 
Letzteres  wird  in  der  Mitte  des  Tischchens  T  vertikal  eingesenkt,  aber 
so,  dass  es  leicht  entfernt  und  nach  Bedürfniss  durch  ein  weiteres  oder 
engeres  ersetzt  werden  kann.  **  Der  in  Fig.  7  gezeichnete  Einschnitt  in 
das  Tischchen  lässt  die  Feder  leichter  beobachten.  Letztere  wird  mittelst 
eines  Eautschukringes  v  an  einem  Faden  befestigt  und  an  dem  Kopfe  k 
des  Hebels  mit  einer  Nadel  aufgehängt.  Der  Kopf  k  besteht  aus  einem 
Kreisbogen  mit  dem  Radius  o/r,  damit  die  Bewegung  der  Feder  r  genau 
vertikal  bleibt,  nnd  kann  aus  dickem  Papier  verfertigt  werden.  Der 
Hebel  ist  im  Punkte  o  mit  einem  Faden  an  dem  Drahtständer  s  auf- 
gehängt, welch*  letzterer  in  dem  Tischchen  T  drehbar  sein  muss,  damit 
man  der  Feder  r  immer  die  richtige  Stellung  in  der  Hülse  r  geben  kann. 
Das  seitliche  Schaukeln  des  Hebels  wird  durch  das  Drahtgeleise  /  ver- 
hütet. Am  andern  Ende  h  des  Hebels  ist  ein  Gegengewicht  anzubringen, 
etwas  schwerer  als  die  Feder,  damit  letztere  das  Papier  nicht  berührt, 
bevor  der  Apparat  in  Bewegung  gesetzt  ist.  Dieses  Gegengewicht  ist 
leicht  so  anzubringen,  dass  es  das  Bestreben  des  Hebels,  sich  um  seine 
Längenaxe  zu  drehen,  welches  durch  das  am  obern  Ende  des  Bogens  A: 
angreifende  Gewicht  der  Feder  r  verursacht  wird ,  aufhebt.  Ein  leichter 
Staniolreiter,  mit  dem  man  nachher  den  Hebel  nahe  am  Kopfe  k  (Fig.  7) 

*  Man  könnte  leicht  versucht  sein  zu  glauben,  dass,  wenn  man  die  erwähn- 
ten Drahthäkchen  so  einhängt,  dass  cd  mit  ah  einen  spitzen  Winkel  bildet,  die 
beiden  componirenden  Schwingungen  denselben  Winkel  miteinander  bilden  werden. 
Zerlegt  man  aber  in  diesem  Falle  die  senkrecht  zu  cd  gerichtete  Amplitude  in 
zwei  rechtwinklige  Componenten,  von  denen  die  eine  in  die  Schwingungsebene  des 
grossen  Pendels  fallt,  so  addirt  sich  diese  Compouente  einfach  zur  Amplitade  des 
letztern,  was  bei  zwei  getrennten  Pendeln  nicht  der  Fall  wäre.  Der  Versuch  wird 
auch  zeigen,  dass  eine  Drehung  des  Stäbchens  cd  auf  die  Figur  keinen  Einflu» 
hat.  Wenn  demnach  Herr  Swan  in  einer  Note  zu  Herrn  Airy's  Aufsatz  (Nature, 
Sept.  7  1871,  S.  866)  auch  in  diesem  Falle  von  „yetschiedenen  Neigungen'*  der 
Componenten  spricht,  so  ist  das  zum  wenigsten  sehr  ungenau  ausgedrückt 

**  Beide  Eöbrchen  sind  der  Deutlichkeit  wegen  etwas  zu  breit  gezeichnet. 
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belastet,  wird  dann  genügen,  nm  die  Feder  mit  dem  Papier  in  leichte 
Bertthmng  und  folglich  zum  Schreiben  zn  bringen.  Die  beiden  Schnüre, 
an  welchen  der  Schreibapparat  hftngt,  winden  sich  nm  die  Welle  w  (Fig.  6 
u.  Fig.  7),  welche  an  einer  Seite  ein  Zahnrad  z^  besitzt.  Ein  zweiter 
Zahnrad -Anfzng  z^  (der  in  Fig.  6  nur  angedeutet  ist  und  auf  beliebige 
Weise  constmirt  werden  kann)  ist  an  der  Wand  befestigt ,  nm  die  beiden 
über  die  Rollen  a  und  b  (Fig.  6)  gehenden  Schnüre  aufzunehmen. 

2.  Der  Apparat  kann  in  einer  hohen  und  weiten  Fensternische  auf- 
gehängt werden;  der  nnter  dem  Schreibapparat  aufzustellende  Tisch  aber, 
auf  welchen  das  Papier  zu  liegen  kommt,  mnss,  wenigstens  wenn  das 
Zimmer  bewohnt  ist,  vom  Boden  unabhängig,  also  an  der  Wand  befestigt 
sein.  Das  Tischchen  T  kann  etwa  40  cm  Länge  haben ,  die  bei  g  (Fig.  7) 
anzubringenden  Gewichte  sollten  nicht  unter  12  —  15  kg  betragen.  Voraus- 
sichtlich werden  indessen  die  Zeichnungen  immer  genauer  und  schöner, 
je  grösser  die  Dimensionen  des  Apparates  und  je  schwerer  die  Gewichte 
sind.  Da  die  Schnüre  sich  stark  ziehen,  sind  Drähte  bei  weitem  vor- 
zii2dehen. 

3.  Als  Dintc  empfiehlt  sich  violette  Anilinfarbe,  mit  heissem  Wasser 
angemacht,  die  man  nach  Bedürfniss  verdicken  und  verdünnen  kann. 
Filtrirt  wird  sie  die  Feder  weniger  leicht  verstopfen.  Um  Letzteres  zu 
verhüten,  habe  ich  auch  nie  Gummi  angewandt,  während  Herr  Browning 
eine  gute  Quantität  desselben  für  nöthig  hält.  Gute  Besultate  wird  man 
nur  dann  erzielen,  wenn  man  Glanzpapier  gebraucht,  wie  es  z.  B.  zu 
Visitenkarten  verwendet  wird.  Die  Spitzen  der  Federn  müssen  nicht  gar 
zu  fein,  aber  kurz  sein,  damit  die  Dinte. nicht  eintrocknet,  und  einen 
flachen,  zur  Längenaxe  der  Feder  senkrechten  Bruch  haben, 
damit  sie  das  Papier  nicht  aufritzt.  Ersteres  erreicht  man  leicht  bei 
Yorsichtigem  Ausziehen  der  Spitze  in  einer  Gasflamme,  Letzteres  hat  bis- 
her mehr  Schwierigkeit  geboten.  Die  Methode,  welche  Herr  Airy  in 
dem  angeführten  Aufsatze  beschreibt  und  welche  im  Aetzen  des  Glases 
und  in  seiner  sogenannten  „Feuertaufe**  besteht,  ist  nach  seinem  eigenen 
Geständnisse  mühsam  und  missglückt  in  vielen  Fällen.  In  welcher 
Weise  Herr  Tis ley  seine  Federn  bereitet,  die  er  einzeln  um  1  Mk.  ver- 
kauft, ist  mir  nicht  bekannt.  Herr  Browning  räth  an,  die  Feder  mit 
freier  Hand  über  einen  Schleifstein  zu  führen.  Das  leichteste  und  immer 
sicher  zum  Ziele  führende  Mittel  besteht  darin,  dass  man  das  Schleifen 
dem  Apparat  selbst  überlässt,  indem  man  die  Feder  in  der  oben  beschrie- 
benen Weise  in  denselben  einhängt,  dieselbe  aber  anstatt  auf  Papier,  auf 
einem  feinen  Schleifsteine  schreiben  lässt.  Der  Gebrauch  einer  Loupe 
wird  dann  zeigen,  wie  lange  Zeit  und  mit  einem  wie  schweren  Staniol- 
reiter  das  Pendel  diese  Arbeit  fortzusetzen  hat. 

4.  Die  Länge  h  des  grossen  Pendels,  die  man  von  der  Linie  ab 
^Fig.  6)  bis  zur  Fläche  des  Tischchens  T  berechnet,  ist  constant,  indem 
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die  Feder  immer  bis  zu  dem  Tische  reicht,  auf  welchem  das  Papier  liegt 
Die  Länge  des  kleinen  findet  man  dann  für  ein  bestimmtes  Schwing- 
iingsverhältniss  riain^  nach  3)  aus  der  Formel 

wo  der  Bruch  ( — j  immer  ein  echter  ist.  Bei  meinem  Apparate  ist 
/^=  301,7  cm  und  so  finde  ich  z.  B.  für  die  grosse  Sexte  (3:5) 

/„  =  ^.  301,7  =  108,6  cm. 
Auf  diese  Länge  stellt  man  dann  mit  Hilfe  eines  Massstabes  das  kleine 
Pendel  (vom  Stäbchen  cd  bis  zur  Oberfläche  des  Tischchens  T  gerechnet) 
ein  und  lässt  mit  Hilfe  des  Zahnradanfzuges  z^  (Fig.  6)  die  Feder  dem 
Papiere  sehr  nahe  kommen.  Dann  saugt  man  Dinte  in  die  Feder, 
schlingt  einen  Faden  um  die  Hülse  /  und  zieht  den  Schreibapparat  in 
irgendwelcher  Richtung  an,  um  ihn,  wenn  er  vollständig  zur  Ruhe  ge- 
langt ist,  loszulassen.  Ist  die  Schwingung  ruhig  und  regelmässig,  so 
setzt  man  den  Staniolreiter  in  der  obengenannten  Weise  auf,  wodurch 
die  Feder  zum  Schreiben  kommt. 

Zunächst  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  die  Richtung,  in  der  man 
den  Apparat  anzieht,  nur  auf  die  Breite  und  Länge,  nicht  aber  auf  die 
Art  der  Figur  Einfluss  hat,  da  das  Schwingungsverhältniss  infolge  des 
Isochronismus  von  den  Amplituden  unabhängig  ist. 

Der  Schreibapparat  wird  vor  dem  Loslassen  zur  Ruhe  gebracht  (in- 
dem man  ihn  z.  B.  gegen  die  Lehne  eines  Sessels  anzieht),  damit  die 
componirenden  Schwingungen  keinen'  Phasenunterschied  besitzen,  die 
Gurve  also  für  den  Anfang  wenigstens  zwei  Spitzen  aufweist,  was  far 
die  genaue  Einstellung  des  Apparates  von  Vortheil  ist.  Denn  bald  wird 
man  das  sogenannte  „Drehen**  der  Figur  beobachten,  indem  diese  Spitzen 
sich  mehr  und  mehr  abrunden.  Die  Gestalt  der  Figur  ändert  sich  dann 
gerade  so,  als  ob  ß—a  in  Gleichung  4)  allmälig  von  Null  an  wachse. 

Man  kann  diese  Aenderung  des  Phasenunterschiedes  auch  mathe- 
matisch verfolgen  an  dem  einfachen  Beispiele 

A  =  B  +  -,     i5-a  =  0, 

V 

welches  ebenfalls  der  erwähnten  Abhandlung  von  Sang  entnommen  ist. 
Man  hat  dann 

x  =  a  cos  —^ -^ ,      y  =  bcos  — '. 

V 

Ist  v  =  Qo,  SO  ist  die  resultirende  Bewegung  eine  Gerade,  nämlich  die 
eine  Diagonale  des  Amplitudenparallelogramms      Ist  aber  v  eine  endliche 
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sehr  grosse  Zahl,   deren  reciprokes  Quadrat  man  vemacblässigen  kann, 

and  seist  man  der  Reibe  nach 

(-«  =  0,  =B,  =2ä,  =3ä,  =..., 

so  wird  die  halbe  Schwingung  parallel  der  a;-Aze  gegen  diejenige  parallel 

der  y-Aze  sich  der  Reihe  nach  verspäten  um  die  Zeiten 

B       2B      SB 
U,      — ,  I  ,    ... 

V  V  V 

und  der  Berührungspunkt  der  Curve  mit  dem  Amplitudenparallelogramm 
wird  auf  den  beiden  parallelen  Seiten  2a  von  den  Enden  der  genannten 
Diagonale  abwechselnd  zurückweichen  um  die  Strecken 

^  .  w  .  2w  37t 

0 ,     asm  vers  — ,     a  stn  vers  — ,     a  stn  vers  —  ,     .... 

V  V  V 

Ist  die  Anzahl  der  halben  Schwingungen  parallel  der  ^-Axe  =  ^  (resp. 

v  +  l\ 
=  -=—1,  so  bat  sich  die  Diagonale  in  eine  das  Amplitudenparallelo- 
gramm in  der  Mitte  der  Seiten  berührende  Ellipse  verwandelt,  welche 
wiederum  nach  eben  so  vielen  Schwingungen  in  die  andere  Diagonale  über- 
gegangen sein  wird.  Letztere  verwandelt  sich  dann  rückwärts  in  die  erste 
Diagonale  u.  s.  f.  Da  man  v  experimentell  bestimmen  kann,  so  findet 
man  als  wahres  Seh wingungsverhältniss  (v  — l):i/,  welches  sehr  nahe  an 
1  liegt.  Will  man  überhaupt  den  Apparat  auf  das  Vcrhältniss  na :  n^ 
einstellen  und  dreht  sich  die  Figur  in  v  halben  Schwingungen  de^  grossen 
Pendels  vollständig,  so  ist  ihr  wahres  Seh  wingungsverhältniss  (v  +  l)na :  vn^, 
je  nach  der  Richtung,  in  welcher  sich  die  Spitzen  abgerundet  haben. 

Die  Ursache  dieser  Erscheinung  ist  ein  Fehler  in  der  Länge  /«}  der, 
abgesehen  von  den  verschiedenen  Reibungen  in  der  Luft,  in  den  Auf- 
hängepunkten  <i ,  6,  c,  rf  (Fig.  6)  und  an  der  schreibenden  Feder  r,  von 
drei  Ursachen  herrührt  und  jetzt  nachträglich  corrigirt  werden  muss. 
Erstlich  ist  das  grosse  Pendel,  da  sein  Schwingungsmittelpunkt  Über  der 
Fläche  des  Tischchens  T  liegt,  zu  gross  vorausgesetzt,  also  wird  das 
kleine  zu  gross  berechnet.  Weiter  wird  das  kleine  Pendel,  da  sein 
Schwingungsmittelpunkt  ebenfalls  über  der  Fläche  des  Tischchens  T  liegt, 
zn  kurz  abgemessen.  Endlich  macht  das  Stäbchen  cd  (Fig.  6)  infolge 
der  Dehnung  der  Schnüre  die  Schwingungen  des  kleinen  Pendels  theil- 
weise  mit.  Als  6 esammt Wirkung  aller  dieser  Ursachen  stellt  sich  bei 
meinem  Apparate  heraus,  dass  die  beobachtete  Länge  /«  immer  kürzer 
ist)  als  die  berechnete,  und  zwar  schwankt  der  Fehler  für  die  verschie- 
denen Zweiklänge  innerhalb  der  Octave  zwischen  0,5  cm  und  1,0  cm. 
Diesen  Fehler  findet  man  nun  experimentell  auf  folgende  Weise. 

Man  denke  sich  auf  dem  Papier  das  Amplitudenrechteck  construirt 
und  ziehe  den  Apparat  gegen  eine  Ecke  desselben  an.     Hier  wird  dann 
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die  erste  Spitze  der  Fignr  antreten.     Nun  überlege  man ,  in  welcher  der 
drei  anderen  Ecken  und  nach  wievielen  halben  Schwingungen  des  grosBen 
Pendels  die  andere  Spitze  auftreten  wird,  d.  h.  wo  und  wann  n«  halbe 
Schwingungen    des    kleinen   Pendels    mit   n^  halben   Schwingungen  des 
grossen  Pendels   endigen   werden.     Bei   dem  oben  angeführten  Schwing- 
ungsverhältnisse 3:5  wird  die  zweite  Spitze,  da  beide  Zahlen  ungerade 
sind,  der  ersten  diagonal  gegenüberliegen  und  nach  drei  halben  Schwing- 
ungen   des   grossen  Pendels   zum  Vorschein  kommen.     Tritt  nun  anstatt 
einer  Spitze  eine  Eundung  auf,  so  wird  man  aus  der  Bewegungsrich- 
tung  an  dieser  Stelle  leicht  erkennen,   welches  der  beiden  Pendel  sich 
verfrüht  hat,   d.  h.  zu  kurz  ist.     Ist  die  Länge  la  schon  sehr  genau,  so 
wird  man  den  Fehler  erst  bemerken ,  nachdem  die  Feder  zu  wiederholten 
Malen   zu    derselben  Spitze   zurückgekehrt   ist.     Damit  aber  diese,  dem 
Stimmen   musikalischer  Instrumente  ganz  analoge  Correction   keine  ver- 
gebene Mühe  sei ,  wird  man  gut  daran  thun ,  vor  derselben  die  Gewichte 
mehrere  Stunden   auf  die  Schnüre  wirken  zu  lassen.     Schreibt  man  sich 
die  beobachteten  Längen  des  kleinen  Pendels  nach  jedem  Versuche  auf, 
so   wird   man   bei  Wiederholung   desselben  die  richtige  Länge  schon  mit 
dem  Massstabe  bis   auf  1  mm   genau   treffen.     So  leicht  es  nun  ist,  die 
beiden   componirenden    Schwingungen    ohne  Phasenunterschied   beginnen 
zu  lassen,   so  schwierig  ist  es,    denselben  eine  bestimmte  Phasendiffe- 

renz,  z.  B.  ß  —  a=^-^  beizulegen.  Die  Apparate  von  Ti sie y  und  Brow- 
ning bieten  hierin  so  wenig  Sicherheit,  wie  der  Dobsou'sche,  und 
weisen  den  Experimentator  einzig  auf  seine  Oeschicklichkeit  an. 

5.    Schliesslich  mögen  noch  einige  Winke  für  die  Praxis  folgen. 

Damit  man  nicht  Gefahr  laufe,  die  Schnüre  über  ihre  Tragkraft  hinaus 
zu  belasten,  ist  es  rathsam,  über  die  verschiedenen  Spannungen  einen 
Ueberschlag  zu  machen.  Denken  wir  uns  die  drei  von  c  (Fig.  6)  aus 
gehenden  Schnüre  in  einer  Ebene  liegend  (was  bei  meinem  Apparate 
annähernd  der  Fall  ist)  und  gleiche  Winkel  miteinander  bildend, 
so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  sie  dieselbe  Spannung  besitzen,  näm- 
lich gleich  der  halben  Belastung  des  Apparates.  Bezeichnet  man  nämlich 
die  Spannung  von  ce  (Fig.  6)  mit  S  und  die  halbe  Belastung  des  Appa- 
rates mit  Gj  so  ist  bei  jeder  Stellung  des  Apparates 

also  S=G  für  ;i==-— .     Ist  femer  cd  gegen  ce  ziemlich  klein,  so  haben 

die  von  e  und  f  an  über  die^  Bollen  gehenden  Schnüre  nahezu  die  dop- 
pelte, und  wenn  dieselben  zwischen  a  und  z^  in  eine  einzige  übergehen, 
so    hat    diese    nahezu    die    vierfache   Spannung    von  joner  aussuhalten, 
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welche  die  von  c  oder  d  nach  w  führenden  Schnüre  besitzen.  Ist  aber 
il  grösser  als  die  beiden  anderen  an  c  liegenden  Winkel  (was  bei 
meinem  Apparate  bei  der  kleinen  Terz  der  Fall  ist),  so  sind  die  erwähn- 
ten Spannungen  noch  grösser. 

Sehr  bequem  ist  es,  wenn  man  das  Papier  nicht  von  vornherein  in 
kleine  Karten  zerschneidet,  sondern  einen  grössern  Bogen  darch  Linien 
in  Felder  abtheilt  und  auf  ein  Reissbrett  spannt. 

Die  Darstellung  der  Figuren  bietet,  wie  die  Erfahrung  lehrt  und 
wie  auch  von  vornherein  zu  vermuthen  ist,  um  so  mehr  Schwierigkeit, 
je  enger  und  je  schneller  sich  die  einzelnen  Curventheile  aneinander 
schmiegen«  je  kleiner  also   bei   einem  und  demselben  Pendel  die  halbe 

Schwingungsdauer  ist.     Dieselbe  ist  aber  nach  I.  Tb.  8  gleich  n^nj/  — , 

also  wächst  die  Schwierigkeit  um  so  mehr,  je  kleiner  77^,  d.  h.  die  kleinere 
der  beiden  Schwingungszahlen  ist.  In  demselben  Verhältnisse  wächst 
bekanntlich  auch  die  Consonanz  der  Zweiklänge  (Helmholtz,  >,Die  Lehre 
von  den  Tonempfindungen*',  S.  305),  so  dass  also  die  Zweiklänge  durch 
das  graphische  Pendel  um  so  schwieriger  darzustellen  sind,  je 
vollkommener  ihre  Consonanz  ist  Man  beginnt  also  bei  der  Dar- 
stellung derselben  am  besten  mit  der  kleinen  Sexte  (5:8)  und  kleinen 
Terz  (5:6),  geht  dann  über  zur  grossen  Terz  (4:5),  grossen  Sexte  (3:5) 
und  Quarte  (3:4)  und  macht  sich  erst  nach  Erlangung  einiger  Uebung 
an  die  Quinte  (2:3),  die  Octave  (1:2)  und  überhaupt  an  die  Zweiklänge, 
welche  aus  dem  Grundtone  und  einem  seiner  Obertöne  (1:2,  1:3,  1:4 
n.  8.  w.)  bestehen. 

Ist  einmal  die  Pendellänge  /«  richtig  gefunden  und  eine  passende 
Feder  gewählt,  gleitet  diese  frei  in  der  Hülse  r  und  unterlässt  man  nicht, 
vor  jedem  Versuche  das  Papier  gut  zu  reinigen  und  frische  Dinte  in  die 
Feder  zu  saugen ,  so  kann  man  mit  Sicherheit  auf  guten  Erfolg  rechnen. 
Hält  man  den  Schreibapparat  vor  dem  Loslassen  nicht  ganz  ruhig,  so 
wird  die  Figur  infolge  der  Kreuzung  der  einzelnen  Linien  sogenannte 
Wässerungen  aufweisen ,  welche  ihr  ein  sehr  hübsches  Aussehen  verleihen. 
Nicht  uninteressant  ist  es  vielleicht,  zu  wissen,  dass  Tisley  eine  Curve 
anf  Papier  um  \  Mark  und  eine  auf  geschwärztem  Glase  um  2^  Mark 
verkauft. 
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XX. 

Die  Differentialgleichungen  der  Dioptrik  continuirlich 

geschichteter   Linsen   und  ihre   Anwendung  auf  die 

Dioptrik  der  Erystalllinse. 

Von 

Prof.  Dr.  Ludwig  Matthiesren 

in  BoBtock. 


Die  Formeln  der  Dioptrik  discontin airlich  geschichteter  centrirter 
LinBensysteme  sind  längst  bekannt.  Seitdem  nnn  aber  die  mathematische 
Literatur  über  die  Dioptrik  des  menschlichen  Anges  in  rapidem  Wachs- 
thum  begriffen  ist,  wird  anch  das  Bedürfniss  unabweisbar,  sich  des  Pro- 
blems der  Dioptrik  von  Systemen  continuirlich  variabler  optischer  Dich- 
tigkeit zu  bemächtigen,  also  an  erster  Stelle  der  Dioptrik  der  Erystall- 
linse. Wir  wollen  deshalb  im  Folgenden  aus  den  bekannten  Formeln 
der  Dioptrik  discontinuirlich  geschichteter  Linsensysteme  ihre  Differential- 
gleichungen herleiten,  wobei  wir  ein  centrirtes  System  continuirlich 
variabler  brechender,  sphärischer  Flächen  voraussetzen. 

Angenommen,  es  seien  a  Flächen  zu  einem  System  verbunden,  so 
gelten  folgende  Formeln  für  die  Berechnung  der  Cardinalpunkte: 

1)  />«-i  =  c^«-i  — g>a-i  TT^, 

2)  il/«^i  =  /'«-9_i +  /)„.!  =  /;  ~^,_i  +  rf,.i  +  ?f^!AzI, 

3)-(„,  +  „3  +  ...  +  «,,_3)  =  -Z«.._,  =  ^^.  +  ...  +  ^i^^^^. 

4)  —  02a-2=9a;il , 

5)  /•--       flfj  '"  fa 

7)  fa-l  =  l?fl-l  —  Or2a-.2  +  -2?ff2c-S, 

«a  "■  1  Wo  —  1 
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Zum  Verständniss  der  nachfolgenden  Analjsis  wird  es  zweckmässig 
sein,  die  Bedentnng  der  Elemente  dieser  Formeln  hervorzuheben.*  Es 
bedeuten  nämlich  zunächst  fa  und  tpa  die  beiden  Brennweiten  der  letzten 
oder  a**"  Flache,  r«  ihren  Krümmungsradius,  n«  den  relativen  Brechungs- 
index  der  hinter  ihr  liegenden  Schicht  zu  dem  der  vorangehenden.  So- 
dann bedeuten  f  und  ^  die  negative  und  positive  Brennweite  des  ganzen 
Systems,  q>^\  die  positive  Brennweite  des  vorangehenden,  d.  h.  des 
ganzen  Systems  mit  Ausschluss  der  letzten  Fläche,  ria-x  den  Abstand 
des  Scheitelpunktes  der  ö^*"  Fläche  von  der  vordersten,  also  die  ganze 
Dicke  des  Systems  oder,  wenn  man  den  Scheitelpunkt  der  vordersten 
Fläche  als  Abscissenanfangspunkt  wählt,  die  Abscisse  der  a^^"  Fläche. 
Femer  bezeichnen  I^a^a-^^  Qod  ci2a—i  die  beiden  Uauptpunktsdistanzen, 
d.  h.  resp.  den  Abstand  der  ersten  Fläche  vom  ersten  Hauptpunkte  Ha 
und  den  Abstand  der  a**^"  Fläche  vom  zweiten  Hauptpunkte  Hß .  Weiter 
bedeutet  Za—x  das  Interstitium  dieser  beiden  Hauptpunkte,  endlich  </a-i 
den  Abstand  der  letzten  Fläche  von  der  vorletzten  und  Da^\^=^d„—\ 
+  ata_4  den  Abstand  der  letzten  oder  a^*"  Fläche  von  dem  zweiten 
Hauptpunkte  des  vorangehenden  Systems. 

Die  Grösse  Ma^\  ist  nur  eine  abgekürzte  Form,  deren  Bedeutung 
ans  Formel  2)  hinlänglich  klar  wird  und  welche  sich  in  Form  einer 
Kettenbruchdeterminante  darstellen  lässt  auf  folgende  Art: 


Ma.\  = 


-1. 

0. 
0, 

1.          <Pa-\f»-\y 
fa-l-Va-t+da 

-1. 

0. 

0, 

■2,          <P«-l/"«-2, 
-1, 

S« 

...           . 

0 
0 
0 
0 

0, 

0, 

0, 

...    -1 

/•«■ 

• 

1, 

0, 
0, 
0, 

0, 
f.i-ip.i+d„. 
-1, 
0, 

0, 

2,       Valfa.i, 
-1, 

3> 

•  ••           • 

•  ••           • 

0 
0 
0 
0 

. 

0, 

0, 

0. 

...*-l, 

/i- 

• 

■Vi  +  rf, 

Zunächst  lässt  sich  aus  den  Gleichungen  2),  5)  und  8)  die  Differen- 
tialgleichung  fiir  die  negative  Brennweite  f  des  Systems  herleiten.  Es 
trete  zu  dem  bereits  vorhandenen  System  von  der  negativen  Brennweite 
/'eine  neue  brechende,  unendlich  nahe  Fläche  hinzu,  so  geht  f  über  in 
f+df  und  es  wird  /•/•/•  /  r 

M^  /l/g  . . .  Ma  -1  Ma  Ma 

*  Ludw.  Matthieeeen,  Grundriss  der  Dioptrik  geschichteter  Linsensysteme. 
Mathem.  Einleitung  in  die  Dioptrik  des  menschl.  Auges,  §  21.    Leipzig  1877. 

ZelUohilfi  f.  HathMnatik  u.  Physik  XXIV»  5.  ^^  C^  ^ 
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^^»^^^^/v^^^y^^vs/^^^»w»^^>^»^v^^^^<^v^^^/wvMw^/^^^^^^^^|^^^^^^^>^^^^^^^^^^^^^^^^^^^» 


10)  f^^,^^^L±l^      «Pa+i-- T 


Für  diese  nen  hinzutretende  Fläche  Ist  also 

^a  fai-i  —  fp  +  ^a 

und,  wenn  man  beiderseits  darch  /  dividirt, 

12)  l+y=l-/a(^)  =  ,       i^-'n' 

Dividirt  man   den  letzten  Qnotienten  im  Dividenden  und  Divisor  dnrch 
fa-^-ii  so  resnltirt  j 

13) 


Für  eine  unendlich  dünne  Schicht  wird  nun  fa+\  unendlich  gross.  Be- 
zeichnen wir  nämlich  den  absoluten  Brechungsindex  der  vorangehenden 
Schicht  mit  n,  den  der  hinzutretenden  mit  n  +  dn^  so  ist  der  relative 
Index 

1.1V  n+dn       ^  ,   dn 

14)  n^^,  =  ——=.l  +  -, 

folglich 

15)  ^a+i  = ^.    g)-+i  = j-^ . 

Deswegen  lässt  sich  die  Gleichung  13)  verwandeln  in 

und,  nach  fa^\  aufgelöst, 


17)  i_/'3(i)=: 


17) 


Da  aber  auch  gemäss  15) 

1  dn 


fa^l  W^a  +  I 

ist,   so  erhält  man,   indem  man  statt  ra+i  kurz  r  und  statt  Da  die  Va- 
riable D  setzt, 

18)  1  Bn/'(j) 

/«  +  !  W        W/  +  ^ 

und  als  Differentialgleichung  der  negativen  Brennweite 


Kf)=-'T-^/y- 


Sind  also   r  und  n  als  Functionen  von  r^  gegeben  und  lässt  sich  D  an- 
nähernd bestimmen,  so  lässt  sich  ein  erster  Näherungswerth  von  /  finden. 


Digitized  by 


Google 


Von  Prof.  Dr.  L.  Mattribssbn.  307 

Zar  Bestimmung  von  D  lassen  sich  aber  noch  andere  Differentialgleicli- 
nngen  herleiten.  Vorher  aber  wollen  wir  noch  die  Grösse  Ma  in  Diffe- 
rentialen ausdrücken.     Ans  12)  und  18)  folgt  nämlich 

In  3)  kann  man  statt  —.£«20-1  kurz  —  Sj  setzen.     Tritt  eine  nene 
Fläche  im  Abstände  dt)  hinzu,  so  wird  in  Berücksichtigung  von  20) 

21)  -«,._.=-a«.  =  /-_=r-  =  -^_- 

oder 

^  D         nf+D        nf+D  nr  ' 

Da  nach  1)   and  4) 

zu  setzen  ist ,  so  wird ,  wenn  man  der  Kürze  wegen  a^  an  die  Stelle  von 
ciu^t  setzt,  D  =  a^  und  22)  geht  über  in 

23)  ^"i—      ^f     —       ^f 

Da  D  im  Allgemeinen  sehr  klein  gegen  f  bleibt,  so  ist  es  von  Vortheil, 
die  Gleichung  22)  in  eine  Keihe  zu  entwickeln,  nämlich 

Ferner  lässt  sich  eine  Differentialgleichung  bezüglich  D  finden  aus  1). 
Es  ist 


25)  I>a  =  dti-(p, 


Da-x 


oder 

26)  z> = a  ij  -  -^  (z>  -  az>)  =  a  12  +  ^  (z>  -  dD). 

Geht  man  zu  der  unendlich  nahen  Fläche  über,  so  ist 

27)  2) +  az>=ai?  +  ''"^y"  "*•'/> 

oder  gemäss  20) 

Dieselbe  nimmt  nach  einer  einfachen  Keduction  folgende  Form  an 

Da  nun  in  Berücksichtigung  von  7) 

20* 
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^  ==  1?  +  «1  —  f 
ist,  80  wird  nach  29) 

30)  dD  =  dfi  +  da^-ds^dti-Drd(jj  +  D^. 

Integrirt  man  diese  Gleichung,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  22) 

31,   »=,+„-.=,+.,-/»,a(')+/i,«^-/Ä 

Daraus  folgt  die  Relation,  wodurch  das  Interstitium  gefunden  wird 
oder  in  Berücksichtigung  von  24) 

Sind  f  und  a^  annähernd  in  ij  gegeben,  so  lässt  sich  auch  ein  Nähemngs- 
werth  von  £  in  17  darstellen.  Um  weiter  einen  genaueren  Werth  für  a^ 
zu  erhalten,  geht  man  in  Formel  24)  ein  und  setzt 

i^  +  Äj  — €  H  n^ 

multiplicirt  beiderseits  mit  ti^a^  —  ty  substituirt  in  den  Gliedern  der 
Reihe  von  der  Kleinheit  zweiter  Ordnung  die  Näherungswerthe  von  ff] 
und  e,  und  integrirt.  Dadurch  erhält  man  einen  genaueren  Werth  von 
«1  in  17.     Ans  der  Gleichung 

35)  />  =  of2  =  ij  +  «i-5 

findet  man  endlich  auch  a^. 

Der  Process  der  Integration  der  Differentialgleichungen  19),  33),  34) 
ist  kurz  der,  dass  man  näherungsweise  bestimmt  in  Reihenform 

1.  f  aus  19),   2.  c  aus  33),   3.  a^  aus  34)  und  ct^  aus  35). 

Mit  f  ist  auch  q>  gegeben  durch  die  bekannte  Beziehung  q>z=z^nf. 

Es  kommt  also  zunächst  darauf  an  ^  einen  ersten  Näherungswerth  fär 

D  =  a^  zu  finden.     Es  giebt  einen  sehr  oft  eintretenden  Fall,  welcher  in 

dieser  Hinsicht   besonders   beachtenswerth  erscheint.     In   demselben  ist 

nahezu  n  1  1  a 

und  zwar  bei  einer  dünnen  brechenden  Schicht  continuirlich  variabler 
Dichtigkeit,  deren  Vorderfläche  durch  ein  Medium  begrenzt  wird  von  der 
optischen  Dichtigkeit  der  Vorderfläche  und  deren  hintere  Fläche  begrenzt 
wird  durch  ein  Medium  von  der  optischen  Dichtigkeit  der  letzten  Fläche, 
so  dass  keinerlei  Discontinuität  stattfindet. 

Die  Dicke  der  in  Rede  stehenden  dünnen  Schicht  sei  Jtjy  die  mitt- 
leren Indices  der  drei  aufeinanderfolgenden  Medien  M^^  M^^  M^  beziehungs- 
weise gleich  w,  w  +  z/w,  n  +  2/iri -{•  J^n,    Die  relativen  Indices  bezüglich 
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der  jedesmal  Yorangebendeu  Schichten  sind  beide  sehr  nahe  gleich  1 H . 

Endlich  sei  der  Radius  der  Vorderfläche  gleich  r,  der  der  hinteren  Fläche 
r+  Jr.    Dann  ist 

_j„^_M z^ 

\  n  J  n 

also  nahezn 

d.  h.  der  erste  Hauptpunkt  liegt  in  der  Mitte  der  Schicht. 
Femer  findet  mau 

Es  ist  aber  ^-^.\^^r.in 

/l 
und  also  nahezu  gleich  —1.     Demzufolge  ist  auch 

«2  =  —  -^ai«=i^t7, 
d.  h.  der   zweite  Hauptpunkt   fällt  gleichfalls   in   die  Mitte  der  Schicht. 
Lasst  man  demnach  zu  einer  dtlnnen  brechenden  Schicht  eine  unendlich 
dünne  brechende  Schicht  hinzutreten,   so  ist  für  D  der  Näherungswerth 
\t{  anzunehmen. 

Um  diese  wichtige  Thatsache  noch  in  einer  andern  Richtung  zu  verfol- 
gen, so  wird  bei  dem  Hinzutreten  neuer  brechender  Schichten  continuir- 
lieh  variabeler  Elemente  das  Interstitium  c  sehr  klein  bleiben  gegen  17 
und  a| ,  sowie  gegen  D  oder  a^ .     Gehen  wir  unter  dieser  Voraussetzung 

in  Formel  24)  ein  und  setzen  weiter  voraus,  es  bleibe  ^ly)  nahezu 
proportional  di},  so  wird  sein 

und  nahezu  . ^  . 

indem  die  folgenden  Glieder  der  Reihe  verhältnissmässig  klein  bleiben. 
Nimmt  man  wieder  den  relativen  Index  der  Vorderfläche  zu  dem  Medium 
3/q  gleich  der  Einheit  an  und  ändert  sich  die  optische  Dichtigkeit  wenig, 
ijit  also  etwa 

^"  f  gegen  1  beträchtlich  klein  bleibt,  so  wird 

folglich  "?  +  "!         ^    ' 


'*o*' 
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wobei  die  Constante  C  verschwindet.     Dann  ist  also  ebenfalls 
und  wegen  der  Relation  />  =  ly  +  «j  =  «^  anch 

^  =  «8=4^- 

In  dem  vorher  betrachteten  Falle  finden  nun  in  der  Tbat  diese  Voraus- 
setzungen nahezu  statt.  Wir  setzen  voraus,  dass  sich  der  Index  con- 
tinuirlich  von  Fläche  zu  Fläche  verändere,  zunächst  von  n  zu  w  +  ^n, 
dann  im  Abstände  /trf  zu  n  +  2Jn,     Bei  dieser  Annahme  darf  man  also 

setzen 

Jn  =  m  Jfi. 

Man  findet  dann  weiter  aus  der  Formel  für  die  negative  Brennweite  des 
Systems,  nämlich 


AA 


durch  Einsetzung  der  betreffenden  Werthe 

—  (r  +  Jr)H  \         n  J 

^»  = Tn '     '^»-  Tn 

leicht  die  Belfttionea 

also  wenn  man  diffcrentiirt, 

Aus  der  Formel  24)  folgt  für  die  betrachteten  Fälle  auch  noch 

D       «,     ^"Kf)-     f 

und  wenn  man  integrirt, 

aj/=  Const, 

Wir  werden  jetzt  von  den  Differentialgleichungen  19),  24)  und  33), 
sowie  dem  zuletzt  abgeleiteten  Theoreme  eine  wichtige  Anwendung  auf 
die  Dioptrik  der  geschichteten  Krystalllinse  der  Säugethiere,  Vögel  uud 
Fische  machen,  indem  wir  im  Stande  sind,  daraus  die  Oerter  der  Car- 
dinalpunkte  dieser  Linsen  zu  berechnen  und  zwar  bis  zu  jedem  beliebi- 
gen Grade  von  Genauigkeit. 

Wir  gehen  dabei  aus  von  verschiedenen,  auf  Messungen  gestützten 
Voraussetzungen,  die  für  eine  nahe  gleichseitige  Krystalllinse,  also  iur 
das   accommodirte  Menschen-  und  Thierauge,   insbesondere  aber  für  die 
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'V^WWN^^^^^^/V^ 


KrystalHinse  der  Fische  giltig  sind.  Es  sind  nämlich  nach  vorliegenden 
Messungen  die  Krümmungsradien  der  Flächen  den  Abständen  vom  Kern- 
centrum proportional,  also 

36)  ,    '•  =  ^'•1' 

WO  r^  den  Krümmnngsradins  der  äussersten  Fläche,  i;  den  Abstand 'einer 
beliebigen  Fläche  von  derselben,  b  den  Abstand  der  äussersten  Fläche 
vom  Kerncentrum  der  Linse  bezeichnen.  Ferner  lässt  sich  der  relative 
Index  einer  beliebigen  Schicht,  bezogen  auf  den  der  äussersten  Fläche, 
ausdrücken  durch  die  parabolische  Gleichung 

37)  „  =  l  +  tli^. 

Da  in  dieser  Formel  n  für  17  =  6  den  Werth  1  +  i^  annimmt,  so  bezeichnet 
1  +  i  den  relativen  Index  des  Kerncentrums,  während  dejr  Index  der 
äussersten  Schicht  gleich  der  Einheit  angenommen  wurde. 

Wir  suchen  zunächst  einen  Näherun gswerth  des  Integrals  der  Diffe- 
rentialgleichang  19),  also  von 


^/1\  dn       D  dn 


Da  der  erste  Term  zur  Hechten  der  grössere  ist,  so  suchen  wir  daraus 
einen  Nähemngswerth  von  f  und  setzen  ihn  in  den  zweiten  ein.  Eis 
ist  nun 

und  weil  i  immer  verhältnissmässig  klein  bleibt  (für  die  Linse  des  mensch- 
lichen Auges  gleich  0,02545,  für  das  Auge  des  Dorsches  gleich  0,0848), 
so  kann  man  vorläufig  setzen 

n  b^ 

Demnach  ist 

2idfi     1        2tn 


'Qrh- 


—  +c. 


Die  Gonstante  C  ist  gleich  Null.     Da  J)  vorläufig  gleich  ^i]  zu  setzen  ist, 
80  ist  ein  genanerer  Werth 


oder 


/1\_      2?ar,      /  2fe»r-2f\2|V£»? 


2ta»j.  2^5*^5 


Durch  Integration  erhält  man  hieraus 

7~    6^\     »^K/' 
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Mit  Hilfe   dieses  Werthes   von  /  finden  wir  den  ersten  Näbemngswerth 
von   s  aus  33),   zunächst  mit  Vernachlässignng  der  sehr  kleinen  Grösse 

i\      Es    ist^^^^P^^_^2^^         ^  f^(b^  ff)  fjdfl 

oder 


'if-^H-f-^^^^-uf^^ 


«)  •M^-r)$- 


Für  r^=zby  was  bei  kugligen  Linsen  (Fischlinsen)  der  Fall  ist,  wird  €=0, 
d.  h.  die  beiden  Hauptpunkte  fallen  stets  zusammen.  Das  Interstitiom  c 
ist  darnach  dem  Kubus  der  Abscisse  proportional.  Für  eine  gleichseitig 
biconvexe,  symmetrische  Linse  ist  r^  =  r^  und  1^  =  26,  also  das  Inter- 
stitium  der  Hauptpunkte  /        l  \ 

Sind  die  beiden  Hälften  ungleich,  ist  r^  von  r^  und  b^  von  b^  verschie- 
den, so  hat  man  nur  nöthig,  die  Cardinalpunkte  jeder  Hälfte  für  sich 
zu  berechnen  und  dann  die  beiden  Systeme  zu  combiniren. 

Um   a^   zu   bestimmen,   geht  man  mit  s  ein  in  die  Formel  24),  zu- 
nächst noch  mit  Vernachlässigung  von  ^.     Man  findet 

Hebt  man  die  Bruchform  auf,  so  resultirt,  wenn  in  den  Ausdrücken  der 
Kleinheit  höherer  Ordnung  «j  =  — ^iy  gesetzt  wird, 

Durch  Integration  ergiebt  sich  hieraus 

41)  -"i^U-Uj+^t^+^i^^, 

wobei  die  Constante  des  Integrals  gleich  Null  ist.  Mittels  der  Gleichung 
35)  erhalten  wir  sofort  die  zweite  Hauptpunktsdistanz 

42)  „,  =  i,  +  |f^_^j^'  +  ^f^. 
Durch  Verbindung  von  39)  und  41)  finden  wir  noch 

43)  „j^tl^j^r.n  +  ^'-if  +  ^nK 

Für  eine  geschichtete  Kugellinse  reducirt  sich  diese  Gleichung  auf 

b^ 

also  für  eine  Hälfte  derselben  auf 

Für  dieselbe  Linse  sind  die  beiden  Hauptpunktsdistanzen 
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Ffir  eine  ganze  symmetrische  Krystalllinse  findet  man  die  Hauptpunkts- 
difitanzen,  indem  man  substituirt  i}=:26.     Dadurch  wird 

und  für  eine  geschichtete  Kngellinse 

—  «j  5=i  6  =  Og  . 

Es  lassen  sich  nun  die  Formeln  der  Dioptrik  der  geschichteten  Kry- 
stalllinse  allgemein  ausdrucken  durch 

45)  «,  =  in  +  %{v)S+t2m*+-: 

46)  ^  =  -(.Mv)  +  i>2{v)H-(.%iiv)  +  7i»{fi))^--; 

47)  f — f=_^(i+^,(,)f+;t5(n)5*+-). 

Die  Functionen  ^^  %  u.  s.  w.  sind  sämmtlich  ganze  algebraische  Func- 
tionen der  Abscisse  17  und  es  müssen  bei  gleichseitigen  Linsen,  also  für 
^i^^i  ^°^  1^  =  26  die  Functionen 

^i(»?)  +  '^s(^),     %i{v)  +  X2{v)   u.  s.  w. 
in  46)  den  gemeinschaftlichen  Factor  1 haben ,  wodurch  e  für  r^  =  6 

verschwindet.  Dies  ist  nun  auch  in  der  That  der  Fall.  Berücksichtigt 
man  nämlich  auch  noch  die  Functionen  von  ?^  mit  dem  Factor  i^,  so 
erhält  man  für  das  Interstitium  den  genaueren  Werth 

Dieser  Werth  verschwindet  allemal ,  wenn  r^  =  6  ist ,  und  bleibt  positiv, 
so  lange  r^>  b  ist.  Mittels  dieses  und  eines  neuen  Näherungswerthes 
von  f  lassen  sich  abermals  genauere  Werthe  von  a^  und  ot^  finden.  Für 
f  erhält  man  die  Gleichungen 

Hat  die  geschichtete  Linse  zwei  Hälften  verschiedener  Krümmungen 
und  Axen,  wobei  die  Lage  des  Kerncentrums  zu  messen  ist,  so  berech- 
net man  die  Cardinalpunkte  jeder  Hälfte  für  sich  und  combinirt  diese 
Systeme.  Ist  die  Linse  beiderseits  von  dünneren  Medien  begrenzt,  so 
combinirt  man  vorher  jede  Hälfte  mit  dem  davor  oder  dahinter  liegenden 
Medium.  Bei  der  Krystallliuse  sind  diese  Medien  das  Kammerwasser 
lind  der  Glaskörper,  welche  bei  allen  Augen  nahezu  denselben  Brechungs- 
index  ni>==  1,3350  besitzen. 
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Für  die  Erystalllinsen  der  Fische  ist  sehr  nahe  rj«=6  =  rj,  Üe«- 
halb  wird  für  iy  =  2ft 

£Is  dürfte  für  den  Leser  von  Interesse  sein,  die  abgeleiteten  Integrale 
an  einem  speciellen  Falle  zu  prüfen.  Wir  wählen  hierzu  die  Krjstall- 
linse  eines  Dorschauges.  An  den  beiden  Augen  eines  und  desselben 
Individuums  fand  ich  durch  genaue  Messungen  mit  Hilfe  eines  Abbe- 
schen  Refractometers  folgende  geometrische  und  optische  Constanten: 

Krümmungsradius  der  Hornhaut gleich  13,5   mm, 

„  der  vord.  u.  hint.  Linsenfläche       „         4,25  ,, 

Ort  der  vorderen  Linsenfläche ,,         0,5     „ 

„     des  Kerncentrums „         4,75  „ 

„     der  hinteren  Linsenfläche „         9,0     „ 

„      „     Retina „       16,5     „ 

Index  der  Hornhaut ,,         1,3770, 

„        „    Linsenkapsel „         1,3750, 

„      des  Kerncentrums „         1,4950. 

Demnach  ist  für  die  KrystalUinse  des  Dorsches 

und  die  negative  Brennweite  in  Corticalsubstanz 

/•=-^. 1,1144,     6  =  4,25mm. 

Wir  berechnen  zunächst  die  Cardinalpunkte  des  Linsensystems,  und 
zwar  combinirt 

a)  mit  dem  Kammerwasser: 

A  =  -^  =  - 141,70,     v,  =  1,030.  141,70  =  145,95, 

4  ^^ 
/•jj  =  -  (pj,  =  -  ^  1,1 144  =  -  13,955. 

Hieraus  ergiebt  sich 
/•=- 12,70,    g)  =  13,09,    i>  =  4,25,    -«1  =  3,87,   «2  =  0,38,   «  =  0,00. 

b)  mit  dem  Glaskörper: 

/•i  =  ~  12,70,    g),  =  13,09,   /8=- 145,95,    (^2  =  141,70,    2>  =  4,63. 
Man  findet  hieraus 

/•  =  -  12,00  =  -  9,     -  «8  =  Ö.38,     c^  =  0,00. 
Die  Hauptpunkte  coincidiren  also  auch  jetzt  noch  mit  dem  Kerncentrum. 
Die  Brennweiten  der  Hornhaut,  einerseits  von  Wasser,  andererseits  von 
Kammerwasser  begrenzt,  sind  sehr  gross,  nämlich 
/•j  =  -9000,     9i  =  90l3. 
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Wir  berechnen  endlich  die  Cardinalpunkte  des  ganzen  Auges.    Es  ist 
/;==~9000,     9)1  =  9013,    /•,  =  --9j,  =  - 12,00,     />  =  4,75. 
Daraus  ergiebt  sich 

/'=-12,0,  9=12,0,  —«1  =  4,739,  0^  =  0,006,  «  =  0,005. 
Es  liegen  also  auch  die  beiden  Hauptpunkte  des  ganzen  Fischauges  fast 
genau  im  Kerncentrum  der  Linse.  Der  Ort  des  zweiten  Hauptbrenupunktes 
ist  16,75,  und  da  der  Ort  der  Retina  gleich  16,5  durch  directe  Messung 
gefunden  wurde,  so  findet  eine  recht  gute  Uebereinstimmung  statt.  Be- 
merkenswerth  ist  der  grosse  Totalindex  der  Fischlinse;  derselbe  beträgt 
für  das  Auge  des  Dorsches  1,6318. 

Die  Integrale  gestatten  ebenfalls  eine  Anwendung  auf  das  mensch- 
liche Auge  und  führen  zu  Resultaten,  welche  eine  völlige  Uebereinstim- 
mnDg  mit  den  bestehenden  Verhältnissen  erkennen  lassen.  Für  das 
gesunde  Auge  der  Mitteljährigkeit  von  10  bis  50  Jahren  ist  nach  über- 
einstimmenden Messungen  an  sieben  Linsen 


«=1  +  0,02545 


Legt  man  die  geometrischen  Constanten  des  Helmholtz' sehen  Auges 
im  Zustande  der  Accommodation  für  die  Ferne  zu  Grunde,  so  gelangt 
man  zu  Werthen  flUr  die  Oerter  der  sechs  Cardinalpunkte,  welche  in 
der  folgenden  Tabelle  mit  früheren  Angaben  zusammengestellt  sind. 

Oerter  der  sechs  Cardinalpunkte  des  menschlichen  Auges  bei 
Accommodation  für  die  Feme. 


Caidiua- 
pmlrt«. 

Listing. 

Helroholtz 

U  (1874). 

Knapp. 

Aubert. 

Mihi. 

Ft 

4 

-12,833 

- 13,752 

- 11,819 

-  12,279 

- 13,186 

B. 

2,176 

1,760 

2,132 

1,918 

1,809 

Bn 

2,672 

2,115 

2,640 

2,390 

2,110 

E, 

7,242 

6,966 

6,821 

6,711 

6,834 

Kt 

7,640 

7,331 

7,229 

7,183 

7,136    . 

Fr 

22,647 

22,834 

21,180 

21,380 

22,130 

b 

0,397 

0,365 

0,408 

0,472 

0,301 

Rostock,  24.  Januar  1879. 
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XXI. 

Die  Dantellung  der  eindeutigen  analytischen  Functionen 
durch  unendliche  Producte  und  Fartialbruchreihen. 

Von 

C.  Frenzel 

in  Berlin. 


Die  von  Ca  ach  7  {Exercices  de  Maihemaliques,  i.  III)  eingeschlagene 
Methode  zur  Prodnctentwickelnng  eindeutiger  analytischer  Functionen  mit 
gegehenen  Null-  und  Unendlichkeitsp unkten  führt  bekanntlich  zu  dem 
Besultat  (vergl.  Königsberger,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen,  12.  Vorl.),  dass  sich  jede  solche  Function  /*(»)  dar- 
stellen lässt  in  der  Form 


''-^■U^-''-^ 


dabei  bezeichnen 

^D  ^8>  •••   und  a^,  «2,  ...   die  von  Null  verschiedenen  Null-  und  unend- 
lichkeitsp unkte  der  Functicm  f{u)^ 
Miym^,  ...  und  ^1,^)2*  "•  ^^®    betrefiPenden    Ordnungen    des    Null-    und 

Unendlich  Werdens , 
m  die  Ordnungszahl  von  f{u)  im  Punkte  »=0, 

endlich  stellt  ü  eine  Function  von  u  dar,  die  entweder  eine  rationale 
oder  transcendente  ganze  Function  ist,  d.  h.  eine  Potenzreihe  von  u  mit 
einer  endlichen  oder  unendlichen  Anzahl  von  Gliedern. 

Für  den  sowohl  bei  den  Kreisfunctionen ,  als  auch  bei  den  ellipti- 
schen Functionen  eintretenden  Fall,  dass  sich  die  Null-  und  ünendlich- 
keitsstellen  bis  in  das  unendlich  ferne  Gebiet  der  Ebene  des  Arguments 
hineinziehen,  hängen  die  Coefficienten  dieser  ganzen  Function  U  wesent- 
lich von  dem  Gesetze  ab,  nach  welchem  die  einzelnen  Factoren  des  un- 
endlichen Products  miteinander  multiplicirt  werden,  sie  nehmen  andere 
Werthe  an ,  sobald  die  Reihenfolge  der  Factoren  geändert  wird ;  das  no- 
endliche   Product  selbst,   abgesehen  von   dem  Factor  e^,   ist   in   diesem 
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Falle  im  Allgemeinen  nur  bei  ganz  bestimmten  Anfeinanderfolgen  der 
Factoren  convergent.  Es  kann  daher  anch  der  obige  Ausdruck  der  Func- 
tion f{u)  nur  als  der  Grenzwerth  einer  gewissen  analytischen  Function, 
jedoch  nicht  als  ein  schon  fertiges  analytisches  Gebilde  betrachtet  werden. 

Wie  dieser  formale  Uebelstand  jenes  Ausdruckes  zu  beseitigen  ist, 
hat  Herr  Weierstrass  in  seiner  Abhandlung  „Zur  Theorie  der  eindeu- 
tigen analytischen  Functionen^'  (Abhandlungen  der  mathem.  Classe  der 
königl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  Jahrg.  1876)  gezeigt. 
Um  das  Besultat  dieser  Untersuchung,  so  weit  dasselbe  auf  die  hier 
zn  betrachtenden  Functionen  Bezug  hat,  angeben  zu  können,  beschränken 
wir  uns  auf  solche  Functionen,  die  für  keinen  endlichen  Werth  des 
Arguments  unendlich  gross  werden ;  Functionen ,  die  im  Endlichen  sowohl 
Null-  als  auch  Unendlichkeitspunkte  besitzen,  lassen  sich  alsdann  als 
Quotienten  zweier  Functionen  dieser  letzten  Art  darstellen. 

Es  sei  demgemäss  f(u)  eine  für  alle  endlichen  Werthe  des  Argu- 
ments endliche,  eindeutige  und  stetige  analytische  Function ,  deren  Null» 
punkte 

a^,  «2,  ...   die  Ordnungszahlen  m^,  mg,  ... 

besitzen  mögen ;  ist  auch  der  Punkt  ti  =  0  ein  Nullpunkt  von  f{u) ,  so 
möge  dessen  Ordnungszahl  mit  m  bezeichnet  werden.  Sind  nun  diese 
Nullstellen  so  beschaffen,  dass  die  aus  denselben  gebildete  unendliche 
Reihe 

Tür  gewisse  ganzzahlige  Werthe  von  n  unbedingt  convergirt,  und  ist  v 
die  kleinste  dieser  Zahlen  ;i,  so  iHsst  sich  nach  Herrn  Weierstrass  die 
Function  f(u)  darstellen  durch  das  unendliche,  unbedingt  convergente 
Product 

A«)===eV'(«).M-J7J(l«^)^i'"'^"'^  j     ,     ^=l,2,...oo, 

wo  1^>(u)  eine  ganze  Function  von  u  oder  eine  beständig  convergente 
Potenzreihe  ist. 

Im  Folgenden  soll  nun  eine  Herleitung  dieser  Entwickelung  auf 
Grund  der  Gau chy^ sehen  Methode  gegeben  werden.  Es  wird  dazu  nur 
einer  geringen  Modification  des  gewöhnlich  eingeschlagenen  Verfahrens 
bedürfen,  welche  im  Wesentlichen  darauf  beruht,  dass  wir  erst  durch 
eine  beliebige  Curve  eine  endliche  Anzahl  von  Nullpunkten  absondern 
und  dann  diese  Curve  nach  einem  willkürlichen  Gesetz  ins  Unendliche 
rücken  lassen. 

Sodann  soll  die  ebenfalls  von  Cauchy  herrührende  Methode  der 
Partialbruchentwickelung  einer  eindeutigen  analytischen  Function  einer 
älinlichen   Modification    unterworfen   werden,    welche  bewirkt,    dass    die 
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resnltirende  Entwickelnng  unbedingt  convergirt;  das  gewöhnlich  ein- 
geschlagene Verfahren  führt  bekanntlich  nur  zu  bedingt  convergenten 
Entwickelungen.  Allerdings  kann  man  unter  Umständen  eine  solche 
bedingt  convergente  Entwickelnng  durch  ein  von  Eisenstein  (Cr eile's 
Journal,  Bd.  35  S.  153  flg.)  herrührendes  und  von  Herrn  Thomae  (Ab- 
riss  einer  Theorie  der  complezen  Functionen,  2.  Aufl.,  8.  70)  auf  die 
Wei erstras s^sche  Function  p(u)  angewandtes  Verfahren  in  eine  nn- 
bedingt  convergente  Entwickelun-g  umformen;  doch  ist  ein  solches  Ver- 
fahren weder  naturgemäss,  noch  allgemein. 

Um  Wiederholungen  zu  vermeiden,  sollen  gleich  hier  die  Cauchy- 
schen  Sätze  aus  der  allgemeinen  Functionentheorie,  von  denen  im  Fol- 
genden Gebrauch  gemacht  werden  wird,  kurz  zusammengestellt  werden. 
Es  sind  dies  folgende. 

Satz  I.  Bezeichnet  f{u)  eine  eindeutige  analytische  Function,  welche 
im  Innern  und  am  Bande  eines  Ebenenstückes  S  allenthalben  endlich 
und  stetig  ist,  so  ist  das  über  die  Begrenzungscurve  s  von  S  hinerstreckte 
Integral  /» 

8 

ferner  lässt  sich  der  Werth  der  Function  f^{u)  in  irgend  einem  innerhalb 
s  gelegenen  Punkte  u  darstellen  durch  das  in  positiver  Umlaufsrichtung 
zu  nehmende  Integral  ^  ^/  x  , 


Satz  II.  Bezeichnet  f{u)  eine  eindeutige  analytische  Function, 
welche  innerhalb  s  die  Un Stetigkeitspunkte  a^,  aj,  ...  besitzt,  sonst  aber 
auf  ^  allenthalben  endlich  und  stetig  ist,  und  bezeichnet  ferner  u  irgend 
einen  Punkt  im  Innern  von  s,  so  ist 

frip)dv^^^fnv)dv 

und  '  ^^^^ 

dabei  bezeichnet    /  ein  über  die  Kandcurve  s  und    /  ein  über  die  nator- 

8  («^) 

liehe  Begrenzung  der  Un  Stetigkeitsstelle  cn.  in  positiver  Umlaufsrichtung 
genommenes  Integral,  falls  wir  nach  Herrn  Kronecker  unter  der  natür- 
lichen Begrenzung  der  Unstetigkeitsstelle  cck  eine  einfach  geschlossene 
Curve  verstehen,  welche  ausser  a*  keine  andere  Unstetigkeitsstelle  ein- 
schliesst;  endlich  bezieht  sich  das  Summenzeichen  ^V  auf  sämmtlicbe 
Punkte  «jfc  innerhalb  s. 
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Aofl  diesen  beiden  Sätzen  ergiebt  sich ,  indem  wir  f{v)  =  1  setzen, 
der  folgende: 

Satz  III.  Bezeichnet  u  einen  beliebigen  Pnnkt  innerhalb  einer  ein- 
fach geschlossenen  Curve  5,  und  m  eine  ganze  Zahl,  so  ist 

falls  mr^  — 1, 
ma  — 1  ist. 

8 

Schliesslich  werden  wir  noch  yon  einem  yierten  Satze  Gebrauch 
machen,  zu  dem  man  durch  folgende  Betrachtung  gelangt. 

Es  seien  .f(u)  und  F{u)  zwei  für  alle  endlichen  Werthe  des  Argu- 
ments u  eindeutige  und  reguläre  Functionen  von  ti,  die  sämmtliche , Null- 
und  Unendlichkeitspunkte  gemein  haben;  dann  ist  der  Quotient 

eine  eindeutige  Function  von  u,  die  im  Endlichen  überall  stetig  und  von 
0  verschieden  ist.     Bilden  wir  die  logarithmische  Ableitung 

so  stellt  dieselbe  eine  eindeutige  Function  dar,  die  im  Endliehen  allent- 
halben eindeutig  und  stetig  ist,  die  also  im  Endlichen  nirgends  unend- 
lich gross  wird,  während  sie  im  Allgemeinen  an  gewissen  Stellen  ver- 
schwinden wird.  Diese  Function  t^(u)  ist  demnach  entweder  eine  ganze 
Function  oder  eine  Function  vom  Charakter  einer  ganzen  Function,  d.  h. 
eine  beständig  convergente  Potenzreihe.  Verstehen  wir  demgemäss  unter 
if{u)  eine  derartige  Function,  so  folgt  aus  der  letzten  Gleichung  rück- 

^*^  X  (ti)  =  e^i*'),  mithin  F{u)  =  eV'C) .  /•(«) , 

^.  h.  in  Worten : 

Satz  IV.  Zwei  für  alle  endlichen  Werthe  des  Arguments  eindeutige 
und  reguläre  Functionen,  welche  sämmtliche  Null-  und  Unendlichkeits- 
pnnkte  in  gleicher  Ordnung  gemein  haben,  können  sich  nur  durch  einen 
Factor  von  der  Form  c^^")  unterscheiden,  wo  ^{u)  eine  ganze  Function 
oder  eine  Function  vom  Charakter  einer  ganzen  Function  bezeichnet. 

Es  ist  bei  diesem  Satze  besonderes  Gewicht  darauf  zu  legen,  dass 
die  beiden  Functionen  F{u)  und  /*(«)  nur  für  endliche  Werthe  des  Argu- 
ments die  verlangte  Eigenschaft  zu  besitzen  brauchen;  wie  sie  sich  im 
Unendlichen  verhalten,  ob  sie  daselbst  überhaupt  definirt  sind,  kommt 
Hierbei  gar  nicht  in  Betracht. 


§1.  Die  Productenfwickelung  der  eindeutigen  analytischen  Functionen. 

Wir  verstehen  in  diesem  Paragraphen  unter /*(»)  eineeindentige 
»naljtische  Function,  die  für  endliche  Werthe  voa  u  allent- 
halhen  endlich    und  stetig   ist,    die  also  im  Endlichen  keinen  Un- 
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endlichkeitspunkt  besitzt.  Wie  sich  diese  Function  im  ünendlicbeo  ver- 
hält, ist  uns  gleichgiltig ;  —  sie  wird  daselbst,  wie  aus  allgemeinen 
Sätzen  der  Functionentheorie  hervorgeht  einen  endlichen  Werth  besitzen, 
falls  f{u)  constant  ist;  hingegen  wird  sie  im  Unendlichen  einen  Discon* 
tinuitätspunkt  erster  oder  zweiter  Gattung  (nach  Herrn  C.  Neunnann 
eine  polare  oder  nicht  polare  Unstetigkeit,  nach  Herrn  Weierstrass  eine 
ausserwesentliche  oder  eine  wesentliche  singulare  Stelle)  haben ,  je  nach- 
dem f(u)  eine  ganze  rationale  oder  eine  ganze  transcendente  Function  ist. 

Sind  nun 
<'ii  ^2>  ^3»  «••  ^*®  Nullpunkte  von  f{u)  und 

m^^m^ym^^  ...  die  Ordnungen  des  Verschwind ens  in  den  betreffenden 
Punkten , 
so  fragt  es  sich,  ob  überhaupt  eine  Function  existirt,  die  den  gestellten 
Anforderungen   genügt,   und   dann,   inwieweit  dieselbe  durch  obige  An- 
gaben bestimmt  ist. 

Beide  Fragen  werden  dadurch  ihre  Erledigung  finden ,  dass  wir  den 
allgemeinsten  analytischen  Ausdruck  für  die  geforderte  Function  aufstel- 
len. Dabei  können  wir  uns  auf  den  Fall  beschränken,  dass  sieb  die 
Reihe  der  Nullpunkte  bis  in  das  Unendliche  hineinerstreckt;  denn  d«r 
allgemeinste  analytische  Ausdruck  für  eine  eindeutige  Function  mit  den 
n  im  Endlichen  liegenden  Nullpunkten  r/^,  a^,  ...  ez„  ist  zufolge  des 
Satzes  IV 

,n.,.{,-'-)-.{,-'-)-...{,-l)-. 

falls  keine  der  Grössen  Oj,  a^,   ...  a»  gleich  Null  ist,  und 

'»'■'-•(-T.r-o-ir. 

falls  auch  der  Punkt  u  =  0  ein  Nullpunkt  der  in  Rede  stehenden  Func- 
tion ist.  Denken  wir  uns  die  Punkte  a^,  a^,  ...  nach  der  Grösse  ihrer 
Moduln  oder  absoluten  Beträge  geordnet,  so  dass 

l«ll<l«2l<l«8l<--- 

ist  (wo  allgemein  |a)fc|c=r  ist,  falls  ak=^r.^9)^  so  können  wir  dem* 
gemäss  voraussetzen,  dass 

Um  I  fl„  I  =  00 

n=ao 

ist. 

Es  sei  nun  a^  irgend  einer  der  Nullpunkte  »1,0^,  ...;  dann  ist  die 
Function  f(t>)  in  der  Umgebung  des  Punktes  p  =  «it  cntwickclbar  in  ein« 
Beihe  von  der  Form 

1)  f{v)==iv-at)''k\^,  +  A\{v-aM)  +  ^'k(v-a,)*  +  ...\, 

mithin 
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wo  /Ä(p)  eine  in  der  Umgebung  des  Punktes  v  =  aic  eindeutige  und  stetige 
Function  ist.  Diese  logaritbmiscbe  Ableitung  von  f{v)  wird  demnacb  in 
den  Punkten  r=sa|,  a^,  ...  unendlicb  gross  erster  Ordnung,  wäbrend  sie 
sonst  im  Endlicben  allentbalben  endlicb  bleibt. 

Denken  wir  uns  jetzt  durcb  einen  beliebigen  Contour  s,  der  jedocb 
durch  keinen  der  Punkte  a^,  Oj»  **  bindurcbgebt,  eine  beliebige  end- 
liche Anzabl  dieser  Punkte  abgesondert ,  und  bezeicbnen  wir  mit  u  einen 
beliebigen  Punkt  innerbalb  dieses  Contours,  so  ist  nacb  Satz  II 

m^__j_ yjtrn^ J^.JL  rß^jL 

f{u)  2ni^  J   f(v)  9^u'^2niJ  f{y)  v-^u 

Ans  der  obigen  Entwickelung  der  Function    jj-^  in  der  Umgebung  des 

Pnnktes  « =  a^^  folgt  aber  nacb  Satz  I  und  III 
1      /»/^(r)     dv    _     mk 
^TiiJ   /"(r)  t;  —  ti "^  ajfc  —  M ' 


mithin  wird 


f(u)      ^     M  — flt       27 

8 

um  nun  zu  einem  Ausdruck  für  die  Function  f[u)  selber  zu  gelangen, 
mnltipliciren  wir  diese  Gleichung  mit  dfi  und  integriren  von  einem  be- 
liebigen Anfangswerthe  Uq  bis  t/;  dann  erbalten  wir,  wenn  wir  von  den 
Logarithmen  zu  den  Zahlen  übergeben, 

8 

WO  sich  das  Productzeichen  11  auf  sämmtliche  Punkte  a/c  innerhalb  des 
Contours  s  bezieht. 

Da  wir  später  den  Contour  s  immer  grösser  und  grösser  werden 
lassen,  so  können  wir  gleich  von  vornherein  annehmen,  dass  derselbe 
den  Nullpunkt  umschliesse.  Nehmen  wir  ferner  an,  dass  der  Punkt  0 
kein  Nullpunkt  der  Function  f{u)  sei ,  so  können  wir  Uq  =  0  setzen  und 
erbalten  alsdann 


/■(«) 


-•^O-rj--«".  — .4)/7g'«('-7)-. 


8 

WO  C=:f{(fj  ist.     Ist  hingegen  der  Punkt  0  ein  Nullpunkt  von  f{u)  und 
bezeichnen  wir  dessen  Ordnungszahl  mit  m,  so  erhalten  wir  offenbar 

8 

WHchflft  f.  Mathematik  u.  Physik  XXIV,  5.  21  /^^^r^T^ 
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wo   C=K^-^  ist  und  wo  ferner  J7'  ein  Product  bezeichnet,  wel- 

L  Wo      J«'o=0 

ches  sich  nur  auf  die  von  0*  verschiedenen  Punkte  a^  innerhalb  s  besiebt 
Die  letztere  Form  von  f{u)  umfasst  auch  die  vorhergehende,  falls  wir 
unter  m  irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  incl.  0,  verstehen;  wir  braueben 
uns  daher  nur  mit  dieser  Form  weiter  zu  beschäftigen. 

Nehmen   wir  nun  den  Contour  s  bereits  so  gross  an,  dass  der  ab- 
solute Betrag  von   u  kleiner  sei,   als   der  absolute  Betrag  jedes  Rand- 

punktes  v  des  Contours,  so  können  wir  den  Logarithmus  von  1 nicb 

steigenden  Potenzen  von  —  entwickeln  und  erhalten 


8 


Die  Function  -rr— .  —   unter  dem  Integralzeichen   wird   unendlich  gros« 

nur  fttr  v  =  0  und  für  sämmtliche  von  0  verschiedene  Nullpunkte  Ck  von 
f{v)'j  wir  können  demnach  zufolge  des  C au chj' sehen  Satzes  II  folgende 
Zerlegung  eintreten  lassen: 

1    rf\v)  df>^  1    rmdv    j_^f  ffy)dv 

8  (0)  (äjt) 

WO  sich  das  Zeichen  ^,k  auf  sämmtliche  von  0  verschiedene  Punkte  o^ 

innerhalb  s  bezieht 

Zur  Behandlung  des  ersten   dieser  beiden  Integrale  entwickeln  wir 

f(v)  . 

-TT-r  in  der  Umgebung  des  Punktes  v  =  0;  es  aei  daselbst 

2)  nv)==v'^\A  +  A'v+rv^  +  ,,,l     m^O, 

dann  wird 

und  somit  nach  Satz  III 


1    rmdv^ 

2niJ  f(v)   r» 


(0) 
Zur  Behandlung  des  zweiten  Integrals  erinnern  wir  uns  daran ,  dass 

nach   der  Entwickelung  1')   die  Function   -rr\    in    der   Umgebung    des 
Punktes  «  =  aii  die  Form  besitzt 

Ti7\     Z — T  +  /*  V»)  I 
/(©)      v  —  ak 

vo  fki^)  in  der  Umgebung  des  Punktes  Ojt  stetig  ist;   daher  wird  nach 

Satz  I  und  III 
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1      /•/"(»)  ^^ _^    ^     P  ^k     dv^nik 

Fassen  wir  die  beiden  zuletzt  erhaltenen  Resultate  zusammen,  so 
ergiebt  sieb 

1      rfjv)äv^  y^rn, 

2niJ  f(v)v^  ^^    aj' 

8 

WO  af"-^>  den  Coefficienten  von  ©"-^  in  der  Entwickelung  der  Function 
-TT-  Dach  steigenden  Potenzen  von  v  darstellt.     Demnach  wird 

WO  sich  die  Zeichen  II'  und  27'  auf  sämmtliche  von  0  verschiedene  Null- 
punkte der  Function  f{u)  beziehen,  die  sich  innerhalb  des  Contours  s 
befinden. 

Lassen  wir  nun  diesen  Contour  s  nach  einem  willkürlichen 
Gesetz  immer  grösser  und  grösser,  schliesslich  unendlich  gross  werden« 
doch  80,  dass  er  niemals  durch  einen  der  Punkte  a^^  «r,,  ...  hindurch- 
geht, und  ferner  so,  dass  allmälig  sämmtliche  Punkte  desselben  in  das 
Unendliche  rücken,  so  wird  an  der  für  f{u)  entwickelten  Formel  vor- 
läufig Nichts  geändert,  nur  dass  jetzt  TL'  und  Z'  unendliche  Producte 
und  Summen  bedeuten,  die  jedoch  immer  in  demselben  Umfange 
ZQ  nehmen  sind. 

Ist  insbesondere  die  Reihe  der  Nullstellen  Oj,  o^,  ...  so  beschaffen, 
dass  für  eine  bestimmte  positive  ganze  Zahl  v  die  Reihe  der  absoluten 
Beträge 

einen  endlichen   Werth  hat,    so   sind  sämmtliche  Summen    ^/-r   für 

n>v  unbedingt  convergent.     Sondern  wir  daher  von  ü  denjenigen  Be-, 
standtheil  ab,  der  für  sich  allein  eine  unbedingt  convergente  Potenzreihe 
giebt,  und  bezeichnen  wir  diesen  Bcstandtheil  mit  t/;(u),  so  erhalten  wir 

•  -1 


und  folglich 
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wo  n'  genau  dieselbe  Bedeutung  und  denselben  Umfang  hat,  wie  das  in 
dem  Ausdrucke  für  f{u)  bereits  vorhandene  Productzeichen.  Da  nun  tp(u) 
unbedingt  convergirt  und  somit  der  Factor  e^^^^  keinen  Einfluss  auf  die 
Convergenz  des  unendlichen  Productes  ftir  f{u)  haben  kann,  so  können 
wir  diesen  Factor  ganz  von  dem  unendlichen  Product  absondern  nnd 
erhalten  alsdann  schliesslich,  indem  wir  uns  noch  den  constanten  Factor 
C  in  den  Ezponentialfactor  mit  aufgenommen  denken,  für  f(u)  den  fol- 
genden  Ausdruck: 

,     m>0. 


BUden  Ausdruck: 
3)         f{u)  =  eV(«). «-  YY  )(l  -  ii)  gf*  »  (^^ 


Ist  die  Function  f{u)  gegeben  und  handelt  es  sich  darum,  dieselbe 
durch  ein  unendliches  Product  darzustellen,  so  wird  '^(u)  eine  ▼ollkom- 
men bestimmte  ganze  (rationale  oder  transcendente)  Function  von  u  sein. 
Handelt  es  sich  jedoch  darum,  den  allgemeinsten  Ausdruck  einer  ein- 
deutigen analytischen  Function  mit  den  gegebenen  Nullstellen  a^,  o,,  ... 
aufzustellen,  so  werden  wir  unter  if;(u)  eine  willkürliche  ganze  Function 
zu  verstehen  haben  und  die  Formei  3)  wird  alsdann  zufolge  des  Satzes  IV 
den  allgemeinsten  analytischen  Ausdruck  für  die  verlangte  Function  dar- 
stellen. 

§  2.    Beispiele  zur  Productentwickelung. 

Das  einfachste  Beispiel  für  die  in  '§  1  betrachteten  Functionen  bieten 
uns  die  trigonometrischen  Functionen  Sinus  und  Cosinus  dar. 
Die  Function  sinijtu)  hat  die  Nullpunkte  erster  Ordnung 
0,   +1,   ±2,   ...; 
.ihre  Productentwickelung    besitzt  daher,    da   hier  die  Reihe     ^^*  —1 

QP  t  i 

=  2^.*  —  bereits  für  w>2  unbedingt  convergirt  und  somit  in  der  For- 
mel 3),  §  1,  v  =  2  angenommen  werden  kann,  die  Form 

wo  8(u)  zur  Abkürzung  gesetzt  ist  für  das  über  sSmmtlicho  ganze  Zahlen 
k  hinzuerstreckende  Product  ^^11   {(^"""t)^*}»   ^^^  ^^  ferner  ^(u) 

eine  gewisse   (rationale  .oder  transcendente)   ganze  Function  von   u  be- 
deutet. 

Es  handelt  sich  darum,  diese  Function  t/;(i<)  zu  bestimmen.  Zudem 
Zwecke  werden  wir  noch  mehrere  Eigenschaften  der  Sinus -Function  als 
gegeben  annehmen  müssen,  nämlich  die  folgenden : 
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1.  Die  Function  sin{nu)  ist  eine  einfach   periodische  Function 
mit  der  primitiven  Periode  2; 

2.  die  Function  sin(nu)  ist  eine  ungerade  Function; 

3.  es  ist  der  Grenzwerth 

oder   anders  ausgedrückt:   in  der  Entwickelung  der  Function 
sin(nu)  in  der  Umgebung  des  Punktes  t/  =  0 

sin{7tu)  ==u{A  +  J'u+A"u^  + . . .) 
hat  der  Coefficient  J  den  Weg  n. 
DifPerentiiren  wir  zunächst  den  Ausdruck 


'M— J7'10-t)'*i 


logarithmisch  nach  u,  was  bei  der  unbedingten  Convergenz  dieses  unend- 
lichen Products  erlaubt  ist,  so  ergiebt  sich 


s{u)    u^ Z^  \u-^k^ ky 


auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  wird  nur  die  Anordnung  der 
Glieder  ein  wenig  geändert,  wenn  wir  u  durch  ti+l  ersetzen,  mithin  ist 

s{u)      ^(«  +  1)' 
und    somit    zufolge    der    ersten    und   zweiten   Eigenschaft  der  Function 

«■«(«")  *'(«  +  l)  =  *'(w), 

d.  b.  die  Function  '^'(u)  hat  die  Periode  1.  Nun  ist  aber  '^\u)  eine 
ganze  Function ,  die  im  Endlichen  nirgends  unendlich  wird ;  folglich  kann 
sie  ihrer  Periodicität  wegen  auch  im  Unendlichen  nicht  unendlich  gross 
werden,  d.  h.  '^'{u)  ist  eine  Constante,  folglich 

und  somjt,  wenn  wir  eß  =  A  setzen: 

5iw  (w  ti)  c=  ^  e«« ,  s  (u). 

Aus  der  Darstellung  der  Function  s{it)  als  unendliches  Product  folgt 

unmittelbar,  dass  s{u)  eine  ungerade  Function  ist.    Vertauschen  wir  daher 

in  der  letzten  Gleichung  u  mit  —  u,  so  erhalten  wir 

$in{7tuj=  Ae"^^.  s{u)^ 
d.  h.  es  muss 

6««'  =  ^-«««  oder  ^^««  =  1 

sein    für  jedweden  Werth  von  ti;    dies  ist  natürlich  nur  möglich,   wenn 

ff=0  ist,  folglich  wird  ^ 

sin{nu)  ^A.8{u)  =  Au  .  J^'  l(l  -  ~)  eJ). 

Um  endlich  noch   den  Factor  A   zu  bestimmen,   benutzen  wir  die 
dritte  Eigenschaft: 
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[sin{nu)l        _ 


und  erhalten  dadurch  A=7C]   es   wird   demnach  sin{nu)  definitiv  durch 
folgendes  unbedingt  convergente  unendliche  Product  dargestellt  sein: 


1)  sin  (««)  =  ««  JJ'  !(l  -  j)  «^ . 


Ebenso  würden  wir  erhalten 


2)  cosi„u)=Jj\{l-j^^e^^ 


Jedes  dieser  beiden  unendlichen  Producte  ist  unbedingt  convergent,  liefert 
also  stets  denselben  Werth,  in  welcher  Reihenfolge  wir  auch  die  ganzen 
Zahlen  k  aufeinander  folgen  lassen.  Am  einfachsten  ist  es,  in  dem 
Product  für  sin{nu)  nach  k  von  — w  bis  +n,  in  dem  Product  für  cos {nu) 
nach  k  von  —  (n  +  1)  bis  +n  zu  multipliciren  und  dann  n  unendlich 
gross  werden  zu  lassen;  dabei  heben  sich  bereits  in  den  endlichen  Pro- 
dncten  die  Exponentialfactoren  gegenseitig  auf  und  wir  erhalten 

3)    sin{nu)  =  nuJim    I  l^\^ — t-)»    cos{nu)=ilim     /  /*  {  I  —  t-tt)* 

Diese  Producte  sind  nicht  mehr  unbedingt  convergent;  es  ist  nicht 
erlaubt ,  sie  schlechthin  als  unendliche  Producte  anzusehen ,  die  sich  aber 
alle  ganzzahligen  Werthe  von  k  von  —  oo  bis  +Qo  erstrecken.  Nehmen 
wir  z.  B.  in  dem  Product  fär  cos(7tu)  die  Factorenanordnung 

Um 


s-.-ll:('-*-ii)' 


wo  p  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  so  erhalten  wir  hierflür  den 
Werth  e'*'-^^P,ros{nu),  wo  Igp  den  reellen  Werth  des  Logarithrnns  be- 
deutet.    In  der  That  folgt  aus  Gleichung  2) 


cos(nu)=^  lim     /Tfc  M- -ii—ye''*"=^* -<»+«)  *+ 
r,  da  "— -i^i)^       ^  +  i^ 


oder, 

«I.  n 

1 


+  ...+ 


«  +  f^«  +  |^       T_      2(p-l)n+l 


folglich 


'+*     ■4'  "  1+tti 

n 
hm     ^^k  -f-r-j^  hm     y,^  — . ^-t-t 


Digitized  by 


Google 


Von  C.  FaBNZBL.  327 

ist,  und  da  dieser  Grenzwerth  zufolge  der  Definition  des  bestimmten  In- 
tegrals als  eine  anendliche  Summe  unendlich  kleiner  Grössen  gleich  dem 
auf  geradem  Wege  genommenen  Integral 


j 


P 


1 
d.  h.  gleich  dem  reellen  Logarithmus  von  p  ist: 

4)  cos{nu)=^e'''^9V,  lim     If  *  (l  — ttt-t)»   ^.  z- b.  w. 

Als  zweites  Beispiel  zur  Productentwickelung  betrachten  wir  die 
Jacobi' sehen  Theta-  oder  auch  die  Wei  erst  rassischen  Sigmafunctio- 
nen.  Es  sind  dies  ebenfalls  eindeutige  analytische  Functionen,  die  für 
endliche  Werthe  des  .Arguments  u  nirgends  unendlich  gross  werden ;  ihre 
Nullpunkte  sind  sämmtlich  von  der  ersten  Ordnung  und  besitzen  die  Form 

Ojt  =  m.  a  +  ^  .^  +  ^  I 
wo  a,  6,  c   beliebige  complexe  Grössen  sind,   von   denen  a  und  h  kein 
reelles  Verhältniss  haben  dürfen,  und  wo  ferner  m  und  n  alle  positiven 
und  negativen  ganzen  Zahlen   durchlaufen.     Die  aus  diesen  Nullstellen 
gebildeten  Beihen 

^' 

sind,  wie  u.  A.  Eisenstein  (in  Crelle's  Journal,  Bd.  35  S.  153  flg.) 
bewiesen  hat,  unbedingt  convergent  für  n^3;  daher  können  wir  in 
unserer  allgemeinen  Productentwickelung  v  =  3  annehmen  und  wir  erhal- 
ten somit  als  allgemeinste  Form  für  die  in  Rede  stehenden  Functionen 
das  folgende,  unbedingt  convergente  unendliche  Product: 

/^(w)  =  ßV'(«) .  «•  Jjf   j(l  -  ^)  e^  "^  ^  w) 

wo  e  =  l  oder  =0  ist,  je  nachdem  der  Punkt  ue=0  ein  Nullpunkt  der 
Fanction  ist  oder  nicht. 

Führen  wir  statt  a  und  b  die  Bezeichnungen  2  a>  und  2  m  ein  (denen 
die  Jacob i' sehen  Bezeichnungen  2£^  und  2%K'  entsprechen  würden)  und 
betrachten  wir  insbesondere  diejenigen  eindeutigen  analytischen  Functio- 
nen, deren  Nullpunkte  von  der  ersten  Ordnung  sind  und  die  Form  be- 
sitzen 

80  wird  die  einfachste  unter  diesen  Functionen  die  folgende  sein: 

5)       .(.)=..n'|(-^)-"(-)'|. 
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wo  sich  das  Productzeicben  auf  sämmtliche  von  Null  verschiedene  Punkte 
Wy  d.  h.  auf  sämmtliche  positive  und  negative  ganzzahlige  Werthe  von 
m  und  n  mit  Ausschluss  der  Combination  m  =  0,  n  =  0  bezieht. 

Alle  anderen  Functionen  mit  denselben  Nullpunkten,  also  auch  die 
Jacobi'sche  Thetafunction  mit  dem  Index  1,  werden  sich  von  der  Func- 
tion ö(u)  nur  durch  einen  Factor  von  der  Form  e^^**^  unterscheiden. 
Bekanntlich  gelangt  man  zu  dieser  Thetafunction  durch  die  Betrachtung 
des  bedingt  convergenten  unendlichen  Products 


p-«./««JJ'(i-^), 


indem  man  entweder  erst  nach  m  zwischen  den  Grenzen  —  fi  und  +n 
(|ii  =  oo)  und  dann  nach  n  zwischen  den  Grenzen  — v  und  +v  (v  =  qo), 
oder  indem  man  umgekehrt  erst  nach  n  und  dann  nach  m  multiplicirt. 
Von  diesen  beiden  Factorenfolgen,  die  wir  bez.  mit  lim  und /tm  hezeich- 

Ttt^n  fif  in 

neu  wollen,  führt  die  erste  nur  dann  zu  einem  convergenten  Ausdruck, 
wenn  der  reelle  Theil  von  — :  positiv  ist,  während  bei  der  andern  Fac- 

G) 

torenanordnung  der  reelle  Theil  von  — :  als  negativ  vorausgesetzt  wer- 
den   muss;    in    dem    ersten   Falle    ist    der    absolute   Betrag   der  Grösse 

(o'ni 

^  =  e  ^     kleiner  als  1 ,  in  dem  andern  Falle  ist  der  absolute  Betrag  von 

(oni 

g  grösser  als  1,  also  derjenige  von  p  =  e  ®'  kleiner  als  1.  Der  erste 
Grenzwerth  ist  bis  auf  einen  constanten  Factor  identisch  mit  der  Jacobi- 
schen Function  di(u,  9)t  den  zweiten  Grenzwerth  bezeichnen  wir  (nach 
Briot  ei  Bouquei,  Fonciions  ellipliques,  2*"*  ed.,  pag.  321)  ^i(m,p),  so 
dass  also 

6)    0i(ti,^)  =  ^./tOTW.  TJ^i--)  und  ^i(«,p)=5./iOTM.]T'(l-") 

ist,  WO  A  und  Zf^  Constanten  sind.  Führen  wir  nun  auch  in  dem  unend- 
lichen Product  für  o{u)  diese  beiden  speciellen  Factorenfolgen  ein,  so 
erhalten  wir 

A .  <f(w)  =  01  (w,  ^r) .^"».n      )w        Vw/  )  =  öj  (ti,  9) .  e   «.••     *  "."     •^, 

^.<f(m)  =  -^j(m,p).^.«    r     V"'>'f=^i(M,p).ß  ".«    «»        M«  -'•'. 

Diese  Summen  von  —  und  —«  sind  leicht  zu  berechnen ,  wenn  man  von 

den  Productentwickelungen  1)  und  2)  oder  vielmehr  von  den  hekannten 
Partialbruch entwickelun gen  für  iginu)  und  cotg^nu)^  die  sich  sofort  durch 
logarithmische  Differentiation  der  Gleichungen  1)  und  2)  ergeben,  Ge- 
brauch macht;  man  gelangt  alsdann  zu  dem  Resultat 
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'*"'    ^    "^  =  ~>      '"'"    ^    "^  =  ^» 

WO  1}  and  7{  die  Bedeutung  haben 

Sabstituiren  wir  diese  Wertbe  in  obige  Gleichungen,  so  erbalten  wir 

so  dass  sich  also  die  Jacobi'sche  Thetafunction  mit  dem  Index  1  von 
der  Wei erst rass' sehen  Function  <i{u)  im  Wesentlichen  nur  durch  einen 
Exponentialfactor  von  der  Form  c""'  unterscheidet.  Aehnlich  verhält  es 
sich  mit  den  übrigen  Theta-  und  Sigma Functionen. 

Als  drittes  Beispiel  endlich  betrachten  wir  die  Lege ndre' sehe 
Function  /*(«),  die  für  reelle  positive  Werthe  von  u  durch  das  Euler^scbe 
Integral  zweiter  Gattung 


9)  r{u)=Jx'*-^ 


'  e-'  dx 
0 

definirt  ist.  Wir  wollen  diese  Function  auch  für  beliebige  complexe 
Werthe  des  Arguments  definiren,  indem  wir  sie  als  allgemeine  analytische 
FuDction  mit  gegebenen  singulären  Punkten  ansehen. 

Die  Function  r{u)  besitzt  bekanntlich  die  Unendlichkeitspunkte 
erster  Ordnung  us=0,  — 1,  — 2,  ...,  und  ist  sonst  allenthalben  stetig 
und  von  Null  verschieden.  Bezeichnen  wir  den  reciproken  Werth  von 
^(u  +  1),  den  Herr  Weierstrass  die  Factorielle  von  u  nennt  und  mit 
Fc{u)  bezeichnet  (Crelle's  Journal,  Bd.  51),  mit 

so  ist  dies  eine  eindeutige  analytische  Function  von  u ,  die  für  alle  end- 
liehen  Werthe  von  u  allenthalben  endlich  und  stetig  ist  und  die  in  den 
Punkten  ii  =  — 1,  — 2,  — 3,  ...  in  der  ersten  Ordnung  verschwindet; 
ihr  analytischer  Ausdruck  muss  daher  nach  §  1  die  Form  besitzen 

11)  r(«)  =  e*<-^Jj|(i+|)e-^j. 

wo  sich  das  Zeichen  f  f    auf  alle  von  0  verschiedenen  positiven  ganzen 

Zahlen  k  bezieht. 

Es  handelt  sich  darum,  die  ganze  Function  1^(1/)  so  zu  bestimmen, 

dass  y(u)  identisch  wird  mit  rr\'      ^^   ^^^  Zwecke  verfahren  wir 
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'■^•'^'^^^^S'^'N^^^^*.^^. 


ähnlich  wie  früher  bei  der  Function  sin(7tu)y  indem  wir  zunächst  yod  der 
bekannten  Functionalgleichung  der  Gammafunction 

12)  r(u  +  l)  =  w.r(w) 
Gebrauch  machen,  aus  der  sich 

12')  y(tt-l)  =  tt.y(tt) 

ergiebt. 

Setzen  wir  zur  Abkürzung 

13)  <Pi-)  =  Ij\{'  +  j)^~'\' 
80  dass 

14)  y(M)  =  «V'{«).g,(u) 

g/{u) 

ist,  80  erhalten  wir  durch  logarithmische  Di£Ferentiation  für  — r^  die  nn- 

ip{u) 

bedingt  convergente  Partialbruchreihe 


und  hieraus 


,,(«-1)      ^    ]u+k-l       &(• 


Schreiben  wir  aas  beide  Sammen  ezplicite  hin ,  so  sehen  wir  sofort,  das« 

y'(u-l)^l       v\u) 

ist;  mithin  wird  ''^"-^^      «       "^«^ 

15)  «p{u  —  l)  =  C.u.ip{u) 

sein,   wo  C  eine  Constante  bezeichnet.     Der  Werth  dieser  Constanten 
iKsst  sich  leicht  angehen.     Offenbar  ist  qp  (0)  =  1 ,  mithin 

oder,  da 


«  — 1       /  IX  »  —  1 


ist,  so  wird 

C=e.4eH:|cH,|c^..., 

folglich,  wenn   wir  statt  C  eine  nene  Constante  M  einführen  durch  die 
Gleichung 

16)  C=e*, 

d.  h. 

17)  JU  =2!"  !i  -  'K^  "•"  m  )|  "=  0'"72156649 . . . ; 
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68  ut  dieses  ^also  nichts  Anderes ,  als  die  bekannte  (Mas cheroni' sehe) 
Constante  des  Integrallogarithmns« 

Ans  den  Gleichungen  14)  nnd  15)  folgt  nun 

y(u-l)  =  C.«V'(«— l)-V(-).t«y(w); 

mithin  mnss,  falls  die  Fnnctionalgleichnng  12^  erfüllt  sein  soll, 

oder,  da  C=3e^  ist, 

18)  i|;(u-l)=:i|;(M)-Ä  +  2mÄt 

sein,  wo  m  eine  ganze  Zahl  bedeutet.     Durch  Differentiation  ergiebt  sich 

hieraus 

d.  h.  die  Function  ^''(u)  besitzt  die  Periode  1;  dies  ist  aber,  da  ^(u) 
eine  ganze  Function  ist,  nur  möglich,  wenn  ip'(u)  gleich  einer  Constan- 
ten ist,  so  dass  also  ^(u)  die  Form  besitzt 

Snbstituiren  wir  diesen  Werth  von  '^{u)  in  Gleichung  18),  so  erhalten  wir 

mithin  wird ,  wenn  wir  noch  efi  =:  A  setzen , 

y{tt)  =  ^«<^-2"«')V(p(ii)c=^e<*-2*'*')-.JJjfl  +  |)r^h 

Um  endlich  noch  den  constanten  Factor  i^,  sowie  die  ganze  Zahl  m  zu 
bestimmen,  setzen  wir  fest,  dass 

19)  /'(!)  =  1 

sei,  und  femer,  dass  die  Function  r(u)  für  reelle  Werthe  des  Arguments 
ebenfalls  reell  sei.  Aus  der  ersten  dieser  beiden  Eigenschaften  folgt 
y(0)=l,  mithin  A^=l\  aus  der  zweiten  Eigenschaft  ergiebt  sichm=0« 
Somit  wird  definitiv 


20) 


'w-iW)-=''"m('+T)'''!- 


Vei^leicht  man  diese  Productentwickelung,  in  welcher  k  alle  positiven 
ganzen  Zahlen  (excl.  0)  durchläuft,  mit  der  oben  für  sin{%u)  aufgestell- 
ten Productentwickelung,  in  welcher  k  alle  positiven  und  negativen  gan- 
zen Zahlen  (excl.  0)  durchläuft,  so  erkennt  man  sofort,  dass 


sin{itu) 


bieraus  ergiebt  sich  mit  Hilfe  der  Gleichungen  10)  und  12)  die  bekannte 
Belation 

r(«).r(i-«)  =  ^^. 

Digitized  by  VjOOQIC 


332         Die  Darstellung  der  eindeutigen  analyt.  Functionen  etc. 


§  3.    Die  Partialbruchentwickelnng  der  eindentigen  analytisohen 

Functionen. 

Wir  verstehen  in  diesem  Paragraphen  unter /(t/)  eine  eindeutige 
analytische  Function,  die  im  Endlichen  nur  polare  oder 
ausserwesentliche  singulare  Stellen  besitzt,  sonst  aber 
allenthalben  endlich  und  stetig  ist;  das  Verhalten  derselben  für 
unendlich  grosse  Werthe  des  Arguments  soll  vorläufig  wieder  aussei 
Betracht  gelassen  werden. 
Es  seien 

«j,  ofg,   ...   die  ünendlichkeitspunkte  von  /"(w), 

f^if  f^gi  ••-  ^^®  Ordnungen  des  Unendlichwerdens  in  diesen  Punkten. 
Denken  wir  uns  nun  wieder  durch  einen  einfach  geschlossenen  Contour  ;, 
der  jedoch  durch  keinen  dieser  Unendlichkeitspunkte  hindurchgeht,  ein 
einfach  zusammenhängendes  Flächenstück  abgesondert,  so  ist  nach  dem 
Cauchy' sehen  Satz  II  der  Werth  der  Function  f{u)  in  einem  beliebigen 
Punkte  II  innerhalb  dieses  Contours  gegeben  durch  die  Formel 

^*-"J-      iniZ^'J    v-u   ^2mJ     v-u  ' 
(«*)  « 

WO  sich  das  Summenzeichen  auf  sämmtliche  im  Innern  von  s  befindliche 
Unendlichkeitspunkte  a  bezieht. 

Um  das  über  die  natürliche  Begrenzung  von  a^  in  positiver  Richtung 

zu   erstreckende  Integral    /    auszuwerthen ,    entwickeln  wir  die  Function 

f(v^    in   der   Umgebung   des  Punktes   au]    diese  Entwickelung  wird  die 
Form  besitzen 

Zufolge  dieser  Entwickelung  wird 

1      rf(y')dv_    1       r  F(v)  dt) 
27ciJ     v  —  u   ^2^iJiv  —  akTk' 

wo  ^(e;)  zur  Abkürzung  gesetzt  ist  fUr 

Ffv)  =  -^t  +  A'*C«'-«t)+... 

"^  V  —  u 

Diese  Function  F(y)   ist  in   der  Umgebung   des  Punktes   v  =  ak  endlich 
und  stetig,  mithin  wird  nach  dem  Cauchy* sehen  Satze  I 
f*f(v)dt  1 
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oder,  wie  sich  durch  wiederholte  Differentiation  von  F(v)  nach  v  leicht 
ergeht, 

2ni  J      v  —  u  .^*(m  — o*)' 


uod  somit 


«"'=2-|Ä+Ä/^" 


8 

Das  Randintegral  zerlegen  wir  mit  Hilfe  der  Identität 

1    ^1 . «       1 


r— w      »       0    v—u 
in  folgende  zwei  Integrale: 

8  8  8 

von  denen  wir  znn&chst  das  erste  weiter  behandeln. 

Die  Function  -^  wird,  mag  nun  der  Punkt  ©=0  mit  zu  den  Un- 

endlichkeitspunkten  der  Function  f(f))  gehören  oder  nicht,  oo  für  «sO 
und  ftir  die  von  0  verschiedenen  Unendlichkeitspunkte  ok  der  Function 
f{v)'^  es  ist  demnach  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Contour  s  den 
Pankt  0=0  bereits  einschliesst,  nach  Satz  II 


df>. 


In  der  Umgebung   des  Punktes   t^  =  0  ist  nun  f{v)  entwickelbar  in  eine 
Reihe  von  der  Form 

2)  f(»)  =  i{A  +  A'.;  +  A'V  +  ...}, 

wo  |*  =  0  ist,  wenn  t»  =  0  ein  neutraler  Punkt,  und  |ti>0,  wenn  t;  =  0 
ein  Unendlichkeitspunkt  von    f{y)  ist;  mithin  wird  nach  Satz  III 


r- 


V 


Um  femer   das   über  die  natürliche  Begrenzung  von  a^t  genommene  In- 
tegral  zu  berechnen,   bemerken   wir,   dass   nach   1)  die  Entwickelungen 

von  f(v)  und  —  die  Form  besitzen 

i_ 1^ =  1  _  ^"""*^  I  C^-"»0'  X 

»       «*  +  (»  —  «*)       «t         a*ib  a*A  "' 
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mnltipliciren   wir  diese  beiden  Reihen   miteinander,  so   erhalten  wir  för 
den  Coefficienten  von 
folgenden  Ansdmck: 


den  Coefficienten  von  in  der  Reihenentwickelung  der  Function  — 


(_i)..-..^  +  (_iy..-..|L, 


Aif*-"     Al"'-" 


=-^'(-')'V' 

folglich  wird  für  o^ :):  0 


«*) 


und  somit 


8 

Nun  war  das  zu  ermittelnde  Randintegral 


8  8« 

mithin  erhalten  wir  als  vorläufiges  Resultat  folgende  Darstellung  ftir /"(«): 


falls  »  =  0  ein  Nullpunkt  von  /"(w)  ist; 


(fr 


8 

falls  9  =  0  ein  neutraler  Punkt  von  f(u)  ist;  und  endlich 
2niJ  V     v^u    * 

8 

falls  r  =  0  ein  Unendlichkeitspunkt  j****"  Ordnung  von  f(u)  ist. 
Dabei    beziehen    sich  die   Zeichen   ^,*  nnd    /,*  auf  sämmtliche, 
bezüglich  auf  sämmtliche  von  Null  verschiedene  Unendlichkeitspunkte  «k^ 
die  sich  innerhalb  des  Contours  s  befinden. 

Es   erübrigt  nun   noch,   den  Werth   des  Randintegrals    /  —  ^-^-^ — 

8 

zu  ermitteln.     Zu   dem  Zwecke   werden  wir  den  Contour  s  immer  mehr 
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und  mehr,  schliesslich  bis  ins  Unendliche  anwachsen  lassen ,  so  dass  dann 
gleichzeitig  die  Summen  ^k  und  ^k  zu  unendlichen  Summen  wer- 
den, falls  die  Anzahl  der  Unendlichkeitspunkte  ak  selbst  unendlich  gross 
ist.  Es  können  nun  bei  dieser  Erweiterung  des  Contours  zwei  wesent> 
lieh  Ton  einander  verschiedene  Fälle  eintreten:  Entweder  wird  es  mög* 
lieh  sein ,  den  Contour  s  stets  so  zu  führen ,  dass  er  auch  in  unendlicher 
Feme  niemals  den  Punkten  a^  zu  nahe  kommt;  oder  diese  Möglichkeit 
wird  wegen  zu  dichter  Anhäufung  der  Punkte  ak  im  Unendlichen  nicht 
vorhanden  sein.  In  dem  ersten  dieser  beiden  Fälle  kann  man  den  Con- 
tour s  auch  im  Unendlichen  stets  so  führen,  dass  der  absolute  Betrag 
von  f(u)  für  jeden  Punkt  von  s  unterhalb  einer  angebbaren  endlichen 
Zahl  liegt;  im  zweiten  Falle  wird  eine  solche  endliche  Zahl  nicht  mehr 
angebbar  sein.  Die  einfachsten  Beispiele  für  den  ersten  Fall  bieten  uns 
die  trigonometrischen  Functionen  ^.,  coig.y  sec,^  cosec.y  sowie  sämmtliche 
doppelt  periodische  Functionen.  Hingegen  tritt  bei  der  Function  r(ü) 
der  zweite  Fall  ein;  zwar  ist  es  hier  möglich,  die  Curve  s  so  zu  legen, 
dass  sie  die  auf  der  negativen  Abscissenaxe  gelegenen  Unendlichkeits- 
pnnkte  u=0,  — 1,  — 2,  — 3,  ...  auch  im  Unendlichen  stets  vermeidet, 
doch  ist  für  jeden  positiven  unendlich  grossen  Werth  von  u  r(u)  grösser 
als  jede  angebbare  endliche  Zahl.  Die  Functionen  dieser  letzten  Kate- 
gorie besitzen  im  Unendlichen  einen  Discontinuitätspunkt,  den  man  bis- 
her mit  zu  den  Discontinuitäten  zweiter  Gattung  zählte,  den  wir  aber 
nach  dem  Vorgange  des  Herrn  Prjm  von  diesen  absondern  und  als  Dis- 
continuitätspunkt  dritter  Gattung  bezeichnen  wollen. 

In  dem  ersten  der  beiden  betrachteten  Fälle,  in  welchem  also  der 
nnendlich  ferne  Punkt  ein  Discontinuitätspnnkt  zweiter  Gattung  ist,  liegt 
der  absolute  Betrag  von  ^(t;)  für  sämmtliche  Kandpunkte  v  stets  unter 
einer  angebbaren  endlichen  Grenze  If,  wie  gross  wir  auch  den  Contour  s 
wählen  mögen;  diese  Grösse  M  ist  demnach  unabhängig  von  der  Wahl 
des  Contours.  Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernung  des  Punktes  u  vom 
Nullpunkte,  d.  h.  den  absoluten  Betrag  von  u,  mit  /,  ferner  den  abso- 
luten Betrag  desjenigen  Randpunktes  f,  der  dem  Punkte  o  am  nächsten 
liegt,  mit  m,  so  wird  /  eine  endliche,  von  der  Beschaffenheit  des  Con- 
ionrs  unabhängige  Länge,  m  hingegen  eine  lineare  Grösse  sein,  die  sich 
TOD  einer  Bandcurve  zur  andern  ändert.  Nehmen  wir  gleich  von  vorn- 
herein den  Contour  s  so  gross  an,  dass  m>/  ist,  so  werden  fEir  sämmt- 
liche Randpunkte  v  dieses  Contours  die  Ungleichheiten  bestehen 

\f(v)\<M,     |»|>m,      \v-u\>m^l. 
oder 

1 


<;;i' 


P  — M 


m-/' 


mithin  besitzt  der  absolute  Betrag  jenes  Integrals,  wenn   wir  noch  die 
lAnge  der  Randcurve  s  mit  s  bezeichnen,  die  obere  Grenze 
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y*u^  f{v)  dv 
V       P-M 
8 


i{m-iy 


Lassen  wir  nnn  den  Contonr  s  nach  allen  Seiten  hin  über  alle  Grenzen 
sich  erweitern,  so  bleiben  /  nnd  M  unverändert,  s  und  m  hingegen  wer- 
den als  lineare  Grössen  in  gleicher  Ordnung  unendlich  gross;  mithin 
nähert  sich  jener  Quotient,  also  auch  das  Integral  selbst,  dem  Grenz- 
werth  0. 

In  dem  zweiten  Falle,  in  welchem  der  unendlich  ferne  Punkt  der 
Argumentenebene  ein  Discontinuitätspunkt  dritter  Gattung  von  f(u)  ist, 
verschwindet  zwar  nicht  das  Integral ;  doch  lässt  sich  auch  hier  die  ana- 
lytische   Form    des    Integral werth es    leicht   angeben.     T^ir  können   hier 

offenbar  für  den  Quotienten  die  Entwickelung  setzen 


mithin  wird 


J  V     v-u  J       v^  J        v^ 


S  8 

WO  r^,  ^2,  ...  constante  Coefficientcn  bedeuten.  Es  tritt  also  in  diesem 
Falle  zu  der  obigen  Partialbruchentwickelung  noch  eine  Potenzreihe  (eine 
ganze  transcendente  Function)  hinzu,  so  dass  wir  hier,  in  Analogie  zn 
den  rationalen  Functionen,  /*(«)  eine  unecht  gebrochene  transcendente 
Function  nennen  können,  während  diejenigen  Functionen,  die  im  Un- 
endlichen einen  Discontinuitätspunkt  zweiter  Gattung  besitzen,  als  echt 
gebrochene  transcendente  Functionen  zu  bezeichnen  wären. 

Wir  erhalten  demnach  als  Resultat  unserer  Untersuchung  für  eine 
echt  gebrochene  transcendente  Function  f{u)  folgende  Partial- 
bruchzerlegung : 

falls  der  Punkt  f;  =  0  ein  Nullpunkt  von  f{u)  ist; 

falls  der  Punkt  9  =  0  ein  neutraler  Punkt  von  f(u)  ist;  und  endlich 

falls  der  Punkt  t;  =  0  ein  Unendlichkeitspunkt  jn*®'  Ordnung  von  f{u)  ist. 
Für  eine  unecht  gebrochene  transcendente  Function /*(m)  kommt 
zu  dieser  Partialbruchentwickelung  noch  eine  ganze  Function  von  der  Form 
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4)  M.tf;(w)=  c^u  +  c^u*  +  c^i^  +  ,.. 

hinzu. 

Dass  übrigens  diese  Partialbrnchentwickelungen  sowohl,  als  auch  die  in 
§  1  abgeleitete  Productentwickelung  unbedingt  convergiren,  ergiebt  sich  aus 
unserer  Herleitung  von  selbst;  denn  die  Form  des  Contonrs  5,  den  wir 
Zur  Abgrenzung  einer  endlichen  Anzahl  von  singul&ren  Stellen  der  Func- 
tion f{u)  benutzten  und  von  dessen  Wahl  die  Aufeinanderfolge  der  ein- 
zelnen Summanden,  resp.  Factoren  abhing,  war  von  uns  stets  willkürlich 
gelassen  worden.  Freilich,  wenn  man,  wie  dies  gewöhnlich  geschieht, 
für  diesen  Contour  ein  zur  reellen  und  imaginären  Axe  symmetrisch 
gelegenes  Rechteck  wählt,  so  ist  es  nicht  zu  verwundern,  dass  man  nur 
zu  bedingt  convergenten  Reihen-  und  Productentwickelungen  gelangt; 
denn  alsdann  fallen  gerade  diejenigen  Bestandtheile  ans  den  unendlichen 
Summen  und  Producten  heraus,  welche  die  letzteren  zu  unbedingt  con- 
vergenten machen. 

§  4.    Beispiele  zur  Partialbrnohentwiokelung. 

Die  einfach  periodischen  Functionen  /^.,  coig.y  sec.  und  cosec.y  sowie 
die  doppelt  periodischen  Functionen  gehören  offenbar  der  Kategorie  der 
echt  gebrochenen  transcendenten  Functionen  an,  sind  demnach  nach 
einer  der  Formeln  3)  des  vorigen  Paragraphen  zu  behandeln;  und  zwar 
werden  die  Formeln 

3  a),     3b),     3  c)    bez.  anzuwenden  sein  bei  den  Functionen 
lg.,      sec,     cotg, 
Betracbten  wir  insbesondere  die  Function  colg{nti)',  dieselbe  besitzt 
die  Unendlichkeitspunkte  erster  Ordnung 

0,  ±1.  ±2,  ..., 
mithin  ist  ihre  Partialbrachentwickelang  von  der  Form 


»'i;(-)  =  4+^*A.j;J:^.+i}. 


wo  A  und  Ak  die  ersten  Entwickelungscoefficienten  der  Function  coig{nv) 
in  der  Umgebung  der  Punkte  z;  ^^  0  und  e^  =  A:  sind.  Diese  Entwicke- 
langen besitzen  die  Form 

co/g(7n;)=  — {A  +  A't;  +  ...}  und  cotg{nv)  = 7  jAjt  + A'jfc(i;- /f)  + . . .  t ; 

da  nun   die  Function   cotg{7cv)  die  Periode  1  besitzt,   also  der  Functio- 

nalgleichung 

cotg  n{v  +  k)=:  cotg  (ir  v) 

genügt,  wo  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  so  sind  die  Entwicke- 
lungscoefficienten Ajt,  A'kj  .••  bez.  identisch  mit  A,  A',  ...,  so  dass  die 
obige  Partialbruchentwickelung  die  Form  annimmt 

'  Z«ltachrift  f.  Mathematik  n.  Fliytik  XXIV,  5.  22 
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Da  endlich 
also 


.o^(««)=AJi+^;(^^+i)j. 

-\       =1  und  [co«(7c»)L=o  =  l» 

[nv  .  cotg{7Cv)]„^9  =  1 


ist,  so  besitzt  der  Coefficient  A  den  Werth  —  und  es  wird  definitiy 

—  00 

Von  den  doppelt  periodischen  Functionen  wollen  wir  insbesondere 
diejenigen  zweiter  Ordnung  und  von  diesen  die  Wei  er  st  rassische 
Function  p{u)  betrachten;  die  Jacobi* sehen  elliptischen  Functionen 
sinam(u)y  cos  am  {u)  und  /l  am  (u)  lassen  selbstverständlich  eine  ganz  ana- 
loge Behandlung  zu. 

Es  sei  also  p{u)  eine  eindeutige  analytische,  doppelt  periodische 
Function  zweiter  Ordnung,  mit  den  primitiven  Perioden  2a)  und  2(o\  die 
in  jedem  Perioden parallelogramm  nur  einmal  unendlich  gross  zweiter  Ord- 
nung wird ,  nämlich  im  Punkte  i/  =  0  und  in  den  zu  diesem  congmenten 
Punkten;  dann  wird  die^e  Function  in  jedem  Perioden  parallelogramm 
auch  zweimal  gleich  Null  werden,  und  zwar  werden  diese  Nullpunkte, 
die  wir  vorläufig  mit  Uq  und  Uq  bezeichnen  wollen,  im  Allgemeinen  dis- 
crete  sein  und  nach  einem  von  Liouville  herrührenden  Satze  der  Re- 
lation 

'^  +  ^0^0,  d.  h.  UQ  +  UQ^2(im  +  2v€a>' 
genügen,  wo  (i  und  v  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Es  seien  jetzt  u  und  u  irgend  zwei  correspondirende  Punkte  inner- 
halb desselben  Periodenparallelogramms,  d.  h«  zwei  solche  Punkte,  in 
denen  p{u)  denselben  Werth  annimmt,  so  ist  wiederum  nach  dem  Liou- 
ville'sehen  Satze 

M  +  M  =  MQ  +  t/o  =  0,  also  M  =  — M,  folglich  p(m)=p(— tt) 
oder,  da  p  (m)  =  p  (m)  ist , 

2)  p(— «0=P(«)>  ^-  ^-  pM  "t  eine  gerade  Function. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Function  p{u)  —p^v)^  wo  v  eine  willkürliche  Con- 
stante  bezeichnet,  sowohl  für  u  =  t;,  als  auch  für  u:=  —  v  verschwindet, 
während  ihre  ünendlichkeitspunkte  dieselben  sind,  wie  die  von  p{u). 
Beschränken  wir  uns  auf  die  Betrachtung  der  Functionswerthe  im  ersten 
Perioden  parallelogramm  mit  den  Ecken  0,  2a>,  2o)'  und  2m  +  2a)\  und 
nehmen  an ,  der  Punkt  t>  liege  in  diesem  ersten  Periodenparallelogramm, 
so  entspricht  dem  Punkte  m  =  — »  innerhalb  dieses  Parallelogramms 
der  Punkt 
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»  =  — »  +  2»  +  2»', 
so  daaa  tt  =  t>  und  m  =  —  r  +  2  a>  +  2  w'  die  beiden  Nullpunkte  der  Func- 
tion p{u)  —p{v)  im  ersten  Periodenparallelogramm  sind;  es  sind  dies  auch 
die  einzigen  Nullpunkte  und  jeder  ist  von  der  ersten  Ordnung,  da  p{u) 
eine  doppelt  periodische  Function  zweiter  Ordnung  ist. 

Lassen  wir  insbesondere  den  Punkt  v  in  einen  der  Punkte  m^  co  +  co', 
o'  hineinfallen  und  bezeichnen  nach  Herrn  Weierstrass  die  dort  Yor- 
handenen  Functionswerthe  mit 

80  werden  sich  die  beiden  Nullpunkte  erster  Ordnung  v  und  — v  +  2o> 
•^2<ü  für  jede  dieser  drei  Functionen  zu  einem  einzigen  Nullpunkte 
zweiter  Ordnung  vereinigen;  die  Functionen 

i>(«)-^i,     P(w)~^a,     P(«)~^s 
werden  nämlich  in  den  Punkten 

u  s  a> ,     M  =  a  +  »',     M  =  co' 
Ton  der  zweiten  Ordnung  gleich  Null,  während  ihre  Unendlichkeitspunkte 
ebenfalls  von   der  zweiten  Ordnung  sind  und  die  Form  u  =  0  besitzen. 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  die  Ableitung  p'(t/)  in  u  =  a}y  u^m  +  a/  und 
«=(»' Nullpunkte  erster  Ordnung,  und  in  u=sO  einen  Unendlichkeitspunkt 
dritter  Ordnung  besitzt;  und  da  p\u)  nur  da  unendlich  gross  werden  kann, 
wo p(ti)  unendlich  gross  wird,  so  sind  diese  Null-  und  Unendlichkeitspunkte  die 
einzigen  der  Function  p\u)  innerhalb  des  ersten  Periodenparallelogramms. 

Betrachten  wir  nun  die  beiden  Functionen 

(p'(«))»  und  ip{u)-e,)ip{u)-e^ip(u)-e,-), 
80  sehen  wir,  dass  jede  derselben  im  Punkte  14=0  unendlich  gross  sechs- 
ter Ordnung  und  in  den  Punkten  k^o),  u=m  +  (o\  u =09' gleich  0  zwei- 
ter Ordnung  wird;  mithin  ist  nach  einem  bekannten  Satze  über  doppelt 
periodische  Functionen 

(p'(«))»  =«.  (P  («)- 0  (/>(«)-«.)  (P  («)- "s) . 
wo  £  einen  constanten  Factor  bedeutet.     Zur  Bestimmung  desselben  ent- 
wickeln wir  beide  Seiten  dieser  Gleichung  nach  Potenzen  von  u.    Die  Ent- 
wickelung  von  p  {u)  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  wird  von  der  Form  sein 

/,(«)=!  (A+A'«+AV  +  ...) 

oder  vielmehr,  da  p{u)  eine  gerade  Function  ist,  von  der  Form 

Hieraus  folgt  " 

p{u)  =  -^-^  +  2A^u  +  ...,     (p'(«))»  =  ^'-^^+.... 
femer 

Durch  Vergleichung  der  beiderseitigen  Coefficienten  ergiebt  sich 
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also  lat 

3)  €=~,     e,  +  e^  +  e,=^SA'\ 

Demgemäfis  lautet  die  Differentialgleichung  der  Function  p{u): 

(/(«))* = l"  (p  («)  -  «i)  ip  («)  - «,)  o  («)  -  «3) . 

vo  A  den  Coefficienten  von  -^  in  der  Entwickelung  der  Function  p(u) 

nach  Potenzen  von  u  bezeichnet. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  gehen  wir  zur  Aufstellung  der  Partial- 
bruchentwickelung  der  Function  p{u)  über. 

Da  p{u)  eine  eindeutige  analytische  Function  ist,  deren  Unendlich* 
keitspunkte  yon  der  zweiten  Ordnung  sind  und  die  Form  besitzen 

er  jt  =  ^  =  2  m  (0  +  2  n  co', 
so  lautet  ihre  Partialbruchentwickelung  nach  Formel  3  c)  des  vorigen  Para- 
graphen        2^3 

Nun  ist  p{u)  eine  Function  mit  der  Periode  w,  genügt  also  der  Functio- 
nalgleichung  p{u  +  fv)=p{u); 

folglich  besitzen  die  Coefficienten  Ajt  sämmtlich  den  Werth  A  und  die 
Coefficienten  A'k  sämmtlich  den  Werth  A',  d.  h.  den  Werth  0;  es  redacirt 
sich  demnach  obige  Entwickelung  auf 

Wir  ersehen  hieraus,  dass  durch  Angabe  der  beiden  Perioden  2a>  und  2o\ 
sowie  durch  die  Annahme,  dass  der  Punkt  {/  =  0  ein  Unendlichkeitspnnkt 
zweiter  Ordnung  sei,  die  Function  p{ti)  bis  auf  zwei  Constanten  A  and 
A"  vollkommen  bestimmt  ist.  Wir  gelangen  zu  der  Weierstrass'ßcben 
Function  p(t/),  wenn  wir  noch  annehmen,  dass 

4)  A  =  l  und  A"=0,  d.  h,  e^  +  e2  +  e^  =  0 
ist.     Dann  wird  definitiv 

femer  lautet  jetzt  die  Entwickelung  dieser  Function  in  der  Umgebang 
des  Nullpunktes 

6)  />(m)  =  -,(1  +  A^u*+A^m«  +  ...) 

und  die  Differentialgleichung 

7)  (P'(«))*  =  4(p(«)-ej(p(«)-<;,)(p(«)-e3)  =  4p»(«)-ff,p(«)-s„ 
wo  g^  und  g^  die  Bedeutung  haben 
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Als  letztes  Beispiel  betrachten  wir  die  Function  r{u).     Von  dieser 
wissen  wir,  dass  sie  in  den  Punkten 

,1  =  0,  -1,  --2.  ... 
onendlich  gross  erster  Ordnung  wird,  ferner,  dass  sie  ausser  diesen  Un- 
fltetigkeitspunkten  erster  Gattung  im  Unendlichen  noch  einen  Unstetig- 
keitspunkt  dritter  Gattung  besitzt ;  mithin  besitzt  nach  den  Formeln  3  b) 
und  4)  des  vorigen  Paragraphen  die  Function  r{u)  eine  Partialbruch- 
zerlegung  von  der  Form  _. 

r(«)  =  c,«  +  cX  +  ...  +  A'+4+|;*A*(j^-i). 

die  zuerst  von  Herrn  Prjm  (Borchardt^s  Journal  Bd.  82)  angegeben 
worden  ist;  dabei  bezeichnen  A  und  A^  die  beiden  ersten  Entwickelungs- 
coefficienten  von  r(u)  in  der  Umgebung  des  Punktes  ti  =  0,  und  At  den 
enten  Entwickelungscoefficienten  von  r{ü)  in  der  Umgebung  des  Punktes 

Zur  Bestimmung   dieser  Coefficienten   dient  die  Functionalgleichung 
der  Function  r(ti),  nämlich 

r(tt  +  l)  =  t/.r(w), 

oder  wenn  wir  in  derselben  u-^k  statt  u  schreiben, 
JXM-Ä  +  l)  =  (w-Ä).r(M-Ä). 
Nun  besitzen  aber  die  Entwickelungen   der  Function  r(u)   in  der  Um- 
gebung der  Punkte  t/  =  --Af  und  m  =  — Ar  +  1  die  Form 

n«)  =  j:p{A*+A'i(«+A)+...}, 

mithin  ist  für  kleine  Werthe  von  u 

n«-^)=^{A*+A'fcii  +  ...|, 

r(w-.Ä+l)=,l{At-i  +  A'ik-.,«  +  ...j; 

substituiren  wir  diese  beiden  Entwickelungen  in  obige  Gleichung  r(u-k+l) 
=^{u—k)  r{u  —  k)  und  ordnen  rechter  Hand  nach  Potenzen  von  u,  so 
erhalten  wir  durch  Vergleichung  der  beiderseitigen  Entwickelungscoeffi- 
cienten von  —  die  Belation 

9)  Ak-i^-kAk. 

Setzen  wir  hierin  successive  Ar  =  ] ,  2 ,  ...  n  und  multipliciren  die  so  ent- 
stehenden Gleichungen  miteinander,  so  ergiebt  sich 

10)  A   -til"  A-tll"  A 

lü)  An ;^-Ao-      „j      .A, 

Bo  dass  nunmehr  obige  Entwickelung  von  r{u)  die  Form  annimmt 
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*/v^^v'wwwv^'^^^/\^^vw^/v^'w^^»^*V^^^•  *^^>»<^^^^^<^^^^*^»^^'>^^^^<^ 


r(«)=c.«+cX+...+A'+A|i+^*L^(;^-^)j, 

wenn  wir  die  Constante 


setzen , 


Zn folge  der  Oleichang  19),  §2,  und  der  Functionalgleichung  der  Func- 
tion r{u)  ist  aber 

[«.r(«)]«=o  =  r(i)  =  i; 

demnach  wird 

12)  A  =  l 
und  somit 

^  (-1)*     1 

13)  r(u)=e,  +  c,u  +  c,u»  +  ...+^kl-±L  ^^, 

Es  erübrigt  noch,  die  CoefEcienten  ^q)  ^i>  ^2t  ***  ^^  bestimmen.    Zu 
dem  Zwecke  di£Ferentiiren  wir  die  Gleichung  13)  nach  ti  und  erhalten 

-f.  00 

r(«)  =  e.  +  2..«  +  ...-^*tl|I_J_, 

mithin  wird 

Andererseits  folgt  aas  der  Eqtwickelnng  der  Function  r{u)  in  der  Um- 
gebung des  Punktes  u  =  0 

r  («)=      i  +  A'+A''tt  +  A"' ««  +  ..., 


i^r"(«) i  +  A^^  +  4A^«  +  ..., 


mithin 
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^^^^^^A<»^^^^^^>v^^<»^^«^^»^^^.^^^^^^^i^^»*MMw»^»>^^^^^>^^<^^^^^^^^»<^^»/^y^^M»^  V 


Somit  bestehen  zwischen  den  Coefficienten  Cq,  Cj,  c^^  ...  einerseits  und 
den  Coefficienten  A,  A',  A",  ...  andererseits  die  Relationen 

oder  wenn  wir  zur  Abkürzung 

4-00 


Lürzung 


■€tu 


setsen, 

14)  c«=:A<"+»)+(-l)»+^«„+,,     n  =  0,  1,  2,  .... 

Die  numerischen  Werthe  der  Grössen  a^^  a,,  ...  können  wir  als 
bekannt  voraussetzen;  es  bleiben  also  nur  noch  die  Werthe  von  A^ 
A",  ...  zu  ermitteln  tibrig.  Nun  ist  r{u+l)  =  u,r{u)j  mithin  besitzt 
die  Function  r(u+l)  für  kleine  Werthe  von  u  eine  Entwickelnng  von 
der  Form 

15)  r(u+l)  =  1  +  A'tt  + AV+  ... ; 

vir  haben  also  nur  r(tt  +  l)  nach  Potenzen  von  u  zu  entwickeln,  die 
Coefficienten  dieser  Entwickelnng  geben  alsdann  die  gesuchten  Werthe 
▼on  A',  A",   .... 

Diese  Entwickelnng  kann  ebenfalls  als  bekannt  vorausgesetzt  werden. 
Es  iSsst  sich   nämlich  aus  der  früher  aufgestellten  Productentwickelnng 

die  Function  y(ti)s=  eine  bestänäig  convergente  Potenzreihe  für 

y(u)  ableiten,  wie  zuerst  Herr  Weierstrass  bewiesen  hat  (Grelle* s 
Journal,  Bd.  51  S.  7);  die  Goefficienten  dieser  Potenzreihe  sind  von 
Herrn  Scheibner  (Leipziger  Berichte,  math.-phjs.  Classe,  Jahrg.  1862 
S.  75)  berechnet  worden.  Bildet  man  den  reciproken  Werth  dieser  Reihe, 
80  gelangt  man  zu  der  Entwickelnng  15)  und  somit  zu  den  gesuchten 
Werthcn  von  A',  A",  . . . ;  insbesondere  wird  A'=  —  -Äf ,  wo  M  dieselbe 
Bedeutung  hat,  wie  in  dem  unendlichen  Product  für  y(u). 
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XIX,    Neues  elementares  Schliessungsproblem. 

Zwei  feste  Kreise  in  der  Ebene  sind  gegeben.  Man  verlangt  die 
Bedingungen  zu  kennen,  unter  denen  eine  Reibe  von  Kreisen,  deren 
jeder  seine  beiden  Nachbarn  und  die  beiden  festen  Kreise  berührt,  ge- 
schlossen sein  wird. 

Diese  Aufgabe  wird  gelöst  durch  den  folgenden  Lehrsatz: 

Wenn  zwei  Kreise  M^^  M^  einander  und  zwei  feste  Kreise  A,  B 
berühren  und  man  verbindet  die  Chordalpunkte  (^,  B^  M^  und  {A^  B,  M^) 
mit  einem  der  Punktkreise  der  Schaar  {A^B)^  so  ist  in  diesem  Punkt- 
kreise ein  Winkel  entstanden,  welcher  von  der  Wahl  der  Kreise  ^|,  ^2 
unabhängig  ist. 

Coesfeld.  Schwbrino. 


XXXIV.  Versammlung 
deutscher 

Philologen  und  Schulmänner. 


Mit  Allerhöchster  Genehmigung  Sr.  Majestät  des  Kaisers  und 
Königs  Wilhelm  findet  auf  Grund  des  zu  Gera  im  vorigen  Jahre 
gefassten  Beschlusses  die  diesjährige  Versammlung  deutscher  Philologen 
und  Schulmänner  in  Trier  vom  24.  bis  27.  September  statt  und  laden 
wir  die  Fach-  und  Berufsgenossen  zu  zahlreicher  Betheiligung  ein. 
Wegen  Beschaffung  guter  und  billiger  Quartiere  wolle  man  sich  mög- 
lichst frühzeitig  an  den  mitunterzeichneten  Director  Dr.  Dronke  wen- 
den.   Alles  Nähere  besagt  das  demnächst  auszugebende  Programm. 

Bonn  und  Trier,  2.  Juni  1879. 

Büchler.    Dronke. 


Digitized  by 


Google 


Tafel  L 


(c -es)  Kleine  Terz  (0  6) 


(c  -e )  Grosse  Terz  (4:5) 


(c-f)  Quarte  (3   i) 

ZeiUdrifl  f.  Mathematik  tnl  Flrysik  JSN 


A.  Naumarai'sdie  Liditdruckcrei  J«ipii^ 
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Tafel  n. 


(c-|)  Quinte  (2-3  i 


(c-as>  Kleine  Sexte  (S'%) 


c-a)  Grosse  Sexte  (3«6) 

Zeitsdrift  f  MatherailikundFl^sik  X]Q\r  A.  Kaumannsdi«  LiditdruckereiXeipxig 
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TVL  Qeometrie  der  Krdse  in  der  Ebene.     Vot!  R.  UxnnKt,  St  i 
X  Vll,  riefortnati on  eine r  u n etid  li  e h  d  fl  mi '  rmigvn  ^l ►  r 

die  WSlnncj,  wenn  die  TeTnjwnin  mvehma  T         •     :  ^ 

btoa  stetige  Function  der  Entfernung  vom  Hitt«1t)unltt#  def  Pteltil 
i«t     Von  Dr.  F,  NnsMöLLKii  io  Kis^najsh  ,.<..,,, 
lYin.  Die  Deinition   der  geometnflelien  G^bild«:  dtmili  Conbtmctlo 
Polarsyst^ime.    ¥ön  U.  Tuiemk,  Dr.  pbll    (ScbJui«)  *    .    .    • 
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Sici  »rreu.    Vou  J*  EAasx»  ^.  /«  (Taf.  IT  ttnd  Klat)frägiixt9ii> 
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XX*  Um   bjäertintiulgleicliuiigcu    der    Dioptrik   cootliiidrlinli    ^^ 

Linaen  and  ihrt?  Anwitudung  anf  di«  Dioptrik  d^t  KfjuUiii— 
I^rot  Dr,  Lcnivto  MArnriitsKSf  in  Rottock    .•♦..», 
XXL  Die  hiirBteUting  dar  mmbutigefi  ana-lytisciien  Fn actio ii*mi  ümmt 
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Bmlüdnng  zur  XXXIV,  Venwimn/ 
in  Trier  vom  24,  bi»  'J 


beber  Pbilölogeo  und  Schulmüi 

■Xm  lS7y 
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JoRDAXi  Dr.  W*,   Handbuch  der  Veniie««ung¥knode.    Voa  iLFi 
HAV)!  in  Dresden        •».#...     4    ...    ^     .     . 
GösmrKiit  Dr,  SicaMum^  Studion  «ur  Üeucbldite  d«r  i 


tind  phv-^ 

SAwtT4«;itt  Dr.  A., 

ihrer  A IV 
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Von  C^ 

Von  Ca 


üL'ii  tjeninflgfc;^,    _ 

Von  VAi.itarriJit»   .,..,- 
Maswuia,  ^.  Clbäk,  SiibfttanÄ  and  Boweguu^t  uj^  > 

\?on  Dr  Ernbt  v,  Fr^RiiiTiTL.     Von  Tb.  Kü? 
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LixaKM,  Dr,  |ihiLP. ,   Diii  GmndprobleTne  d<»r  M>«hiinf1c, 

EdmcmTzvos  in  Fmberg. 

BibUogriipUie  vom  I.Juni  bfi  S1«  Juli  lST9t 

P^rindiiiüho  i?  cbrif tcn  ,.,*,,., 
ütaMikiekt«  di:^r  Mutbeinatik  nnd  Phmk . 
Rf'i  .  inatik  ,    «    . 

An^  iNUUicfKimiik 

Pbjnik  und  Mcle&rologio 


Zeitschrift 

ftlr 

>Jjitheinalik  und  IMiysik 

iinUi  .Ujr  venutlworiliciliiii  lü^diiatio«! 

Sr,  O.  Scblömilcli,  Dr,  E.  Kahl 

utwl 

Dr.  IL  Cantor. 


XXIV    JAhrirmag,    8,  Heft. 


Mil  a  HUwgmithtn^^n  TiitVin. 

A  iu'.:r*,:-  Im  r:     ,  ,      1     ••,  ,,youiber 

1871*. 

iittip/ig, 

* 

ir  van  B.  «v  Ti-ui 

18711. 

Halle  im  Pfeffer'schen  Verlage 

erschien  und  ist  durch  alle  Buchhandlungen  zu  erhalten: 

Ueber  Kraft  und  Bewegung  im  Hinbuck  auf  die  ucht- 

weUenlehre  und  die  meclianische  "Warmetheorie  von  M.  I>ro.ss- 
bach.  2  .//  40  ^ 

Im  Verlage  der  HaWschen  Buchhandlan^  in  HannoTer  ist  soeben  erschiencE 
und  durch  alle  Buchhandlangen  zu  beziehen: 

Der  Organismus  der  leblosen  Natur. 

Ein  physikalischer  Versuch 

von 

Richard  Prüsmanii. 

8.   —    1879.    —  1  M.  60  Pf.      ' 


Neuer  Verlag  von  B.  G.  Tenbner  in  Leipzig. 

Abhandlangen  zur  Geschichte  der  Mathematik.    II.  Heft.    A.  u.  d.  T.: 
Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.    XXIV.  Jahrg.    Supplement.     [240  S 
gr.  8.  geh.  n«  uGf  6.  — 

Inhalt:  I.  Die  deutsche  Coss.  V<)n  P.  Treuttxin,  Professor  am  GyinnasiuiL 
zu  Carlsruhe.  II.  Der  Traktat  des  Jordanus  Nemorarius  „de  numerisdatis**.  Heraus- 
gegeben von'  P.  Tbeutlein.  III.  Zur  Geschichte  der  Mathematik.  1.  Das  Trap,/ 
bei  Euklid,  Heron  und  Brahmegupta.  Von  Dr.  H.  Weihst^nbobn,  Professor  am  Real- 
gymnasiam  zu  Eisenach.  IV.  Zur  Geschichte  der  Mathematik.  2.  Die  Boetiu- 
Frage.    Von  Dr.  H.  Weissenborn. 

BOrner»  Dr.  H«,  Oberlehrer  an  der  Healschule  I.  0.  zu  Ruhrort,  Lehrbuch  zu' 
Einführung  in  die  Geometrie  für  höhere  Schulen.  Mit  in  den  Text  gedruckt.! 
Holzschnitten,     [XVIII  u.  93  S.]     gr.  8.     geh.  n.  Ujf  1.  60. 

Fuhrmann,  Dr.  Arvred,  ord.  Professor  am  kgl.  Polytechnikum  zu  Drosdpi.. 
Aufgaben  aus  der  analytischen  Mechanik.  Ein  Uebungsbuch  i'i' 
.  Studirende  der  Mathematik,  Physik,  Technik  etc.  In  zwei  Theilen.  Erstarr: 
Theil:  Aufgaben  aus  der  analytischen  Statik  fester  Körper.  Mit  in  den  Text 
gedruckten  Hölzschnitten.  Zweite,  verbesserte  u.  vermehrte  Aufl.  [VI  u.  1.3S  S. 
gl*.  8.     geh.  n.  JST  2. 40.  •  .     • 

Koehlei*9  Carl,  Ueber  die  Integration  vermittelst  explicirter  Funktioiurn 
derjenigen  homogenen  linearen  Differentialgleichung  w^er  Ordnung,  deren  In- 
tegrale nur  für  unendlich  grosse  Werthe  der  Variabelen  unstetig  werden. 
[30  S.l     gr.  8.     geh.  n,  ,^  1. — 

liindemann,  Dr.  Ferd.»  a.  o.  Professor  der  Mathematik  an  der  TJniversitrit 
Freiburg  i.  B.,  Untersuchungen  über  den  Riemann-Roch'schen  Satz.  Aka- 
demische Antrittsschrift,     gr.  8.    geh.  j5f  1. — 

mcyer,  Dr.  A«»  ord.  Professor  an  der  Universität  zu  Lüttich,  Vor!  esung«:! 
überWahrscheinlichkeitsrechnung.  Deutsch  bearbeitet  von  Emanu»^! 
C  zu  her.     [XII  u.  664  S.]     gr.  8.     geh.  n.  .^12.- 

Salmon, .  Geor^^e»  analytische  Geometrie  des  Raumes.  Deutsch  wu 
Dr.  WujiELM  Fiedler,  Professor  am  eidgenössischen  Polytechnikum  zu  Zfirich 
Erster  Thoil:  Die  Elemente  und  die  Theorie  der  Fläcben  zweiten  Grad»  ^ 
Dritte  AuBage.    [XXXIII  u.  362  S.]    gr.  8.    geh.  n.  ^ide-byGoOQle 


xxn. 

Die  Bildung  affiner  Figuren  durch  ähnlich -veränderliche 

Systeme. 

Von 

Dr.  L.  Geisenheimer 

in  Tarnowitx. 


Hierzu  Taf.  V  Fig.  1—12. 


§1. 
In  einer«  vor  einiger  Zeit  in  vorliegender  Zeitschrift  erschienenen 
Arbeit*  veröffentlichte  ich  eine  Untersnchnng  über  die  Bewegung  ähn- 
licb- veränderlicher  ebener  Systeme,  in  welcher  nachgewiesen  wurde,  dass 
die  Phasen  einer  beliebigen,  ähnlich  -  veränderlichen  Cnrve  nach  Grösse 
and  Lage  erhalten  werden ,  indem  sich  ihre  ähnlich  -veränderliche  Ebene 
mittelst  einer  ähnlich  -  veränderlichen  Polcnrve  auf  einer  festen  Polbahn 
abrollt.  Der  momentane  Drehnngswinkel  der  variablen  Polcarve  ist  in 
jedem  Zeitdifferential  gleich  der  algebraischen  Summe  der  zu  den  ent- 
sprechenden gleichen  Bogenincrementen  auf  Polcurve  und  Polbahn  ge- 
hörigen Contingenzwinkel ;  und  ist  ausser  diesen  das  Gesetz  über  die 
Veränderlichkeit  der  Polcurve  bekannt,  welches  in  einer  für  die  construc- 
tive  Verwendung  sehr  geeigneten  Weise  durch  die  Angabe  des  Wende- 
oder Rückkehrkreises  dargestellt  wird,  so  lassen  sich  in  jedem  Momente 
die  ElemenCe,  also  Richtung  und  Krümmung,  des  zu  einer  ähnlich -ver- 
änderlichen Curve  existirenden  einhüllenden  Bogendifferentials  durch  die 
Elemente  des  eingehüllten  Bogendifferentials  bestimmen.  Die  Gesetze 
des  einfachsten  Falles,  bei  welchem  die  variable  Curve  in  einen  Punkt 
zusammenschrumpft,  also  die  Hüllbahn  in  die  von  diesem  Punkte  be- 
flchriebene  Trajectorie  übergeht,  sind  bereits  von  Grouard  aufgestellt 
worden.** 


*  Geisenheimer,    Untersuchung    der  Bewegung    ähnlich -veränderlicher 
Systeme.    Zeitschrift  f.  Math,  und  Phys ,  Bd.  XXIV  S.  129.  ' 
*•  Grouard,  L'Institta,  1869,  pag.  84. 
ZeitMbiin  1  irttliemttik  v.  Physik  ZXIV,  0.  28 
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Die  Bewegung  eines  ähnlich -veränderlichen  Systems  ist  in  jedem 
Augenblicke  durch  die  zweier  seiner  Punkte  bestimmt.  Demnach  ist  die 
Bewegung  eines  ähnlich -veränderlichen  Systems  gegeben,  sobald  zwei 
Trajectorien  und  die  auf  diesen  befindlichen,  gleichzeitig  passirten  Punkte 
bekannt  sind.  Ein  specieller  Fall  dieser  Bestimmungsweise  tritt  ein, 
wenn  zwei  Punkte  des  ähnlich -veränderlichen  Systems  affine  Punktreihen 
beschreiben.  Bereits  Burmest er  hat  erkannt,  dass  in  diesem  Falle  alle 
Punkte  des  Systems  affine  Punktreihen  durchlaufen.*  Die  folgende  Un- 
tersuchung geht  in  eine  ausführlichere  Erörterung  dieses  wichtigen  Spe- 
cialfalles ein;  die  Resultate  derselben  werden  nicht  nur  neue  Gesichts- 
punkte für  die  Auffassung  der  Bewegung  beliebiger  ähnlich -veränderlicher 
Systeme  liefern ,  sondern  auch  mehrere  allgemeine  Gesetze  über  die  Krüm- 
mungen entsprechender  Elemente  in  affinen  Curven  und  der  Fusspunkt- 
curven  geben. 

In  den  affinen  Systemen  £^  und  2^  seien  k^  und  k^  zwei  entspre- 
chende Curven ,  J^  und  J^  ^^®^  entsprechende  Punkte  in  diesen  Curven. 
Zwei  affine  Systeme  in  nicht  perspectivischer  Lage  haben  stets  einen 
Punkt  und  zwei  durch  diesen  laufende  reelle  oder  imaginäre  Gerade  als 
selbstentsprechende  Elemente  gemein.  Im  Folgenden  werde  zunächst 
vorausgesetzt,  dass  diese  Geraden,  welche  die  Asymptotenrichtungen  des 
durch  zwei  entsprechende  Strahlbüschel  gebildeten  Kegelschnitts  bestim- 
men, reell  seien.  Es  sei  S  der  stets  reelle,  selbstentsprechende  Punkt, 
Uy  V  die  selbstentsprechenden  Geraden.  Wird  i^jiy^lli^^iVjll^  g^zogeD 
und  entspricht  iV^  dem  Punkte  i^g,  so  folgt,  da  in  affinen  Systemen  du 
Verhältniss  entsprechender  Strecken  für  parallele  Linien  constant: 
irfj  iVj :  ^2  -^2  =  Const,  =  m. 

Ebenso  ergiebt  sich  für  das  Verhältniss  zweier  zu  v  parallelen,  sidi 
entsprechenden   Strecken   eine   constante   Zahl   n.     Die  Verbindungslinie 
zwischen  J^  und  A^  schneide  u  in  üj  v  in   F,  so  wird 
Ji  V:  A^  V^m^     A^  ü:  A^  üz=  n. 
1)   Die  selbstentsprechenden  Strahlen  zweier  affiner  Sy- 
steme  theilen   die  Verbindungslinie  zweier  beliebiger 
entsprechender  Punkte  nach  festen  Verhältnissen. 

Das  Product  tn.n  der  beiden  constanten  Verhältnisse  bedeutet  das 
Flächenverhältniss  zweier  sich  entsprechenden  Parallelogramme,  deren 
Seiten  den  selbstentsprechenden  Geraden  parallel  laufen,  also  überhaupt 
das  Verhältniss  zweier  sich  in  2^  und  2^  entsprechenden  Flächen  räume. 

Ist  ausser  dem  System  £^  das  System  der  sich  selbst  entsprechen- 
den Geraden  nebst  den  Theilungsconstanten  in  und  n  gegeben ,  so  ist  21 


*  Burmester,  EinematiBch- geometrische  Theoiie  der  afßn -veränderliches 
etc.  Systeme.    Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.,  Bd.  XXIII,  Heft  2. 
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eindeatig  bestimmt.  Zu  jedem  Punkte  A^  in  Zy^  gehört  ein  Punkt  A^ 
in  2^,  der  leicht  als  Schnitt  zweier,  den  selbstentsprechenden  Linien 
paralleler  Geraden  gefunden  wird.  Verschiebt  man  das  System  2^  pa- 
rallel zu  sich  selbst,  so  bleiben  die  sich , selbst  entsprechenden  Richtungen 
und  deren  Verhältnisse  ungeändert.  Wird  Punkt  A^  parallel  zu  u  ver- 
schoben, gleitet  der  sich  selbst  entsprechende  Punkt  S  auf  t^;  verschiebt 
man  A^  parallel  zu  r,  gleitet  S  auf  u.  Demnach  kann  durch  passende 
Verschiebung  längs  beider  Richtungen  u  und  v^  bezüglich  längs  der  Re- 
sultante dieser  beiden  Verschiebungen,  S  jeden  Ort  der  Ebene  ein- 
nehmen. 

Drehen  wir  fem  er  die  affinen  Systeme  L^  und  2^  beide  um  gleiche 
Winkel,  so  müssen  sich  diejenigen  Richtungen,  welche  sich  vor  der 
Drehnng  selbst  entsprachen,  auch  nach  der  Drehung  selbst  entsprechen. 
Im  Zasammenhang  mit  dem  Vorstehenden  folgt  hieraus: 

2)  Werden  die  starr  gedachten  Systeme  Z^  und  2^  so  be- 
wegt, dass  die  Neigung  entsprechender  Linien  un- 
geändert bleibt,  80  bleiben  auch  der  Winkel  und  die 
Theilungsconstanten  (mund  n)  der  selbstentsprechen- 
den Geraden  der  beiden  affinen  Systeme  ungeändert. 
Ihr  Schnittpunkt  5  kann  hierbei  durch  passende  Trans- 
lation an  jeden  Punkt  der  Ebene  gelangen. 

Aus  dem  letzten  Theile  des  Satzes  folgt  auch  die  Richtigkeit  der 
Cmkehrung: 

3)  Bleiben  die  Lagen  einer  Linie  im  System  ^  gegen  die 
sich  selbst  entsprechenden  Linien,  wie  deren  zugehö- 
rige Theilungsconstanten  ungeändert,  so  ändert  sich 
das  zu  2^1  affine  System  £^  nur  der  Lage,  nicht  der 
Grösse  und  Gestalt  nach.  Die  Drehung  des  Systems  2^2 
ist  der  des  Systems  2^^  gleich  und  gleichgerichtet. 

Eine  Erweiterung  erfährt  der  vorhergehende  Satz  für  den  speciellen 
Fall,  dass  E^  und  2^  entgegengesetzt -ähnliche  Systeme  sind.  In  diesem 
Falle  ist  der  Winkel  der  selbstentsprechenden  Geraden  beider  Systeme 
ein  rechter.  Die  selbstentsprechenden  Geraden  theilen  jede  Verbindungs- 
linie entsprechender  Punkte  harmonisch,  und  das  Verhältniss  zweier 
beliebigen  entsprechenden  Strecken  ist  stets  gleich  dem  Aebnlichkeits- 
verhältniss  der  beiden  Figuren.  Demnach  wird,  falls  der  Winkel  der 
selbstentsprechenden  Geraden  ein  rechter,  und  m  gleich  —n  ist,  2^  der 
Gestalt  und  Grösse  nach  ungeändert  bleiben,  auch  wenn  die  Drehung 
für  2j  und  das  System  der  selbstentsprechenden  Geraden  eine  verschie- 
dene ist. 

In  den  affinen  Systemen  £^  und  2^  (Fig.  1)  sollen  den  durch  A^^ 
beliebig  gezogenen  Geraden  A^B^  und  Ay^C^  die  Geraden  A^B^  und  A^C^ 
entsprechen.     Entsprechende  gerade  Strecken  affiner  Systeme  können  als 
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äbnliche  Gebilde  betrachtet  werden.  P^  sei  der  Aehnlichkeitspol  der 
Geraden  y^^B^^  nnd  ^^B^^  Pp  der  Aehnlichkeitspol  der  Geraden  i^jC^nnd 
i^jCg.  Jede  zu  ^iB^  und  j^^B^  ähnliche  gerade  Punktreihe,  welcher  P^ 
als  Aehnlichkeitspol  zu  ^iB^  und  j^^B^  angehört,  theilt  die  Verbindnngs- 
strecken  ^ ^  A^  und  B^  B^  nach  demselben  Yerhältniss ;  femer  bildet  die 
dritte  ähnliche  Punktreihe  mit  dem  Leitstrahl  nach  P^  denselben  Win- 
kel fA,  wie  ^1^1  oder  A^B^  mit  den  homologen  Leitstrahlen.  Das  Ent- 
sprechende gilt  ftir  eine  zu  A^C^  und  A^C^  ähnliche  Punktreihe,  deren 
Aehnlichkeitspol  P,  ist.  Sollen  beide  neuen  Punktreihen  zusammenfallen, 
also  A^A^y  ^1^8)  ^1^8  ^^  ^t  ^19  ^8  nach  demselben  Yerhältniss  durch 
die  dritte ,  zu  A^  B^  und  A^  C^  ähnliche  gerade  Punktreihe  getheilt  werden« 
so  muss  der  von  den  Leitstrahlen  im  Schnittpunkte  mit  A^A^  gebildete 
Winkel,  LP^ÜP^,  gleich  der  Differenz  der  Winkel  P^A^B^  und  P^A^C^ 
sein.  Die  beiden  Schnittpunkte  des  über  PftPv  geschlagenen,  diese  Win- 
keldifferenz fA  — V  über  PßPp  enthaltenden  Kreises  tv  mit  A^A^  ergeben 
demnach  Punkte  solcher  zwei  Geraden,  welche  A^A^^  B^B^  und  C^C^ 
nach  gleichem  Verhältnisse  theilen.  Diese  Geraden  sind  aber  die  selbst- 
entsprechenden Linien  der  affinen  Systeme  £^  und  Z^\  die  gefundenen 
Schnittpunkte  des  über  Pf^Pt  geschlagenen  Kreises  mit  A^A^  sind  dem- 
nach die  von  Pfi  und  Pf  unabhängigen  Schnittpunkte  U  und  V  der  selbst- 
entsprechenden Geraden  mit  A^A^, 

Aus  der  weiteren  Betrachtung  der  selbstentsprechenden  Geraden  ab 
zu  A^B^  und  A^C^  ähnlichen  Punktreihen  folgt,  dass  LF^üS==L  Pf,VS 
=  LPf^A^B^,  Demnach  liegt  auch  der  Schnittpunkt  S  der  selbstentspre- 
chenden Geraden,  den  wir  mit  Burmester  als  den  Affinitätspol  der 
Systeme  2]^  und  2^  bezeichnen ,  auf  dem  Kreise  w.  Da  also  dieser  Kreis 
tv  durch  drei  von  der  Richtung  der  Linien  A^B^  und  A^C^^  unabhängige 
Punkte  5,  ü  und  V  geht,  ist  derselbe  von  der  speciellen  Wahl  dieser 
durch  A^  gehenden  Linien  unabhängig ,  enthält  also  die  Aehnlichkeitspole 
für  alle  durch  A^  und  A^^  gehenden  entsprechenden  Linienpaare. 

Nach  der  vorstehenden  Entwickelung  ist  Z.  5  ^P^  =  Z.  P^  A^  B^ .    Dem- 
nach entspricht  nicht  nur  jeder  Geraden  durch  A^  ein  Punkt  des  Kreises 
tv  als  Aehnlichkeitspol  mit  der  entsprechenden  Linie  durch  A^^  sondern 
auch   umgekehrt  jedem  Punkte  des  Kreises  tv  eine,   und  zwar  nur  eine 
Linie  durch  A{.    Aus  dieser  gegenseitigen  Eindeutigkeit  des  Entsprechens 
folgt,  dass  das  durch  A^  gelegte  Strahlbüschel  zu  der  kreislinigen  Pnnkt- 
reihe  der  Aehnlichkeitspole  projectivisch  ist.  Zusammenfassend  ergiebtsich: 
4)  Die  Aehnlichkeitspole  der  entsprechenden  Strecken  in 
zwei   entsprechenden   Strahlbüscheln   affiner  Systeme 
bilden    eine    zu    diesen   Strahlbüscheln    projectivische 
kreislinige  Punktreihe. 

Punkt  V  ist,  wie  sich  unmittelbar  aus  Fig.  1  ergiebt,  der  Aehnlicli- 
keitspol  der  durch  A^  und  A^  parallel  zu  ti,  ü  der  Aehnlichkeitspol  der 
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parallel  zu  v  gezogenen  Geraden;   S  ist  der  Aehnlichkeitspol  der  ent- 
sprechenden Geraden  SJ^^  nnd  SA^, 

Der  Aehnlichkeitspol  von  Ji  A^  nnd  B^  B^  fällt  mit  dem  Aehnlichkeits- 
pol von  A^B^  nnd  A^  B^  zusammen.   Da  B^  beliebig  in  Bezug  auf  ^^,  folgt: 

5)  Die  Aehnlichkeitspole  einer  festen  Geraden,  welche 
zwei  entsprechende  Punkte  affiner  Systeme  verbindet, 
mit  allen  anderen  derartigen  Verbindungsgeraden  ent- 
sprechender Punkte  bilden  eine  Kreislinie.* 

Die  Gerade  A^A^  betrachten  wir  als  einem  ähnlich -veränderlichen 
System  angehörig,  in  welchem  der  Punkt  J|  successive  die  discreten 
Lagen  A^^  B^^  C^,  der  Punkt  A^  gleichzeitig  die  Lagen  A^^  B^^  C^  ein- 
nimmt. Die  Schnittpunkte  der  bewegten  Geraden  des  ähnlich -veränder- 
lichen Systems  in  ihren  verschiedenen  Lagen  A^A^^  ^1^2*  ^i^a  ™^^ 
den  selbst  entsprechen  den  Geraden  u  und  v  seien  £7,  ü^^  ü^  und  V,  V^, 
Fg.  Da  nach  Satz  1)  diese  Punkte  die  bewegliche  Gerade  nach  con- 
stantem  Verbältnis^  theilen,  sind  £7,  27^,  U^  und  ebenso  F,  F^,  Fg  ent- 
sprechende Punkte  in  diesen  drei  ähnlichen  Systemen;  und  da  in  beiden 
Fällen  die  drei  sich  entsprechenden  Punkte  auf  geraden  Linien ,  nämlich 
auf  u  und  v  liegen,  folgt,  dass  der  Schnittpunkt  S  dieser  geraden  Linien 
der  Wendepol  dieser  drei  ähnlichen  Systeme,  und  der  Kreis  n^  durch  die 
Punkte  S,  U^  V  der  Wendekreis  der  ersten,  der  Kreis  w^  durch  5,  D^,  V^ 
der  Wendekreis  der  zweiten,  und  der  Kreis  rv^  durch  S^  ü^j  V^  der  Wende- 
kreis der  dritten  Lage  ist. 

6)  Der  Affinitätspol  zweier  als  affin  angesehenen  Drei- 
ecke fällt  mit  dem  Wendepol  derjenigen  drei  ähnlichen 
Systeme  zusammen,  filr  welche  die  Verbindungsstrecken 
der  homologen  Ecken  der  Dreiecke  entsprechende  Ge- 
rade sind.  Der  geometrische  Ort  für  die  Aehnlichkeits- 
punkte  der  durch  homologe  Ecken  laufenden  affinen 
Strahlen  bildet  den  Wendekreis  des  durch  diese  Ecken 
bestimmten  ähnlichen  Systems. 

Der  Affinitätspol  zweier  affinen  Systeme  lässt  sich  demnach  als 
Wendepol  dreier  ähnlicher  Systeme  construiren.  Die  Wendekreise  zweier 
derartiger  Systeme  schneiden  sich  im  Affinitätspol  von  2^  mit  Z^  und 
im  Aehnlichkeitspol  der  beiden  Systeme. 

Fällt  in  vorstehender  Entwickelung  Punkt  A^  und  hiermit  A^  ins 
Unendliche,  so  rücken  auch  TJ  und  V  ins  Unendliche.  Der  geometrische 
Ort  der  Aehnlichkeitspunkte  wird  demnach  in  diesem  speciellen  Falle 
eine  durch  den  Affinitätspol  laufende  Gerade. 


*  Dieser  Satz  wurde  in  etwas  anderer  Form  von  Burmester  entwickelt. 
Vergl.  Barmester,  Ueber  den  Beschleunigungszustand  ähnlich -veränderlicher 
und  starrer  ebener  Systeme.    Civilingenieur,  Bd.  XXIV  S.  24. 
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§2. 

Bisher  wurde  angenommen,  dass  die  drei  ähnlichen  Systeme,  welche 
zu  den  Geraden  A^A^,  ^i^si  ^i^a  gehören,  sich  in  discreten  Lagen 
befinden.  Kücken  diese  Geraden  unendlich  nahe,  so  gehen  unsere  Sätze 
in  solche  über  die  stetige  Bewegung  eines  ähnlich -veränderlichen  Systems 
über,  in  welchem  zwei  Punkte,  A^  und  ^g,  affine  Punktreihen  k^  und  k^ 
beschreiben.  Die  Sätze  behalten  auch  für  die  stetige  Bewegung  ihre 
Geltung;  und  der  Kreis  Wy  welcher  für  discrete  Lagen  den  zur  Linie 
J^  A^  gehörigen  Wendekreis  bildet ,  ist  dies  auch  für  die  stetige  Bewegung. 
Der  Wendepol,  welcher  bei  der  Bewegung  eines  beliebigen  ähnlich -ver- 
änderlichen Systems  eine  Curve  beschreibt,  fällt  in  diesem  Falle  mit  dem 
festbleibenden  Affinitätspol  zusammen.  Alle  Punkte  des  Kreises  w  be- 
schreiben demnach  gerade,  durch  den  Punkt  S  laufende  Linien.  Die 
Umkehrung  ergiebt  sich  nach  Satz  1),  §  1,  als  richtig:  Sind  die  Trajec- 
torien  zweier  Punkte  eines  ähnlich -veränderlichen  Systems  gerade  Linien, 
so  beschreiben  alle  Punkte  in  der  Verbindungslinie  der  ersten  Punkte 
affine  Bahnen,  deren  selbstentsprechende  Linien  jene  Geraden  sind. 

Der  Wendekreis  rv  fasst  über  der  variablen  Geraden  ÜV^  durch 
deren  Endpunkte  die  Linien  u  und  v  beschrieben  werden ,  stets  denselben 
Winkel  (t/,  v)  dieser  Geraden.  «Da  also  der  Wendekreis  über  einer  ver- 
änderlichen, sich  entsprechenden  Geraden  stets  den  gleichen  Winkel 
fasst,  folgt: 

7)  Beschreiben  zwei  Punkte  eines  ähnlich-veränderlichen 
Systems  affine  Trajectorien,  so  setzt  sich  der  Wende- 
kreis in  den  verschiedenen  Phasen  aus  denselben  Punk- 
ten zusammen.  Der  Wendekreis  ist  also  ein  System- 
kreis des  ähnlich-veränderlichen  Systems. 

Der  Geschwindigkeitspol  der  Bewegung  ist  der  zweite  Schnittpunkt 
zweier  aufeinander  folgenden  Wendekreise.  Demnach  föllt  die  Polcurve 
mit  dem  Wendekreise  zusammen. 

Auch  dieser  Satz  kann  umgekehrt  werden.  Denn  rollt  ein  ähnlich- 
veränderlicher Kreis  über  eine  Curve  und  beschreibt  jeder  seiner  Punkte 
in  jedem  Augenblick  ein  gerades  Element,  so  haben  die  von  den  Punk- 
ten dieses  Kreises  beschriebenen  Curven-  unendlich  viele  einander  fol- 
gende Inflexionspnnkte ,  sind  also  gerade  Linien. 

Der  momentane,  auf  w  liegende  Pol  der  Geschwindigkeit  sei  f 
(Fig.  1),  q)  der  momentane  Geschwindigkeitswinkel.  Da  P  die  Gerade 
SP  beschreibt,  muss  der  Wendekreis  die  Gerade  SP  unter  dem  Ge- 
schwindigkeitswinkel schneiden.  Daher  steht  die  Tangente  der  vom  Mit- 
telpunkte 0  des  Wendekreises  beschriebenen  Trajectorie  zu  SP  normal. 
Der  geometrische  Ort  für  die  Mitte  der  Linie  SP  ist  demnach  die  Fusp- 
punktcurve  der  vom  Wendekreismittelpunkte  beschriebenen  Trajectorie  in 
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Bezog  aaf  S.     Der  geometrische  Ort  der  Punkte  Pj  also    die  Polbahn, 
ist  dieser  Fnsspnnktcnrre  ähnlich  and  ähnlich  gelegen. 

Darch  die  vorstehende  Betrachtung,  ans  welcher  sich  eine  einfache 
Constraction  des  Geschwindigkeitspols  ergiebt,  folgt  sehr  anschaulich, 
dass  die  momentane  Geschwindigkeit  des  Pols  Null  ist. 

Wir  stellen  die  in  diesem  Paragraphen  zuletzt  entwickelten  Sätze 
nach  ihrem  Hauptinhalt  zusammen. 

8)  Beschreiben  zwei  Punkte  eines  ähnlich-veränderlichen 
Systems  affine  Punktreihen,  so  fällt  die  Polcurve  mit 
dem  Wendekreise  zusammen.    Die  Polbahn  istzurFuss- 
punktcurve,   welche   der  vom  Wendekreismittelpunkte 
beschriebenen   Trajectorie    in  Bezug    auf  den   Affini- 
tätspol angehört,   ähnlich  nach  dem   Verhältniss  2:1, 
und  besitzt  mit  dieser  Fusspunktcurve  den  Affinitäts- 
pol als  Aehnlichkeitspol.* 
In  dem   betrachteten  ähnlich -veränderlichen  System  sind  alle  Tra- 
jectorien  affin.     Zum  Beweise  betrachte  man  die  Bahnen  zweier  beliebi- 
gen Punkte  Ol  und  Q^  des  Systems,   für  welche  zunächst  vorausgesetzt 
werde,  dass  ihre  Verbindungslinie  QiQ^  den  Wendekreis  w  in  R  und  T 
Bchaeide.     Die  Punkte  R  und  T  der  Geraden  Q^Q^  beschreiben  bei  der 
Bewegung  gerade,   durch  S  laufende  Linien;   und  hiermit  folgt  aus  der 
Constanz    der  Verhältnisse  O^RiRO^  und   QiTzTQ^,    dass  Q^  und   Q^ 
affine  Punktreihen  bilden.     Schneidet  Q^Q^  den  Wendekreis  nicht,  wer- 
den also  die  Linien  SR  und  ST  imaginär,   beziehe  man  Qi  und  j^^  ^^^ 
einen  beliebigen  dritten  Punkt  innerhalb  des  Wendekreises. 

9)  Beschreiben  zwei  Punkte  eines  ähnlich-veränderlichen 
Systems  gerade  Linien  oder  affine  Punktreihen,  so 
sind  die  Bahnen  aller  Punkte  affin.  Der  Affinitäts- 
pol zweier  beliebigen  Bahnen  ist  der  gemeinschaft- 
liche Schnittpunkt  aller  Wendekreise;  die  selbstent- 
sprechenden Geraden  dieser  Bahnen  und  die  Verbin- 
dungslinie der  in  ihnen  bewegten  Punkte  schneiden 
sich  auf  dem  Wendekreise. 


*  Der  vorstehende  Satz  wurde  bereits  früher  vom  Prof.  Th.  Schönemann 
bemerkt.  Yergl.  deseen  Abhandlang  im  Jahresbericht  des  Gymnasiums  zu  Bran- 
denbnrg  a.  H. :  Üeber  die  Bewegung  veränderlicher  ebener  Figuren,  welche  während 
der  Bewegung  sich  ähnlich  bleiben  in  ihrer  Ebene.  1862.  In  dieser  bemerkens- 
werthen  Arbeit,  auf  welche  ich  nach  Einsendung  der  vorliegenden  Abhandlung 
aofmerksam  gemacht  wurde,  werden  die  Trajectorien  eines  ähnlich-veränderlichen 
Systems  untersucht,  in  weichem  zwei  Punkte  gerade  Linien  beschreiben.  Obgleich 
dem  Verfasser  der  Satz  über  die  Affinität  der  durchlaufenen  Curven  entgeht,  findet 
derselbe  doch  ausser  dem  schon  bemerkten  Satze  8)  eine  Beziehung  zwischen  den 
Inhalten  entsprechender  Flächenstücke  der  Trajectorien. 
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Wir  werden  im  Folgenden  die  beiden  affinen  Curven  k^  und  k^y 
durch  welche  die  Bewegung  des  ähnlich  -  veränderlichen  Systems  bestimmt 
wurde  und  welche  wir  durch  beliebige  andere  Trajectorien  ersetzen  kön- 
nen, als  Grundcurven  des  ähnlich-veränderlichen  Systems 
bezeichnen. 

Nach  Satz  2)  in  §  1  werden  die  Neigung  und  die  Theilungsconstan- 
ten  der  selbstentsprechenden  Linien  nicht  gändert,  wenn  man  Ar^  und  ^^ 
verschiebt  oder  um  gleiche  Winkel  dreht.  Den  Punkten  Q^y  Q^  vor  der 
Translation  der  Grundcurven  entsprechen  zwei  Punkte  nach  derselbeD, 
welche  in  Bezug  auf  die  neue  Lage  der  Linie  i^|  J^  genau  ähnliche  Lage 
haben,  wie  die  alten  Punkte  P|,  0^  gegen  die  alte  Lage  der  Linie  j^^J^, 
Ist  der  Winkel  der  selbstentsprechenden  Strahlen  vor  und  nach  der 
Translation  der  Grundcurven  der  gleiche,  so  sind  die  in  beiden  Lagen 
aus  dem  Wendekreise,  der  Strecke  ^i-^^  ^°^  OiO^  gebildeten  Figuren 
einander  ähnlich.     Daher  folgt  mit  Rücksicht  auf  3),  §  1: 

10)  Die  in  einem,  durch  zwei  affine  Grundcurven  bestimm- 
ten, ähnlich  -  veränderlichen  System  beschriebenen 
Trajectorien  bleiben  der  Gestalt  und  Grösse  nach  un- 
geändert,  wenn  man  die  Grundcurven  verschiebt  oder 
um  gleiche  Winkel  dreht.  Die  beschriebenen  Trajec- 
torien drehen  sich  im  letzten  Falle  um  denselben 
Winkel. 

Damit  die  Punkte  Q^  und  Q^  ähnlich  -  entgegengesetzte  (ungleichwen- 
dige) Punktreihen  beschreiben ,  muss  L  RST  ein  rechter,  also  0^ Q^  ein 
Durchmesser  des  Wendekreises  sein.  Ferner  muss  RT  durch  die  Punkte 
Ol  und  Q2  harmonisch  getheilt  werden,  also  müssen  iß^,  Q^  reciproke 
Punkte  in  Bezug  auf  w  sein. 

11)  Die  den  Endpunkten  eines  Wendekreisdurchmessers 
zugeordneten  harmonischen  Punkte  beschreiben  ähn- 
lich-entgegengesetzte Curven. 

Sind  umgekehrt  zwei  entgegengesetzt -ähnliche  Punktreihen  k^  nnd 
Atj  als  Grundcurven  eines  ähnlich -veränderlichen  Systems  gegeben,  so 
bleibt,  da  der  von  den  selbstentsprechenden  Linien  der  Grundcurven 
gebildete  Winkel  bei  beliebigen  Lagenänderungen  der  Grundcurven  ein 
rechter  bleibt ,  die  aus  dem  Wendekreise ,  der  Strecke  jI^  A^  und  Q^  Q^ 
gebildete  Figur  bei  den  verschiedenen  Lagen  der  Grundcurven  sich  ähn- 
lich ;  also  bleiben  auch  die  Flächenverhältnisse  der  von  beliebigen  Punk- 
ten des  Systems  beschriebenen  Trajectorien  ungeändert. 

12)  Die  Flächenverhältnisse  der  Trajectorien,  welche  in 
einem,  durch  zwei  uugleichwendig- ähnliche  Punkt- 
reihen  als  Grundcurven  bestimmten  ähnlich-veränder- 
lichen System  beschrieben  werden,  sind  von  der  Lage 
der  Grundcurven  unabhängig. 
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Eine  specielle  Art  ungleichwendig -ähnlicher  bilden  angleichwendig- 
congruente  Figuren.  Bei  letzteren  fällt  der  sich  selbst  entsprechende 
Pnnkt  S,  der  Situationspunkt  ähnlicher  Figuren,  ins  Unendliche;  daher 
fallt  auch  eine  der  selbstentsprechenden  Geraden  ins  Unendliche.  Die 
zweite  sich  in  allen  Punkten  selbstentsprechende  Gerade  halbirt  die  Ver- 
bindungslinien entsprechender  Punkte  in  den  congruenten  Grundcurven. 
Die  Mittelsenkrechte  dieser  Verbindungslinie  giebt  den  zugehörigen  Wende- 
kreis, welcher,  da  er  den  unendlich  entfernten  Punkt  S  enthalten  muss, 
in  eine  Gerade  ausartet.  Wird  durch  die  Verbindungslinie  zweier  ent- 
sprechender Punkte  ein  ähnlich  veränderliches  System  bestimmt,  so  be- 
schreiben nach  der  vorstehenden  Entwickelung: 

1.  Zwei  zur  Mittelsenkrechten  symmetrisch  liegende  Punkte  ungleichwen- 
dig -  congruente  Punktreihen . 

2.  Die  Punkte  der  Mittelsenkrechten  beschreiben  gerade  Linien,  welche 
der  Symmetrieaxe  der  Grundcurven  parallel  laufen. 

3.  Die  Trajectorien  zweier  beliebigen  Punkte  sind  affin.  Eine  ihrer 
selbstentsprechenden  Geraden  fällt  ins  Unendliche;  die  zweite,  parallel 
zur  Symmetrieaxe  der  Grundcurven,  schneidet  die  Verbindungslinie 
der  betrachteten  Punkte  auf  der  den  Wendekreis  ersetzenden  Mittel- 
senkrechten. — 

Im  Vorstehenden  sind  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Trajecto- 
rien derjenigen  ähnlich- veränderlichen  Systeme,  in  welchen  affine  Punkt- 
reihen beschrieben  werden,  entwickelt.  Die  Untersuchung  der  Hüllbahnen 
der  in  diesen  Systemen  vorkommenden  Curven ,  speciell  der,  die  Verbin- 
dnngsgeraden  homologer  Punkte  in  affinen  Systemen  einhüllenden  En- 
veloppen,  gehört  der  allgemeinen  Theorie  ähnlich -veränderlicher  Systeme 
als  specieller  Fall  an.  Der  Berührungspunkt  einer  solchen  Verbindungs- 
geraden wird  erhalten ,  indem  man  vom  momentanen  Pol  einen  Leitstrahl 
zieht,  welcher  die  Gerade  (im  Berührungspunkte)  unter  dem  Geschwindig- 
keitswinkel trifft.  Die  Construction  des  Krümmungsradius  ist  leicht  mit 
Hilfe  des  Rückkehrkreises  auszuführen.  Glasse  und  Ordnung  dieser  En- 
veloppe  bestimmt  sich  nach  dem  von  Milinowski*  entwickelten  Satze: 
„Die  Verbindungsgeraden  homologer  Punkte  auf  zwei  Curven  n'**'  Ord- 
nung, welche  sich  in  collinearen  Systemen  entsprechen,  werden  von  einer 
Curve  2«'**'  Glasse  und  n(n  +  iy^  Ordnung  eingehüllt,  welche  jede  der 
Grundcurven  in  2ii(n  — 1)  Punkten  berührt  und  die  drei  Geraden,  welche 
in  den  collinearen  Systemen  sich  selbst  entsprechen,  zu  n'-fachen  Tan- 
genten hat.'*  Diese  selbstentsprechenden  Geraden  sind  in  dem  speciellen 
Falle  affiner  Grundcurven  die  unendlich  ferne  Gerade  und  die  beiden 
endlichen,  selbstentsprechenden  Linien  der  affinen  Grundcurven.    Ferner 


*  Cr  eile  *s  Journal,  Bd.  78  S.  175. 
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ergiebt  sich  aus  dem  in  §  1  für  die  Constmction  des  Pols  hergeleiteten 
Satze: 

13)    Damit    der    Geschwindigkeitswinkel    bei    der   vorans- 
gesetzten  Bewegung  eines  ähnlich-veränderlichen  Sy- 
stems Null  werde,  ist  es  nothwendig  und  hinreichend, 
dass   der  Pol  der  Bewegung  mit  dem  Affinitätspol  zn- 
sammenfalle. 
Der  Mittelpunkt  des  Wendekreises   fällt  für  diese  Phasen  mit  den 
Berührungspunkten  der  Tangenten  zusammen,  welche  sich  vom  Affinitäts- 
pol  an   den  geometrischen  Ort  dieses   Mittelpunktes  legen  lassen,  und 
sämmtliche  bewegte  Geraden  gehen  gleichzeitig  in  die  Asymptoten  ihrer 
Hüllbahnen  über. 

§3. 
Dem  Entwickelten   fügen  wir  einige  Sätze,   welche  die  Anwendung 
der  früher  entwickelten  Formeln  auf  die  specielle  Art  unserer  Bewegung 
liefert,  bei. 

Nach  den  früheren  Bezeichnungen*  bedeutet: 

d^  die  momentane  Drehung  des  ähnlich  -  veränderlichen  Systems 

um  den  Geschwindigkeitspol; 
q)  den  momentanen  Geschwindigkeitswinkel; 
du  das  BogendifPerential  für  Polcurve  und  Polbahn; 
9ii,  9i2  ^^®  Krümmungsradien  dieser  Curven; 
S)i,  S)s,  2)3  die  Durchmesser  des  Wendekreises,  des  Bückkeh^ 
kreises  und   des   ausgezeichneten  Kreises  (für  welchen  der 
Krümmungsradius   der  Punkttrajectorie  gleich   dem   der  be- 
rührenden Geradenenveloppe). 
Rechnen  wir  alle  hier  erwähnten  Linien  nach  der  Richtung,  welche 
der  vom  Pol  aus  betrachtete  Krümmungsradius   der  Polcurve  hat,   als 

positiv,    80   iBt  1  1  rf^       „.„^,1  jv 

1  __dO  — rf(p         1  ^  —  d&  —  d<p 
©i""       dZ       '     ^  dZ         • 

Für  die  hier  betrachteten  Systeme  fällt  die  Polcurve  mit  dem  Wende- 
kreise zusammen,  ist  also  <t\  _oct> 

Sind  demnach  der  Geschwindigkeitswinkel  und  die  Krümmungsradien 
für  Polcurve  und  Polbahn  gegeben ,  so  ist  aus  den  vorstehenden  Gleich- 
ungen —  und  —  zu  entwickeln,  also  hiermit  auch  3)i,  D^  und  2)3 
gegeben. 


*  Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.,  Bd.  XXIV  S.  129  flgg. 
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Nach  Satz  8  in  §  2  ist  die  Polbahn  zu  der  FuBspanktcurve,  welche 
der  vom  Wendekreismittelpunkte  beschriebeneu  Curve  in  Bezug  auf  den 
Affinitätspol  angehört,  ähnlich.  Wir  dräcken  den  Krümmungsradius  q 
der  vom  Mittelpunkte  des  Wendekreises  beschriebenen  Trajectorie  im 
Folgenden  aua.     Nach  den  früher  entwickelten  Formeln  ist  allgemein 

r 


/       dip       du       .     \ 


Hier  bedeutet  r  den  Leitstrahl  des  betrachteten  Punktes,  a  den  Winkel 
dieses  Leitstrahb  mit  der  Poltangente.  Für  den  Mittelpunkt  0  des  Wende- 
kreises wird  der  Leitstrahl  r  gleich  dem  Badius  9ti  des  Wendekreises, 


a=^,  daher 
2 


du 


»1 


/,      d(p  du    Y 


Da  _i^  =  2gii,  ^olgt 

d<p         »«      _         1      du 


^  2V      ^      2iK^Y^        1\      2gt,(9t,--SR,) 


und 


dÖ 

Bezeichnet  man  den  Krümmungsradius  der  zu  der  Polbahn  ähnlichen, 
darch  die  Mitte  E  der  Sehne  SP  gehenden  Fusspunktcurve   mit  ^j,  so 

kommt,  da  ^j  =  -~, 

gt..(9t,-2e,) 

^  Q^.sintp 

Da  die  vom  Wendekreismittelpunkte  beschriebene  Curve,  wie  der 
Afßnitätspol  beliebig  gewählt  werden  können ,  stellt  die  entwickelte 
Formel  eine  allgemeine  Beziehung  dar,  welche  zwischen  dem 
Krümmungsradius  q  in  einem  Punkte  einer  beliebigen  Curve 
und  dem  Krümmungsradius  q^  im  entsprechenden  Punkte  der 
zagehörigen  Fusspunktcurve  besteht. 

SK|  bedeutet  die  Entfernung  des  betrachteten  Curvenpunktes  0  vom 
Pol  S  der  Fusspunktcurve,  9  den  Winkel  dieser  Geraden  OS  mit  der 
Curve.  Nach  der  Herleitung  der  Formel  bedeutet  ferner  q  den  nach  P 
Un  gerichteten  Krümmungsradius  der  zum  Punkte  0  gehörigen  Curve, 
^]  den  nach  der  Richtung  PO  als  positiv  gerechneten  Krümmungsradius 
der  durch  E  gehenden  Fusspunktcurve.     Aus  Fig.  1  ergiebt  sich  weiter, 
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da    die  Tangente    der  Fusspunktcurve  in  E  der  Poltangente   durch  P 
parallel  läuft: 

15)  Der  durch  den  Pol  der  Fusspunktcurve  und  die  sich 
entsprechenden  Punkte  der  Curve  und  ihrer  Fuss- 
punktcurve gelegte  Kreis  berührt  die  letztere. 

Demnach  sind  Richtung  und  Krümmung  einer  Fusspunktcurve  in  ein- 
facher Weise  durch  die  entsprechenden  Grössen  der  Grundcurve  bestimmt. 

Die  bisher  aufgestellten  Gesetze  wurden  unter  der  Voraussetznog 
gefunden,  dass  sich  die,  die  Bewegung  des  ähnlich -veränderlichen  Systems 
bestimmenden  affinen  Grundcurven  k^^  und  k^  in  beliebiger,  nicht  per- 
spectivischer  Lage  befinden.  Wir  wenden  uns  zur  Discussion  des  wich- 
tigen Specialfalles,  in  welchem  die  Grundcurven  Ar^  und  k^  affine  Punkt 
reihen  in  affiner  Lage  sind.  (Fig.  2.)  Da  hier  die  das  ähnlich -veränder- 
liche System  bestimmende  Gerade  A^  A^  ein  parallel  zu  sich  selbst 
fortschreitender  Affinitätsstrahl  ist,  wird  d^  =  0  und  dq>  =  (S,  Polbabo 
uiid  Polcurve  fallen  mit  der  Affinitätsaxe  g  zusammen,  und  der  momen- 
tane Pol  der  Bewegung  ist  der  gemeinschaftliche  Schnittpunkt  P  der  in 
A^  und  A^  an  die  Grundcurven  gelegten  Tangenten  i^  und  i^  mit  der 
Affinitätsaxe.  Die  Bewegung  ist  eine  beständig  gleitende,  Wende-  and 
Rückkehrkreis  fallen  ebenfalls  mit  der  Affinitätsaxe  zusammen.  Für  den 
Krümmungsradius  einer  Trajectorie  findet  sich 

r      ds 
^      8tna  du 
wo  ds  das  Bogendiffereutial  der  Trajectorie.     Nennen  wir  die  momentane 
Verlängerung  des  ähnlich  -  veränderlichen  Systems  für  die  Längeneinheit 
dXy  wird  o 

Die  Krümmungsradien  der  Grundcurven  k^  und  k^  in  den  Punkten 
A^  und  A^  seien  g^  und  g^.     Es  ist 

Da  —  eine  Constante,  folgt 

16)  ?i:('2=-^:-T^. 

Diese  wichtige  Formel  ist  verschiedener  Umformungen  fähig.   Der  Schnitt- 
punkt des  Affinitätsstrahls  A^  A^  mit  der  Abscissenaxe  sei  %;  so  wird 

sina^=i ^  sxn{A^%P)y      sina^^n -sin{^A^%P). 

Eliminirt  man  sina^  und  mag*  so  folgt 
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Dm  Verfaältniss  ^r-^  ist  jedoch   das  constante  AffiuitätsverliftltnisB  der 
Grnndcnrven  k^  und  k^.    Bezeichnen  wir  dasselbe  mit  /*,  so  folgt 

Das  Verbältniss  der  Krümmungsradien  entsprechender 
Punkte  in  affinen  Curven  ist  gleich  dem  Cubns  ans  dem 
VerhSltnisse  der  entsprechenden  Tangentenstrecken,  divi- 
dirt  durch  das  Affinitätsverhältniss. 

Wird  aus  Formel  17)  t^  und  i^  weggeschafft,  folgt 


Die  bisherigen  Resultate  gelten  nur  für  die  Bewegung  ähnlich -ver- 
änderlicher Systeme,  welche  zwei  affine  Punktreihen  als  Grundcurven 
beschreiben.  Für  unendlich  kleine  Bewegungen,  bei  welchen  wir  nur 
Grössen  erster  Ordnung  berücksichtigen,  können  wir  aber  die  auf  belie- 
bigen Grundcurven  zurückgelegten  Strecken  als  affin  betrachten.  Die 
beiden  affinen  Systeme  2^^  und  2^,  in  welchen  sich  die  auf  den  Grund- 
curven durchlaufenen  unendlich  kleinen  Wege  als  affine  Strecken  ent- 
sprechen und  durch  welche  momentan  die  Bewegung  des  Systems  gegeben 
ist,  sind  durch  den  Wendepol  als  momentanen  Affinitätspol  und  durch 
die  als  affin  angesehenen  unendlich  kleinen  Strecken  der  Grundcurven 
bestimmt.  Die  für  Systeme  mit  affinen  Grundcurven  hergeleiteten  Gesetze 
gelten  demnach  auch  für  die  unendlich  kleinen  Bewegungen  beliebiger 
fibnlich-veränderlicher  Systeme,  und  gewinnt  hierdurch  speciell  der  Wende- 
kreis eine  neue  geometrische  Bedeutung. 

Bestimmt  man  aus  Gleichung  17)  das  Affinitätsverhältniss  /*,  so  ist 
hiermit  die  für  die  Theorie  der  Osculationen  beachtenswerthe  Aufgabe 
gelöst:  Für  zwei  gegebene  Curvenelemente,  welche  als  affin 
in  perspectivischer  Lage  angesehen  werden  sollen,  die  Affi- 
nitätsaze  so  zu  bestimmen,  dass  die  Abweichungen  im  Laufe 
der  Curven  von  höherer  als  zweiter  Ordnung  werden. 

§4. 

Die  gefundenen  Sätze  und  Constructionen  werden  im  Folgenden  ver- 
wendet werden,  um  die  Eigenschaften  solcher  ähnlich -veränderlicher 
Systeme  zu  finden,  in  welchen  die  Trajectorien  affine  Gerade  oder  Kegel- 
schnitte sind. 

Es  seien  (Fig.  3)  g^  und  g^  zwei  affine  gerade  Linien ;  die  ähnlich- 
veriinderliche  Gerade  sei  der  Affinitätsstrahl  A^A^.     Nach  9)  folgt: 
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18)  Jeder   Punkt   des   ähnlich-veränderlichen   Systems  be- 
schreibt eine  zu  g^  und  ^2  affine  gerade  Punktreihe. 

Es  sei  P  der  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden  affinen  Geraden  g^  nnd 
^2  9  die  Bahn,  welche  ein  mit  J^  /i^  bewegter  Punkt  Q  beschreibt,  wird  nach 
dem  Früheren,  gefunden,  indem  man  den  Leitstrahl  PQ  zieht  und  an 
diesen  in  Q  den  Geschwindigkeitswinkel  g>  anträgt.  Alle  Geraden  vrer* 
den  affin  verlaufen;  die  Geschwindigkeiten  beliebiger  Systempunkte 
haben  also  ein  festes  Verhältniss,  nämlich  das  ihrer  Leitstrahlen  aas  A 

19)  Der  Aehnlichkeitspol  P  bleibt  demnach  in  Ruhe. 

Der  Affinitätsstrahl  A^  A^  umhüllt  bei  seiner  Bewegung  eine  Parabel, 
deren  Brennpunkt  P  ist.  Rückt  A^A^  ins  Unendliche,  so  wird  diese 
Gerade  dem  Durchmesser  der  Parabel  parallel.  Wenn  wir  einen  belie- 
bigen Punkt  0  der  Ebene  mit  den  unendlich  weit  gerückten  Systempnnk- 
ten  A^^  A^  und  Q  verbinden,  erhalten  wir  drei  zu  ^^,  g^  und  der  von  (^ 
beschriebenen  Geraden  q  parallele  Linien  OG^y  OG^^  0Q\  Zu  dem  un- 
endlich fernen  Dreieck  A^A^Q  lässt  sich  ein  ähnliches  construiren,  dessen 
Ecken  auf  den  ebenerwähnten,  durch  0  gehenden  Parallelen  liegen. 
Hieraus  ergiebt  sich  folgende  einfache  Gonstruction  der  von  einem  Fnukte 
Q  beschriebenen  Geraden: 

Ziehe  G^G^  parallel  dem  Durchmesser  der  von  A^A^  umhüllten  Pa- 
rabel, bilde  ^G^G^Q'r^ ^Ay^A^Qy  so  ist  die  Bahn  q  des  Punktes  0 
parallel  0Q\ 

Diese  Gonstruction  hätte  auch  aus  Satz  10)  abgeleitet  werden  können, 
indem  man  die  Geraden  g^  und  g^  parallel  mit  sich  selbst  so  lange  ver- 
schiebt, bis  zwei  entsprechende  Punkte  in  0  zusammenfallen. 

Da  die  HüllbaJbn  der  bewegten  Geraden  A^A^  auch  die  Bahnen  ihrer 
Punkte  umhüllen  muss,  folgt,  dass  die  Bahnen  dieser  Punkte  Tangenten 
an  die  von  A^A^  umhüllte  Parabel,  also  wieder  Affinitätsstrahlen  sind. 
Jeder  Affinitätsstrahl  ist  einer  entsprechenden,  durch  0  gelegten  Ge- 
raden parallel. 

In  eine  weitere  Discussion  der  Beziehungen,  welche  zwischen  den 
bei  dieser  Bewegung  beschriebenen  geraden  Trajectorien  herrschen,  wer- 
den wir  nicht  eingehen.  Dieselbe  wurde  bereits  von  Burmester*  ge- 
führt, dessen  Bezeichnungen  im  Folgenden  angewendet  werden.  Bur- 
mester nennt  diese  Bewegungsform  eines  ähnlich -veränderlichen  ebenen 
Systems  die  geradlinige  Bewegung  desselben  und  die  Geraden,  anf 
welchen  sich  die  Systempunkte  bewegen,  die  Bahngeraden.  Im  Fol- 
genden werden  wir  uns  vorzugsweise  mit  den  Krümmungsverhältoissen 
der  Hüllbahnen  beschäftigen. 

Da  P  beständig  der  Pol  der  Bewegung  bleibt ,  ist  du  =  0.  Ans  der 
Figur  ergiebt  sich  dg)  =  d&.     Daher  wird  der  Durchmesser  des  Rückkeb^ 


•  ZeitBchrift  f.  Math.  u.  Phys.,  Bd.  XIX  Heft  2. 
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kreisea  und  ebenso  der  Durchmesser  des  ausgezeichneten  Kreise«  gleich 
NnlL    Für  den  Durchmesser  des  Wendekreises  folgt 

20)  Polbahn,  Rückkehrkreis  nnd  ausgezeichneter  Kreis 
degeneriren  in  einen  Funkt,  den  Pol  der  Bewegung. 
Jeder  durch  den  Pol  gelegte  Kreis  kann  als  Wende- 
kreis betrachtet  werden. 

Der  Ertimmungsradius  der  beschriebenen  Trajectorie  ergiebt  sich 
nach  der  früher  entwickelten  Formel: 

_ds_  1  ^ 

also  ist  die  Trajectorie  eine  Gerade. 

Für  die  Hüllbahn  einer  beliebigen  Geraden,  also  für  den  Krüm- 
maDgsradius  der  von  ihr  beschriebenen  Parabel  folgt 

^'      d&\   '^d&'^d&J         d&         8in<p 

21)  Die  Krümmungsmittelpunkte  der  umhüllten  Parabel- 
elemente  bilden  in  jeder  Phase  ein  zum  System  der 
Gleitpunkte  ähnliches  System. 

Aus  der  für  Qe  entwickelten  Grösse  sind  die  gebräuchlichen  Formeln 
für  die  Krümmung  der  Parabel  leicht  herzuleiten. 

In  Fig.  4  sei  k  eine  beliebige  Curve  des  geradlinig  bewegten,  ähn- 
lich-veränderlichen Systems.  Die  Bahngerade  eines  Punktes  Q  bildet  in 
jeder  Phase  mit  dem  Leitstrahl  einen  für  alle  Systempunkte  constanten 
Winkel,  den  Geschwindigkeitswinkel  <p.  Die  Hüllbahn  der  ähnlich- veränder- 
lichen HüUcurve  Ar  sei  x;  x  muss  also  die  Bahngerade  i  in  einem  Punkte 
0'  berühren,  um  diesen  Punkt  Q*  zu  finden,  legen  wir  in  Q  die  Tan- 
gente an  k,  welche  mit  dem  Leitstrahl  den  Winkel  r  bilden  möge.  Wenn 
sich  Q  nach  Q'  bewegt  hat,  muss  auch  die  entsprechende  Phase  k'  von  k 
die  Bahngerade  t  berühren ;  und  da  alle  Phasen  von  k  den  Geschwindig- 
keitspol P  als  Aehnlichkeitspol  besitzen,  folgt,  dass  auch  PQ'  mit  t  den 
Winkel  x  bildet.     Demnach  bestimmt  sich   0'  nach  folgendem  Satze: 

22)  Der  durch  einen  Punkt  der  Hüllcurve,  durch  den  Be- 
rührungspunkt der  zugehörigen  Bahngeraden  und 
durch  den  Pol  gelegte  Kreis  berührt  die  Hüllcurve. 

Der  Krümmungsradius  der  Hüllcurve  k  im  Funkte  Q  werde  mit  Qey 
der  Krümmungsradius  der  Hüllbahn  x  in  Q'  mit  ^«,  die  bezüglichen 
Krümmungsmittelpunkte  mit  M  und  0'  bezeichnet.  Wird  k  wieder  bis 
zur  eben  betrachteten  Phase  k'  bewegt,  so  geht  Q  nach  0\  M  nach  M\ 
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Die  dem  Krümmungsradius  Qc  in  der  zweiten  Phase  entsprechende  Strecke 
M'Q'  werde  mit  Qc  benannt.     Nach  früheren  Formeln  ist* 

daher  wird  •        «m«  /«       .  \ 

Der  Radius  des  vorhin  erwähnten,  durch  P,  ^  und  Q'  gelegten 
Kreises  sei  R\  so  wird 

23)  ^,  =  -4^i^=^.f^. 

^  Qe  stnr 

Die  vorstehende  Gleichung  stellt  eine  allgemeine  Be- 
ziehung zwischen  den  Krümmungsradien  entsprechender 
Punkte  in  Hüllbahn  und  Hüllcurve  dar. 

Wird  der  Geschwindigkeitswinkel  q>  ein  rechter,  so  geht  die  Hüll- 
curve k  in  die  Fusspunktcurve  der  Hüllbahn  x  über;  Formel  23)  stimmt 
alsdann  mit  der  unter  14)  entwickelten  Relation  überein. 

Setzt  man  Qe*—. —  =  ^i  so  findet  man  nach  einigen  ümformangen 

i 


2Ä-?, 


*.(.-!)  • 


Um  die  Bedeutung  dieser  Formel  zu  erkennen ,  bilden  wir  über  P(f  ein 
Dreieck  POO*c\j  ^PQQ'  und  legen  durch  P,  0  und  0'  einen  zweiten 
Kreis.  Dh  iP  der  Aehnlichkeitspol  der  beiden  Dreiecke,  ist  OQ  homo- 
log 0'Q\  also  die  Verlängerung  der  Normalen  QM,  in  welcher  auch  der 
zweite  Schnittpunkt  N  beider  Kreise  liegt.  Die  Mittelpunkte  dieser  Kreise 
seien  C  und  C^^  die  Mitte  der  Sehne  NO  sei  D.     Es  ist 

sinx      ^^ 

daher 

demnach 

NM     ^\ND^NCr 
24)   Die  Punkte  N  und  M  werden   durch   die  Punkte  C  nnd 
D  harmonisch  getheilt 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  ist  es  leicht,  aus  dem  Krümmungsradius  der 
Hüllcurve  (Fusspunktcurve)  k  den  der  Hüllbahn  (Berührungscurre)  %  zn 

*  Vergl.  Zeitachr.  f.  Math.  u.Phya.,  Bd.  XXIV,  Heft  3  S.  161,  wo  gefunden  wnrde 
.  r.  Q,{d9^ -dtp- du) gtn y -f  (rt« -  gc*) ■  d9^ 
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finden  und  amgekehrt.  Diese  Beziehung,  welche  zwischen  einer  Curve 
und  ihrer  Hüllbahn  bei  der  geradlinigen  Bewegung  eines  ähnlich -ver- 
änderlichen Systems  herrscht»  lässt  sich  auf  den  Zusammenhang  zwischen 
dieser  Hüllbahn  und  ihrer  Fusspunktcurve  zurückführen.  Denn  die  Fuss- 
pnnkte  der  von  P  auf  die  Bahngeraden  i  gefällten  Senkrechten  bilden 
eine  zu  k  ähnliche  Curve. 

25)  Die  zur  Hüllbahn  einer  geradlinig  bewegten,  ähnlich- 
veränderlichen  Curve  in  Bezug  auf  den  Pol  der  Bewegung 
gebildete  Fusspunktcurve  ist  der  HüUcurve  ähnlich. 

Die  für  denselben  Pol,  aber  mit  verschiedenem  Winkel  9  erhaltenen 
Hallbahnen  sind  hiernach  einander  ähnlich.  Sind  umgekehrt  zwei  ähnliche 
Cnrven  X|  und  x^' gegeben  (Fig.  5)  und  werden  in  den  homologen  Punk- 
ten Q'  und  Q"  die  Tangenten  (  und  i'  gelegt,  welche  sich  in  Q  schnei- 
den, 80  bildet  der  Aehnlichkeitspol  P  von  X|  und  x,  mit  Q^  Q'  und  Q" 
ein  Kreisviereck.  Die  von  P  auf  i'  gefällte  Senkrechte  schneide  in  J. 
DtL  LTOP=LO'0''P,  also  constant  ist,  folgt,  dass  Q  und  T  ähnliche 
Panktreihen  beschreiben.     Hiernach  ergiebt  sich  als  Umkehrung  von  25: 

26)  Der  geometrische  Ort  der  Schnittpunkte  für  die  ent- 
sprechenden Tangenten  gleichwendig-ähnlicher  Cur- 
ven  ist  den  Fusspunktcnrven  der  letzteren  in  Bezug 
auf  ihren  Aehnlichkeitspol  ähnlich.* 

Die  letztgefundenen  Sätze  gestatten  in  manchen  Fällen  eine  ein- 
fache Bestimmung  des  Krümmungsradius.  So  ist  (Fig.  6)  für  die  Ellipse 
die  Fusspunktcurve  in  Bezug  auf  den  Brennpunkt  P  ein  Kreis.  Der 
BerUhmngskreis  dieser  Fusspunktcurve  geht  in  den  Kreis  über,  welcher 
über  dem  Brennstrahl  PQ'  als  Durchmesser  geschlagen  wird.  Der  Krüm- 
mungsradius Qe  der  Ellipse  ergiebt  sich  nach  der  Formel 

Q^a-PM*    \ 
Qc  stn^t 
das«i9  =  l,  Qc='^9  PM=e^  kommt 

Qe  = 7-3"  ^ 

eine  bekannte  Formel.  ^  *"*  * 

Im  vorstehenden  Beispiel  war  (>ci  constant.^  Ist  die  Hüllbahn  ein 
Kreis,  so  folgt,  dass  k  eine  PascaPsche  Curve  wird.  Man  beachte 
in  Fig.  4  den  Schnittpunkt  T  von  PQ  mit  dem  durch  />,  0  und  0'  ge- 
legten Kreise.     Da  LQPN=slB,,    folgt,    dass  N7]  Durchmesser  dieses 

Kreises   ist,    und    hieraus,     dass    O'TllQQ'    und    QT=-$^  .     Ist  also 

"  stnq> 

Qe  constant,  so  wird  k  eine  PascaTsche  Curve,   deren  Orundkreis  der 

obenerwähnte  Kreis   ist,   welcher  über   PQ'  den  Winkel  tp  fasst.     Nach 

dem  Vorstehenden    ist  es  leicht,    zu  jedem  Punkte   der  Pascal' sehen 

*  Von  Groutfrd  gefunden. 

Zeltwhilfl  f.  Mathematik  u.  VhjtXk  XXIV,  6.  24  (^  ^^rrT/^ 
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Curve  Tangente  und  Krümmung  zu  bestimmen.  Ist  ff  ein  beliebiger 
Punkt  der  Htillbahn,  welche  in  diesem  speciellen  Falle  ein  Kreis  mit  dem 
Radius  Qe  wird,  und  legt  man  über  P(f  einen  den  constanten  Winkel  9 
haltenden  Kreis,  so  berührt  dieser  die  PascaTsche  Curve.  Der  Be- 
rührungspunkt liegt  auf  der  in  Q'  an  die  Hüllbahn  gezogenen  Tangente  /. 
Den  Krümmungsmittelpnnkt  für  den  Punkt  Q  der  Curve  findet  man  Dach 
Satz  24)  als  vierten  harmonischen  Punkt  zu  Z>,  N  und  C 

§5. 

Wir  schreiten  zur  Betrachtung  eines  ähnlich -veränderlichen  Systems, 
in  welchem  zwei  und  daher  alle  Systempunkte  affine  Hyperbeln  be- 
schreiben.     (Fig.  7.) 

Die  beiden  Hyperbeln,  von  welchen  wir  als  Orundcurven  ausgehen, 
denken  wir  uns  jede  mit  ihren  Asymptoten  und  Durchmessern  zu  einem 
System  verbunden.  ^  Da  sich  in  affinen  Hyperbeln  die  Mittelpunkte  und 
Asymptoten  entsprechen,  folgt  nach  Satz  10)  und  18): 

27)  Das  System  der  Mittelpunkte  der  beschriebenen  Hy- 
perbeln bildet  eine  zum  bewegten  System  ähnliche 
Phase. 

28)  Die  Asymptoten  der  beschriebenen  Hyperbeln  werden 
als  die  Bahngeraden  der  Mittelpunkte  für  zwei  be- 
stimmte geradlinige  Bewegungen  erhalten. 

Nach  den  Entwickelungen  des  vorigen  Abschnittes  hat  der  Pol  bei 
der  geradlinigen  Bewegung  eine  feste  Lage.  Die  festen ,  zu  den  beiden 
Systemen  der  Asymptoten  gehörigen  Pole  seien  P^  und  P^. 

Da  die  sich  entsprechenden  Durchmesser  zweier  affinen  Hyperbeln 
entsprechende  Strahlen  eines  Büschels  in  affinen  Systemen  bilden,  folgt 
weiter  nach  Satz  4)  und  18): 

29)  Entsprechende  Durchmesser  der  beschriebenen  Hyper- 
beln bilden  die  Bahngeraden  der  Mittelpunkte  für  eine 
bestimmte  geradlinige  Bewegung.  Die  Pole  der  den 
verschiedenen  Durchmessern  einer  Trajectorie  ent- 
sprechenden geradlinigen  Bewegungen  bilden  eine 
Kreislinie. 

Diese  Kreislinie  w,  welche  auch  die  Pole  Pj  und  P^  enthält,  bezeich- 
nen wir  als  die  mittlere  Phase  des  Wendekreises  der  Bewegung;  sie  ent- 
hält also  die  Aehnlichkeitspole  der  sich  entsprechenden  Durcbmesser. 
Aus  den  Eigenschaften  conjugirtei'  Durchmesser  und  aus  Satz  4)  folgt 
sofort : 

30)  Zu  conjugirten  Durchmessern  gehören  Pole,  welche 
P^P^  harmonisch  theilen. 

Die  Pole  conjugirter  Durchmesser  bilden  also  eine  kreislinige  hyper 
bolische  Involution. 
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Die  beiden  Asymptoten  einer  Trajectorie  bilden  mit  den  Linien, 
welche  ihren  Mittelpunkt  mit  den  zugehörigen  Polen  P^  und  P^  verbin* 
den,  bexöglicb  feste  Winkel.  Nach  Satz  4)  fasst  die  Kreislinie  rv  über 
P^P^  die  Differenz  dieser  Winkel,  und  hieraas  folgt,  dass  w  auch  der 
geometrische  Ort  derjenigen  Mittelpunkte  ist,  deren  beide  Asymptoten 
zusammenfallen  y  für  welche  also  die  Trajectorie  in  eine  Gerade  übergeht. 
Alle  im  System  beschriebenen  Geraden  gehen  durch  einen  festen  Punkt 
S  auf  w^  den  Affinitätspol  der  affinen  Hyperbeln.  S  werde  mit  P^  und 
P^  verbunden.  Zum  Mittelpunkte  0  des  Kreises  w  gehört  ebenfalls  eine 
Hyperbel;  und  aus  den  elementaren  Sätzen  des  Kreises  ergiebt  sich,  dass 
die  Asymptoten  derselben  senkrecht  zu  SP^  und  SP^  stehen.  Die  Mitten 
der  Abschnitte,  welche  die  verschiedenen  Phasen  des  momentanen  Wende- 
kreises auf  SPj  und  SP^  abschneiden,  werden  also  erhalten,  iudem  man 
ans  den  Punkten  dieser  zu  0  gehörigen  Hyperbel  die  Senkrechten  auf 
SP^  nnd  SP^  fällt.  Diese  Senkrechten  bilden  jedoch  zwei  projectivische 
Parallelstrahlbüschel.  Daher  sind  auch  die  Punktreihen,  welche  sie  auf 
SP^  und  SP2  hervorrufen,  und  daher  auch  die  Endpunkte  der  verdop- 
pelten, auf  SPj^  und  SP^  gebildeten  Abschnitte,  d.h.  die  Schnittpunkte 
des  Wendekreises  in  seinen  verschiedenen,  wirklich  durchlaufenen  Pha- 
sen mit  SPj^  und  SP^,  projectivisch.  Dem  Punkte  P^  in  SP^^  entspricht 
hierbei  der  unendlich  ferne  Punkt  von  SP^^  und  umgekehrt  dem  Punkte 
P^  der  unendlich  ferne  Punkt  in  SP^. 

31)  In  dem  betrachteten  ähnlich-veränderlichen  System 
bestehen  stets  zwei  Gerade,  welche  oollinear  durch- 
laufen werden,  nämlich  die  Geraden  SP^  und  SP^,  Die 
Punkte  Pi  und  P^  sind  die  Gegenpunkte  dieser  col- 
linearen  Punktreihen. 

Der  vorstehende  Satz  lässt  sich  umkehren.  Sind  Qi  und  g^  zwei 
gerade  Linien,  welche  von  zwei  Systempunkten  eines  ähnlich -veränder- 
lichen Systems  collinear  durchlaufen  werden ,  so  bilden  die  in  den  Mitten 
entsprechender  Abschnitte  SA^^  und  S^^  errichteten  Senkrechten  projec- 
tivische  Parallelstrahlbüschel.  Der  Mittelpunkt  des  Wendekreises  be- 
schreibt also  die  Schnittcurve  dieser  Büschel,  eine  Hyperbel;  und  dem- 
nach beschreibt  jeder  Systempunkt  eine  affine  Hyperbel.  Die  betrachtete 
Art  der -Bewegung  ist  also  durch  zwei  beliebige  projectivische  Geraden 
9i  nnd  g^  bestimmt 

32)  Beschreiben  zwei  Punkte  eines  ähnlich-veränderlichen 
Systems  zwei  projectivische  gerade  Linien,  so  werden 
die  Trajectorien  des  Systems  zu  Hyperbeln. 

Zwei  beliebige,  sich  entsprechende  Punkte  der  projectivischen  Ge- 
raden g^  und  g^  seien  j4^  und  4^2*  Wenn  die  Linie  -^i^^  ^^  ^^^  Lage 
A  ^2  gebracht  wird ,  fällt  jeder  mit  -^j  ^g  verbundene  Punkt  des  ähnlich- 
veränderlichen Systems   in    den  Mittelpunkt   der  von  diesem  Punkte  be- 
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schriebenen  Hyperbel.     Hiernach   sind  Mittelpunkt  und  Asymptoten  der 
von  einem  beliebigen  Funkte  beschriebenen  Curve  zu  construiren. 

Zur  Bestimmung  des  momentanen  Pols  der  Bewegung  können  ver- 
schiedene Wege  eingeschlagen  werden: 

1.  Man  bestimme  den  Berührungspunkt  T  der  Linie  ^i^^  mit  dem 
sie  einhüllenden  Kegelschnitte,  lege  durch  T  und  ^4^  einen  die  Gerade 
Pi,  durch  T  und  J^  cii^ci'  ^i^  Gerade  g^  berührenden  Kreis.  Der  zweite 
Schnittpunkt  dieser  beiden  Kreise  ist  der  Pol  P. 

2.  In  Ai  und  J^  l^g^ii  "^^^  ^t^  den  momentanen  Wendekreis  w^^  in 
Pj  und  P^  an  den  mittlem  Wendekreis  w  die  Tangenten.  Dieselben 
schneiden  sich  in  je  zwei  homologen  Punkten  Z^  und  Z,  Punkt  Z^  be- 
schreibt bei  der  Bewegung  mit  der  Linie  A^A^  eine  Hyperbel,  deren 
Mittelpunkt  Z  ist  und  deren  Asymptoten  nach  Satz  28)  mit  g^  nnd  ^| 
parallel  laufen. 

Für  die  betrachtete  Phase  der  Bewegung  werde  der  Aehnlichkeitspnl 
derjenigen  Durchmesser  (/^,  deren  Endpunkte  eben  passirt  werden,  mit 
Pfi^  der  den  conjugiii;en  Durchmessern  d^  angehörende  mit  /V  bezeichDet 
Pfi  ist  also  auch  der  Aehnlichkeitspunkt  der  auf  den  coUinearen  Geraden 
zurückgelegten  Durchmesserstrecken  P^J^  und  Pi^^  (^ci^^  ^i  ^^^  Pj  sind 
als  Mittelpunkte  von  g^  und  ^2  ^^  betrachten).  Demnach  ist  Pft  der 
zweite  Schnittpunkt  von  tu  und  tv^. 

Da  Z  das  Involutionscentrum  der  auf  w  von  den  Aehnlichkeitspolen 
gebildeten  Involution  ist,  wird  P,  im  zweiten  Schnittpunkte  der  Geraden 
ZPf^  mit  tv  erhalten.  Der  momentane  Pol  der  Bewegung  ist  der  Aehn- 
lichkeitspol  der  mit  ä^  parallelen  und  proportionalen  Hyperbeltangenten. 
Der  Aehnlichkeitspol  P  dieser  Tangenten  und  der  Aehnlichkeitspol  Pf 
der  ihnen  parallelen  Durchmesser  d^  liegt  nach  §  1  auf  einer  durch  den 
Affinitätspol  S  laufenden  Geraden.  Der  Pol  P  ist  also  der  Schnittpunkt 
von  SP^  mit  w^. 

Da  sich  die  Kreise  fv  und  rv^  als  ähnliche  Systeme  betrachten  lassen, 
deren  Aehnlichkeitspol  Pft  ist  und  in  welchen  sich  Z  und  Z^  als  homo- 
loge Punkte  entsprechen,  folgt,  dass  P  der  ^em  Punkte  /V  homologe 
Punkt  auf  w^  ist.  Wir  erhalten  hiemach  folgende  einfache  Constmction 
des  momentanen  Geschwindigkeitspols: 

Suche  den  Schnittpunkt  P/^  von  tv  und  tv^  und  verbinde  ^^ 
mit  Z^.  Der  zweite  Schnittpunkt  dieser  Verbindungslinie 
mit  Wj  ist  der  Po4  P. 

3.  Der  Geschwindigkeitspol  lässt  sich  auch  als  der  Aehnlichkeitspol 
der  unendlich  kleinen  Strecken  auffassen,  welche  j4^  und  A^  momentan 
auf  gi  und  g^  zurücklegen  werden.  Nennen  wir  dieselben  s^  und  ^2*  ^^ 
folgt  aus  den  Eigenschaften  der  collinearen  Linien  für  ihre  Gegenpunkte: 
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Der  Geschwindigkeitspol  ergiebt  sich  hiernach  auch  als  der  Aehn- 
lichkeitspol  zwischen  P^  A^  und  der  nach  entgegengesetzter  Richtung  ge- 
nommenen Strecke  P^A^, 

Der  Aehnlichkeitspol  zwischen  P^  A^  und  P^  A^  war  P^ .  Da  jP^  ,  ^^ , 
P^  A^  vier  harmonische  Funkte  bilden,  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

33)  Die  Aehnlichkeitspole  einer  Geraden  mit  zwei  von 
einem  Punkte  {^A^  auslaufenden  gleichen,  aber  ent- 
gegengesetzten Strecken  bilden  mit  diesem  und  dem 
homologen  Punkte  (A^  vier  ha^rmonische  Punkte  eines 
Kreises,  welcher  durch  den  Schnittpunkt  der  ähnlichen 
Strecken  geht. 

Aus  dem  Vorstehenden  folgt  ferner  nach  1.  eine  einfache  Construc- 
tioD,  um  den  Berührungspunkt  der  Geraden  A^A^  mit  dem  sie  einhül- 
lenden Kegelschnitte  zu  erhalten,  nachdem  der  Geschwindigkeitspol  P 
nach  der  in  2.  oder  3.  hergeleiteten  Methode  gefunden  ist.  — 

Es  seien  (Fig.  7)  P^  und  P^  ein  Paar  involutorischer  Punkte  auf  tv\ 
die  Winkel,  welche  ein  Durchmesser  df^,  mit  dem  Leitstrahl  des  zugehöri- 
gen Hjperbelmittelpunktes  9fl  nach  Pfi  macht,  sei  fi,  der  Winkel  des  con- 
jngirten  Durchmessers  d^  mit  dem  Leitstrahl  MP^  sei  v.  Da  SP^^  und 
^P^  als  Grenzen  dieser  Durchmesser  zu  betrachten  sind,  folgt  LSP^Pf^^=iJL 
und  LSPf^P^  =  V,  Der  Winkel  der  zum  Mittelpunkte  M  gehörigen  Durch- 
messer dft,  und  </,  sei  A,  femer  Z.PySP^  =  J,  L  Pf^MP^=^K,  Aus  Fig.  7 
folgt 

und  da  fi  +  v=^180  — Ä,  wird 

34)  Der  geometrische  Ort  derjenigen  Mittelpunkte,  deren 
den  Punkten  P^und  /^^  entsprechende  conjugirte  Durch- 
messer einen  constanten  Winkel  A  bilden,  ist  hiernach 
ein  Kreis  m  durch  Pfi  und  P^^  welcher  über  diese  Punkte 
den  Winkel  x=3l80  — d— 1  fasst  und  den  Wendekreis 
der  mittlem  Phase  unter  dem  Winkel  k  der  Durch- 
messer schneidet. 

Alle  Durchmesser  d^^  und  d^  bilden  die  Strahlen  zweier  Strahl- 
büschel, deren  Mittelpunkte  Bf^  und  R^  auf  m  liegen;  nämlich  der  Mit- 
telpunkt Bf^  des  aus  den  df^  gebildeten  Strahlbüschels  in  SP^^  der  Mittel- 
punkt B^  des  aus  den  d^  gebildeten  Strahlbüschels  in  der  Verlängerung 
▼on  SPft,  Jeder  Durchmesser  in  einer  der  beschriebenen  Hyperbeln  ist 
dem  Leitstrahl  des  Mittelpunktes  nach  dem  Aehnlichkeitspol  dieses  Durch- 
messers proportional.  Von  den  zu  zwei  conjugirten  Durchmessern  cf^  und 
dy  gehörigen  Aehulichkeitspolen  Pß  und  Pp  ergiebt  sich  stets  der  eine 
{in  Fig.  7  Pf^)  als  Schnittpunkt  der  Wendekreise  w  und  w^.  Da  dieser 
Punkt  Aehnlichkeitspol  der  Strecken  i\^^  und  P2A2J  besitzen  die  diesem 
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Pole  entsprechenden  Durchmesser  reelle  Schnittpunkte  mit  ihrer  Hyper- 
bel« Alle  Durchmesser  mit  reellen  Schnittpunkten  gehen  also  durch  Rß, 
Die  Gerade  SPfiP  ist  hiernach  als  eine  Hyperbel  aufzufassen,  deren 
reelle  Axe,  die  Gerade  SPvP  als  eine  Hyperbel,  deren  imaginSre  Axe 
zu  Null  geworden. 

Im  Folgenden  werde  der  Winkel  k  der  conjugirten  Durchmesser  dp 
und  dp  ein  rechter-,  die  Durchmesser  dß  und  d^  bilden  also  die  Axen  der 
beschriebenen  Hyperbeln,  und  m  schneidet  rv  orthogonal.  Bpt  und  M^ 
bilden  die  Endpunkte  eines  Durchmessers  von  m.  Die  Linien  PßRgi  und 
FvHy  schneiden  sich,  da  die  Winkel  SPfiPfi  und  SPvRy  rechte  sind, 
im  Gegenpunkte  5j  von  S  auf  w.  Der  Schnittpunkt  von  SS^  und  /V^» 
sei  R\  aus  den  Eigenschaften  des  Vierseits  folgt,  dass  Linie  A^R,  die 
Polare  von  R  in  Bezug  auf  iv  ist.  Demnach  steht  die  Linie  RfiRj,  senk- 
recht auf  iS5|,  hat  also  diese  Linie  RßRp  für  alle  Orthogonalkreise  m 
eine  constante  Richtung. 

Der  Winkel  t,  welcher  von  dieser  Richtung  RgtRp  mit  PiP^  gebildet 
wird,  kann  auch  erhalten  werden,  indem  man  die  Mittelsenkrechte  von 
P1P2  zieht.  Schneidet  diese  Mittelsenkrechte  die  Kreislinie  rv  in  ^0,  so 
ist  der  zu  SSq  gehörige  Centriwinkel  gleich  t.  Dieser  Winkel  x  ist  also 
gleich  dem  Doppelten  desjenigen  Winkels,  um  welchen  A  ^x^^s  ^^^  ^^^ 
Mittellage  PiSqP^  herausgedreht  ist.  Bei  dieser  Drehung  dreht  sich  R/iÜv 
um  T  und  wir  erkennen:  Wenn  ^P^SP^  so  um  die  Gegenpnnkte  P^ 
und  P2  gedreht  wird,  dass  LP^SP^  ungeändert  bleibt,  werden  die  Axen 
der  beschriebenen  Hyperbeln  alle  um  denselben  Winkel  gedreht.  Die 
Grösse  dieser  Axen  wird,  da  Pß  und  Py  ihre  Lage  auf  tv  beibehalten, 
nicht  geändert.     Demnach  folgt: 

35)  Werden  die  collinear  durchlaufenen  Geraden  g^  und  g^ 
um  gleiche,  gleichgerichtete  Winkel  um  die  Gegen- 
punkte Pj  und  Pg  gedreht,  so  drehen  sich  alle  im  System 
beschriebenen  Hyperbeln  um  gleiche  Winkel  um  ihre 
Mittelpunkte,  ohne  ihre  Gestalt  zu  ändern,  undesent- 
sprechen  sich  für  die  verschiedenen  Lagen  die  homo- 
logen Punkte  der  Hyperbeln. 

Der  vorstehende  Satz  ist  ein  specieller  Fall  des  in  §  2  ausgesproche- 
nen allgemeinen  Satzes  10). 

Legen  wir  an  sämmtliche  Trajectorien  die  bei  der  momentanen  Lage 
im  Systempunkte  berührende  Tangente.  Die  Abschnitte  derselben  &af 
den  Asymptoten,  deren  Product  gleich  dem  Quadrat  der  ExcentriciUt, 
entsprechen  einander. 

36)  Das  Quadrat  der  Excentricität  ist  für  jede  Hyperbel 
dem  Product  aus  den  Entfernungen  des  Hyperbelmit- 
telpunktes von  P^  und  Pj  proportional. 
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Der    geometrische    Ort    für    die    Mittelpunkte   von 

Hyperbeln  gleicher  Brennweite  ist  eine  Lemniscate. 

Die  Proportionalitätscoustante  findet  man  leicht   durch  Betrachtung 

der  zum  Punkte  Z  als  Mittelpunkt  gehörigen  Hyperbel.     Setzt  man  das 

für  die  collinearen  Linien  g^  und  g^  constante  Product  P^J^ .  P^^^ssk^ 

so  folgt  durch  eine  sehr  einfache  Bechnung  als  Grösse  der  Proportiona- 

(2k  V 

Um  die  Grösse  und  Lage  der  Hyperbelazen  zu  erhalten ,  denken  wir 
UDS  ^P^SP^   in  die  Mittellage  zurückgedreht,   setzen  also  (Fig.  8)  P^5 
=  Pg^.      Dann   föllt  BßBp  mit  PiP^^   R  mit  Z  zusammen.     Die  Grerade 
A^2  ^ird    ferner  von  den  Orthogonalkreisen  m  in  einer  Involution  ge- 
schnitten ,  deren  Doppelpunkte  Py  und  P^  sind.     Demnach  wird  L  P^M P^ 
and  sein  Nebenwinkel  von  den  Axen  i?/»ilf  und  Afrilf  halbirt.    Wir  finden, 
zunächst  für  diesen  speciellen  Fall: 
37)   Die  Axen  einer  zum  Mittelpunkte  M  gehörigen  Hyper- 
bel fallen  mit  den  Tangenten  der  beiden  durch  ilf  gehen- 
den confocalen  Kegelschnitte  zusammen,  deren  Brenn- 
punkte Pj  und  Fg  sind. 
Der  von   den  Geraden  g^  und  g^  in  Fig.  8  gebildete  Winkel  sei  ct. 
Der  Winkel  der  zum  Punkte  M  gehörigen  Hyperbelasymptote  mit  ihrem 

Leitstrahl  ist  gleich  LSP^P^^^-^----.     Setzen  wir  ferner 

die  Brennweite  der  zum  Punkte  M  als  Mittelpunkt  gehörigen  Hyperbel 
=  e,  ihre  halbe  reelle  Axe  =a,  ihre  halbe  Nebenaxe  =6,  so  folgt 


a  =  e  .  5f  n 


(et         \  u  et 

-^  +  öj-=ie8in-^co$6  +ecos  -^sinay 


b  =  e .co$l-^  +  ö]  =  eco$^  cosö  —  e  sin  ~  sin 6, 


a  a 

•^  COSÖ  —  e  sin-^ 

2k 


Nach  Satz  36)  ist  e  =  '^—-yPyM.P^M.    Werden  durch  M  die  schon  eben 

erwähnten  confocalen  Kegelschnitte  gelegt,  deren  Brennpunkte  P^  und  P^ 
sind,  und  nennen  wir  die  halbe  Nebenaxe  der  durch  M  gelegten  Ellipse 
Si  die  halbe  Nebenaxe  der  confocalen  Hyperbel  t^  so  folgt  nach  bekann- 

yPiM.P^M.cosa^s,    yP^M.P^M.sina^t. 
Einsetzend,  wird 

2k      (  ,    a         .  «     \       ,         2k     (        a  .    «    A 

Demnach  ergiebt  sich  der  merkwürdige  Satz: 
38)   Die    Axen    einer    beschriebenen   Hyperbel    lassen   sich 
durch  dieNebenaxen  der  durch  den  Mittelpunkt  geleg- 
ten confocalen  Kegelschnitte  linear  ausdrücken. 

Digitized  by  VjOOQIC 


J 


368     Die  Bildung  affiner  Figuren  durch  ähnl.-veränderl.  Systeme. 

Falls  RfiRv  nicht  mit  PiP^  znsammenföllt,  sondern  mit  dieser  Linie 
den  Winkel  t  bildet,  drehen  sich  die  Axen  der  beschriebenen  Hyperbeln 
nach  35)  um  ihren  Mittelpunkt  um  den  Winkel  t.  Die  Grösse  der  Axen 
bleibt  ungeftndert.  Durch  das  zu  Pi  und  P^  als  Brennpunkten  gehörige  System 
confocaler  Kegelschnitte  ist  also   das  System  der  Trajectorien  bestimmt. 

Satz  38)  giebt  zu  einer  grossen  Zahl  speci eller  Bemerkungen  Anlass, 
von  welchen  wir  nur  wenige  anführen  werden. 

Der  geometrische  Ort  für  die  Mittelpunkte  der  beschriebenen  gleich- 
seitigen Hyperbeln  ist  eine  Kreislinie,  welche  w  in  P^  und  P^  orthogonal 
schneidet. 

Zu  solchen  Mittelpunkten,  welche  einen  Durchmesser  des  Wende- 
kreises tv  der  mittleren  Phase  harmonisch  theilen,  gehören  ähnlieh -ent- 
gegengesetzt durchlaufene  Hyperbeln. 

Für  alle  Punkte  eines  durch  P^  P^  beliebig  gelegten  Kreises,  ist  a, 
daher  auch  a :  h  und  s :  t  constant.  Für  die  Punkte  eines  solchen  Kreises 
haben  also  die  Nebenaxen  der  confocalen  Kegelschnitte  ein  constantee 
Yerhältniss. 

Da  PiP^  die  Mittelpunktsphase  der  Linie  ^i^%  ist,  folgt: 

Alle  Punkte  eines  durch  die  Punkte  A^  und  A^  beliebig  gelegten 
Kreises  beschreiben  ähnliche  Hyperbeln. 

Ein  specieller  Fall  eines  solchen  Kreises  ist  die  Gerade  A^A^  selbst. 
Da  die  HüUbahu  dieser  Geraden  zusammenfällt  mit  der  Hüllbahn  der 
von  ihren  Punkten  beschriebenen  Curven,  berühren  diese  Curven  den 
von  AyA^  umhüllten  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten. 

Nach  Satz  13)  in  §  2  kann  die  Linie  A^A^  zur  Asymptote  dieser 
Hüllbahn  werden,  wenn  der  Affinitätspol  S  ausserhalb  der  beschriebeoea 
Hyperbeln  liegt.  Betrachten  wir  die  Hyperbel,  welche  die  Mitte  von 
A^A^  beschreibt.  Aus  Fig.  7  folgt  leicht,  dass  diese  Hyperbel  im  Asymp- 
toten winkel  et  liege,  wenn  der  dem  Schnittpunkte  S  in  ^^  entsprechende 
Punkt  S^  in  g^  zwischen  S  und  P^  fällt;  und  dass  diese  Hyperbel  im 
Nebenwinkel  180  —  a  liegt,  wenn  dieser  Punkt  S^  nicht  in  SP^  fällt  Im 
ersten  Falle  liegt  S  innerhalb,  im  zweiten  Falle  ausserhalb  der  beschrie- 
benen Hyperbeln ;  im  zweiten  Falle  nimmt  also  A^  A^  zwei  reelle  asymp- 
totische Lagen  ein. 

39)  Zwei  projectivische  gerade  Punktreih^n  erzeugen  eine 
Ellipse,  wenn  der  dem  Schnittpunkte  S  der  Punkt- 
reihen  entsprechende  Punkt  auf  einer  der  Geraden 
zwischen  S  und  den  Gegenpunkt  fällt.  In  allen  an- 
deren Fällen  entsteht  eine  Hyperbel.* 

Die  Hüllbahn  einer  beliebigen  Geraden  bei  der  von  uns  betrachteten 
Bewegung  ist  nach  den  in  §  2  mitgetheilten  Sätzen  Milinowski^s  eine 


*  Yergl  Gretschel,  Organische  Greometrie,  S.  77  o.  78. 
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Gurre  vierter  Ordnung  und  sechster  Classe,  die  jeden  Kegelschnitt, 
welchen  ein  Punkt  der  Geraden  beschreibt,  in  vier  Punkten  berührt. 
Die  beiden  geraden  Linien,  welche  die  Schnittpunkte  der  bewegten  Ge- 
raden mit  dem  Wendekreise  beschreiben,  und  die  unendlich  ferne  Ge« 
rade  sind  Doppeltangenten  dieser  Curve.  Falls  der  Affinitätspol  S  ein 
selbstentsprechender  Punkt  wird,  also  g^  und  g^  perspectiviscb  liegen, 
löst  sieb  das  Strahlenbüschel  dieses  Punktes  von  den  Enveloppen  ab,  die 
Ordnung  der  Hüilbahnen  sinkt  um  2,  die  Classe  um  1  Einheit.  Die 
Enveloppe  der  Geraden  Ji^^  wird  also  in  diesem  Falle  ein  Punkt.  Alle 
Trajectorien  laufen  durch  5;  der  Affinitätspol  wird  ein  Keimpunkt  des 
Systems.  — 

Einen  wichtigem  Specialfall  gewinnen  wir,  indem  wir  P^  und  P^ 
mit  S  zusammenfallen  lassen,  also  g2  so  lange  verschieben,  bis  P^P^  zu 
Nall  wird.  Der  Wendekreis  der  mittlem  Lage  w  reducirt  sich  in  diesem 
Falle  auf  den  Punkt  S;  die  Mittelpunkte  aller  beschriebenen  Hyperbeln 
fallen  also  in  S,  Die  sämmtlichen  vorhin  hergeleiteten  Sätze  bleiben  mit 
leichten  Modificationen  bestehen.  Ist  wieder  ^ji^2  ^^®  ähnlich -veränder- 
liche Gerade  (Fig.  9),  deren  Punkte  ^^  und  A^  die  collinearen  Geraden 
g^  nnd  g^  beschreiben,  Q  ein  hiermit  bewegter  Systempunkt,  so  folgt  mit 
Rücksicht  auf  Satz  36)  und  die  Formel  für  die  Brennweite  der  von  Q 
beschriebenen  Hyperbel 

40)  Der  geometrische  Ort  derjenigen  Punkte,  welche  Hy- 
perbeln mit  gleicher  Brennweite  beschreiben,  ist  stBts 
auf  einer  ähnlich-veränderlichen  Lemniscate,  deren 
Brennpunkte  momentan  A^  und  J^  sind. 

Hieraus  ergiebt  sich  in  gleicher  Weise  wie  früher: 

41)  Die  Azen  der  beschriebenen  Hyperbeln  drücken  sich 
linear  aus  durch  die  Nebenaxen  der  durch  den  betrach- 
teten Systempunkt  laufenden  Kegelschnitte,  deren 
Brennpunkte  die  entsprechenden  Punkte  A^  und  A^  sind. 

Der  Geschwindigkeitspol  der  Bewegung  wird  für  diesen  Fall  erbal 
ten,  indem  man  entweder  zu  5,  A^  und  A^  den  vierten,  mit  S  conjugir* 
teil  harmonischen  Punkt  sucht  oder,  da  die  Mitte  von  A^A^  der  Berüh- 
rungspunkt dieser  Linie  mit  ihrer  Enveloppe  ist,  durch  diese  Mitte  einen 
die  Gerade  g^  in  Aj^  berührenden  Kreis  legt,  welcher  den  momentanen 
Wendekreis  im  Pol  P  trifft.  Da  die  Gerade  A^A^  dieselbe  Hüllbahn 
beschreibt,  wie  ihre  Mitte,  der  Punkt  B^  ist  B  ein  Punkt  des  ausgezeich- 
neten Kreises  der  Bewegung.  Die  Mittelsenkrechte  von  A^A^  geht  durch 
den  Mittelpunkt  ^^  der  hyperbolischen  Involution,  welche  die  Aehnlich- 
keitspole  zwischen  den  conjugirten  Richtungen  auf  dem  momentanen 
Wendekreise  tv^  bilden.     Die  Mittelsenkrechte  von  A^A^  halbirt  die  zwi 
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sehen  den  Punkten  A^  und  A^  gelegenen  Bogen  des  Wendekreises;  die 
Schnittpunkte  des  Wendekreises  und  der  Mittelsenkrechten  liegen  also 
auf  den  Axen  der  yom  Punkte  B  beschriebenen  Hyperbel.  Und  da  die 
Mittelsenkrechte  die  Normale  dieser  Hyperbel,  folgt*. 

42)  Die   betrachtete  Art   der  Bewegung  eines  ähnlich-ver- 
änderlichen   Systems    wird    erhalten,    indem    man    die 
Normale  einer  Hyperbel  als  eine  ähnlich-veränderliche 
Gerade  betrachtet,  welche  mit  zweien  ihrer  Punkte  die 
Hyperbelaxen  beschreibt. 
Der  Geschwindigkeitspol  P  (Fig.  9)  wird  im  Schnittpunkte  der  Linie 
SZ^  mit  dem  Wendekreise  w^  gefunden;  denn  S,  i^^,  P  und  J^  sind  hai^ 
monische  Punkte.     Der  Krümmungsmittelpnnkt  0  der  vom  Punkte  ^^  be- 
schriebenen   Trajectorie    muss,    da    dieser   Punkt    dem    ausgezeichneten 
Kreise  angehört,  auf  der  zum  Leitstrahl  PD  in  P  errichteten  Senkrech- 
ten PO  liegen.*     Aus  den  Eigenschaften  der  harmonischen  Strahlen  SZ^, 

ST.  SB,  SU  folfft 

,  o    ,      u  loigi  LBST^LTSP, 

daher,  den  Schnitt  von  SB  und  w^  durch  V  bezeichnend, 

ABVO^ABPO. 
Demnach  geht  OV  durch  den  Gegenpunkt  W  von  S  auf  dem  Kreise  ir^. 
Hieraus    ergiebt    sich    folgende    äusserst    einfache   Construction   fiir   den 
Krümmungsmittelpunkt  0  der  Hyperbel:** 

Verbinde  den  Hyperbelpunkt  B  mit  dem  Mittelpunkte  S 
und  errichte  zu  dieser  Verbindungslinie  in  S  eine  Senk- 
rechte, welche  die  Hyperbelnormale  in  Ä  schneidet.  Die 
Hyperbelnormale  treffe  die  Axen  in  T  und  U;  trägt  man  die 
Strecke  ÜX  von  T  aus  nach  entgegengesetzter  Richtung  ab, 
macht  also  ÜX^TO^  so  ist  0  der  zum  Punkte  B  gehörige 
Krümmungsmittelpunkt  der  Hyperbel. 

Vorstehende  Construction  setzt  also  nur  die  Kenntniss  der  Axenrich' 
tungen  und  der  Normalen  voraus. 

§6. 

Nach  den  Ergebnissen  des  letzten  Abschnittes  darf  die  Methode ,  die 
Eigenschaften  affiner  Figuren  durch  die  Bewegung  der  sie  erzeugenden 
ähnlich-veränderlichen  Systeme  aufzufinden,  wohl  als  eine  fruchtbringende 
bezeichnet  werden.  Noch  mehr  wird  dies  im  laufenden  Paragraphen  bei 
der  Untersuchung  der  Bewegung  eines  ähnlich -veränderlichen   Systems 

*  Vergl.  Geisenheimer,  Untersuchung  der  Bewegung  ähnlich -verändere 

lieber  Systeme.    Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.,  Bd.  XXIV  S.  164.    Die  Construction 

lässt  sich  bei  allen  Curven,  deren  Gleichung  lautet  x"^ .  ^  =  Constcms ,  anwenden. 

**  Diese   Construction  habe  ich   ohne  ZuitLgung  eines  Beweises   bereits  in 

Bd.  XX  dieser  Zeitschrift  yeröffentlicht 
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hervoitreten ,  in  welchem  zwei  und  daHer  alle  Sjstempnnkte  aflLne  Ellip- 
len  beschreiben. 

Die  Eigensehaften  einer  solchen  Bewegung  gewinnen  einen  anschau- 
licheD  Ausdruck ,  wenn  wir,  wieBurmester,  eine  Beschleunigungsphase 
des  Systems  einführen.  Wir  setzen  im  Folgenden  voraus,  eine  Trajec* 
torie  des  Systems  werde  vom  Sjstempunkte  so  durchlaufen,  dass  die 
Beecbleunigung  in  jedem  Augenblicke  mit  dem  Ellipsenhalbmesser  der 
Bahn  nach  Richtung  und  Grösse  zusammenfalle«  Diese  Voraussetzung 
ist  immer  erlaubt;  sie  füllt  mit  der  Annahme  zusammen,  dass  die  be- 
trachtete Ellipsenbewegung  einer  gleichförmigen  Kreisbewegung  derselben 
Umlaufsdauer  affin  sei. 

Aus  der  Affinität  der  beschriebenen  Ellipsen  folgt,  dass  unsere  Vor- 
aussetzung fär  alle  Bahnen  ihre  Geltung  beibehält. 

43)  Das  System  der  Beschleunigungsphase  fällt  mit  dem 
System  der  Ellipsenmittelpunkte  zusammen.  Die  Be- 
schleunigungsphase ist  also  für  alle  Phasen  des  ähn- 
lich-veränderlichen Systems  constant. 

Die  Punkte  des  momentanen  Wendekreises  beschreiben  gerade  Linien. 
Für  die  Mitten  derselben  ist  der  Bahnhalbmesser  Null,  also  auch  die 
Beschleunigung  Null. 

44)  Die  Beschleunigungsphase  des  Wendekreises  ist  der 
geometrische  Ort  der  Beschleunigungspole. 

Jeder  Beschleunigungspol  kann  auch  als  Aehnlichkeitspol  der  sämmt- 
lichen,  einer  Bewegungsphase  angehörigen  Durchmesser  betrachtet  werden. 
Da  bei  der  Cllipse  zwei  conjugirte  Durchmesser  nie  zusammenfallen,  folgt: 

45)  Die  Aehnlichkeitspole  conjugirter  Durchmesser  bilden 
auf  der  Beschleunigungsphase  des  Wendekreises  eine 
elliptische  Involution. 

Mit  Bäcksicht  auf  die  Aehnlichkeit,  welche  zwischen  einer  Phase 
d^  bewegten  Systems  und  der  Beschleunigungsphase  herrscht,  folgt  weiter: 

46)  Der  geometrische  Ort  für  die  Mittelpunkte  solcher 
Ellipsen,  in  welchen  dieScheitel  der  unter  einem  festen 
Winkel  gegen  einander  geneigten  conjugirten  Durch- 
messer gleichzeitig  passirt  werden,  liegen  auf  einem 
Kreise,  welcher  die  Beschleunigungsphase  des  Wende- 
kreises in  den  diesen  Durchmessern  entsprechenden 
Aehnlichkeitspunkten  unter  dem  erwähnten  festen 
Winkel  schneidet. 

Die  Mittelpunkte  solcher  Ellipsen,  deren  Azenscheitel  gleichzeitig 
passirt  werden ,  liegen  also  in  Orthogonalkreisen,  welche  die  Beschleuni- 
gUQgsphase  der  durch  die  Ellipsen  seh  eitel  laufenden  Lothkreise  bilden. 
Je  zwei  solcher  Lothkreise  haben  eine  gemeinschaftliche  Beschleunigungs- 
phase. 
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In  Fig.  10  seien  F^  und  i'*^  zwei  entsprechende  Punkte  der  ellip- 
tischen  Involution ,  welche  durch  die  Aehnlichkeitspole  conjugirter  Durch- 
messer auf  der  Beschleunigungsphase  tv^p  des  Wendekreises  gebildet  wird. 
Die  Systempunkte,  welche  den  Punkten  P^  und  F^^p  der  Beschleunigungs- 
phase  entsprechen,  beschreiben  gerade  Linien.  Der  mit  Py,  homologe 
Systempunkt  sei  in  die  Mitte  seiner  geradlinigen  Bahn ,  also  zur  Deckung 
mit  P-^p  gelangt;  so  ist  der  zu  P'^  homologe  Punkt  in  den  Endpunkt  des 
zum  Durchmesser  Null  eonjngirten,  also  in  den  Endpunkt  P^  der  als 
Grenze  einer  Ellipse  betrachteten  geraden  Bahn  gekommen.  Da  hier  die 
Bewegung  des  Systempunktes  wechselt,  ist  die  Geschwindigkeit  in  P^ 
gleich  Null,  also  P^^  bezüglich  der  zu  P^p  symmetrisch  liegende  Punkt 
P'tp  der  zum  Beschleunigungspol  Py,  gehörige  GeschwindigkeitspoL 

Für  die  Axen  der  Ellipse  eines  Mittelpunktes  1/,   welcher  auf  dem 

durch  P^  und  P^^  gelegten  Orthogonalkreise  ly,  liegt,   folgt,  die  zu  den 

Punkten    P'^p  und  Pip   gehörigen,   geradlinig  zurückgelegten  Strecken  s^ 

s  s 

und  $2  nennend,    p   \/   ■  ^y  ^  und         l^  .  PxpM,      Damit    diese    Axen 

gleich  werden,  muss  sein 

P'fp  M:  P^Ms=s^  :  s^ . 

Da  die  Aufgabe,  hiernach  Af  auf  /^  zu  bestimmen,  stets  zwei  reelle  Lö- 
sungen hat  und  die  so  gefundenen  Punkte  M  einen  Durchmesser  von  fc^ 
harmonisch  theilen,  folgt: 

47)  In  jedem  ähnlich-veränderlichen  System,  welches  af- 
fine Ellipsen  beschreiben,  werden  von  zwei  System- 
punkten Kreislinien  ähnlich-entgegengesetzt  durch- 
laufen. 

Der  Affinitätspol  S  wird  zum  Situationspunkte,  tv^  zu  dem  dber  die 
beiden   Aehnlichkeitspole  der  Kreislinien   geschlagenen   Situationskreise. 

Die  Mittelpunkte  dieser  ähnlicb-entgegengesetzt  durchlaufenen  Kreise 
m|  und  m^,  von  welchen  wir  bei  Bestimmung  der  untersuchten  Bewegung 
nunmehr  ausgehen  werden,  seien  Af^  und  M^^  die  bezüglichen  Radien  r^ 
und  Tj,  zwei  homologe  Punkte  J^  und  J^- 

Da  jeder  Orthogonalkreis  /^  nach  der  vorstehenden  Herleitung  durch 
die  Mittelpunkte  M^  und  M^  geht,  folgt: 

Der  Mittelpunkt  der  auf  Wy,  gebildeten  elliptischen  Involution,  wel- 
chen die  Aehnlichkeitspole  conjugirter  Durchmesser  bilden,  ist  der  Pol 
der  Mittelsenkrechten  zur  Centralen  {M^M^, 

Die  Aehnlichkeitspunkte  der  beiden  Grundkreise  m^  und  m^  beschrei- 
ben senkrechte  Linien;  diese  schneiden  auf  der  verlängerten  Geraden  ^jJ^ 
einen  Durchmesser  des  momentanen  Wendekreises  ab.  Der  Schnittpunkt 
desselben  mit  wy,  ist  der  Beschleunigungspol  Fy^y  der  hierzu  conjugirte 
Punkt  der  Involution  ist  P'tp^  wodurch  auch  der  Geschwindigkeitspol  P^ 
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als  Scbnittpnnkt  des  Wendekreises  w  mit  der  Geraden  SP'^  bestimmt  ist. 
Alle  Daten  der  Bewegung  lassen  sich  also  in  einfacher  Weise  finden« 

Dm  die  Lage  und  Grösse*  der  Bahnaxen  zu  erhalten,  verschieben 
wir  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  M^  und  M^  bis  zu  ihrer  Deckung 
(Fig.  11).  Alsdann  fallen  die  Mittelpunkte  aller  Ellipsen  in  den  Affini- 
tatspol  S.  Der  sich  selbst  entsprechende  Radius  der  ungleichwendig- ähn- 
lichen Kreislinien  m^  und  m^  sei  SY,  SJ^  und  S  A^  bilden  also  mit  SV 
gleiche  Winkel.  Die  ähnlich -veränderliche  Gerade  A^A^  wird  durch  SF 
und  einen  hierzu  senkrechten  Radius  in  ü  und  T  harmonisch  getheilt; 
der  Kreis  w  durch  V^  S  und  T  ist  der  momentane  Wendekreis.  Um  den 
Geschwindigkeitspol  zu  erhalten,  legen  wir  an  die  Grundkreise  die  sich 
in  B  schneidenden  Tangenten,  hierauf  durch  A^^  R^  J^  einen  Kreis  /; 
der  Schnittpunkt  desselben  mit  dem  Wendekreise  ist  der  Geschwindig- 
keitspol P,  Da  Kreis  /  durch  S  geht  und  n>  orthogonal  schneidet,  be- 
findet sich  ein  in  der  Peripherie  von  /  enthaltener  Sjstempunkt  M  mo- 
mentan im  Scheitel  seiner  Bahn;  SM  ist  also  eine  Halbaxe  der  von  M 
beschriebenen  Ellipse.     Es  sei 

Lj4^AiM=:a,     LAiA^M  =  ß,     LMA^Sz^x,     Ä5=rf. 
Dann  folgt  fQr  die  Lage  der  Halbaxe  S!li=:a: 

LMSY=90  +  ^^. 

Die  Grösse  der  Strecke  SM  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen 

rj  =  rf.  «>i(xH-/S),     r2  =  /i.  «w{a  — x),     a  =  SM=  d  »  sinx. 
Eine  einfache  Rechnung  liefert 

Tj  sin  a—  r^sinß  ^r^  ,  A^M^r^,  A^M 

sin  (et  ^ß)  ^i^'i 

um  die  Grösse  der  zweiten  Halbaxe  b  der  von  M  beschriebenen 
Ellipse  zu  erhalten,  drehen  wir  die  Radien  SA^  und  SA^  um  90^  weiter. 
Es  folgt  in  gleicher  Weise 

Tj  Ätna  -f  r,  sinß      r^.  A^M  +  r^  .  A^M 
5f>i(a+p)  -^1^2 

Bilden   wir  ein   System   orthogonaler  Kegelschnitte,   dessen  Brenn- 
punkte A^  und  A^  sind,  so  folgt  für  die  Hauptaxen  der  durch  M  laufen- 
den'Curven   dieses  Systems  A^M  +^A^M,     Der  Vergleich    dieser  Werthe 
mit  den  für  a  und  b  erhaltenen  liefert  den  Satz: 
48)  Die    Axen    der    beschriebenen    Ellipsen    drücken    sich 
linear  aus^durch  die  Hauptaxen  der  beiden,  durch  den 
betrachteten    Systempunkt   laufenden    Kegelschnitte, 
deren    Brennpunkte     die     homologen    Punkte    A^     und 
A^  sind. 
Die  Mittelsenkrechte  zu  A^A^  schneide  die  verlängerte  Linie  SP  in 
^'     Da   sich    /   und  rv  orthogonal  schneiden,    ist   ^A"  die   Polare   des 
Schnittpunktes  Z   zwischen   SP  und   A^A^.     Demnach   wird  TU  einmal 
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*  Eine  VerallgemeiDerung  dieseB  Satzes  lautet:  Bewegt  sich  eine  ähnlich- 
veränderliche  Gerade  mit  ihren  Endpunkten  auf  concentrischen  Kreisen,  so  besitzt 
deijenige  Punkt,  welcher  diese  Gerade  nach  dem  Verhältniss  der  Winkelgeschwin- 
digkeiten der  Endpunkte  verlängert,  eine  zur  bewegten  Geraden  orthogonale  Ge- 
schwindigkeit. Ist  das  Verhältniss  der  Winkelgeschwindigkeiten  constant,  so  be- 
schreibt dieser  Punkt  eine  cyklische  Curve. 
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durch  ^|,  j4^j   dann  auch  durch  B^  Z  harmonisch  getheilt.     Nach  einem 
bekannten  Satze  über  involutorische  Punktreihen  folgt  dann 

LA^PB:=^LZPA^  =  LSA^A^ ^___^ 

L  PBT=  LPA^B  +  LA^PB  =  LPA^B  +  L  SA^  A^  =  L  PA^ S' 

Da  A^S  die  Normale  der  vom  Punkte  A^  beschriebenen  Curve,  folgt  au  1 
der  Gleichheit  der  Winkel  LPBT  und  LPA.S,  dass  BT  die  Normale,  ! 
also  BIC  d'w  Tangente  an  die  vom  Punkte  B  beschriebene  Curve  bildet      i 

Die  Mitte  der  Geraden  A^A^  beschreibt  eine  Ellipse,  zu  welcher  A^A^ 
beständig  normal  steht  Punkt  B^  die  Mitte  der  Geraden  Ai  A^ ,  ist  also  in  jeder 
Phase  der  Bewegung  ein  Punkt  des  ausgezeichneten  Kreises  dieser  Phase. 
Für  die  halben  Axen  der  vom  Punkte  B  beschriebenen  Ellipse  findet  sidi 

49)  Die  Mitte  der  Verbindungslinie  homologer  Punkte  in 
zwei  ungleichwendig-ähnlichen,  concentrischen  Krei- 
sen beschreibt  eine  Ellipse,  welche  stets  zu  dieser 
Verbindungslinie  normal  steht.  Die  Axen  dieser  El- 
lipse sind  gleich  der  Summe  und  Differenz  der  Kreis- 
radien.* 

50)  Der  nach  aussen  fallende  Abschnitt,  welchen  der  mit 
der  Summe,  und  ein  nach  innen  fallender  Abschnitt, 
welchen  der  mit  der  Differenz  der  halben  Axen  ans 
dem  Mittelpunkt  geschlagene  Kreis  auf  der  Ellipsen- 
normalen bildet,  sind  einander  gleich;  und  die  Linien, 
welche  die  Endpunkte  dieser  Abschnitte  mit  dem  Mit- 
telpunkte verbinden,  bilden  gleiche  Winkel  mit  den 
Axen. 

Ein  Vergleich  mit  den  in  §  5  hergeleiteten  Sätzen  zeigt,  dass  der 
vorstehende  Satz  ein  Analogen  zu  dem  bekannten  Satze  der  Hyperbel 
bildet:  die  Abschnitte  der  Asymptoten  auf  der  Hyperbel tangente  sind 
einander  gleich. 

Die  Brennweite  der  vom  Punkte  B  beschriebenen  Ellipse  ist  ya^^-t^ 
=  j/r^ .  Tg .  Betrachten  wir  S  A^  und  S  A^  als  Asymptoten  einer  durch  B 
gehenden  Hyperbel,  folgt  für  die  Brennweite  dieser  Hyperbel  ySA^,SA^ 
=  J^rj.rg,  also  derselbe  Werth,  wie  für  die  Ellipse. 
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51)  Der  geometrische  Ort  für  die  Schnittpunkte,  welche 
dnrch  dieNormalen  einer  festen  Ellipse  and  die  Asym- 
ptoten der  in  den  Fnsspnnkten  schneidenden  confo- 
calen  Hyperbeln  gebildet  werden,  zefällt  in  zwei  con- 
centrische  Kreise  mit  der  Summe  und  Differenz  der  . 
Ellipsenhalbaxen  als  Radien. 

Für   die  Excentricität    einer    beliebigen,    im   System  beschriebenen 

Ellipse  folgt  2  7/  r^ .  Tg .    ^  .  \  /     >   die  Systempunkte,   welche  Ellipsen 

mit  gleicher  Excentricität  beschreiben ,  befinden  sich  also  in  jeder  Phase 
auf  einer  ähnlich -veränderlichen  Lemniscate.  Ferner  folgt  aus  den  For- 
meln, dass  alle  Punkte  in  der  Peripherie  eines  Kreises,  welcher  ^i^^ 
orthogonal  und  harmonisch  schneidet,  ähnliche  Ellipsen  beschreiben.  Ein 
Grenzfall  dieser  Kreise  wird  durch  die  Mittelsenkrechte  ßl^  dargestellt. 

Da  B  bei  der  von  uns  betrachteten  Bewegung  ein  Punkt  des  aus- 
gezeichneten Kreises,  wird  der  Krümmungsmittelpunkt  0  des  von  B  be- 
schriebenen Curven Clements  erhalten,  indem  man  PO  senkrecht  zum  Leit^ 
strahl  PB  zieht.  Die  Linie  SB  schneide  den  Wendekreis  w  in  F.  Da 
arcüP=arcüV,  folgt 

ABPO^ABVO. 
Da  Z.^F0=1Ä,  geht  OV  durch  den  Gegenpunkt  W  von  S  auf  w,  und 
es  ergiebt  sich  die  gleiche  einfache  Construction  ftir  den  Krtim- 
mnngsmittelpunkt  der  Ellipse,  wie  sie  in  §  5  ftir  die  Hyper- 
bel hergeleitet  wurde.  Schneidet  also  die  zum  Ellipsen- 
halbmesser SB  im  Mittelpunkte  errichtete  Senkrechte  die 
Normale  in  X  und  macht  man  Ü0=^TX^  so  ist  0  der  Krüm- 
mnngsmittelpunkt  für  den  Punkt  B. 

Für  die  Art  der  Bewegung  unseres  Systems  folgt,  ebenfalls  ent- 
sprechend zu  §  5: 

52)  Die  betrachtete  Art  der  Bewegung  eines  ähnlich-ver- 
änderlichen Systems  wird  erhalten,  indem  man  die 
Normale  einer  Ellipse  als  eine  ähnlich-veränderliche 
Gerade  betrachtet,  welche  mit  zweien  ihrer  Punkte 
die  Axen  der  Ellipse  beschreibt. 

Der  Geschwindigkeitspol  dieser  Bewegung  wird  im  Schnittpunkte  der 
Linie  SZ  mit  dem  Wendekreise  gefunden ;  Z  ist  der  Pol  der  momentanen 
Ellipsentangente  in  Bezug  auf  den  Wendekreis  m,  — 

Ist  die  Centrale  M^  M^  der  Grundkreise  m^  und  m^  nicht  gleich  Null, 

80  läset  sich  in  die  vorstehenden  Sätze  statt  der  variablen  Punkte  ^^  und  ^^ 

^1  und  ^2)  Also  statt  der  Geraden  -^i^^  ^^^  Beschleunigungsphase  M^M^ 

einführen. 

53)  Die  Axen  der  beschriebenen  Ellipsen  lassen  sich  durch 

die  Hauptaxen    der  durch  ihren  Mittelpunkt  gehenden 
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confocalen  Kegelschnitte,  deren  Brennpunkte  M^  nnd 
M^  sind,  linear  ausdrücken.  Die  Axen  der  beschrie- 
benen Ellipsen  bilden  mit  den  Tangenten  dieser  beiden 
confocalen  Kegelschnitte  denselben  Winkel,  wie  die 
Centrale  der  Orundkreise  mit  der  sich  selbst  entspre- 
chenden Richtung  dieser  beiden  nngleichwendig-ähn- 
liehen  Kreise. 

54)  Der  geometrische  Ort  für  die  Mittelpunkte  der  Ellipsen 
mit  gleicher  Excentricität  ist  eine  Lemniscate. 

Die  Httllbahn  einer  beliebigen  Geraden  ist  eine  Curve  vierter  Ord- 
nung und  sechster  Classe,  die  jede  Ellipse,  welche  ein  Punkt  der  Ge- 
raden beschreibt,  in  vier  Punkten  berührt.  Die  beiden  geraden  Linien, 
welche  die  Schnittpunkte  der  bewegten  Geraden  mit  dem  Wendekreise 
beschreiben  ,  und  die  unendlich  ferne  Gerade  sind  Doppeltangenten  dieser 
Curve. 

Einen  bemerkenswerthen  Ausnahmefall  bildet  die  Hüllbahn  der  Mit- 
telsenkrechten von  ^^^2'  ^^  wurde  bereits  erwähnt,  dass  die  Punkte 
der  Mittelsenkrechten  ähnliche  Ellipsen  beschreiben;  und  da  diese  ähn- 
lichen Ellipsen  auch  ähnliche  Lage  haben ,  lösen  sich  von  der  Enveloppe 
derselben  die  Strahlbüschel  zweier  unendlich  fernen,  allen  Ellipsen  ge- 
meinschaftlichen Schnittpunkte  ab.  Die  Classe  der  Hüllbahn  sinkt  also 
um  2  Einheiten,  sie  wird  ein  Kegelschnitt.  Jedem  Punkte  eines  Grund- 
kreises  entspricht  ein  Punkt  dieses  Kegelschnittes.  Es  lässt  sich  aber 
auch  zeigen,  dass  jedem  Punkte  des  letztern  nur  ein  Punkt  in  jedem 
der  Grundkreise  entsprechen  kann.  Denn  würden  ihm  mehrere  ent' 
sprechen,  so  müssten  die  zwischen  diesen  Punkten  gezogenen  Verbin- 
dungslinien, weil  ihnen  dieselbe  Mittelsenkrechte  angehören  soll,  parallel, 
die  Sehnen  beider  Grundkreise  zwischen  den  Endpunkten  der  verschie- 
denen Verbindungslinien  gleich  und  gegen  die  Mittelsenkrechte  gleich 
geneigt  sein,  was  nur  möglich,  wenn  die  Grundkreise  congruent  sind 
und  symmetrisch  zur  Centralen  durchlaufen  werden.  Sehen  wir  von 
diesem  Falle,  in  welchem  die  Mittelsenkrechte  eine  feste  Lage  während 
der  Bewegung  beibehält,  ab,  so  folgt,  dass  die  Beziehung  zwischen  den 
Punkten  und  Tangenten  der  von  der  Mittelsenkrechten  beschriebenen 
H Ulibahn  und  den  zugehörigen  Punkten  der  Grundkreise  eine  gegenseitig 
eindeutige  ist;  Grundkreis  und  Hüllbahn  sind  also  collinear.  Den  Asym- 
ptoten der  Hüllbahn  entsprechen  nach  13)  die  Berührungspunkte  der  vom 
Situationspunkte  an  den  Grundkreis  gezogenen  Tangenten. 

55)  Die  Hüllbahn  der  Mittelsenkrechten  ist  ein  zu  jedem 
Grundkreise  projectivischer  Kegelschnitt,  dessenMit- 
telpunkt  dem  Situationspunkte  der  Grundkreise  ent- 
spricht. ' 
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Parallelen  Tangenten  dieses  Kegelschnittes  entsprechen  parallele 
Mittelsenkrechten.  Liegen  daher  zwei  Punkte  eines  Orundkreises  auf 
einer  durch  den  Situationspunkt  gehenden  Geraden ,  so  sind  die  Verhin- 
dnngslinien  dieser  Punkte  mit  ihren  homologen  auf  dem  andern  Grund- 
kreise  einander  parallel.  Dies  folgt  auch  aus  der  Constanz  des  Verhält- 
nisses, welches  entsprechende  Strecken  im  System  der  beiden  Grund- 
kreise besitzen. 

Wird  der  Situationspunkt  S  zum  Keimpunkt  des  ähnlich -veränder- 
lichen Systems,  gehen  also  die  Grundkreise  und  daher  auch  die  beschrie- 
benen Ellipsen  durch  diesen  Punkt,  so  sinkt  die  Ordnung  für  die  Hüll- 
bahn einer  beliebigen  Geraden  wieder  um  2,  die  Classe  um  1.  Die 
Mittelsenkrechte  geht  also  in  diesem  Falle  stets  durch  einen  festen  Punkt. 
Werden  auf  den  Grundkreisen  einmal  die  dem  Punkte  S  unendlich  nahen, 
ein  zweites  Mal  die  Gegenpunkte  von  S  zur  Construction  der  Mittel- 
senkrechten benutzt,  so  ergiebt  sich  als  gemeinschaftlicher  Punkt  aller 
Mittelsenkrechten  die  Mitte  der  Strecke  zwischen  den  Gegenpunkten. 

§7. 

Die  Untersuchung  eines  ähnlich  -  veränderlichen  Systems ,  in  welchem 
zwei  Systempunkte  affine  Parabeln  beschreiben,  wird  in  entsprechen- 
der Weise  durchgeführt  (Fig.  12). 

Die  Durchmesser  einer  Parabel  sind  parallel;  und  da  sich  in  affinen 
Parabeln  die  Durchmesser  entsprechen,  rückt  der  Aehnlicbkeitspol  D 
dieser  Durchmesser  in  einer  Geraden  g  fort,  welche  den  Affinitätspol  S 
enthält. 

Zur  Bestimmung  der  Bewegung  sei  die  Parabel  o  gegeben,   welche 
der  Mittelpunkt  0  des  Wendekreises  durchläuft.     Der  irgend  einer  Phase 
des  Systems  angehörige  Wendekreis  w  schneidet  die  Gerade  g  im  Affini- 
tätspol S  und  im  Aehnlichkeitspunkte  D  der  momentan  erreichten  Parabel- 
dnrchmesser.     Da  der  Gegen  punkt  D^  von  B  auf  rv  eine  zu  g  senkrechte 
Geschwindigkeit  besitzt,   folgt,   dass  der  Durchmesser  der  vom  Wende- 
kreismittelpunkte beschriebenen  Parabel  o  senkrecht  zu  g  steht.    Aus  der 
Gleichung   dieser  Parabel  ergiebt  sich,   dass  die  Strecke  SD^  eine  qua- 
dratische Function  der  Strecke  SD  ist;  oder  allgemeiner: 
56)  Beschreibt     eine     ähnlich  •  veränderliche    Gerade    mit 
zweien   ihrer  Punkte  gerade  Linien  derart,   dass  eine 
derselben  mit  constanter,  die  zweite  mit  gleichförmig- 
beschleunigter Geschwindigkeit  durchlaufen  wird,  so 
bewegen  sich  die  Systempunkte  in  affinen  Parabeln. 
Der  Geschwindigkeitspol  der  Bewegung,   P,   wird  im  Schnittpunkte 
der  vom  Affinitätspol  S  auf  die  in  0  an   o  gelegte  Parabeltangente   OT 
gef&Uten  Senkrechten  mit  dem  Wendekreise  gefunden. 
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Ist  A  ein  beliebiger  Systempunkt,  nnd  bezeicbnen  wir  den  momen- 
tanen Oescbwindigkeitswinkel,  LPOT—LSOT,  mit  <p,  den  Winkeides 
Dnrcbmessers  mit  seinem  nacb  D  gezogenen  Leitstrabi  dnrcb  v,  femer 
LPAD  durcb  x,  so  ergiebt  sieb  für  den  Winkel  A,  welchen  momentan 
die  Tangente  nnd  der  Durchmesser  der  von  A  beschriebenen  Parabel 
bilden,  , 

Soll  X  ein  Rechter  sein ,  folgt 

x  =  90-.(v-<p)  =  90-LP/>iZ>. 

57)  Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  welche  momentan 
den  Scheitel  ihrer  Bahn  durchlaufen,  ist  ein  den 
Wendekreis  in  P  und  D  orthogonal  schneidender  Kreis. 

Den  Radius  des  Wendekreises  Ry  den  des  Orthogonalkreises  R^ 
nennend,  wird 

PD  _  PD  ^1       w  N 

^=2m(v-9)'    ^'^2cos(y^q>y    T^^^''^'^^' 
Bezeichnen  wir  die  Parabel  Ordinate  ftlr  o  in  Bezug  auf  die  Axe  mit 
yt  den  Hauptparameter  dieser  Parabel  mit  p,  folgt 

also 

58)  ^^  =  ^. 

In  einer  beliebigen  andern  Phase  geht  der  zu  R^  gehörige  Ortho- 
gonalkreis in  einen  Kreis  über,  welcher  OD  in  D  bertthrt,  so  dass  also 
jeder  den  Radius  im  Endpunkte  2>  berührende  Kreis  nur  solche  Punkte 
enthält,  welche  den  Scheitel  der  von  ihnen  beschriebenen  Bahnen  gleich- 

zeitig    passiren.     Da  jedoch   das  Verhältniss    -^    zwischen  den  Radien 

zweier  Kreise  des  Systems  von  der  Phase  unabhängig  ist,  lässt  sich  ans 
der  in  58)  gefundenen  Proportion  die  Lage  desjenigen  Wendekreises,  for 
welchen  ein  Punkt  den  Scheitel  seiner  Bahn  erreicht,  bestimmen. 

Der  zu  einem  Punkte  einer  Parabel  gehörige  Parameter  ist  dem 
Quadrat  der  zur  Tangente  dieses  Punktes  parallelen  Ordinate  direct,  der 
auf  dem  Durchmesser  des  Punktes  hierdurch  gebildeten  Abseisse  um- 
gekehrt proportional.  Bezeichnet  c  eine  Constante,  folgt  für  den  znm 
beliebigen   Punkte  A  gehörigen  Parameter  der  von   diesem  Punkte  be- 

schriebenen  Bahn  ^'-jrz'     Um  den  Hauptparameter  p^   dieser  Bahn  m 

erhalten ,  ist  dieser  Ausdruck  für  den  Nebenparameter  mit  sin^X  zu  mal- 
tipliciren.     Demnach  folgt: 

PA^ 

In  gleicher  Weise  folgt  für  den  Parameter  p  der  Parabel  o 
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«     .  9/  Nil  ^^     m*(v— g)  — k) 

Der  Schnittpunkt  der  Linie  DA  mit  w  sei  17,  so  ergiebt  sieh  im 
Dreieck  PAÜ 

sm{v  —  q>) 
daher 

Die  rechte  Seite  stellt  einen  für  alle  Phasen  des  Systems  constanten  Aus- 
druck dar. 

Für  die  von  den  Geraden  des  Systems  beschriebenen  Httllbahnen 
ergiebt  sich  Folgendes: 

Die  Hällbahn  einer  beliebigen  Geraden  ist  wieder  eine  Cnrve  sechs- 
ter Ordnung  und  vierter  Classe.  Die  Punkte  der  Geraden  2>2>|  beschrei- 
ben Parabeln,  deren  Durchmesser  parallel  sind.  Demnach  löst  sich  von 
der  Hällbahn  der  Geraden  DD^  ein  unendlich  ferner  Punkt  ab,  dieselbe 
wird  vierter  Ordnung  und  dritter  Classe.  Falls  die  Parabel  o  die  Ge- 
rade g  berührt,  wird  letztere  eine  gemeinschaftliche  Tangente  der  von 
ihren  Punkten  beschriebenen  Parabeln  und  sondert  sich  daher  von  der 
Hiillbalin  ab;  dieselbe  wird  dritter  Ordnung  und  dritter  Classe  mit  einer 
Asymptote,  welche  der  zweiten,  von  S  au  o  möglichen  Tangente  ent- 
spricht. Wird  S  ein  Keimpunkt  des  Systems,  so  wird  die  Enveloppe  der 
Geraden  DD^  eine  Parabel,  deren  Axe  parallel  SD^  ist  und  welche  die 
Gerade  g  tangirt.  Ein  derartiger  Fall  findet  z.  B.  bei  der  Erzeugung 
solcher  Wurfparabeln  eines  Punktes  statt,  für  welche  die  Endpunkte  der 
im  Ausgangspunkte  angetragenen  Geschwindigkeiten  in  eine  Gerade  fallen. 

Wenn  der  Scheitel  von  o  in  S  die  Gerade  g  berührt,  tangiren  alle 
Parabeln  des  Systems  die  Gerade  g  in  diesem  Punkte.  In  diesem  bemer- 
kenflwerthen  Specialfalle  beschreibt  der  Endpunkt  B  der  über  D  hinaus 
um  sich  selbst  verlängerten  Linie  2>2>|  eine  diese  Gerade  beständig  be- 
rührende Parabel.  B  ist  also  ein  Punkt  des  ausgezeichneten 
Kreises  derBewegung.  Zu  den  Hüllbahnen,  welche  in  diesem  Falle 
beschrieben  werden,  gehört  auch  die  Evolute  der  von  DD^  umhüllten 
Parabel.  Da  der  Wendekreis  und  der  ausgezeichnete  Kreis  der  Bewegung 
bekannt  sind,  ist  der  Rückkehrkreis  und  hiermit  der  Krümmungs- 
mittelpunkt  der  Parabelevolute  zu  finden.  In  gleicher  Weise 
lässt  sich  übrigens  auch  mit  Hilfe  der  in  §§  5  und  6  betrachteten  Be- 
wegung, welche  durch  die  Gleitung  der  ähnlich- veränderlichen  Hyperbel- 
oder Ellipsennormalen  zwischen  den  Azen  des  Kegelschnittes  bestimmt 
wurde,  der  Krümmungsmittelpunkt  der  Hyperbel-  und  Ellip- 
senevolute construiren.  Eine  gegen  die  Curvennormale  beliebig  ge- 
neigte Gerade,  welche  durch  den  bei  Betrachtung  der  eben  hervorgeho- 
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benen  SpecialfSille  erwähnten  Punkt  B  des  ausgezeichneten  Kreises  geht, 
also  die  von  B  beschriebene  Cnnre  in  allen  Phasen  unter  gleichem  Win- 
kel schneidet,  trifft  den  momentanen  Wendekreis  in  zwei  reellen  oder 
imaginären  Punkten,  welche  gerade  Linien  beschreiben.  Demnach  gilt 
der  Satz: 

60)  Alle  einen  Kegelschnitt  isogonal  schneidenden  gera- 
den Linien  werden  durch  zwei  aus  dem  Mittelpunkte 
oder,  falls  dieser  wegfällt,  durch  zwei  aus  dem  Scheitel 
laufende  Geraden  vom  Schnittpunkte  mit  der  Curve 
aus  nach  constantem  Verhältniss  getheilt.  Die  beiden 
theilenden  Geraden,  welche  sich  durch  den  Winkel 
der  isogonal  schneidenden  Linien  mit  der  Curve  be- 
stimmen, sind  inyolutorisch  gepaart.* 


*  Satz  60)  lässt  sich  auf  alle  Cnrren  ausdehnen,  deren  Gleichung  in  reelien 
oder  imaginären  Coordinaten  laatet  a^.p^zz Ccnstcms. 
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Ueber  Oleiobstimmigkeit  und  üngleiohBtiminigkeit 
der  räumlichen  Collineation. 

Von 

Prof.  Dr.  Guido  Haück 

in  Berlin. 


In  meinem  Aufsätze  „Axonometrische  Theorie  der  perspectivischen 
und  projectivischen  Collineation  im  Ranme"  im  XXI.  Jahrgang  (1876) 
dieser  Zeitschrift  habe  ich  (S.  407  nnd  411)  den  Satz  aufgestellt,  dass 
in  zwei  collinearen  räumlichen  Systemen  entsprechende  Dreistrahlen  ent- 
weder sämmtlich  gleichstimmig  oder  sämmtlich  ungleichstimmig  sind.  Ich 
nannte  im  ersten  Falle  die  coUineare  Verwandtschaft  eine  gleichstim- 
mige, im  zweiten  Falle  eine  ungleichstimmige. 

Es  schien  mir  bis  zu  einem  gewissen  Grade  selbstverständlich  zu 
sein,  dass  in  zwei  reell  -  projectivischen  Systemen  einem  bestimmten 
Drehnngssinne  im  einen  System  ein  bestimmer  Drehungssinn  im  andern 
entsprechen  muss.  Ich  glaubte  mich  daher  auf  eine  blosse  Andeutung 
des  Beweises  beschränken  zu  dürfen  und  gab  eine  solche  in  folgender 
Weise:» 

„Liegen  bei  zwei  centrisch  -  collinearen  Systemen  in  collinearer  Lage 
CoIIineationscentrum  und  Collineationsebene  zwischen  Oegenebene  und 
Flachtebene,  so  liegt  jeder  Punkt  der  Originalfigur  mit  seinem  Bilde  auf 
einer  und  derselben  Seite  der  Collineationsebene.  Hieraus  folgt,  dass 
jeder  Dreistrahl  der  Originalfigur  mit  seinem  Bilde  gleichstimmig  ist. 
(Denn  sind  5^ ,  S^,  S^  die  Spuren  der  drei  Strahlen  in  der  Collineations- 
ebene, P  und  n  die  zwei  Scheitel,  so  liegen  die  Spitzen  P  und  11  der 
zwei  Pyramiden  S^  S^  S^  P  und  S^  S^  S^  11  auf  einer  und  derselben  Seite  der 
gemeinschaftlichen  Grundfläche.)  Liegen  dagegen  Fluchtebene  und  Ge- 
genebene zwischen  CoIIineationscentrum  und  Collineationsebene,  so  liegen 
irgend  zwei  entsprechende  Punkte  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Col- 
lineationsebene, und  hieraus  folgt,  dass  jeder  Dreistrahl  der  Originalfigur 

*  S.  S.407,  411  und  4U. 
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mit  seinem  Bilde  ungleichstimmig  ist/^  . . .  „Dass  der  im  Vorangehenden 
zunächst  nur  für  die  centrische  Collineation  nachgewiesene  Satz  auch  far 
die  projectivische  Collineation  gilt,  beweist  sich  aus  der  Thatsache,  dass 
zu  zwei  projectivisch-collinearen  Systemen  jederzeit,  und  zwar  auf  fünf- 
fach unendlich  verschiedene  Weise,  ein  drittes  construirt  werden  kann, 
das  mit  beiden  centrisch  -  collinear  ist."  — 

Gegen  die  genannten  Sätze  sind  nun  von  Herrn  Sturm  Bedenken 
erhoben  worden.  Derselbe  sagt  in  einer  Besprechung  meines  Aufsatzes 
im  8.  Band  (Jahrg.  1876)  des  Jahrbuchs  über  die  Fortschritte  der  Matbe- 
matik*    S.  347: 

„Die  Begriffe  der  Gleichstimmigkeit  und  Ungleichstimmigkeit  scheinen 
nicht  klargestellt;  Referent  kann  sich  von  der  Richtigkeit  der  Sätze  anf 
S.  407  nicht  überzeugen;  der  Verfasser  hat  nicht  an  den  Fall  gedacht, 
dass  ein  Punkt  und  die  Collineationsebene  auf  verschiedenen  Seiten  der 
Gegenebene  liegen,  oder  ihn  wenigstens  nicht  ausgeschlossen.  Es  giebt 
stets  gleichstimmige  entsprechende  Figuren  und  ungleich- 
stimmige bei  derselben  Collineation.'^  ...  „Die  ausführliche  Be- 
handlung der  nur  berührten  Aufgabe,  zu  zwei  allgemein  - collinearen 
Systemen  ein  mit  beiden  projectivisch-collineares  zu  construiren,  wäre 
erwünscht  gewesen."  — 

Die  in  Rede  stehend«  Frage,  welche  von  fundamentaler  Bedeutung 
für  die  Natur  der  collinearen  Verwandtschaft  ist,  scheint  seither  —  so 
weit  wenigstens  meine  Literaturkenntniss**  reicht  —  nicht  erschöpfend 
behandelt  worden  zu  sein.***  Die  Wahrnehmung,  dass  über  die  Frage 
in  der  That  entgegengesetzte  Ansichten  unter  den  Vertretern  der  syn- 
thetischen Geometrie  ezistiren,  lässt  mir  eine  eingehendere  Besprechung 
derselben  als  nothwendig  erscheinen.  Es  möge  mir  daher  gestattet  sein, 
im  Folgenden  ausführlichere  Betrachtangen  über  diesen  Gegenstand  an- 
zustellen, welche  den  Zweck  haben,  die  Richtigkeit  meiner  Sätze  ausser 
Zweifel  zu  setzen. 


Was  zunächst  den  von  Herrn  Sturm  gemachten  Einwurf  anlangt, 
so  kann  ich  denselben  nicht  als  zutreffend  erkennen.  Es  ist  auf  den- 
selben (mit  Benützung  der  obigen  Bezeichnungen)  zu  erwidern,  dass, 
wenn  Punkt  P  und  die  Collineationsebene  auf  verschiedenen  Seiten  der 
Gegen  ebene  liegen  und  *S^,  5^,  S^^  die  Spuren  dreier  durch  P  gehender 
Geraden  bedeuten,  dem  Dreikant  P,  S^S^S^  nicht  das  eigentliche  Dreikant 


♦  Berlin,  1878. 

•♦  Für  dieselbe  bin  ich  meinem  hochverehrten  Lehrer,  Herrn  Prof  G und  el- 
fin gar  in  Tübingen,  zn  Danke  verpflichtet. 

***  Nor  V.  S  tan  dt  berührt  den  Gegenstand;  vergl.  Geometrie  der  Lage, 
Art.  136,  und  Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage,  Art.  198. 
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üfS^S^S^  collinear  entspricht,  sondern  vielmehr  dessen  Scheiteldreikant. 
Um  nämlich  das  einem  bestimmten  Dreikant  des  Originalsystems  ent- 
sprechende Dreikant  des  Bildsystems  festznstellen ,  genügt  es  selbstver- 
Btändlich  nicht,  die  den  drei  gegebenen  Kanten  entsprechenden  geraden 
Linien  zu  ermitteln ,  sondern  man  hat  diejenigen  drei  Aeste  der  letzteren 
aasznw&hlen,  deren  Punkte  den  Punkten  der  Kanten  des  gegebenen 
Dreiecks  entsprechen.  Diese  Aeste  werden  aber  im  vorliegenden  Falle 
nicht  durch  die  endlichen  Strecken  11 S^^  ^^21  ^S^  repräsentirt,  sondern 
durch  deren  unendliche  Ergänzungen  IlcoS^^  il  00  S^,  ücoS^, 

Uebrigens  sehe  ich  es  für  überflüssig  (wenn  nicht  für  unzweckmässig) 
an,  die  in  Bede  stehende  Lage  als  besondern,  eine  gesonderte  Betrach- 
tung erfordernden,  Fall  zu  separiren,  wie  es  in  dem  gemachten  Einwurf 
geschieht.  Diese  Lage  ordnet  sich  vielmehr  —  wie  die  nachfolgende 
Erörterung  zeigen  möge  —  von  selbst  der  allgemeinen  Betrachtung  unter. 

Hat  man  in  zwei  collinearen  Systemen  irgend  zwei  entsprechende 
gerade  Linien  und  lässt  einen  Punkt  X  die  eine  Gerade  in  einer  be- 
stimmten Kichtung  durchlaufen ,  so  entspricht  dieser  Richtung  im  andern 
System  eine  ganz  bestimmte  Richtung,  in  welcher  gleichzeitig  der  ent- 
sprechende Punkt  S  die  entsprechende  Gerade  durchläuft.  Man  darf  sich 
nun  bei  der  Betrachtung  von  zwei  collinearen  Systemen  nicht  damit 
begnügen ,  zwei  einander  entsprechende  gerade  Linien  als  starre  Gebilde 
im  Euklidischen  Sinne  zu  behandeln,  man  hat  vielmehr  auch  die  ent- 
sprechenden Richtungen  derselben  ins  Auge  zu  fassen. 

Thut  man  dies,  so  kann  man  kurz  sagen:  In  zwei  collinearen 
Systemen  sind  zwei  Dreikante  einander  entsprechend,  wenn 
ihre  Kanten  —  inclusive  deren  Richtungen  —  einander  ein- 
zeln entsprechen. 

Denken  wir  uns  nun  zwei  centrisch  -  collineare  Räume  in  collinearer 
Lage,  80  erstrecken  sich  die  einander  entsprechenden  Raumgebiete 
von  der  gemeinschaftlichen  Collineationsebene  aus  entweder  nach  der 
nämlichen  Seite  der  letzteren  hin  oder  nach  entgegengesetzten  Seiten. 
Darchläuft  man  daher  irgend  zwei  einander  entsprechende  gerade  Linien 
von  ihrer  gemeinschaftlichen  Spur  aus  in  einander  entsprechenden  Rich- 
tungen, so  geschehen  diese  Bewegungen  im  ersten  Falle  stets  nach  der  näm- 
lichen Seite  von  der  Collineationsebene  aus,  im  zweiten  Falle  stets  nach 
entgegengesetzten  Seiten.  Um  also  von  der  Collineationsebene  aus  nach 
zwei  einander  entsprechenden  Punkten  P  und  11  auf  einander  entspre- 
chenden Wegen  zu  gelangen,  muss  man  sich  entweder  stets  nach  der 
nämlichen  Seite  oder  stets  nach  entgegengesetzten  Seiten  bewegen.  Hierbei 
hat  es  schlechterdings  nichts  Besonderes  auf  sich,  wenn  man  bei  der 
Bewegung  die  unendlich  ferne  Ebene  passirt.  Auch  wenn  einer  der  zwei 
Punkte  P  oder  11  die  unendlich  ferne  Ebene  überschritten  hat  —  und 
dies  ist  eben   der  von  Herrn  Sturm  eingeworfene  Fall  — ,  wird  man 
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noch  sagen  dürfen:  die  Punkte  P  und  11  liegen  von  der  Collineationi- 
ebene  aus  nach  der  nämlichen  Seite  hin  oder  nach  verschiedenen  Seiten 
hin,  je  nach  dem  Charakter  zweier  entsprechender  Wege,  auf  denen  man 
von  einem  Punkte  der  Collineationsebene  aus  nach  ihnen  gelangt. 

In  diesem  Sinne  ist  es  daher  ganz  allgemein  giltig,  wenn  ich  in 
meinem  Beweise  sagte:  Die  Scheitel  P  und  17  zweier  entsprechender 
Dreikante  liegen  im  einen  Falle  stets  auf  der  nämlichen  Seite  der  Col- 
lineationsebene (oder  schärfer:  nach  der  nämlichen  Seite  hin) ,  im  andern 
Falle  stets  auf  entgegengesetzten  Seiten.  Im  ersten  Falle  sind  die  zwei 
Dreikante  stets  gleichstimmig,  im  zweiten  Falle  stets  ungleichstimmig. 
Denn  je  zwei  entsprechende  Kanten  derselben  repräsentiren  zwei  ein- 
ander entsprechende  Wege,  die  von  einem  Punkte  der  Collineationsebene 
nach  den  einander  entsprechenden  Scheitelpunkten  P  und  11  führen. 

Durch  das  Gesagte  dürfte  der  gegen  meinen  Satz  gemachte  Einwand 
widerlegt  und  die  Richtigkeit  des  Satzes  zunächst  für  die  centrische 
Collineatiou  ausser  Zweifel  gestellt  sein.* 


Der  Beweis  für  die  allgemeine  oder  projectivische  Collineation 
stützt  sich  —  wie  schon  oben  erwähnt  —  auf  den  Satz,  dass  zu  zwei 
projectivisch-collinearen  räumlichen  Systepaen  jederzeit  ein  drittes  System 
constrnirt  werden  kann ,  das  mit  beiden  gegebenen  centrisch  •  collinear  ist 


*  Zugleich  dürfte  durch  das  Gesagte  auch  eine  andere  Aosstellmig  ihre  Er- 
ledigung gefunden  haben,  die  Herr  Sturm  in  seinem  Referate  (S.  346  onteu) 
macht,  wenn  er  sagt:  „Es  ist  nicht  präcisirt,  was  unter  den  (entsprechenden)  Axen- 
dreikanten  gemeint  ist,  ob  nur  die  der  positiven,  wie  wahrscheinlich,  oder  die  der 
ganzen  Azen,  sowie,  welches  die  positiven  Coordinatenazen  im  Object-  und  im 
Bildsystem  sind,  da  dies  nicht  selbstverständlich  ist,  indem  z.  B.,  wenn  ff,  au 
der  positiven  x-Axe  liegt,  die  eine  halbe  £-Axe  aus  OG^t«  die  andere  aus  dem 
Beste  der  positiven  und  der  ganzen  negativen  x-Axe  hervorgeht;  es  scheint,  dass 
im  Objectraume  die  die  Gi  enthaltenden  Halbaxen  und  im  Bildraume  die  aus  der 
O  Gi  hervorgehenden  die  positiven  sein  sollen.**  —  Ich  kann  auch  diese  AussteUong 
nicht  als  zutreffend  erkennen  und  kann  mir  die  Entstehung  derselben  nur  dadurch 
erklären,  dass  zwei  entsprechende  Axen  von  Herrn  Sturm  als  starre  Punktgebilde 
im  Euklidischen  Sinne  betrachtet  und  die  entsprechenden  Richtungen  derselben 
nicht  in  MiÜeidenschaft  gezogen  worden  sind.  —  Was  übrigens  die  La^  der 
Funkte  Gi  anlangt,  so  mag  darauf  hingewiesen  werden,  dass  S.  406  ausdrücklich 
gesagt  ist,  die  Ausführungen  der  §§  1  und  3  seien  Wort  für  Wort  auf  die  Relief- 
perspective  zu  übertragen.*  In  §  3  aber  findet  sich  eine  Erörterung  des  iraglicheo 
Gegenstandes,  sowie  eine  ausdrückliche  Fefltsetzung  über  die  im  Folgenden  ge- 
wählte Lage.  Diese  Festsetzung  findet  S.  407  ihre  Vervollständigung  für  den  Fall 
der  ungleichstimmigen  Collineation.  —  Zudem  sind  in  den  Figuren  (Taf.  VIH, 
Fig.  2a,  2&,  3a,  3b)  die  entsprechenden  Axendreikante  und  namentlich  die  posi- 
tiven Axenrichtungen  derselben  durch  eingezeichnete  Pfeile  und  angeschriebene 
Buchstaben  (+a;,  +y,  +;e;,  +£,  +17,  +;)  für  alle  vier  charakteristische  Fälle  war 
drücklich  scharf  hervorgehoben. 
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■^.y^^\r,^\^^>A  ^  A  ^ 


Dem  Wanscbe  nach  der  Mittheilnng  der  ausführlicheren  Lösnng  der 
diesbezüglichen  Aufgabe  entspreche  ich  um  so  bereitwilliger,  als  mir  die 
Aufgabe  in  der  That  —  ganz  abgesehen  von  dem  vorliegenden  Zwecke  — 
schon  an  und  für  sich  von  Interesse  zu  sein  scheint.  —  Sie  ist  zunächst 
eine  unbestimmte.  Ich  habe  mich  mit  der  allgemeineren  und  zugleich 
bestimmten  Aufgabe  befasst:  Zu  vier  projectivisch-collinearen  räumlichen 
Systemen  ein  fünftes  System  zu  construiren,  welches  mit  sämmtlichen 
vier  gegebenen  Systemen  centrisch - collinear  ist,  und  werde  die  Lösung 
dieser  Aufgabe  in  einem  separaten  Aufsatze  mittheilen. 

Dagegen  möge  in  dem  gegenwärtigen  Aufsatze  noch  der  allgemeine 
(auch  auf  die  projectivische  CoUineation  sich  erstreckende)  analytische 
Beweis  unseres  in  Rede  stehenden  Satzes  gegeben  werden.  —  Dieser 
Beweb  wird  uns  zugleich  ein  Criterium  daftir  liefern,  dass  die  durch 
drei  lineare  Belationen  zwischen  den  Coordinaten  zweier  entsprechender 
Punkte  bestimmte  CoUineation  eine  gleichstimmige,  bezw.  ungleichstim- 
mige ist. 

Ich  habe  schon  in  meinem  früheren  Aufsatze  (s.  S.  420)  den  letzte- 
ren Punkt  berührt,  bin  jedoch  infolge  der  Verquickung  zweier  disparater 
Betrachtungen  zu  einem  unrichtigen  Criterium  gelangt.  Ich  benütze  nun 
zugleich  die  mir  gebotene  Gelegenheit ,  die  dortige  Incorrectheit , '  die 
jedoch  in  keinerlei  äusserem  oder  innerem  Zusammenhang  mit  den  Aus- 
stellungen des  Herrn  Sturm  steht,  richtig  zu  stellen,  und  bitte  den 
geehrten  Leser,  an  Stelle  der  dortigen  Ausführungen  (S.  420,  Relationen 
HO-— 113)  die  im  Folgenden  gegebenen  zu  setzen. 


Die  collineare  Beziehung  der  zwei  räumlichen  Systeme  sei  durch  die 
aren   Relationen    zwischen    den   Coordinaten    x,  y^  z    und    X,   Y^  Z 
zweier  entsprechender  Punkte  gegeben: 

^  a^X  +  a^7+a^Z  +  a^  __  g 

b,Ä  +  b,Y+b,Z  +  b,  _  8 
'  ^    ^       d,Jr+d,Y+d^Z+d,  -  SD' 

^   c^J^  +  c^Y+c^Z  +  c^   _  ^ 
'        d,Ä  +  d^Y+d^Z+d^  -  SD' 

wobei  die  zwei   Coordinatensysteme   OyXyz  und  O^XVZ  gleichstimmig, 
und  zwar  beide  positiven  Sinnes*  vorausgesetzt  sein  mögen. 

Es  seien    nun  P,  P',  P\  P"  irgend  vier  Punkte  im  System  XYZ^ 
denen  die  Punkte  j9,  p\  p\p"  im  System  xyz  entsprechen  mögen;  ihre 


*  Es  wird  hierbei  die  von  Möbius  (s.  Baryc.  Calcul  §  19)  gegebene  Definition 
benützi  Sind  also  X,  Y,  Z  drei  beliebige,  auf  den  positiven  Axen  angenommene 
Paukte,  80  sei  der  körperliche  Inhalt  der  Pyramide  OXYZ  positiv. 
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Coordinaten  seien  ^ FZ,  X'!'!!,  X"Y"Z:\  ...,  xyz, 


Wir  Sachen  die 


Bedingung  dafür  auf,  dass  die  zwei  Dreikante  P,  PP'P"  und  />,  pV.p'" 
gleichstimmig  sind. 

Wir  nehmen  an,  das  Dreikant  i^, /^P"/^"  sei  gleichstimmig  mit  dem 
von  den  positiven  Coordinatenaxen  gebildeten  Dreikant  0,  XFZ.  Be- 
zeichnen wir  das  sechsfache  Volumen  des  Tetraeders  PPP'P"  mit  A^ 
wo  also* 

X       Y      Z       \ 

X'     Y'     H     \ 

X"    Y"     Z"     1 

X'"    Y"'    Z"'    1 


2) 


z/  = 


ist,  so  kann  die  genannte  Annahme  analytisch  ausgedrückt  werden  durch 
die  Bedingung: 

3)  ^  >  0. 

Denn  lässt  man  das  Dreikant  P^PP'P"  seine  Gestalt  stetig  ändern,  so 
kann  es  im  Falle  der  Gleichstimmigkeit  mit  dem  Dreikant  0,  X  7Z  zur 
Coincidenz  gebracht  werden,  ohne  dass  während  der  Gestaltänderung 
das  Tetraedervolumen  den  Werth  0  oder  oo  durchschreiten  würde«  Für 
den  Fall  der  Coincidenz  aber  hat  das  Tetraedervolum  (gemäss  der  Vor- 
aussetzung eines  positiven  Sinnes  des  Coordinatensystems)  einen  positiven 
Werth.  Folglich  muss  auch  der  Werth  des  ursprünglichen  Tetraeder- 
volums positiv  sein. 

Soll  nun  das  Dreikant  p, pp'p"  mit  P^  PP'P"  gleichstimmig  sein, 
so  muss  —  da  die  zwei  Coordinatensysteme  als  gleichstimmig  voraus- 
gesetzt-wurden  —  PyPP"p"  anch  mit  seinem  Coordinatendreikant  o^xyz 
gleichstimmig  sein.     Bezeichnet  man  daher  mit 


4) 


Ä  = 


X 

y 

t 

1 

x' 

y' 

1 

x" 

y" 

t" 

1 

x'" 

f 

t'" 

1 

das  sechsfache  Volumen  des  Tetraeders  pp'p"p'^\  so  ergiebt  sich  als  Be- 
dingung für  die  Gleichstimmigkeit: 
5)  '  fJ  >  0. 

Die  zwei  Dreikante  />, pp'p"  und  P^  pp'p"'  sind  dagegen  ungleich- 
stimmig, wenn  ö  <  0.   — 

Führt  man  nun  in  den  Ausdruck  d  die  lineare  Substitution  1)  eis, 
so  erhält  man: 


*  Vergl.  Salmon-Fiedler,   Analytische  Geometrie  des  Baumes,  L  ThoJi 
Art.  34. 


Digitized  by 


Google 


Von  Prof.  Dr.  G.  Hauck. 

^ 

as 

e 

1 

© 

2) 

2) 

a' 

S' 

6- 

1 

M      8      6      5) 

8  = 

5)' 

®' 

®' 

1 

r    »'   6*    2)' 

r 

33" 

6" 

1 

~  SD  2)' 2)"  2)'" 

«"     S3"     6"    2)" 

1 

W 

SD" 

2)" 

«'"    33'"    6"'   2)'" 

%'" 

»'" 

6"- 

1 

©'" 

2)'" 

SD'" 

voraiiB  sich  vennöge 

de«  MnItiplicationstheoremB  unmittelbar  ergebt 

«1      ".      «»S      «4 

X    r    z    1 

6)         6  = 

1 

6i     b,     6j     6^ 
Cj     c,     c,      c. 

• 

r   r   z'   1 

X"    Y"    Z"    1 

rfi 

d,    dg     d^ 

Z"'   Y"'   Z"'    1 

387 


oder,  wenn  wir  bezeichnen; 


7) 


B  = 


d,     d,    d^ 


8) 


d  = 


wo  also  A  die  Snbstitntionsdeterminante  repräsentirt: 

SD  ©'S)"®'" 

Aus  diesem  Resultate  folgt  zunächst,  dass  i  mit  /l  gleichen  Zeichens, 
also  p^pp'p"'  mit   P^  p' p^' p"'    gleichstimmig    ist,    solange    der  Bruch 

www  p**""^  "*• 

Lassen  wir  nun  das  Tetraeder  PP'  P"  P'"  seine  Gestalt  stetig  ändern, 
so  ändert  sich  auch  der  Nenner  unsers  Bruches  stetig.  Dabei  kann  er 
sein  Vorzeichen  nur  dann  wechseln,  wenn  einer  der  vier  Factoren  !D,. 
3)',  SD",  S>'"  entweder  den  Werth  0  oder  den  Werth  oo  überschreitet. 
Letzteres  ist  [wie  aus  den  Belationen  1)  unmittelbar  ersichtlich  ist]  der 
Fall,  wenn  einer  der  vier  Punkte  P,  P\  P'\  P'"  ins  Unendliche  rückt, 
Ersteres  — ,  wenn  einer  der  vier  Punkte  p,  p\  p'\  p"'  ins  Unendliche 
rückt,  also  der  entsprechende  Punkt  P  die  Gegenebene  seines  Systems 
überBchreitet.  Tritt  ein  solcher  Fall  ein,  so  scheint  es  zunächst  aller- 
dings, als  würde  infolge  des  Zeichen  wechseis  eines  Factors  3)  auch  d 
sein  Zeichen  ändern,  und  es  würde  also  ein  Uebergang  von  Gleichstim- 
migkeit  in  Ungleichstimmigkeit  zwischen  den  zwei  Dreikanten  eintreten. 

Ein  solcher  Schluss  wäre,  wie  man  leicht  erkennt,  genau  identisch 
mit  dem  von  Herrn  Sturm  gemachten  Einwand.  Er  dürfte  jedoch  über- 
eilt Bein.  Denn  es  darf  nicht  übersehen  werden,  dass  —  nachdem  bei- 
spielsweise Punkt  P  die  unendlich  ferne  Ebene  passirt  hat  —  dem  end- 
lichen Tetraeder  pp'yV  —  ^"^^  andern  System  das  unendliche  Tetraeder 
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entspricht,  dessen  von  P  ausgehende  Kanten  PqoP\  PcoP'\  PqdP'" 
sind.*  Dagegen  repräsentirt  der  analytische  Ausdruck  für  J  stets  das 
Volumen  des  endlichen  Tetraeders  PP'P"P"\  ö  und  ^  beziehen  sich 
also  jetzt  auf  zwei  Tetraedergebilde,  welche  sich  nicht  mehr  eigentlich 
collinear  entsprechen. 

Um  die  Frage  zum  endgiltigen  Austrag  zu  bringen,  ist  es  nothwen* 
dig,  dass  wir  uns  über  die  Vorzeichenverhältnisse  der  Grössen  S,  I)', 
3)'',  ®'"  genauer  orientiren.     Dies  geschieht  durch  folgende  Ueberlegang. 

Die  Gleichung 

repräsentirt,  wenn  JT,  Fy  Z  variabel  gedacht  werden,  die  Gleichung  der 
Gegenebene  des  Systems  XYZ,  Denn  für  jD  =  0  ergeben  die  RelationeD 
1):  a;,  ^,  £  =  Qo.  —  Bedeuten  dagegen  die  in  dem  Ausdruck  S)  enthaltenen 
Grössen  X^  Y^  Z  die  Coordinaten  eines  bestimmten,  ausserhalb  der 
Gegenebene  liegenden  Punktes  P,  so  steht  die  Grösse  2)  in  sehr  naher 
Beziehung  zu  der  Entfernung  e  des  Punktes  P  von  der  Gegenebene.  Es 
ist  nämlich  bekanntlich** 

A*  +  V  +  «^»*        ' 
und  zwar  stellt  dieser  Ausdruck  die  positive  oder  die  negative  Ent- 
fernung des  Punktes  von  der  Ebene  dar,  je  nachdem  der  Punkt  und  der 
Coordinatenursprung  auf  verschiedenen  Seiten  der  Ebene  liegen  oder  auf 
der  nämlichen  Seite. 

Bezeichnen  wir  daher  die  Entfernungen  der  vier  Punkte  P,  P\  P",  P"' 
von  der  Gegenebene  durch  e,  e,  e"^  e"  und  die  obige  Wurzel  durch  », 
so  hat  man: 

10)  J)SD'S)"S)"  =  w*.  eeVV", 
wodurch  Gleichung  8)  übergeht  in: 

11)  «  =  -7— ?-^r^^. 

'  V  n^,eee  e 

Nehmen  wir  nun  an ,  die  vier  Punkte  P,  P\  P",  P'"  liegen  ursprüng- 
lich alle  auf  d6r  nämlichen  Seite  der  Gegenebene,  so  sind  die  vier  Grossen 
e,  e\  e"y  e"  entweder  sämmtlich  positiv  oder  sämmtlich  negativ;  ihr  Pro- 
duet  ist  also  jedenfalls  positiv.  Für  diese  Lage  gilt  also:  d  hat  mit  zf 
gleiches  Vorzeichen  — ,  oder:  die  zwei  Dreikante  p,  pp'p"  und  P,  P'P"P'" 
sind  gleicbstimmig,  wenn  die  Substitutionsdeterminante  R  positiv  ist. 

Um  dann  die  Verbältnisse  auch  für  andere  Lagen  der  vier  Punkte 
P,  P\  P'',  P'"  zu  untersuchen,  lassen  wir  dieselben  von  der  eben  be- 
sprochenen  Lage    aus    sich   stetig  bewegen.      So   lange  kein   Punkt  die 


*  Vergl.  Y.  8  tau  dt,  Geometrie  der  Lage,  Art.  187  und  188. 
**  Vergl.  Salmon-Fiedler,  Analytische  Geometrie  des  Baumes,  LTheil, 
Art.  32. 
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unendlich  ferne  Ebene  oder  die  Oegenebene  überschreitet,  ändert  sich 
in  den  Vorzeichen  nichts. 

Ueberschreitet  aber  ein  Pnnkt,  z.  B.  P,  die  unendlich  ferne  Ebene, 
80  kommt  er  jetzt  anf  die  andere  Seite  der  Gegenebene  zu  liegen, 
t  ändert  also  sein  Vorzeichen ;  es  haben  folglich  jetzt  h  nnd  A  verschie- 
dene  Vorzeichen ,  d.  h.  die  zwei  endlichen  Tetraeder  ppp'p"  nnd  P  f  fP"' 
haben  entgegengesetzten  Sinn  (nnd  zwar  ist  es  das  letztere,  welches 
seinen  Sinn  geändert  hat).  Nnn  entspricht  aber  das  endliche  Tetraeder 
PPP'p'  coUinear  nicht  mehr  dem  endlichen  — ,  sondern  vielmehr  dem  von 
der  nnendlich  fernen  Ebene  durchsetzten  unendlichen  Tetraeder  VffP**\ 
Das  Dreikant  p^pp'p"  entspricht  demgemäss  dem  Scheiteldreikant  der 
Ecke  P  des  endlichen  Tetraeders  PPP' P^'\  Diese  zwei  Dreikante  sind 
aber  wieder  zu  einander  gleichstimmig. 

Würden  wir  nicht  den  Scheitelpunkt  P,  sondern  einen  der  drei  an- 
anderen Punkte  P",  P\  P"  die  unendlich  ferne  Ebene  überschreiten 
lassen,  so  würde  das  Dreikant  PyPp"p"'  einem  Nebendreikant  der  Ecke 
P  des  endlichen  Tetraeders  PP P' P"  entsprechen,  und  dieses  ist  eben- 
falls wieder  gleichstimmig  mit  Dreikant  p^p'p'p'*'. 

Nehmen  wir  ferner  an,  einer  der  vier  Punkte  P,  P',  P",  P'"  über- 
schreite die  Gegenebene,  so  überschreitet  gleichzeitig  im  andern  System 
der  entsprechende  Punkt  p  die  unendlich  ferne  Ebene.  Dabei  findet  (in 
Uebereinstimmung  mit  dem  Zeichenwechsel  von  e)  eine  Aenderung  des 
Sinnes  des  endlichen  Tetraeders  ppp'p"  statt.  Allein  es  ist  jetzt  nicht 
mehr  dieses,  welches  dem  endlichen  Tetraeder  pp'p"p"'  collinear  ent- 
spricht, vielmehr  entspricht  dem  Dreikant  P^P'P"P'"  das  Scheiteldrei- 
kant (bezw.  ein  Nebendreikant)  der  Ecke  p  des  endlichen  Tetraeders 
PPP^p'y  nnd  diese  zwei  Dreikante  sind  wieder  gleichstimmig. 

Wir  erkennen  also,  dass  die  Gleichstimmigkeit  der  zwei  Dreikante 
weder  durch  ein  üeberschreiten  der  unendlich  fernen  Ebene,  noch  der 
Gegenebene  alterirt  wird. 

Wir  können  nun  alle  möglichen  Lagen  der  Punkte  P,  P",  P\  P' 
herstellen  dadurch,  dass  wir  einen  Punkt  nach  dem  andern  die  unend- 
lich ferne  Ebene  oder  die  Gegenebene  überschreiten  lassen.  Bei  keinem 
Uehergange  wird  die  Gleichstimmigkeit  alterirt.  —  Ebenso  würde  für  den 
Fall,  dass  R  negativ  wäre,  die  ün gleichstimmigkeit  stets  erhalten  bleiben.  — 

Uebrigens  können  wir  jene  durch  die  unendlich  ferne  Ebene  durch- 
setzten Tetraederformen  bei  der  Betrachtung  auch  leicht  umgehen ,  indem 
wir  die  beiden  Tetraeder  unendlich  klein  annehmen.  Da  nämlich 
bei  der  Vergleichung  der  zwei  entsprechenden  Dreikante  P,  P'P"P'"  und 
P^Pp'p"'  TiTvc  die  Richtungen  der  drei  von  P  ausgehenden  Tetraederkan- 
ten in  Betracht  kommen,  so  können  wir  annehmen,  die  Punkte  P',  P\ 
P"  liegen  dem  Punkte  P  unendlich  nahe.  Es  überschreiten  alsdann  die 
▼ier  Punkte  P,  P',  P",  P"  die  unendlich   ferne  Ebene  oder  die  Gegen- 
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ebene  stetfi  gleichzeitig;  es  haben  also  die  vier  Factoren  e^  e\  e\  ^'^  oder 
35,  S)',  S)",  35'"  stets  das  nämliche  Vorzeichen,  ihr  Prodnct  ist  daher 
stets  positiv.  —  (Bei  genauerer  analytischer  Ausführung  würden  wir 

Ä"  =:Z  +  2dÄ+<PÄ, 
jr'"=Z+3d2r+3rf*Z  +  rf8jr,    etc. 
zu  setzen  haben  und  würden  dann  die  Gleichung  erhalten: 

dX    d»Ä    dPX 


*='^^»    ^o    ^  = 


dT    d^Y    d^Y 
dZ     d^Z     <fiZ 


Hieraus  folgt  jetzt  unmittelbar,  dass  der  übereinstimmende  oder  entgegen- 
gesetzte Sinn  von  d  und  J  lediglich  von  dem  Vorzeichen  von  R  abhängt.) 

Fassen  wir  schliesslich  unser  Resultat  kurz  zusammen,  so  gelangen 
wir  zu  folgendem  Satze: 

In  zwei  collinearen  räumlichen  Systemen  sind  zwei  ent- 
sprechende Dreikante  entweder  stets  gleichstimmig  oder 
stets  ungleichstimmig. —  Ist  die  collineare  Beziehung  darcb 
drei  lineare  Relationen  der  allgemeinsten  Form  zwischen 
den  Coordinaten  zweier  entsprechender  Punkte  gegeben, 
die  sich  auf  zwei  gleichstimmige  Coordinatensysteme  be- 
ziehen, so  ist  die  Collineation  eine  gleichstimmige  oder  eine 
ungleichstimmige,  je  nach  dem  die  Substitutionsdeterminante 


12) 


B>  0 


ist. 


Berlin,  im  Mai  1879. 
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XXIV. 

üeber  ein  den  Gleichungen  der  orthogonalen  Substitution 
verwandtes  Oleichnngssystem« 

Von 

Dr.  A.  BöKSCH, 

Assistent  im  kOnigL  geodätischen  Institut  in  Berlin. 


Die  beiden  Aufgaben: 

die  einer  Ellipse  eingescbriebenen  Dreiecke  grössten  Inhalts  nnd 
die  einem  EUipsoid  eingeschriebenen  Tetraeder  grössten  Volamens 
zu  £nden, 
fuhren  auf  folgendes  Problem. 

Es  soll  die  Determinante  (n  +  l)*®'  Ordnung 
1  aJoi  a?02  . ..  Xo« 
1     a?ii     a?i2   ...  Xir 


J  = 


1     a?«i     aj„2  ...  a?„ 
ein  Maximum  werden,  wenn  unter  den  nfn  +  l)  veränderlichen  Grössen 

ar,2L~     *  I '  2*        n)  ^^®  ''^■^  Bedingungsgleichungen  bestehen 


-S'^ 


;;i=l       (x=:0.  1,2,  ...«). 


Den  oben  angeführten  Aufgaben  entsprechen  hierbei  die  Fälle  n  =  2  und 

Da  sich  indessen  die  Auflösung  der  hieraus  resultirenden  Oleich- 
nngen  schliesslich  auf  die  Lösung  der  Gleichungen  der  orthogonalen  Sub- 
Btitntion  zurückführen  iSsst  und  sich  dabei  manche  bemerkenswerthe  Re- 
lation ergiebt,  so  scheint  es  mir  nicht  ohne  Interesse  zu  sein,  das  obige 
Problem  für  ein  beliebiges  ganzzahliges  positives  n  näher  zu  untersuchen. 

Um  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden,  will  ich  festsetzen,  dass,  wenn 
die  Buchstaben  x,  A,  f»,  v  als  Summations-  oder  Collectivbuchstaben  vor- 
kommen, %  und  fi  die  Werthe  0,  l,2,...n,  Aundv  dagegen  die  Werthe 
1,2,  ...  fi  erhalten  sollen 
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Nach  den  gewöhnlichen  Regeln  der  Theorie  der  Maxima  nnd  Minima 
habe  ich  zunächst 

I 

zu  bilden,  wo  die  Sx  noch  zu  bestimmende  Grössen  bedeuten.     Es  sind     i 

sodann  die  uothwendigen  Gleichungen,  welche  die  x^i  und  c«  erfüllen 
müssen ,  i 

Bezeichnen  wir  die  ünterdeterminanten  n^^^  Ordnung  von  J  mit  ^«p,  so 
haben  die  Gleichungen  1)  die  Gestalt 

«oi+«o«oi=0,     sw^eixii  =0y  ...  5„i  +  ««ir„i  =  0, 

O    V  ^02  + «0^02=0,       5l2  +  fl^l2  =  0,    .•.    5«2+€aa:«2=0, 

• 

^*oi  +  a^*02  + . . .  +  «"oli  =  1 , 
2|jN  «*ii  +  ^*12  +  . . .  +  a:*!«  =1, 

«*«t  +  a^ii2+  . . .  +  a:^n  =  1. 
Es  ist  nun 

*  u 

Da  aber  eine  Determinante  verschwindet,  wenn  in  ihr  die  Elemente  einer 
Reihe  denen  einer  andern  parallelen  Reihe  gleich  werden,  so  erhalten 
wir,  wenn  wir  in  d  nach  und  nach  die  Elemente  jeder  Colonne  denen 
der  ersten  Colonne  gleich,  also  sämmtlich  gleich  1  setzen,  die  n+l 
identischen  Gleichungen 

3)  4^''"      \0     (,t  =  l,2,...n). 

Addire  ich  von  den  Gleichungen  2a)  jedesmal  die,  welche  in  einer 
Horizontalreihe  stehen,  so  folgen,  mit  Berücksichtigung  von  3),  zur  Be- 
stimmung der  n  +  1  Grössen  s»  die  n  homogenen  linearen  Gleichungen 

4)  2'*«^**  =  0, 
woraus  sich  ergiebt 

5)  «ji  =  ^^xo, 
wenn  q  wieder  eine  noch  zu  bestimmende  Grösse  bedeutet. 

Setzen  wir  diese  Werthe  5)  in  die  Gleichungen  2a)  ein,  fügen  als 
erste  Reihe  zu  diesen  die  n  +  1  identischen  Gleichungen 

Sqq  —  *oo  ^^  ^ »     *io  —  *io  ^  ^  >   •  •  •  ^"®  —  *»o  =  V 
hinzu,    multipliciren   sodann    die  sämmtlichen   Gleichungen  der  so  ent- 
stehenden Verticalreihen  nach  und  nach  mit  den  entsprechenden  Elemen- 
ten der  sämmtlichen  Verticalreihen  des  Systems 
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1        1       ...   1 


*^0n      •'^lii     •••    ^nn 

und  addiren  schliesslich  die  daraus  hervorgegaDgenen  Vertical reihen ,  so 
ergiebt  sich,  wenn  wir  die  Bezeichnung 

P»ß  =  >^i  ^'«A  ^f*i  =  P/tt  « 
einführen,  das  Gleichungssystem 

i^+((>  — 1)500=0,         (^PlO  — 1)*10=0,    ...      {QPnQ—l)SnO  =  Oj 

(?Poi— 1)  *oo=0,     z/  +  (^- 1)510=0,   ...     Up«i  — l)5„o  =  0, 

(C^POn— 1)  ^00=0,         (^Pln-J)  *I0=0,    ...    ^  +  (^  — 1)5„«  =  0. 

Addiren  wir  die  n  +  1  Gleichungen  der  Diagonale  dieses  Systems,  so  er- 
balten wir 

(«+l).^+((»-l){5oo  +  5io  +  ...  +  5«o}=(«  +  l)^+ ((»-1)^=0. 

Da  aber  J  in  unserer  Aufgabe  sicher  von  Null  verschieden  ist,  so  folgt 

^  =  — n 
und  hieraus 

6)  5qo  =  5io  =  5jo  =  . . .  =  5n0  =  ^   ,    j  • 

Folglich  sind  auch  diese  Grössen  von  Null  verschieden ,  und  wir  erhalten 
also  das  definitive  Gleichungssystem 

1  1     (*=*,i) 

oder  ' 

^  ^  ^  SJ  1 


?*'" 


Dies  sind  -^ ^ Gleichungen   zwischen   w(n  +  l)   Unbekannten. 

Doch  sind  diese  Gleichungen,  welche  schon  eine  gewisse  Aehnlichkeit 
mit  denen  der  orthogonalen  Substitution  zeigen,  nicht  alle  von  einander 
nnabhängig,  vielmehr  ist  immer  Eine  die  Folge  aller  übrigen.  Denn  die 
letzte  Gleichung  p„„=:l  folgt  z.  B.  aus  allen  vorhergehenden,  wie  sich 
aus  folgender  Betrachtung  ergiebt. 

ZlUchrift  t  Mathematik  n.  Physik  XXIV.  6,  ^^6^.^^,  .^  GoOQIc 
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ScUiesBe   ich  nämlich  von   den  Oleichnngen  7)   die  leiste  anB,    so 
folgen  aus  den  übrigen  die  Relationen 


i' 


oder 


yjp^i^^O     ((»  =  0,l,2,...n-l) 


Da  aber  die  Determinante  dieses  Systems,  die  Orössen  ^  x^n  als  Un- 


bekannte betrachtet, 

...    (Co« 

=  (-l)"^.o  =  (-l)" 


^01  ^og         •••  ^0« 


n+\ 


nach  6)  von  Nnll  verschieden  ist,  so  ergeben  sich  für  die  x^x  fem  er  die 
folgenden  n  +  1  Qleichangen 

8)  2^-^  =  0. 

n 

Diese  hätte  man  zwar  ebenso  einfach  ans  dem  System  4)  finden  können, 
hier  aber  mnssten  wir  sie  aus  7)  ohne  Benutzung  der  letzten  Gleichung 
ableiten. 

Quadriren  und  addiren  wir  die  Gleichungen  8),  so  folgt  unter  Be- 
nutzung von  7),  die  letzte  dieser  Gleichungen  wieder  ausgeschlossen, 
gerade  diese  letzte 

Pii«  =  l. 

Da  also  von  den  ^ ^ Gleichungen   7)   Eine    eine  Folge     der 

n.(n  -4-  %\ 

übrigen  ist  und   deshalb   nur  — ^ ^on   einander  unabhängige  übrig 

bleiben,  so  m«ss  sich  jede  der  n(yt+l)  Unbekannten  als  Function   von 

«(«  +  !) 2 2~ 

willkürlichen  Grössen  darstellen  lassen. 

Und  zwar  kann  dies,  wie  ich  weiter  unten  beweisen  werde,  auf 
rationale  Weise  immer  dann  durchgeführt  werden,  wenn  ich  ein  con- 
stantes  Werthsystem  x^i^  welches  den  Gleichungen  7)  Genüge  leistet, 
angeben  kann.  t)och  ist  es  mir  nur  in  den  Fällen  n  =  2  und  n  =  3» 
welche  den  erwähnten  geometrischen  Aufgaben  entsprechen,  sowie  auch 
noch  in  dem  Falle  n  =  4  gelungen,  ein  solches  constantes  Werthsystem 
Xnx  aufzufinden. 

Die  Gleichungen  7)  reichen  jedoch,  ohne  dass  man  ihre  Lösungen 
zu  kennen  braucht,  schon  aus,  um  sowohl  den  Maximal-  wie  auch  den 
Minimalwerth  von  J  zu  bestimmen. 
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Es   ergiebt  sich  nftmlich  ans  dem  Mnltiplicationstheorem  der  Deter- 
minanten und  mit  Benutzung  yon  7) 


zf«  = 


1  +  Pooi     1  +  Poi»    •••  1  +  Po« 
l+Piot     1+Pin    •••  l  +  Pm 

1  +  Pfii,    l  +  Pm,  ...   ^+Pmn 


2 

n 
2      . 

w  — 1 

n-1 
n 

n 

n-1 

«-1 

.      2 

n  n 

Um  den  Werth  dieser  Determinante  zn  bestimmen,  untersuchen  wir  die 
allgemeinere  (n  +  1)*"  Ordnung 

(ß    y   y  ...  y 
y  ^  y  -'  y 


(«+!) 


y    y    y  ...  0? 

Durch  Anwendung  bekannter  Determinantensätze  erhält  man 
0       0         0    ...     0      x  +  ny 
-1    +1       0    ...     0  y 

0      -1     +1...     0  y 


D={x—yY 


nnd  hieraus  endlich 
Setzen  wir  nun 


0       0         0     ...  —1         X 
-1     +1      0 
0      -1     +1 


0 
0 


80  erhalten  wir 


0         0 

/>  =  («— y)"(a;  +  «y). 

n--l. 
n     ' 


0 


-1 


(*) 


,2,   ,=.: 


^=±/s^. 


Also  für  alle  Werthsysteme  der  x^iy  welche  die  Gleichungen  7)  be- 
friedigen, hat  z/  diesen  constanten  Wurzelwerth,  nnd  zwar  giebt  der 
positive  Werth  der  Quadratwurzel  das  Maximum  und  der  negative  das 
Minimum  von  z/  an.  Sollte  sich  für  ein  bestimmtes  Werthsystem  der 
^ni  der  Minimalwerth  ergeben,  so  braucht  man  nur  den  x^i  einer  Colonne 
das  entgegengesetzte  Vorzeichen  zu  geben,  um  den  gesuchten  Maximal- 
werth  zu  erhalten. 

Statt  der  Gleichungen  7)  lässt  sich,  ähnlich  wie  bei  den  Gleich- 
ungen   der   orthogonalen    Substitution,    noch    ein    anderes  System   von 

"(n+3) 

— o —  unabhängigen,  fast  ebenso  einfachen  Gleichungen  aufstellen,  bei 

denen  aber  %  als  Summationsbuchstabe  auftritt. 
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Es  ist  nämlich  nach  2),  5)  und  6) 

/j-^^a:,^     (^  =  l,2,.:.n). 
Nun  bestehen  die  Gleichungen 


nnd  daher  auch 

also  folgt 

9) 
Ferner  ist 


^  =  «-TT^2^'"*' 


* 


^^■-=^- 


'^.r^z^xt^O     (X^v),      -XT -^ 5^ *^«* ^«»  =  ^ 


10)  2'*«»'^'"'=**     (^<*'^' 


oder 


Und  endlich,  eigentlich  noch  znr  Gruppe  10)  gehörig,  die  Gleichungen  8) 

n 

oder  statt  dessen,  wenn  ich  sie  qnadrire  mit  Benutzung  von  9), 

Die  Gleichungen  9),  10)  und  8),  resp.  11)  bilden  wieder  ein  System  von 
— ^-^ — -    von  einander  unabhängigen  Gleichungen,   welches  dem  System 

7)  äquivalent  ist. 

Ich  kehre  zur  Betrachtung  des  Systems  7)  zurück.     Dieses  lässt  sich 
in  folgender  Weise  weiter  behandeln. 

Ich  substituire 
12)  ar«2=^  o^ix«,, 

9 

WO    die    n*  Grössen   a^x   nur  den  — ^-^ von   einander  unabhängigen 

Gleichungen  der  orthogonalen  Substitution 

Gentige  leisten  sollen,  so  dass  also  von  ihnen  ebenso,  wie  von  den  XmI^ 

n  (n  ~—  1  ^ 

noch  ^ —   willkürlich  bleiben.     Durch  diese  Substitution  gehen    die 

Gleichungen  7),  wie  sich  sehr  leicht  zeigen  lässt,  in  sich  selbst  zurQck, 
nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  statt  der  Grössen  x^i  die  x\i  auftreten. 
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Hierans  folgt:  Kann  ich  irgend  ein  beliebiges  constantes 
Wertbsystem  a;'«2,  welches  den  Gleichungen  7)  genügt,  finden, 
80  geben  die  Gleichungen  12)  sofort  die  allgemeinste  Lösung 

ti  (n  —  1  ^ 

von  7),   wenn   ich  im  Stande   bin,  die  a^i  durch  5 —    will- 
kürliche Grössen  darzustellen. 

Dieses  Letztere  ist  aber  Cayley  mit  Hilfe  der  Determinanten  sogar 
aaf  rationale  Weise  bereits  gelungen.  * 

Dm  also  wirklich  die  Grössen  a:«2  durch  ^ —  Parameter  rational 

darzustellen,  kommt  es  nur  noch  darauf  an,   beliebige  constante  Werth- 
Systeme  x'^i  zu  finden. 

Es  ist  mir  dies  aber,  wie  ich  oben  schon  erwähnt  habe,  nur  tut  die 
Fälle  n  =  2,  3,  4  gelungen. 

Für  n  =  2  und  n  =  3  findet  man  leicht  durch  geometrische  Betrach- 
tungen die  folgenden  Werthsjsteme : 

a?Qi=      0,  ^02^^      If 

{„  =  2)  <x  =  .-4^3,    x'„  =  -i, 

a?'oi=     0.  *'m=     0.       .    «'<»  =  + 1. 

Durch  Probiren  und  nach  Analogie  der  frttheren  Fälle  fand  ich  endlich 
noch  {^  n  =  4 

*ii  =  +  -4-.     *i2  =  +  -4-»     ^i3'=  +  -4->     «14  =  — t» 
(11  =  4)    ^«     — 4"'    *ffl  =  +  "4"'    ^«3---;^»    *M--t» 

^31  = 4-»       ^32= 4-.       ^88  =  +  -4-»      ^d4  =  -*> 

«41  =  +  -4->       ^42  =  — -4-J       *48  = 4->       *44  =  — t» 

80  dass  die    allgemeinen  Lösungen    für    71  =  4,    ausgedrückt    durch  die 
Ofiy  sind 


^/5       ^j/b       ^j/b  , 

^ll  =  +^«ll+^«21+^«31-T«41    «• 


*  Vergl.  Crelle's  Journal,  Bd.  32  S.  119,  sowie  Baltzer,  Theorie  und  An- 
weuduQg  der  Determinanten,  3.  Aufl.,  §  14. 
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Der  Fall  n  =  2  lässt  noch  eine  andere  Sehandlnngsweise  der  Gleich- 
ungen 7)  zu,  die  ich  hier  noch  anfügen  will. 
Die  Oleichangen  lauten  hier 

14)  ^  11  +  ^  1»       =  ^ »  ^11^1  +  •'*^18^M  =        i  » 

und  es  ist  nach  dem  Früheren 
Ich  setze 

«I  *=  ^01  +  «'^08»      ^2  =  ^11  +  «^18»      ^3  =  ^M  +  ^'^M  ' 
*  1  =  •'^Ol        *  *08 »       *  2  —  ^11        *  ^12  »       *  8  —  '*^8l         '  ^88  » 

wobei  t\  wie  gewöhnlich,  "/^l  bedeutet. 

Hieraus  ergeben  sich  mit  Benutzung  der  für  die  x^ti  geltenden  Gleich- 
ungen die  folgenden  neun  Relationen: 

a)     z^z\:=l,  ß)     «it',  =  e     »,     y)     z^z\=^e^  , 

2nt  2mi 

15)  a)    «,^\  =  l?^         i»')    *8«',  =  1,*  y)    ^2^'»  =  ^      '. 

«")   Z3z',  =  e     »  ,     /n  *,«',=  «»  ,         y")  z,«',  =  l. 
Denn  es  ist  z.  B. 

Zj «  j  *»  a^öj  ar^i  +  a:Qj  oj^g  —  •  { x^^  a?ig      ^08*ii  i  ^^  /^oi  ""  *  ^8o 
=  -i-i^/3  =  e      5    u.  s.  w. 

Bilde  ich  nun  a)  +  a)  +  <x'0 *  ^^  bekommt  man ,  da  z\  von  Null  vei-        i 
schieden  sein'muss, 

16)  «i  +  2:j  +  Z3  =  0. 
Ferner  erhalte  ich  aus  a) o")  +  a") a)  +  a) a') 

17)  «,«3  +  28*1  +  «1  «2  =  0. 
Endlich  folgt  aus  «)/»')/') 

(«1^8«8)(«\«'2«'8)=1 

und  da  z^z^z^  und  z\z\z\  conjngirt  complexe  Grössen  sind,  so  müaseD 
beide  Producte  den  absoluten  Betrag  1  haben,  so  dass  wir  setzen  können 

18)  ^1^8*8  =  ^'. 

WO  q>  eine  beließige  Grösse  ist. 

Die  Ausdrücke  16),  17),  18)  sind  aber  die  CoeMcienten  einer 
Gleichung  dritten  Grades,  deren  Wurzeln  7^,  Zg,  z^  sind  und  welche  die 
Gestalt  hat 

Ihre  Wurzeln  sind 
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Hiernach  findet  man  sofort 


und    erb&lt  schlieBslich 


fp  +  2n  q>  —  2n 


Xq^^cos-^^    x^^c=cos — 5 — ,     x^=:cos-    ^ 


Für  -o^  =  -A  ergiebt  sich  das  oben  angeführte  specielle  Werthsjstem 


der  «Tyi. 
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XXL   üeber  die  Wellenfläohe  zweiaxiger  Erystalle. 

(Hierzu  Taf.  VI  Fig.  1.) 

Errichtet  man  im  Mittelpunkte  0  eines  Ellipsoids  E  auf  einem  Central- 
schnitte  desselben  ein  Perpendikel  und  trägt  darauf  zwei  Strecken  OM 
und  Om  ab  gleich  den  Halbaxen  OC=ir  und  0(f=^r^  des  Centralschnit- 
tes,  so  liegen  die  Punkte  M  und  m  auf  der  WellenflSche  und  zwar  soll 
M  auf  dem  äussern  und  m  auf  dem  innem  Mantel  liegen. 


a' 


2)  x«+y«+^2«'-"> 

3)  __a:«  +  __y.+__e2=o, 

4)  :jz:r«^*  +  :T-r.»*  + 


1)  ist  die  Gleichung  von  E  (erstes  Ellipsoid  nach  Plücker,  auch  £r- 
gänzungsellipsoid  genannt),  2)  diejenige  einer  concentrischen  Kugel;  3) 
wird  erhalten  aus  1)  und  2)  durch  Subtraction  und  stellt  einen  Kegel 
vor,  welcher  E  in  einer  sphärischen  Linie  schneidet,  weil  die  Schnittlinie 
von  1)  und  3)  auch  auf  2)  liegt.  Dieser  Kegel  berührt  die  Ebene  des 
Centralschnittes  längs  OC=>r,  denn  nimmt  man  auf  der  sphärischen  Linie 
einen  unendlich  nahen  Punkt  C''  an,  so  ist  OC"=r^  die  Tangente  in  C 
steht  senkrecht  auf  OC  und  ist  somit  eine  Halbaxe  des  der  Berührungs- 
ebene des  Kegels  entsprechenden  Centrälschnitts  von  E^  welcher  mit  dem 
obengenannten  zusammenfallen  muss,  da  sich  durch  OC  nur  Eine  Ebene 
legen  lässt,  welche  E  in  einer  Ellipse  schneidet,  von  welcher  OC  eine 
Halbaxe  ist.  Setzt  man  aber  in  2)  und  3)  r^  statt  r,  so  erhält  man 
einen  andern  Kegel,  von  dem  sich  ebenso  beweisen  lässt,  dass  er  den 
Centralschnitt  in  Ö6?'=rj  berührt. 

4)  ist  die  Gleichung  des  Ergänzungskegels,  dessen  Erzeugende  OM 
senkrecht  steht  auf  der  Tangentialebene  OCC  von  3)  und  dessen  Focalen 
den  Gleichungen 
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entsprecben.  Da  sie  von  r  tmabhängig^'  sind ,  so  sind  die  Kegel  4)  con- 
focal,  ihre  Focalen  heissen  die  secundären  optischen  Axen  von  £.  Ersetzt 
man  in  4)  r  durch  r^ ,  so  hat  man  einen  zweiten  Ergänznngskegel ,  dessen 
Erzengende  Om  gleichfalls  senlurecht  steht  auf  der  Ebene  des  Central- 
scbnittSy  also  ist  OmM  die  Dnrchschnittslinie  beider  Kegel,  die  sich,  da 
sie  confocal  sind,  rechtwinklig  schneiden.  Man  erhält  so  zwei  Systeme 
TOD  Kegeln;  die  Endpunkte  M  und  m  der  Durchschnittslinie  von  je  zwei 
derselben  liegen  auf  einer  Fläche,  deren  Gleichung  auch  4)  ist,  wenn 
man  für  r'  seinen  Werth  aus  2)  setzt.  Entwickelt  nimmt  sie  diese  Form  an : 
..  (a:«  +  y«  +  z«)(a«j:2  +  6*y«  +  c«z«) 

^^     —  {a8(6«  +  c8)a:«  +  6«(c«  +  a«)j/«  +  c«(a«+68)««}+a«6V==0, 
welches  die  bekannte  Gleichung  der  Wellenfläche  ist. 

Wir  fähren  nun  ein  zweites  Ellipsoid  Ef  (auch  Polarisationsellipsoid 
genannt)  ein,  errichten  im  Mittelpunkte  eines  Centralschnitts  desselben 
ein  Perpendikel  und  tragen  darauf  zwei  Strecken  ON^=q^  On  =  Q'  ab, 
gleich  den  reciproken  Werthen  der  Halbazen  OD  und  OD'  des  Central- 
schnitts, also  ^ac=—  und  ^'=— >,  so  liegen   die  Punkte  N  und  n  auf 

der  Wellengeschwindigkeitsfläche  (oder  der  Fusspunktsfläche  der  Wellen- 
fiäche),  deren  Gleichung  auf  ähnliche  Art  erhalten  wird: 

7)  a«a:»  +  6V  +  c*^*='l» 

8)  ^*  +  y»  +  2:«=i; 

9)  (^«-a*)a:*  +  (^«-6«)y«  +  (^«-c«)z«  =  0, 

^^>  -^TZr^  +  ^^  +  gTI^ 

7)  ist  die  Gleichung  von  E\  8)  diejenige  einer  concentrischen  Kugel, 
9)  wird  aus  7)  und  8)  durch  Subtraction  erhalten  und  stellt  einen  Kegel 
vor,  welcher  E'  in  einer  sphärischen  Curve  schneidet  und  den  Central- 
scbnitt  von  E'  in  OD  berührt;  ersetzt  man  in  9)  q  durch  q\  so  entsteht 
ein  zweiter  Kegel,  dessen  Berührungslinie  mit  dem  Centralschnitt  OD' 
ist.  10)  ist  der  Ergänzungskegel,  seine  Erzeugende  ON  steht  senkrecht 
auf  der  Ebene  des  Centralschnitts  und  seine  Focallinien  entsprechen  den 
Gleichungen 


»^  J=±/fc^-^s'»<>- 


Die  Kegel  10)  sind  also  ebenfalls  confocal,  ihre  Focallinien  sind  die 
wahren  optischen  Axen.  Man  erhält,  wie  oben,  zwei  Systeme  von  sich 
rechtwinklig  schneidenden  Kegeln ,  die  Punkte  N  und  n  liegen  auf  einer 
Dürchschnittslinie  von  zwei  Kegeln  und  auf  einer  Fläche,  deren  Gleich- 
ung auch  10)  ist,  wenn  man  darin  ^*  =  a:*+y^+«*  setzt;  entwickelt 
nimmt  sie  die  Form  an 
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Da  der  Halbmesser  der  Kugel  8)  —=sOD  ist,  so  erhält  man  durch  diese 

Q 
Substitution  den  Durchschnitt  des  Kegefs  10)  mit  einer  Kugel  vom  Halb- 
messer ^=  —  =  ONy  d.  h.  12  (oder  10)  sind  die  Gleichungen  der  Wellen- 

geschwindigkeitsfl&che. 

Die  Construction  beider  Flächen  geschieht  am  einfachsten  mit  Hilfe 
der  Ergänzungskegel  4)  und  10),  welche  sie  in  sphärischen  Linien 
schneiden.  Bei  der  Wellenfiäche  erhält  man  durch  Combination  von  i) 
und  4) 

1^^  _^1_-L_J^-1  ^'  .  ^'         -1 

Diese  Gleichungen  stellen  die  Projectionen  einer  sphärischen  Curve  ror, 
welche  der  Punkt  M  auf  dem  äussern  Mantel  beschreibt,  und  die  auf  der 
Kugel  r  liegt.     Aus  den  Ideutitäten 


14) 


,t^-a* 

,f^-b* 

,r»-a» 

,r«-c« 

c*   . 

c*   . 

6« ...     . 

6»       .. 

<^~a*^ 

c«-6«      , 

ft«-a« 

6»-c«      , 

^«»-** 

^6«-««      *' 

.,-'-^^ 

^««-c«  1 

C*— 5 s 

c*    . 

6* 

6* 

a*-i^ 

.6»-c« 

««-6» 

6»-c« 

folgt,  dass  die  Axen  dieser  Projectionen  in  der  x^- Ebene  Coordinaten 
einer  Hilfs- Ellipse  und  Hyperbel,  und  in  der  0:2 -Ebene  einer  andern 
Hilfsellipse  sind,  und  dass  die  Curven  hier  eine  gemeinschaftliche  Tan- 
gente haben. 

Der    innere  Mantel    wird  von  denselben   Kegeln   in  ellipsoidischen 
Curven  geschnitten,  weil  sie  zugleich  auf  dem  Ellipsoid 

15)  a«a:«  +  6»y«  +  c»z^  =  i^ 

liegen,  um  dies  nachzuweisen,  lege  man  im  Punkt  P  An  E  eine  Tan- 
gentialebene, welche  OM  senkrecht  schneidet  und  deren  Abstand  von  0 
=  p  ist.  Nun  besteht  die  Relation  OCOC'.p^abc  oder  r.r^p=^ahc\ 
wenn  r  constant  ist,  so  ist  es  auch  das  Product  r^p,  somit  muss  tn  auf 
der  dem  Polarisationsellipsoid  ähnlichen  Fläche  15)  liegen. 

Die  Gleichungen   der  ellipsoidischen  Curven   erhält  man  durch  Eli- 
mination aus  4)  und  15) 

16) ^'        i        y~ =1  I        ^"       ^1 


X» 

1           «'*          -1 

x> 

,            -* 

r»     c'-b* 

h»c»  r»-a* 
r»    b*-a' 

•  aH*  r«-c« 

Die  Azen  dieser  Kegelschnitte  entsprechen  folgenden  Identitäten: 
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ako  sind  sie  die  Coordinaten  derselben  Hilfscurren,  wie  oben,  d.  h«: 

Die  Projection  einer  sphärischen  Cnrve  des  äussern 
Mantels  fällt  mit  derjenigen  einer  ellipsoidischen  des  innern 
Mantels  zusammen,  und  umgekehrt,  da  aus  dem  Gesagten  unmit- 
telbar folgt,  dass,  wenn  m  sich  auf  einer  sphärischen  Curve  bewegt,  M 
eine  ellipsoidische  beschreibt. 

Wenn  man  die  Gleichung  von  E  in  dieser  Form  schreibt: 

wo  jP  =  a*  — 6*  und  y*  =  a*  — c*,  so  stellt  sie  zugleich  zwei  confocale 
Hyperboloide  (^)  und  (v)  vor,  deren  Gleichungen  aus  18)  folgen,  wenn 
man  a  durch  (i  oder  v  ersetzt.  Wir  nehmen  an,  dass  sich  die  Flächen 
(/i)  und  (v)  im  Punkte  P  schneiden,  dessen  Tangentialebene  senkrecht 
auf  OM  steht  oder  mit  dem  Centralschnitt  von  E  parallel  ist.  Die  Tan- 
genten der  beiden  Durchschnittslinien  oder  der  Krümmuugslinien  von  E 
sind  parallel  mit  den  Axen  des  Centralschnitts  und  zwar  ist  OC  parallel 
mit  der  Krümmungslinie  (/i)  und  OC  parallel  mit  (v).     Man  hat  nun 

19)  r«  =  a»-v*,  20)  ri««a»-f*2. 

Ans  19)  folgt,  dass,  wenn  P  sich  auf  der  Krümmungslinie  (v)  bewegt, 
M  auf  der  Wellenfläche  eine  sphärische  Curve  (also  m  eine  ellipsoidische) 
beschreibt ;  bewegt  sich  aber  P  auf  der  Krümmungslinie  {(i) ,  so  beschreibt 
m  eine  sphärische  und  M  eine  ellipsoidische  Linie. 

Äf  y,  Z  seien  die  Richtungscosinus  der  durch  P  gehenden  Normale 
von  Ey  also  auch  von  dem  mit  ihr  parallelen  Badius  OM  oder  Om  der 
Wdlenfläche.     Nun  ist 

21) 

aßy 

Wenn  man  auf  E  einen  zweiten  Punkt  P'  annimmt,  durch  welchen 
die  Krümmungslinien  {fi')  und  (v')  gehen,  so  bilden  die  Durchschnitte 
dieser  vier  Krümmungslinien  ein  Viereck  f^'f^f'  (Fig.  13),  in  welchem 
P  und  P',  V  und  F"  Gegenecken  sind.  In  ¥'  schneiden  sich  die  Linien 
(^')  und  (v) ,  in  P^"  (jü)  und  (v^.  Auf  dem  äussern  Mantel  der  Wellen- 
flache  erhält  man  vier  correspon  dir  ende  Punkte  M  M''  M'  M'"  und  auf  dem 
innem  mm'mm".  In  dem  ersten  Viereck  sind  die  Gegenseiten  MM'" 
und  M" Mt  sphärische  Linien,  die  beiden  anderen  ellipsoidisehe,  in  dem 
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andern  Viereck  dagegen  sind  mm'*  nnd  m'm'  ellipsoidiscbe  und  die  an- 
deren Gegenseiten  sphärische  Linien.  Bezeichnen  wir  die  Richtangscosinus 
in  den  Punkten  P'/>"/>'"  mit  ZT'Z',  Z"...,  so  findet  man  leicht  aus 22) 

23)  ZZ'+  YY'-^t  ^^=  Z"^"'+  y"P"'+  rz"', 

also  sind  die  Winkel  MOM'  nnd  M^OM'"  einander  gleich.  Da  nun 
OM=OM"'  nnd  OM'^OM"  ist,  so  folgt  der  Satz: 

In  einem  ans  zwei  sphärischen  und  zwei  ellipsoidischen 
Linien  anf  einem  Mantel  der  Wellenfläche  gebildeten  Vier- 
ecl^  schliessen  die  nach  zwei  Gegenecken  gezogenen  Badien 
gleiche  Winkel  ein  nnd  die  Verbindungslinien  derselben 
sind  einander  gleich. 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  in  der  Form  aussprechen: 

Zwei  Paare  sich  rechtwinklig  schneidender  Kegel,  deren 
Focallinien  die  secundären  optischen  Azen  sind,  schneiden 
aus  einem  Mantel  der  Wellenfläche  ein  Viereck  aus,  in  wel- 
chem die  Entfernungen  von  je  zwei  Gegenecken  einander 
gleich  sind. 

Die  vier  Durchschnittslinien  von  zwei  Paaren  confocaler  Kegel, 
welche  sich  rechtwinklig  schneiden,  bilden  eine  Pyramide,  deren  Seiten 
von  den  Kegelflächen  gebildet ,  werden  und  in  welcher  je  zwei  Gegen- 
kanten gleiche  Winkel  einschliessen.  Somit  findet  dieser  Satz  auch 
Anwendung  auf  die  Wellengeschwindigkeitsfläche,  nur  sind 
hier  die  Focallinien  die  wahren  optischen  Axen. 

Die  Gleichungen  der  sphärischen  Curven  dieser  Fläche  erhält  man 
durch  Elimination  aus  10)  und  a;*+y*+«*  =  ^* 


**    1 

^      1 

X' 

z* 

*   b>-c» 

<•    a*-b* 

^   b*-c* 

Der  innere  Mantel  wird  von  denselben  Kegeln,  anf  welchen  di§  sphäri- 
schen Curven  liegen ,  in  Linien  geschnitten ,  die  zugleich  auf  der  Fläche 
kifji  fAfA  f.%h% 

25)  *4  a:»  +  i^  y«  +  i|  t*={x*+y*+z*y 

liegen.  Um  dies  nachzuweisen ,  lege  man  im  Punkte  Q  an  das  Polarisa- 
tionsellipsoid  Ef  eine  Tangentialebene,  welche  ON  senkrecht  in  Q'  schneidet, 
also  parallel  mit  dem  Centralschnitt  von  E'  ist,  und  deren  Abstand  von  0 

=q  ist.    Nun  hat  man,  ähnlich  wie  oben,  OD ,OD\q=^-'r-  oder  — ?=— r» 

ahc  QQ      abc 

Ist  Q  constant ,  so  ist  es  auch  -; .    Da  nun  Q'  auf  der  Fusspunkten- 

Q  T 

fläche  von  E'  liegt,  deren  Gleichung 

so  muss  n  auf  der  ihr  ähnlichen  Fläche  25)  liegen. 


0?*        t/2         2» 

72+^+72=(^^+y^+^v, 
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Man  kann  nnn,  wie  bei  der  Wellenfläche,  so  anch  hier  durch  Ein- 
f&hmng  elliptischer  Coordinaten  für  E  zeigen,  dass,  wenn  Q  sich  auf 
einer  Krümmnngslinie  von  E'  bewegt ,  die  Punkte  D  oder  D'  auf  E'  and 
^  oder  n  anf  der  Wellengeschwindigkeitsfläche  sphärische  Gurren  be- 
schreiben, und  findet,  dass  der  obige  Satz  über  die  Entfernungen  der 
Gegenecken  auch  bei  einem  Viereck  auf  der  Wellengeschwindigkeitsfläche 
gilt,  welches  von  solchen  Kegeln  gebildet  wird,  deren  Focallinien  die 
wahren  optischen  Axen  sind. 

Die  Gleichung  einer  geodätischen  Linie  auf  E  ist 

26)  fi«  sin^i  +  V«  cos^  I  =  a*. 

t  ist  der  Winkel ,  welchen  die  Tangente  der  geodätischen  Linie  in  einem 
ihrer  Punkte  P  mit  der  Krümmungsrlinie  (v)  bildet,  und  o  ist  die  Haupt- 
aze  (in  der  Richtung  der  x)  von  derjeuigen  confocalen  Fläche  (a),  welche 
von  sämmtlichen  Tangenten  der  geodätischen  Linie  berührt  wird,  also 
constant.  Setzen  wir  für  ^  und  v  ihre  Werthe  aus  19)  und  20),  so  ergiebt 
sich  die  Relation 

27)  r«  cos^i  +  ri«  sirfli  =  0«-  «», 

welche  der  correspondirenden  Curve  angehört,  die  der  Punkt  M  oder  m 
auf  4er  Wellenfläche  beschreibt,  ohne  dass  f  seine  soeben  angeführte  Be- 
deutung ändert.  Wenn  P  in  einem  Nabelpunkte  von  E  ist,  so  fallen  die 
Punkte  M  und  m  zusammen  und  OM  ist  die  secundäre  optische  Aze;  die 
Fläche  a)  wird  zur  Focalhyperbel ,  deren  Gleichung, 

x^  «* 

ist  und  welche  die  Tangenten  der  vom  Nabelpunkt  ausgehenden  geodä- 
tischen Linien  schneiden.  Wir  haben  also  in  27)  a  durch  ß  zu  ersetzen 
und  erhalten  die  Gleichung 

29)  r«  co«*i  +  r^  shfi  i  =  h\ 

Diese  geodätischen  Linien  haben  die  Eigenschaft,  dass  sie  sich  in  dem 
entgegengesetzten  Nabel  punkte  schneiden,  woraus  folgt,  dass  die  ihnen 
correspondirenden  Curven  auf  der  Wellenfläche,  die  von  einem  Endpunkte 
der  secundären  optischen  Axe  ausgehen ,  in  dem  entgegengesetzten  End- 
punkte dieser  Axe  zusammenlaufen. 

Reutlingen,  Juni  1879.  Dr.  0.  Böklin. 


XXn.  Nene  geometrische  Darstellung  der  geodätisclien  Linie  auf 
dem  Botationsellipsoid. 

Schreiben  wir  die  Gleichung  des  Ellipsoids  in  der  Form 

a        ci        p 
80  kann  man  die  Differentialgleichung  der  geodätischen  Linie  in  die  Form 
setzen 
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Femer  erkennt  man  leicht,  dass  die  Cnrve  den  Parallelkreis ,  welcher 
durch  den  Punkt  a:  =  0,  y  =  /r,  ^  =  j/ ß(l^^)  geht,  berühren,  als- 
dann den  Aeqnator  schneiden,  hierauf  den  jenseitigen  gleichen  Parallel- 
kreis berühren,  den  Aeqnator  abermals  schneiden  wird  n.  s.  w.  Die 
Cnrve  liegt  also  zwischen  zwei  gleichen  Parallelkreisen,  dieselben  unend- 
lich oft  berührend.  Die  Wahl  dieser  Parallelkreise  ist  entscheidend  f&r 
die  Bestimmung  von  k  und  umgekehrt. 

Projiciren  wir  nun  die  Cnrve  auf  die  Aequatorialebene  und  bedienen 
uns  der  Polarcoordinaten  g  und  q> ,  so  haben  wir  die  beiden  Gleichungen 

3)  T  =  ^"-' 

4)  rf««=  dz«  +  Q^.  dq>^  +  dQ^. 
Durch  leichte  Rechnungen  erhält  man  dann  aus  2) 


5)  ä^^k  /^d^^]£^ä,. 

Die  hierdurch  dargestellte  Cnrve  liegt  nun  zwischen  den  Peripherien 
zweier  Kreise,  welphe  concentrisch  liegen  und  die  Radien  k  und  ^a 
besitzen.  Sie  berührt  dieselben  abwechselnd,  in  unendlich  vielen  äqni- 
distanten  Punkten. 

'  Denken  wir  uns  nun  im  Mittelpunkte  einer  Ellipse  mit  den  Halb- 
axen  a  und  b  zur  Ebene  der  Ellipse  die  Senkrechte  gleich  c  gezogen 
und  den  freien  Endpunkt  mit  allen  Punkten  der  Basisellipse  verbunden, 
so  erhalten  wir  einen  geraden  Kegel  mit  elliptischer  Basis. 
Breiten  wir  nun  den  Mantel  desselben  in  der  Ebene  abrollend  aus,  so 
wird  der  Mantelsaum  als  Cnrve  erscheinen,  welche  ganz  zwischen  zwei 
concentrischen  Kreisen  mit  den  Radien  ^a^+c^  und  j/ä*+c«  liegt,  die- 
selben abwechselnd  in  unendlich  vielen  äqnidistanten  Punkten  berührend. 
Ich  wurde  hierdurch  veranlasst,  eine  Identification  des  Mant^lsaums  und 
der  obigen  Projection  der  geodätischen  Linie  zu  versuchen.  Dieselbe  ist 
in  der  That,  wie  wir  sofort  sehen  werden,  immer  möglich. 

Ein  Punkt  der  Basisellipse  habe  die  Coordinaten  x^  y.  Dann  setzen  wir 

Nun  ist  die  Entfernung  p  der  Ellipsentangente  im  Punkte  or,  y  vom  Cen- 
trum der  Basisellipse 

9  ««6« 

und  die  Entfernung  der  Spitze  des  Kegels  von  jener  Tangente 
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Das  Bogenelemest  der  Ellipse  ist 


ds  =  ya^,  sin^^  +  6*.  cos^if .  d^. 
Nehmen  vir  daher  das  Element  der  Mantelfläche  dieses  begrenzten  Kegels, 
80  finden  wir  seinen  Werth         

Bedienen  wir  uns  andererseits  für  den  Mantelsanm  der  Polarcoordinaten 
^  und  9),  80  wird  das  Element  der  Mantelfläche 

Daher  die  beiden  Gleichungen 

7)  ^*  =  c*  +  «*  +  y*  =  c*  +  a*.  co«*i/;  +  6*.  *m*tf'- 

Hieraus  leitet  man  ohne  Mühe  ab 


jj  rfy,-    V(c*  +  a'){c^+f>^)'-<^9^ 


Diese  Gleichung  kann  mit  5)  identiflcirt  werden,  wenn  man  setzt 

«  — P 
Hieraus  folgt 

9)  c«  =  ;t«.?^,     6«  =  Ä«.^,     a»-6»  =  a-Ä«. 

a  a 

Daher  der  Satz: 

Wenn,  auf  dem  Rotationsellipsoid  eine  beliebige  geodätische  Linie 
gegeben  ist,  so  kann  man  immer  einen  begrenzten  elliptischen  Kegel 
constniiren,  dessen  abgerollter  Mantelsaum  mit  der  Projection  der  geo- 
dätischen Linie  auf  die  Aequatorialebene  identisch  ist. 

Coesfeld,  im  Januar  1879.  Dr.  K.  Schwering. 


ZXin.  üeber  die  Theilung  des  Winkels  in  beliebig  viel  gleiche  Theile. 

(Hierzu  Taf  VI  Fig.  2.) 

Die  Spirale  des  Archimedes  besitzt  die  bekannte  Eigenschaft,  dass 
die  Radien  vectoren  proportional  den  zugehörigen  Polarwinkeln  sind, 
dass  also  in  Fig.  14 

0P_LM0P 

ÖR^LMOR 
ist,  wenn  0  den  Pol  der  Spirale  und  091  deren  Axe  bezeichnet     Mittelst 
einer  fertig   construirten  Spirale   dieser  Art  lässt  sich  also  das  Problem 
der  Winkeltheilung  auf  die  Theilung  des   Radius   vector   zurückführen, 
indem  man   den   gegebenen  Winkel  (der  immer  nur  ein  spitzer  zu  sein 
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braucht)  als  Polarwinkel  einer  Archimedischen  Spirale  betrachtet.    Prak 
tisch  bewerkstelligt  man   dies,   indem  man   aus  Metallblech  oder  Hart 
gummi  ein  Curvenlineal  ABCDORPEF  anfertigen  lässt,  dessen  krumm 
liniger  Theil  den   ersten  Quadranten   einer  Archimedischen  Spirale  dar     /^ 
stellt.     Handelt  es   sich   nun   um   die  Theilung   eines  gegebenen  spitze^ 
Winkels  in  n  gleiche  Theile,   so  lege*  man  das  Curvenlineal  so,  dass  (t  \ 
auf  den   Scheitel   und   die   Gerade  BJO  auf  die  Bückverlängerung  delt?'  "^ 
einen  Schenkels  OM  fällt,  halte  das  Curvenlineal  einen  Augenblick  fes^ 
und  ziehe ,  längs  des  krummlinigen  Randes  hinfahrend ,  auf  dem  Papiere 

die  Curve  EPRO^  welche  den  andern  Winkelschenkel  OiVin  P  schneidet! 

man  nimmt  nun  das  Curvenlineal  weg,  theilt  den  Radius  vector  OP  in 
n  gleiche  Theile,  von  denen  OQ  der  erste  sein  möge,  und  beschreibt 
aus  0  mit  dem  Radius  OQ  einen  Kreisbogen,  welcher  die  Spirale  in  ü 
schneidet;  LMOR  ist  dann  der  n*®  Theil  von  LMON,  —  Der  Verfassei 
hat  diese  Methode  kürzer  und  genauer  als  jede  andere  gefunden. 

Nach  einer  Mittheilung  von  Stud.  Ed.  Horst  aus  Hambarg. 
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Mit* vielen  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  I.  Band:  1.  Geometrie  der 
Streckensysteme  und  Geometrie  der  Massen.  2.  Geometrie  der  Bewegungs- 
zustände  (Kinematik).     [XVI  u.  580  S.]     gr.  8.     geh.  n.  .U  10.  — 
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Frankfurt  a.  M.  Zweiter  Band.  Zweite  Auflage,  gr.  8.  [VIII  u.  574  S.] 
geh.  n.  .^  10.  —     . 
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Königlich  Sächsischen  Polytechnikum  zu  Dresden..  Vierte  Auflage.  Mit  in 
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XXII.  Neue  geometrische  Darstellung  der  geodätischen  Linie  auf  dem  Ro- 
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Reccnsionen: 

Ott's  graphisches  Rechnen.     Von  K.  v.  Ott 1> 
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S.  GiNTHER '.     .    -. r.'- 
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1.  Einleitung.  —  Im  vorigen  Jahre  habe  ich  eine  Studie  aus  der 
Geschichte  der  Mathematik  veröffentlicht*);  in  welcher  ich  versuchte,  den 
Zustand  der  gemeinen  Arithmetik  um  die  Neige  des  fünfzehnten  und  wäh- 
rend des  sechzehnten  Jahrhunderts,  zumal  in  deutschen  Landen,  zu  schildern, 
in  der  Zeit  also,  in  welcher  sie  aufhörte  Eigenthum  einzelner  Weniger 
za  sein,  wo  sie,  durch  eine  Reihe  günstiger  Verhältnisse  unterstützt,  zu 
immer  weiteren  und  weiteren  Kreisen  des  Volkes  gelangte,  um  bald 
darauf  einen  Theil  des  eisernen  Bestandes  an  geistigem  Besitze  eines  Jeden 
auszumachen.  Zweierlei  wollte  ich  mit  jener  Arbeit  erreichen :  einmal  war 
sie  Selbstzweck,  ich  wollte  den  wirklichen  Zustand  des  Rechnens  zur  an- 
gegebenen Zeit  kennen  lernen  und  lehren ;  ich  wollte  Aufschluss  haben 
and  geben,  von  wo  aus  und  wie  insbesondere  die  wunderbare  Kunst  der 
zehn  Ziffern  sich  ausgebreitet  und  eingebürgert  habe;  dann  aber  sollte  sie 
aucH  Vorstudie  sein,  um  für  die  Erscheinungen  eines  anderen  verwandten 
Gebietes  die  unumgänglich  nöthigen  Vorkenntnisse  zu  gewähren,  um  mir 
damit  den  richtigen  Massstab  zu  verschaffen  und  mir  so  die  klare  Einsicht 
in  die  geschichtliche  Entwickelung  zu  ermöglichen. 

Seit  längerer  Zeit  hatte  ich  nämlich  meine  Aufmerksamkeit  der  Ge- 
schichte jenes  anderen  Zweiges  der  Mathematik  zugewendet,  welchen  man 
am  Aasgange  des  Mittelalters  im  Gegensätze  zur  niederen  oder  gemeinen 
Arithmetik  (Ars  minor)  als  die  höhere  Arithmetik  (Ars  moßor,  Arie  maggiore) 
oder  Algebra,  oder  auch  aus  Gründen,  die  weiterhin  dargelegt  werden 
sollen,  als  die  Coss  bezeichnete.  Wie  jene,  so  bietet  auch  diese,  der  In- 
begriff einer  Reihe  von  zum  Aufstellen  und  Lösen  von  Gleichungen  dien- 
lichen Hülfsmitteln  und  Vorschriften,  der  Räthsel  genug,  sowohl  was  ihre 
Entstehung,  als  auch  was  ihr  nach  Ort  und  Zeit  sporadisches  Auftreten 
und  ihre  Entwickelung  betrifft.  Mich  zog  vor  Allem  die  deutsche  Coss 
an,  and  was  ich  bis  jetzt  über  deren  Schicksale  erkundet^  das  erzählen  die 
folgenden  Blätter.  Von  den  Zeiten,  welche  der  Erfindung  des  Bücher- 
dmckes  vorangingen  und  aus  welchen  uns  leider  nur  zu  wenige  Zeugnisse 

*)  ,fDa8  Rechnen  im  16.  Jahrhundert'*  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und 
Physik,  hrsg.  von  Schlömilch,  Kahl  und  Cantor,  Supplementheft  zur  histor.- 
literar.  Abtheilung  des  XXII.  Jahrgangs.  (Auch  unter  dem  besonderen  Titel:  Ab- 
handlangen zur  Geschichte  der  Mathematik,  I.  Heft,  Lpzg.  1877,  S.  1—100.) 
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überliefert  oder  wenigstens  allgemeiner  zngSnglich  sind,  flünrea  sie  da 
Leser  zuerst  in  rascherem  Laufe  hindurch  durch  das  ftinfiEehnte  Jabrinmden 
und  geleiten  ihn  dann  langsamer  hinüber  ins  sechzehnte,  um  ifan  hier 
Schritt  für  Schritt  die  gewordene  Gestaltung  und  die  allmühliche  Ver- 
änderung der  Coss  schauen  zu  lassen,  um  ihm  die  MSnner  namhaft  zu 
machen,  welche  sich  um  deren  Förderung  yerdient  gemacht,  und  um  ihn 
die  Leistungen  derselben  einzeln  klar  zu  stellen«  So  ist  es  im  Wesentiicben 
die  deutsche  Algebra  des  fünfzehnten  und  sechzehnten  Jabr- 
hunderts,  deren  Schicksale  ich  hier  zu  erz&hlen  gedenke ;  denn  weitednn, 
mit  dem  Anfange  und  dem  Fortgang  des  siebenzehnten,  ändert  sidi  dnrdi 
die  gewaltigen  Neuerungen  der  Ausländer  ihr  Charakter  derartig,  dass  von 
einer  specifisch  deutschen  Coss  nachmals  nicht  mehr  geredet  werden  bon. 

2«  Vorarbeiten.  —  So  auffallend  die  Thatsache  auch  sein  mag,  so 
wahr  ist  es,  dass  die  Geschichte  der  deutschen  Coss  bis  heute  noch  keine 
eingehendere  Darstellung  erfahren  hat  Da  ich  aber  der  meinigen  den 
Charakter  einer  möglichst  quellenmässigen  zu  geben  wünschte,  so  war  ich 
genöthigt,  alles  Material  mir  selbst  erst  aufzusuchen  und  herbeizuschafien*); 
wer  aber  aus  eigener  Erfahrung  etwa  kennt,  wie  zeitraubend  und  mfihsani 
und  wie  gar  manchmal  erfolglos  solche  Nachsuchungen  sind,  der  wird 
auch  nicht  zu  hart  urtheilen,  wenn  er  im  Folgenden  aus  solchen  Ursadien 
herrührend  die  eine  oder  andere  Auslassung  bemerken  sollte :  eine  absolute 
Vollständigkeit  ist  ja  niemals  zn  erreichen.  —  Ich  hatte  meine  ganze  Arbeit 
im  Wesentlichen  schon  beendet,  als  die  „Geschichte  der  Mathematik  in 
Deutschland*^  von  C.  J.  Gerhardt  erschien**),  welche  auf  S.  51 — 87  das 
gleiche  Thema  erörtert;  da  ich  aber  die  Geschichte  der  deutsdien  Coss 
systematischer  behandelt  hatte  und  da  mir  dieselbe  auch  einer  noch  ein- 
gehenderen Darstellung  würdig  schien,  so  glaubte  ich  meine  Arbeit  nicht 
unterdrücken  zu  müssen,  um  so  mehr,  als  nur  durch  vereinte  Arbeit  das 
erwünschte  Ziel  erreicht  werden  kann. 

8.  Vorgesohlohte.  —  Den  Ursprung  der  Algebra  anzugeben,  ist  bei 
dem  heuligen  Stande  der  Wissenschaft  unmöglich;  an  drei  verschiedenen 
und  entlegenen  Orten,  zu  ebensoviel  verschiedenen  Zeiten  bemerken  wir 
ihr  Auftreten.  In  dem  Sinne,  wie  wir  heute  Arithmetik  und  Algebra  be- 
treiben, finden  sich  diese  Zweige  der  Mathematik  zuerst  bei  Diophant, 
einem  dem  4.  Jahrhundert  n.  Chr.  angehörigen  Schriftsteller;  „er  ist  der 
erste  gewesen,  welcher  ohne  geometrische  Repräsentation,  ja  ohne  jede  Be- 


*)  Ich  kann  es  hier  nicht  unterlassen,  Herrn  Prof.  Dr.  Cantor  in  HeidelbeiK 
abermals  meinen  besten  Dank  auszusprechen  far  die  freundliche  Bereitwilli^eit, 
mit  welcher  er  mir  wiederholte  und  langandauemde  Benützung  seiner  Bibliothek 
gestattete. 

**)  Im  17.  Bande  der  Geschichte  der  Wissenschaften  in  Deutschland,  Neaere 
Zeit.    München  1877. 
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ziehang  zu  einer  solchen  mit  allgemeinen  zusammengesetzten  Zahlenausdrücken 
nach  den  bestimmten  formalen  Gesetzen  der  Addition ^  Subtraktion^  Mul- 
tiplikation, Division^  Potenzirung,  Badicirung  operirt,  d.  h.  gerechnet  hat." 
In  mehrfacher  Beziehung  ihm  überlegen  zeigen  sich  die  Inder,  deren 
älteste  uns  bekannte  mathematische  Werke  aus  dem  5.  Jahrhundert  n.  Chr. 
stammen;  „ja,  wenn  man  unter  Algebra  die  Anwendung  arithmetischer 
Operationen  auf  zusammengesetzte  Grössen  aller  Art,  mögen  sie  rationale 
oder  irrationale  Zahl-  oder  Banmgrössen  sein,  versteht,  so  sind  die  ge- 
lehrten Brahmanen  Hindustans  die  wahren  Erfinder  der  Algebra."  Aber 
weder  ihrem  Einfluss  noch  auch  dem  Diophant's  ist  die  Ausbreitung  der 
Algebra  zuzuschreiben;  die  geschichtliche  Entwickelung  macht  vielmehr  die 
Araber  zu  Vermittlern  bei  der  Verpflanzung  dieses  Zweiges  der  Mathematik 
nach  Europa. 

Ihnen  war  schon  frühe  die  Eenntniss  der  Algebra  zugekommen :  schon 
im  Anfange  des  9.  Jahrhunderts  verfasste  der  aus  Kharizm  im  heutigen 
Chiwa  stammende,  daher  auch  mit  dem  Zunamen  Alkharezmi  benannte 
Mohammed  ben  Musa  in  Folge  der  Aufmunterung  des  Kalifen  AI  Mamun 
ein  populäres  Werk  über  Algebra,  welches  bei  seinen  Landsleuten  dauerndes 
Ansehen  genoss  und  auch  Jahrhunderte  später  in  Europa  vielfach  benutzt 
Würde,  ja  seinem  Verfasser  den  Ruhm  einbrachte  der  ursprüngliche  Er- 
finder der  Algebra  zu  sein.  ,^  gebr  vf  al  muJcäbalah^'^  benutzt  er  wieder- 
holt als  Bezeichnung  für  den  ganzen  von  ihm  behandelten  Zweig  der 
Mathematik,  ohne  selbst  die  Erklärung  dieser  Ausdrücke  zu  geben;  doch 
lässt  sich  leicht  der  Sinn  derselben  feststellen,  da  er  auch  gewisse  auf  die 
Behandlung  von  Gleichungen  bezügliche  Operationen  darunter  verstanden 
wissen  will:  al  gebr  (von  gäbar  =  restaurare,  restUuere  «=  herstellen,  ein- 
richten —  daher  auch  heute  noch  in  Spanien  der  Wundarzt  Algebrista 
heisst)  bedeutet  das  Versetzen  eines  negativen  Gliedes  einer  Gleichung  auf 
deren  andere  Seite,  und  al  mukdbala  (von  kahäla  «=  opponere,  comparare  = 
gegenüberstellen ,  vergleichen)  bedeutet  die  Vereinigung  gleichartiger  Glieder 
beider  Seiten  mit  einander.  So  ist  es  im  Wesentlichen  die  Behandlung 
der  Gleichungen  ersten  und  zweiten  Grades,  welche  Alkharezmi  gibt,  aber 
auch  die  Lehre  von  der  Durchführung  der  Rechnungsarten  mit  Ausdrücken, 
welche  die  Unbekannte,  deren  Quadrat  oder  deren  Quadratwurzel  enthalten. 
Und  in  fast  unveränderter  Weise  haben  dann  die  Araber  die  Algebra  auch 
'^  den  folgenden  Jahrhunderten  behandelt,  so  dass  ein  im  16.  Jahrhundert 
verfasstes  und  noch  heutzutage  in  Vorderasien,  besonders  auch  in  Indien 
gebräuchliches  und  daselbst  in  hohem  Ansehen  stehendes  Werkehen  des 
Beha-eddin  kaum  die  Stufe  überschritten  hat,  auf  welcher  wir  die  alge- 
biuschen  Lehren  schon  bei  den  ersten  Schriftstellern  der  Araber  finden. 

Aber  gleichwohl  kann  ihr  Verdienst  um  die  Ausbreitung  mathematischen 
Wi&aena  nicht  hoch  genug  angeschlagen  werden:  ihr  wissenschaftlicher  Sinn 
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nahm  überall  die  geistigen  Errungenschaften  der  von  ihnen  unterworfenen 
Völker  fertig  wie  nach  Kriegsrecht  an  sich,  und  die  weite  Ausdehnung 
ihres  Beiches  begünstigte  deren  Verbreitung  über  die  entlegensten  Länder. 
So  verdanken  wir  Europäer  im  Wesentlichen  ihnen  die  Mittheilung  unserer 
zehn  Zahlzeichen  und  die  Verwerthung  derselben  unter  Benutzung  des  Ge- 
setzes vom  Stellenwerthe ;  so  verdanken  wir  auch  ihnen  die  Möglichkeit, 
dass  strebsame  Männer  aus  dem  christlichen  Abendlande  in  den  Ländern 
am  Mittelmeere  algebraische  Kenntnisse  sich  erwerben  und  dieselben  ihren 
heimischen  Volksgenossen  dann  mittheilen  konnten. 

Hatten  doch  schon  im  12.  Jahrhundert  manche  unter  denen,  welche 
des  Studiums  der  Wissenschaften  wegen  nach  Spanien  gereist  waren,  die 
Kunst  der  Zahlzeichen  mit  nach  Hause  gebracht  und  so  nach  Frankreich 
und  England  die  Arithmetik  der  Araber  verpflanzt;  warum  sollte  die 
Algebra,  welche  doch  nur  einen  Theil  der  Arithmetik  ausmachte ^  nicht 
auf  demselben  Wege  zur  Kenntniss  der  Nordländer  gekommen  sein?  An- 
zeichen und  selbst  Beweise  dafür  sind  vorhanden ;  aber  unzweifelhaft  waren 
es  nur  Wenige ,  die  der  neuen  Wissenschaft  sich  annahmen,  eine  allge- 
meinere Verbreitung  und  eine  häufigere  Bekanntschaft  ist  wenigstens  für 
die  ersten  zwei  Jahrhunderte  nicht  zu  behaupten. 

In  Italien  dagegen  bürgerte  sie  sich  früh  und  dauernd  ein:  dem 
Pisaner  Leonardo  Fibonacci  gebührt  die  Ehre,  die  Algebra  nach  Italien 
verpflanzt  zu  haben.  Auf  seinen  weiten  Beisen  nach  Aegjpten,  Syrien, 
Griechenland,  Sicilien  und  der  Provence  hatte  er  Gelegenheit  die  Methode 
der  Araber  kennen  zu  lernen,  und  indem  er  diese  sowie  seine  eigenen 
Untersuchungen  in  einem  grossen  acht  wissenschaftlichen  Geist  verrathenden 
Werke  (1202)  niederlegte  ^  gab  er  durch  dieses  den  Hauptanstoss  zur  Ein- 
führung unserer  heutigen  Bechenweise  und  im  Anschlnss  an  diese  auch  der 
Algebra  in  Italien.  Und  nach  ihm  fand  diese  letztere  während  des  13., 
14.  und  15.  Jahrhunderts  dauernde  Pflege  in  Italien,  da  alle  italienischen 
Städte  ihre  Mathematiker  hatten  (Libri  H,  205);  eine  kräftige  Fortent- 
wickelung aber,  ein  reges  Weiterbauen  auf  dem  so  schön  gelegten  Grande 
hat  für  jene  Zeit  die  Geschichte  unserer  Wissenschaft  leider  nicht  zu  ver- 
zeichnen. „Mit  Erstaunen  nimmt  man  wahr^  dass  das  Pfund,  welches 
einst  Leonardo  der  lateinischen  Welt  übergeben,  in  diesen  drei  Jahr- 
hunderten durchaus  keine  Zinsen  getragen  hatte;  wir  finden,  von  Kleinig- 
keiten abgesehen,  keinen  Gedanken,  keine  Methode,  welche  nicht  aus  Fibo- 
nacci's  Über  äbbaci  oder  der  practica  geometriae  bereits  wohl  bekannt  oder 
ohne  Weiteres  abzuleiten  wäre.  Der  einzige  Fortschritt  kann  in  einer 
etwas  grösseren  Routine  bei  der  Lösung  von  Aufgaben,  der  geringeren 
Breite  in  der  Ausführung  numerischer  Rechnungen ,  sowie  in  dem  Anfange 
zu  einem  algebraischen  Galcül  gefunden  werden'^  (Hankel  S.  349).  Am 
besten  ersieht  man  dieses  und  was  etwa  von  Fortschritten  zu  berichten  ist 
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beim  Stadium  eines  dem  Ende  des  15.  Jahrhunderts  angehörigen  Werkes, 
der  Summa  de  ArUhmetica  Qeomäria  Proportioni  e  FrqportionalUä  des 
Minoritenmönches  Lucas  Pacioli  (1494).  Wenn  auch  nicht  immer  unter 
Beachtung  pädagogischer  Anforderungen,  so  doch  vielfach  mit  Geschick 
stellt  dieses  Werk  in  der  That  die  ganze  Summe  des  Wissens  jener  Zeit 
in  den  genannten  Disciplinen  dar  und  ist  deshalb  auch  die  Grundlage  ge- 
worden, auf  der  die  bedeutenden  italienischen  Algebristen  des  16.  Jahr- 
hunderts weiter  gebaut  haben.  Denn  mit  Anfang  dieses  neuen  Zeit- 
abschnittes kommt  in  der  Behandlung  der  Algebra  ein  neuer  Geist  zur  Gel- 
tung, die  seit  Jahrhunderten  überkonunene  Schranke  zwischen  den  Glei- 
chungen des  zweiten  und  des  dritten  Grades  wird  niedergerissen,  und  die 
bekannten  glänzenden  Leistungen  von  Ferro,  Tartaglia,  Cardanus  und 
Ferrari  sind  die  Ausgangspunkte  einer  Entwickelung  der  Algebra,  welche 
seitdem  nimmer  zum  Stillstande  gekommen  ist. 

Während  so  in  Italien  die  Algebra  im  15.  Jahrhundert  noch  in  einer 
Weise  behandelt  wird,  welche  mit  der  seit  Leonardo  Fibonacci  tlber- 
kommenen  nach  Inhalt  und  Form  nahezu  übereinstimmt,  .dann  aber  bis 
zur  Mitte  des  folgenden  Jahrhunderts  der  Inhalt  eine  wesentliche  Be- 
reicherung erfllhrt,  und  während  sie  in  der  pjrenäischen  Halbinsel  fast  gar 
keine,  in  England^  wie  es  scheint ^  eine  unbedeutende  P^ege  findet,  in 
Frankreich  aber  eine  von  dem  italienischen  Muster  durchaus  nicht  verschiedene, 
gewährt  sie  in  Deutschland,  seitab  von  der  Heerstrasse,  einen  Anblick,  der 
bei  oberflächlichem  Zusehen  für  identisch  mit  dem  der  italienischen  Algebra 
gehalten  werden  könnte,  der  dies  aber  durchaus  nicht  ist;  dem  Inhalte 
nach  bietet  auch  die  deutsche  Algebra  des  15.  und  16.  Jahrhunderts  nicht 
mehr  als  die  soeben  genannte,  aber  die  Form  ist  eine  wesentlich  ver- 
schiedene. 

Und  wenn  die  Frage  nach  dem  Zustande  der  deutschen  Mathematik 
jener  Zeit  an  und  für  sich  schon  von  grossem  Interesse  ist,  so  kann  sich 
dieses  nur  steigern,  wenn  wir  den  eben  berührten  unterschied  beachten. 
Deshalb  scheint  es  mir  auffallend;  dass  die  deutsche  Algebra  jener  Zeit, 
die  Coss,  bis  jetzt,  so  weit  ich  weiss,  noch  keine  eingehendere  Darstellung 
gefimden  hat;  ich  werde  im  Nachfolgenden  versuchen,  im  Verhältnisse  zu 
den  mir  zu  Gebote  stehenden  Mitteln  eine  solche  zu  geben,  werde  aber 
zur  leichteren  Orientirung  einen  üeberblick  über  den  geschichtlichen  Verlauf 
ond  die  zur  Betrachtung  kommenden  Persönlichkeiten  vorausschicken. 

4.  Ueberbliok*  —  Nachdem  die  mathematische  Wissenschaft  von  arabi- 
schem auf  frischen  europäischen  Boden  verpflanzt  war,  hätte  man  erwarten 
können,  dass  sie  sich  schnell  und  kräftig  weiter  entwickeln  würde.  Die 
Wirklichkeit  zeigt  leider  ein  anderes  Bild,  einen  fast  vollständigen  Still- 
stand allerorts.  Die  Bedürfhisse  des  praktischen  Lebens  wurden  befriedigt 
durch  das    von  Alters    her    überkommene   Fingerrechnen    und   durch   das 
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Bechnon  auf  Linien,  welcfaes  der  Benützung  des  Abacus  gefolgt  war;  die 
Klöster  fanden  grossentheils  ein  Genüge  an  der  Mittheilung  der  Segeln 
des  computus,  und  wenn  sie  ein  üebriges  thaten,  so  war  dies  eine  Er- 
klärung der  arithmetischen  und  geometrischen  Elemente  des  Boethius;  die 
Universitäten  aber,  welche  mit  dem  beginnenden  13.  Jahrhundert  plQtzlicb 
und  zahlreich  zunächst  in  den  romanischen  Ländern  gegründet  werden, 
haben  vollauf  zu  thun  mit  der  Erklärung  von  Aristoteles'  Schriften  ^  und 
wo  gleichwohl  etwa  die  Mathematik  in  den  Rahmen  der  Vorlesungen  sich 
aufgenommen  zeigt,  da  sind  es  die  ersten  Bücher^  oft  nur  das  erste  Bach 
des  Euklid,  die  Sphära  des  Sacrobosco,  vielleicht  auch  noch  die  wander- 
baren Eigenschaften  und  Geheimnisse  der  Zahlen  ^  der  Inhalt  der  griechi- 
schen Arithmetik  und  deren  Auswüchse,  welche  behandelt  werden.'  J)m 
ist  das  Bild,  welches  die  Mathematik  des  späteren  Mittelalters  bis  in  die 
Mitte  des  15.  Jahrhunderts  und  auch  an  manchen  Orten  darüber  hinaus 
uns  darbietet;  dass  hier  der  Boden  für  eine  lebendigere  Betreibung  alge- 
braischer Studien  nicht  vorhanden  war,  ist  sofort  verständlich. 

Eine  Besserung  der  Zustände  scheint  um  den  erst  angegebenen  Zeit- 
punkt zuerst  in  Deutschland  eingetreten  zu  sein  und  der  Anstoss  hienu 
ist,  soweit  wir  dies  zu  verfolgen  im  Stande  sind,  von  der  Wiener  Uni- 
versität ausgegangen.  An  diese,  deren  Gründung  in  das  Jahr  1364  ftUt 
wurde  nämlich  im  Jahre  1889  der  gewesene  Vicekanzler  der  Pariser  Uni- 
versität; Heinrich  von  Hessen  (Henricus  HassianuS;  gest.  1397)  als 
Professor  der  Theologie  und  Astronomie  berufen  und  hat,  wie  wenigstens 
Bamus  bezeugt,  „als  der  Erste  die  Kunst  der  Mathematik  von  Paris  nach 
Wien  übertragend^  Dass  dieselbe  dann  in  Johann  vonGmünden(l375 
oder  1385—1442),  in  dessen  Schüler  Georg  Peurbach  (1423—1461)  und 
wiederum  in  dessen  Schüler  Begiomontanus  (1436 — 1476)  ihre  würdigen 
^  Vertreter  fand,  ist  bekannt  genug.  Und  eben  der  Letztgenannte  ist  es, 
von  welchem  als  dem  Ersten  wir  zuverlässig  wissen,  dass  er  die  Algebra 
verstand y  der  selbst  uns  Kunde  gibt,  dass  und  wie  er  sie  verwandte. 

Bei  ihm  findet  sich  auch  diejenige  Bezeichnung  unserer  Wissenschaft, 
welche  seit  Leonardo  und  schon  aus  der  Zeit  vor  diesem*)  gebränchUcb 
geworden  war:  Ars  rei  et  censtis.  Die  Araber  hatten  nämlich  die  unbe- 
kannte Grösse  als  schei  (=  Ding  =»  Etwas)  und  deren  Quadrat  als  mcl 
(<=>  Vermögen  oder  Besitz)  bezeichnet  und  in  wörtlicher  Uebersetzang 
hiervon  benutzten  dann  die  Lateiner  des  Mittelalters  dafür  die  Wörter  res 


*)  Chasles  sagt,  dass  Libri  unrecht  habe,  wenn  er  Fibonacci  den  erstmaligea 
Gebrauch  der  Wörter  res  und  cctwi«  zuschreibe ,  f^puisque  dans  lea  traites  d'dlgebre 
ant6riewrs  au  sien,  on  trauve  les  mimes  expressions^^  und  Chaslea  führt  dann  auch 
Belege  aus  den  lateinischen  Uebersetzungen  von  Mohamed  ben  Musa  und  aus 
einem  durch  Gerhard  von  Cremona  übersetzten  Werke  an  [Comptes  Bendus  des 
84ance8  de  VAcad.  de  Paris,  1841 ,  Bd.  18,  S.  607). 
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and  census  ^s»  quidquid  fortunarum  quis  habet),  so  dass  sie  die  yon  den 
Arabern  nach  zwei  Bechnungsoperationen  benannte  Wissenschaft  nun  auch 
nach  den  beiden  ersten  Potenzen  der  Unbekannten  mit  dem  Namen  Ars 
rei  ä  eenstts  belegten.  Aus  der  Stelle,  wo  Regiomontan  diese  Bezeichnung 
gebraucht,  ist  zugleich  auch  zu  ersehen,  dass  zu  seiner  Zeit  dieser  Zweig 
der  Wissenschaft  ausser  ihm,  der  auf  der  Höhe  mathematischer  Bildung 
stand,  nur  Wenigen  genügend  bekannt  war;  aber  die  Thatsache,  dass 
man  sich  mehrfach  damit  beschäftigte,  ist  nicht  abzuleugnen.  Verschiedenes 
ISsst  sich  dafür  als  Beweis  beibringen.  Einmal  spricht  Begiomontan 
selbst  freilich  mit  Unglauben  von  Solchen,  welche  sich  rühmen,  eine  aus- 
gebildetere algebraische  Kunst  zu  besitzen ;  dann  aber  hat  Gerhardt  in  den 
letzten  Jahren  Manuscripte  aufgefunden,  welche  darthun,  dass  man  sich 
um  die  Mitte  des  15.  Jahrhunderts  damit  abgab ,  einerseits  die  vorhandenen 
Qaellen  sich  nutzbar  zu  machen  durch  Uebersetzungen ,  anderseits  auch 
schon  in  mehr  selbständigen  Ausarbeitungen  die  Ergebnisse  solcher  Studien 
niederzulegen.  Gedruckte  Werke  freilich,  aus  welchen  wir  uns  Kunde  von 
derartigen  Bestrebungen  verschaffen  könnten,  bringt  erst  das  Ende  des 
Jahrhunderts  hervor.  Am  frühesten  noch  begegnen  wir  solchen  Spuren  in 
einem  in  mancher  Beziehung  höchst  interessanten  Büchlein  „Behende  vnd 
hnbsche  Bechenung  auf  allen  kauffmannschaft'',  welches  Joh.  Widman 
von  Eger  i.  J.  1489  zu  Leipzig  erscheinen  liess.  Eingehenderes  für  später 
versparend  hebe  ich  nur  hervor,  dass  auch  er  sofort  in  den  ersten  Zeilen 
seiner  Widmung  darauf  hinweist,  wie  „die  aide  mejster  der  kunst  der 
ßechnüg  Irenn  nach  komende  schwere  Begeln  tzuuomemen  vn  muesam 
tzüuerfuren  gelassen  haben  Alsz  do  seynn  die  Begel  Algobre  ader  Gosse 
genant^^  dass  also  auch  zu  seiner  Zeit  an  eine  ausgebreitetere  Bekanntschaft 
der  Algebra  noch  nicht  gedacht  werden  darf.  Aber  auch  der  eben  ge* 
brauchte  Name  der  letzteren  verdient  Hervorhebung,  um  seine  Erklärung 
hier  sofort  beizufügen. 

Als  nämlich  in  Italien  im  14.  Jahrhundert  die  Landessprache  die  bis 
dahin  übliöhe  lateinische  verdrängte,  wurden  auch  die  vorhin  angegebenen 
Benennungen  italianisirt :  res  ging  nun  über  in  cosa  oder  cossa,  census  in 
cen^o,  und  ausser  den  beiden  gebräuchlichen  Namen  erhielt  so  unsere 
Wissenschaft  nun  noch  einen  dritten,  den  der  arte  oder  regola  deUa  cosa. 
Und  bei  dem  vielfachen  Besuche  Italiens  durch  Ausländer  verbreitete  sich 
dann  diese  Benennung  auch  nach  den  übrigen  Ländern  Europas ,  zunächst 
in  barbarisch  latinisirten  Formen  als  ars  cossica,  ars  cosae  oder  cossa^ 
dann  auch  aus  diesen  abgeleitet  in  den  gleichklingenden  Wörtern,  welche 
der  bezüglichen  Landessprache  angepasst  wurden*).  „Von  danen  kompt 
das  es  von  den  Teutschen  die  Coss  genent  wirt'^  (Budolff). 

^]  So  handelt  La  Boche  in  seiner  „Larismethique  nouuellement  composee^^  vom 
Jahre  1520  im  6.  Abschnitt  (fol.  42^  „de  la  regle  de  la  choae  et  de  la  qwmtiie" 
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Von  deren  Begeln  sagt  nun  Widman,  dass  sie  „de  gemejnem  volek 
tzu  schwer  verdrossen  ynd  ynbegreyfflich  sejn^^,  so  dass  auch  dieses  Zeng- 
niss  mit  dem  des  Begiomontan  übereinstimmt.  Ein  hübsches  Streiflicht 
fällt  auf  diese  Aeusserung  aus  einer  gelegentlichen  Bemerkung,  weldie 
sich  bei  Stifel  findet*).  Ein  Mönch  (quidam  iniqims  monachus)  hatte 
nämlich  behauptet^  die  Algebra  lehre  nichts  Anderes  als  auch  die  sog. 
Mischungsregel;  und  in  Erinnerung  hieran  lässt  sich  der  sonst  so  sanft- 
müthige  und  friedfertige  Stifel  zu  dem  Ausspruche  hinreissen  :„  ...  reck 
asinus  did  mereatur,  qui  prommciare  audet  Algebram  nihü  docere  aUud 
quam  ea  quae  doceat  regula  ÄUigationis,  siue  ex  ignorantia  siue  ex  maläia 
profidscaiur  tdUs  affirmatio.^'^  Zu  dem  vorhin  festgestellten  Grunde  fUr 
das  geringe  Bekanntsein  der  algebraischen  Begeln  gesellt  sich  nun  aber 
noch  ein  anderer,  dessen  Vorhandensein  auch  schon  aus  den  analogen  Er- 
scheinungen im  Grebiete  verwandter  Wissenschaften  jener  Zeit  und  selbst 
noch  des  folgenden  Jahrhunderts  hätte  yermuthet  werden  können ,  welcher 
uns  übrigens  auch  durch  unmittelbar  in  diesem  Sinn  gethane  Aensserangen 
Mitlebender  bestätigt  wird.  Es  ist  die  Geheimthuerei ;  welche  damals,  im 
direkten  Gegensatz  zur  heutigen  Sitte ;  die  Meisten  veranlasste  ihr  Winsen 
für  sich  zu  behalten  und  höchstens  ihr  Können  durch  Stellen  von  Auf- 
gaben anzudeuten,  deren  Lösung  der  Gegner  zu  finden  hatte,  freilich 
manchmal  auch  unter  Umständen  ^  welche  zu  dem  Glauben  berechtigen, 
dass  der  die  Frage  Stellende  sie  selbst  nicht  zu  beantworten  wusste. 

Dieses  Geheimthun  bezeugen  uns  für  unser  Gebiet  die  alsbald  noch 
zu  erwähnenden  Cossisten  Budolff,  Biese  und  Stifel.  Indem  der  Erstere 
von  den  schönen  Begeln  der  Coss  spricht,  sagt  er  (in  der  Widmung  seines 
Buches),  dass  sie  „zum  teil  (als  ich  gedenck)  mer  durch  neidische  hinter- 


und  verkündet  deren  Buhm  in  den  Worten:  „Ceste  regle  est  de  si  merueiUewe ex- 
cdlece  quelle  excede  et  surmonte  toutes  les  auUres  \  car  eUe  faict  tout  ce  que  la 
aultres  fönt  \  et  si  faict  oultre  et  par  dessus  innumerables  comptes  de  inextimdie 
profundtte  \  et  pour  ce  est  appellee  regle  de  la  chose  ou  regle  de  .  l  ,  qvi  sont 
principes  transcendent  pour  ce  quelle  transcende  toutes  les  regles  darismähique. 
Maistre  nicoltis  chuquet  en  son  triparty  lappelle  la  regle  des  premiers  gtd  vauä 
autant  a  dire  eomme  la  regle  des  vnites  oude.l .  autctmes  nations  lappelletU alg^a 
et  les  aultres  älmucabala  \  et  a  brief  parier  eeste  regle  est  la  def  lentree  ä  la  porU 
des  abismes  qui  soni  en  la  science  des  nombres,''^ 

So  betitelt  Becorde  »eine  Algebra  vom  Jahre  1667  als  „Täc  Whelstone  of 
Witte,  whicth  in  the  second  parte  of  Ärithmetique:  containing  the  extradion  of 
rootes:  The  Cossike  Praktise  luith  the  Rüle  of  EquaJtion:  and  the  Workes  of 
Surde  Nürnberg''. 

So  spricht  BudolfF  schon  in  dem  Titel  seines  seltenen  Werkes  (v.  J.  1525) 
von  den  „kunstreichen  regeln  Algebre  |  so  gemeiniklich  die  Coss  genent  werden*^ 
und  erwähnt  in  der  Vorrede,  dass  „die  alten  .  .  haben  geschribe  ein  rabtüe 
kunst  I  so  .  .  .  von  walhe  (»  Wälschen)  de  la  cose  geheissen  würt". 

*)  Arithmetica  integra,  fol.  227^  (cf.  fol.  322^. 
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haltang  dan  von  wegen  das  sie  schwer  zu  verstau  yn  müsam  zu  verfüren  | 
bei  vnsem  zeite  so  gentzlich  geschwigen  |  das  auch  die  namen  solcher  regln 
bei  wenige  erkent  werden  .  .  .  /^  und  am  Schlüsse  seines  Buches:  ^^Dweyi 
es  nun  gen  tal  geet  |  hat  mich  für  gut  angesehen  {  damit  dise  kunst  nit 
gar  in  yergessen  kerne  |  sie  durch  müglichen  vleisz  zu  eröffnen  .  .  .  Wo 
nit  den  jetzige  |  vermeyn  ich  doch  den  nachkomenden  mit  solchen  ge- 
dient.''  —  Riese  thut  sich  etwas  darauf  zu  gute,  dass  er  seinen  Beispielen 
anch  stets  die  Probe  beifügt:  „Darzu  hab  ich  sie  alle  rechtfertigett  ynnd 
am  leichtestenn  in  tag  gebenn  mit  anhangenden  probenn,  Der  si  alle  Zeit 
Tormittenn  («=  yermieden)  habenn,  sonder  heimlich  auch  verborgen  Die 
fragstuck  gesatzt,  welche  sie  ane  Zweyfel  für  eynen  grosenn  schätz  der 
Zal  gehaltenn  habenn.'^  , —  In  gleicher  Weise  äussert  sich  auch  Stifel  (1545): 
.Sufficiomt  isla  pro  indicio  Älgebrae  Germanicae^  ad  obsequium  iUis  praesti- 
tum,  qui  putant  JJgebram  non  posse  consequi  absque  cognitione  Linguae 
lai'mae,  ptttantque  eam  esse  difficiUarem  quam  sit  regula  Fälsi  etc.  Deinde 
ex  huiusmodi  operatianibtts  optime  ostendi  potest,  qua  ratione  tot  calculandi 
regulae  ad  nos  deuolutae  sint.  Scüicä  fuerunt  ülusores  ingeniorum,  qui  de- 
ledati  opinione  hominum  existimantium ,  ipsos  esse  singvlati  industria  inue- 
niendi  regjflas  praeditos,  et  hi  occidtata  earum  fönte ,  tales  riutdos  ad  nos 
deduxerunt.  Mire  enim  quosdam  (iis  simüis)  uri  et  indignari  sensi,  quod 
Christophorus  prodiderit  Älgebram  tanta  fide,"*)  Und  ein  Jahrzehnt  später 
finden  wir  bei  Stifel  nochmals  ein  Anklingen  an  die  beregte  Tonart;  er 
vertheidigt  Budolff  gegen  den  Vorwurf ,  mit  Unrecht  sein  Lehrbuch  der 
Coss  yeröffentlicht  zu  haben  und  ruft  dabei  aus :;;...  wem  hat  er  damit 
schaden  gethan?  Niemands  |  den  dem  Neyd  |  der  yns  nicht  gönet  den 
last  I  so  wir  dran  haben.  Oder  vileicht  der  Hoffart  |  die  gern  allein  wolt 
far  köstlich  gesehen  sein  .  .  .  gar  heymlich  vnd  thewr  ist  die  Coss  ge- 
balten worden  |  bey  denen  die  sie  gekundt  haben  |  ehe  Christoff  Budolff 
m  vns  hat  mitgeteylet  |  .  .  .  Aber  wie  ich  disen  flucher  hab  geke^et  | 
ists  jm  zu  thun  gewesen  darumb  |  das  Christoff  Budolff  die  Coss  so  ge- 
mein hat  gemacht  |  vnd  bewisen  |  das  sie  nicht  so  schwer  sey  zu  lernen 
wie  etzlich  fOrgeben.  Das  ists  orth  |  da  das  lamb  dem  Wolff  das  wasser 
batte  trüb  gemacht."**) 

Unter  solchen  Verhältnissen,  wie  sie  durch  die  angeführten  Aussprüche 
von  Zeitgenossen  charakterisirt  sind,  darf  es  nicht  Wunder  nehmen,  dass 
das  Wissen  yon  algebraischen  Dingen  nicht  verbreiteter  war;  es  konnte 
dies  nicht  sein,  da  ja  der  Einzelne  auf  sich  angewiesen,  ein  Erlernen 
durch  Andere  fast  gänzlich  ausgeschlossen  war.  (Crossen  Dank  yerdienen 
demnach  die  Manner,  welche  Ehrgeiz  und  persönlichen  Eigennutz  bei  Seite 


•)  Ariihmetiea  integra,  fol.  272^. 
**)  StifeFs  Ausgabe  von  Chr.  Budolff's  Coss  v.  J.  1664,  Vorrede. 
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setzend,  ja  der  Sitte  ihrer  Zeit  entgegentretend  sich  der  Mühe  unterzogen, 
was  sie  wussten  und  was  sie  erfahren  konnten,  zusammenzustellen  und  so 
allmählig  die  Wege  zu  ebnen  zur  Abfassung  von  Lehrbttchem  der  Algebra. 
Dass  sofort  y ollendete  Leistungen  zu  Tage  treten  würden,  war  demnach 
nicht  zu  erwarten  und  solche  sind  auch  nicht  zu  verzeichnen;  abereswSre 
Unrecht,  wie  solches  schon  manchmal  begangen  worden,  nun  sofort  den 
Stab  zu  brechen  über  die  Leistungen  jener  Zeit  und  hervorkehren  zu  wollen, 
wie  wir  Alles  so  herrlich  weit  gebracht.  Nicht  tadeln  soll  eine  verstfindige 
Geschichtsbetrachtung,  sondern  mit  dem  geeigneten  Massstabe  messen  und 
so  Verständniss  erwecken  für  die  geschichtliche  Entwickelung  und  die  Be- 
dingungen, aus  und  unter  welchen  jene  erwachsen  ist. 

Sehen  wir  uns  nun  um  nach  den  Männern,  welche  in  Deutschland  an 
der  Spitze  der  erwähnten  Bewegung  stehen,  so  sind  es  nur  wenige  Namen, 
deren  wir  Erwähnung  thun  müssen,  und  nicht  weniger  als  drei  Jahrzehnte 
nach  Abfassung  von  Widman's  Rechenbuch  müssen  wir  einfach  überschla- 
gen, um  zu  den  Anfängen  einer  besseren  Zeit  zu  gelangen. 

Hans  Bernecker  zu  Leipzig  und  Hans  Conrad  zu  Eisleben  und 
St.  Annaberg  sind  wohl,  soweit  unsere  Nachrichten  reichen,  die  Ersten, 
welche  im  zweiten  Jahrzehent  des  16.  Jahrhunderts  sich  eifriger  der  Coss 
annahmen  und  ihr  Wissen  mitzutheilen  nicht  verschmähten:  der  ersteie 
fertigte  Exempel  an  *)  und  vom  zweiten  wird  berichtet  **),  dass  er  für  Mit- 
theilung der  Lösung  einer  Aufgabe  „eynem  schwartzen  munich  prediger 
Ordens,  welcher  aquinas  genant  wartt  1  fl  gebenn'^  —  Beweis  genug  dafür, 
dass  es  ihm  ernstlich  um  die  Sache  zu  thun  war,  aber  auch  für  das,  was 
ich  vorhin  über  die  allgemeinen  Verhältnisse  des  Lehrens  und  Leinens 
jener  Zeit  sagte. 

Während  die  beiden  Genannten  schriftliche  Aufzeichnungen  nicht  hin- 
terliessen,  wird  dieses  dagegen  überliefert  von  einem  dritten  ebenfalls  „in 
der  Zahl  sehr  erfahrenen*^  Mathematicus ,  von  dem  Magister  Andreas 
Alexander:  ob  sein  Buch   sich  erhalten,  weiss  ich  nicht***).     Dagegen 

*)  Die  Coss  von  Adam  Biese.  Hrsggb.  von  Beriet  als  Beigabe  zum  „Bericht 
über  die  Progymnasial-  und  Bealechulanetalt  zu  Annaberg'*.   Annaberg  1860.  S.  27. 

**)  ib.  S.  30.  —  Die  betreffende  Aufgabe  heisst:  Item  Drey  kauffenn  1  pfertt 
vmb  12  fl.  keyner  vormugene  allein  Zubezalen.  A  spricht  zu  B  und  6\  leyhemir 
itzlicher  |  seynee  geldes,  so  wil  ich  das  pferdt  bezalen.  Spricht  b  zum  e  ynd  a 
gebt  mir  j  so  wil  ich  das  pferdt  vergnügen.  Nachdem  spricht  c  zum  b  vod  a 
gebt  mir  beyde  j-,  so  wil  ich  das  pferdt  kaufenn.  Nun  frage  ich,  wiuil  itzlicher  in 
sunderheitt  gehabt  hab.  Mache,  kommen  3-^  souil  hat  a»  b  hat  7^4  und  e  9tV^-'* 

***)  Beriet  sagt  (a.  a.  0.  S.  6),  dass  dieses  Buch  ein  lateinisches  geweeeo  sei. 
Wenn  sich  diese  Aussage  aber  nur  auf  Biese's  Worte  gründen  sollte,  so  musste 
ich  ihr  widersprechen;  mir  scheint  aus  Biese's  Worten  (a.  a.  0.  S.  9  „Ankündi- 
gung'*) viel  eher  hervorzugehen,  dass  es  in  deutscher  Sprache  abge£ust  war. 
Sollte  Andreas  Alexander  vielleicht  später  noch  ein  lateinisches  Buch  geechrieben 
haben!?  (vgl.  a.  a.  0.  S.  4  unten). 
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liegt  vor  mir  ein  im  Jahre  1518  erschienenes  Büchlein  von  Henricus 
Grammateus  (»»Heinrich  Schreiber  Yon  Erfurt*),  welches  wohl  als 
das  erste  Lehrbuch  der  deutschen  Algebra  bezeichnet  werden  kann  und 
seine  Entstehung  der  Anregung  durch  die  Wiener  Hochschule  verdankt**). 
Dasselbe  fiLhrt  sich  ein  unter  dem  Titel:  „Ejm  new  künstlich  behend  vnd 
gewiss  Bechenbüchlin  |  yff  alle  Eauffmannschafft.  Nach  Gemejnen  Begeln 
de  tre.  Welsehen  practic.  Begeln  -falsi.  Etlichen  Begeln  Cosse  .  •  .  Buch- 
halten .  .  Visier  Buthen  zu  machen/'  Ein  Zeitgenosse  (Biese,  Tgl.  Beriet 
S.  10)  urtheilt  über  dessen  Verfasser,  dass  er  ein  „wol  erfamer  wolge- 
larter  Magister  vnd  Mathematicus  gewesen  .  .  Der  in  lateinischer  Zun- 
gen erfarenn,  die  Bucher  Euclidis  vnd  andere  Zur  saoh  dienendtt  gelesenn." 
Sein  nur  94  BlStter  in  klein  Ociav  umfassendes  Büchlein  wollte  er  „den 
unwissende  v^  sondern  libhabem  der  kunst  |  an  den  tag  bringen  |  damit 
nit  alleyn  die  kunst  |  sonder  auch  der  nutz  darausz  vemomen  vnd  empfange 
würde'';  es  behandelt  (auf  34  Blättern)  das  gewöhnliche  Zahlenrechnen  mit 
Ziffern  und  auf  Linien,  schliesst  (auf  weiteren  29  Blättern)  daran  an  „die 
Regula  Fal^i  mit  sampt  etlichen  Begeln  Cosse*'  (wobei  auch  die  Bechnungs- 
arten  mit  ganzen  und  gebrochenen  algebraischen  Quantitäten)  und  erläutert 
deren  Gebrauch  durch  Behandlung  von  26  Aufgaben,  deren  15  erste  jeweils 
sowohl  „durch  regulam  falsi"  als  auch  „durch  Coss''  gelöst  werden,  wäh- 
rend die  11  übrigen  nicht  zur  „ersten Begel Coss"  gehörenden***)  nur  „durch 
Coss'^  ihre  Lösung  finden;  die  weiterhin  nachfolgende  „Arithmetica  applicirt 
oder  gezogen  |  vff  die  edel  kunst  Musica,*'  sowie  die  Anweisung  zum  ,,Buch- 
halten  durch  Zomal  Kaps  vnd  Schuldtbuch"  und  zur  „Künstlich  zuberey- 
tong  der  V^sierruten  durch  den  Quadrat  vnd  Triangel*'  haben  wir  hier  nicht 
weiter  zu  beachten.  So  hat  Grammateus  in  Kürze  zwar,  aber  immerhin 
verhältnissmässig  deutlich  die  Coss  behandelt  und  verdient  besondere  Her- 
vorhebung auch  wegen  der  häufigeren  Benutzung  der  -f-  und  —  Zeichen 
and  wegen  der  schon  etwas  ausgedehnteren  Anwendung  allgemeiner  Zahl- 
bezeichnung;  doch  wollte  er,  wie  er  selbst  sagtf))  i^och  eine  ausführlichere 


*)  Nach  Beriet:  Biese^s  Coss  a.  a.  0.  S.  10. 

**)  Grammateus  war  ein  Schüler  von  Tan  stet  ter  (1480—1530);  dieser  selbst 
ein  Schüler  von  Stöberl  (Stiboriue;  (?)  — 1516  etwa),  welcher  von  einem  Nürn- 
berger Mathematiker  Aquinns  Dacns  unterrichtet  war.  Letzterer  ist  dieselbe 
Person  wie  der  im  Texte  erwähnte  Aqninas.  [Nach  Gerhardt,  Monatsber.  d.  Berl. 
Akad.  fär  1867,  S.  46.] 

***)  üeber  den  Sinn  dieses  Ausdrucks  vgL  unten. 
t)  In  der  Widmung  seines  Büchleins  an  „Johansan  IMierte  |  einem  des  Senats 
za  Wien  vnd  Hospitalmeyster  daselbst"  heisst  es :  Wo  ich  das  [nämlich  die  Ge- 
wogenheit und  den  Schutz  seines  Gönners]  spüren  würde  |  Bin  ich  geursacht  an- 
der künst  der  Atithmetic  und  Geometrei  (als  die  vbrigen  regeln  Cosse)  welche  dann 
nit  alle  in  diesem  Buch  sein  beschrieben  |  darinen  wund'barliche  verborgne  ding 
begrifie  |  auch  von  wag  vnd  gewichte  |  in  den  truck  zu  geben  |  . . . . " 
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Darstellung  veröffentlicheD ,  ist  aber  wohl  nicht  dazu  gekommen,  Tielleicbt 
durch  astronomische  Arbeiten  davon  abgehalten*). 

Aber  das  Bedürfhiss  nach  solchen  Darstellungen  war  unzweifelhaft 
vorhanden,  wie  aus  mehrfachen  Andeutungen  und  selbst  Aeussenmgen  der 
Zeitgenossen  zu  entnehmen  ist.  Es  ist  deshalb  begreiflich,  wenn  wir  lesen, 
dass  ,;dem  Achtpamn  Hochgelartenn  Em  Georgio  stortzen^  Doctori  der 
Ertzney  wonhafftig  zu  Erffurtt^'  um  das  Jahr  1524  der  Gedanke  kam,  den 
wohl  schon  damals  bekannteren  Adam  Biese  (1492 — 1559)  aufzufordeni, 
eine  hierauf  bezügliche  Schrift  zu  verfassen. 

Dieser  nachmals  so  berühmte  und  heute  noch  im  Munde  des  Volkes 
fortlebende  „Bechenmeister";  wie  er  selbst  sich  nennt,  war  jedenfalls  schon 
vom  Jahre  1515  an,  also  seit  seinem  23.  Lebensjahre  zu  Annaberg  in 
Sachsen  als  Bergbeamter  thätig,  hatte  auch  schon  vor  1524  ,,etzliche  Jar 
schul  gehalten'^  und  bereits  1518  sein  kleineres  Bechenbuch  veröffentlicht, 
welches  seinen  Buhm  begründete  **).  An  diesen  nun  wendete  sich  Dr.  Stortz 
und  hat  ihn  „offtt  vnd  digk  angeredtt,  vlejsz  für  zu  wenden  ^  etwas  dem 
gemeynen  man  nutzlich  in  trugk  zu  geben,  dameben  angehefft  vrie  eüich 
vil  geschriebnn  vnd  so  schwere  vnderweisung  gebehn,  sonderen  im  anfangk, 
Das  viel  Zu  lern  abgelaszen,  auch  ihr  wenigk  mit  geschafft/'  Und  wenn 
sich  solche  Klage  und  Aufmunterung  vielleicht  auch  mehr  auf  das  gewöhn- 
liche Bechnen  bezog,  so  unterliess  deren  Urheber  doch  auch  nicht  die 
Bitte  an  Adam  Biese,  „vber  die  Algorithmi,  so  Algebrasz  gesatzt,  Za  be- 
schreibenn,  Dan  die  selbigenn  biszher  so  schwer  gesatzt  in  lateinischer  Be- 
richtung;  Das  selten  ejner  darausz  verstand  hett  fassen  mugenn'^  Biese 
aber' hat  sich  eine  Zeit  lang  „des  alle  weg  gewidertt",  und  auf  Andere, 
zumal  auf  Henricus  Grammateus  aufmerksam  gemacht  „der  kürtzlieh  an- 
gefangen Zu  schreybenn ,  auch  etwas  von  der  Coss  berurtt",  hat  aber  end- 
lich doch  seines  Gönners  „begem  angesehen  vnd  zu  hertzen  genumen*'  und 
hat  eine  „Beschreybung^^  aufgesetzt,  um  auch  die  „vil  vnd  mancherlej 
fragen  so  im  Zu  gekommen  nicht  Zubergenn,   Wie  uil  bisz  hero  gethan*'. 

Diese  Arbeit  von  Biese,  deren  Titel  einfach  „Die  Coss"  lautet  und 
welche  er  um  Ostern  1524  bereits  vollendet  hatte,  beweist,  dass  wir  seinen 
Titel  als  Bechenmeister  nicht  zu  eng  fassen  dürfen,  da  er  lange  vor  Stifel 
und  Cardanus  und  ohne  Christoph  Budolff  zu  kennen  sich  an  seine  Aufgabe 
machte,  welche  kein  gewöhnliches  Mass  mathematischen  Wissens  voraus- 
setzte.   Und  dass  er  dadurch  der  auch  nach  seinem  Zeugniss  wenig  verbrei- 


*)  In  Biese's  Widmung  seiner  Coss  (Beriet  S.  10)  wird  als  Grund,  weshalb 
GrammateuB  nicht  um  Abfassung  eines  Buches  über  die  Coss  angegangen  wird, 
das  Folgende  angegeben:  „Aber  eur  achtparkeit  hat  mich  solchs  nicht  erlasen 
wolln ,  sondern  vormelt  wie  berurrter  Heinrich  Schreiber  MathematicuB  vnd  ina- 
gister  sich  vnderstehe  der  Astronomey  itzt  Zu  dieser  Zeit . . .  ** 
**)  Vgl.  hierüber  mein  „Bechnen  im  16.  Jahrhundert"  8.  14. 
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teten Kenntniss  der  Coss  aufbelfen  wollte,  geht  aus  seinen  Worten  hervor, 
wenn  er  von  seiner  Arbeit  sagt,  dass  er  sie  ^vffs  allerleichtest  vnd  grunt- 
lichst  wol  Zu  begreyfen  gefertigt^'  und  wenn  er  hofft,  dass  durch  dieselbe 
„den  die  sprechen  durifenn,  sej  Zu  schwer  Zu  begreyffen  ...  das  maul 
soll  den  selbigen,  se  sie  es  lesenn  Zu  gestopffet  werden/^  Freilich  enthSlt 
diese  Biese'sche  Coss  nicht  einmal  das  Bechnen  mit  den  Symbolen  für  die 
TeuBchiedenen  Potenzen  der  Unbekannten  und  nichts  über  das  Rechnen  mit 
Wurzelgrössen,  sondern  nur  die  Anleitung  zur  Auflösung  von  Gleichungen 
des  ersten  und  zweiten  Orades  und  eine  Reihe  von  Beispielen  für  gewisse 
Me  dieser  Gleichungen.  Gleichwohl  ist  sie,  wie  wir  unten  im  Einzelnen 
nachweisen  werden,  von  hoher  Bedeutung,  freilich  nur  für  uns  Spätgeborene, 
die  wir  die  Entwickelungsgeschicht«  der  Algebra  studiren,  und  nicht  für 
Riese's  Zeitgenossen;  denn  sein  Werk  blieb  Manuscript  und  unbekannt, 
bis  es  Beriet  i.  J.  1855  in  der  Kirchen-  und  Schulbibliothek  zu  Marien- 
berg  wieder  auffand  und  der  Hauptsache  nach  zum  Abdruck  brachte. 

Eine  ganz  hervorragende  Bedeutung  muss  dagegen  der  Coss  von 
ChristofBudolff  (aus  Jauer  in  Schlesien)  zugeschrieben  werden  *).  üeber 
die  Lebensverhältnisse  dieses  nachmals  viel  citirten  Mannes  ist  uns  ausser 
dem,  dass  er  in  Wien  lebte,  weiter  Nichts  überliefert**);  sein  Werk  wurde 
in  Strassburg  gedruckt,  erschien  im  Januar  1525***)  und  erzielte  bald 
einen  durchschlagenden  Erfolg.  „In  zwen  Teyl  getejlt  beschleust  der  erst 
acht  Algorithmos,  mit  etlichen  andern  vorleufflen  so  zu  Erklerung  der 
Cosz  Nottürfftig  sind.  Der  ander  zeygt  an  die  Regeln  der  Cosz,  je  eine  in 
sonderheyt  erkleret,  mit  vil  vnd  mancherley  schönen  £xempeln." 

üeber  seine  Quelle  spricht  sich  Rudolff  selbst  aus  in  folgenden  Wor- 
ten: „Ich  hab  von  meister  Heinrichen  |  so  grammateus  genannt  |  der  Cosz 


*)  Der  Titel  dieses  seltenen  Baches  iat:  ,^ehend  vnnd  Hübsch  Rechnung 
durch  die  kunstreichen  regeln  Algebre  |  so  gemeiniklich  die  Coss  genent  werden. 
Dannen  alles  so  treulich  an  Tag  geben  |  das  auch  allein  ausz  vleissigem  Lesen  on 
allen  mündtliche  vnterricht  mag  begriffen  werden.  Hiudangesetzt  die  meinu^ 
aller  dere  |  so  bisher  vil  vngegründten  regeln  angehangen.  Einem  jeden  lieb< 
haber  diser  kunst  lustig  vnd  ergetzlich  Zusamen  bracht  durch  Christoffen  Ru- 
dolff  von  Jawer.** 

**)  Woher  Rud.  Wolf  (Gesch.  d.  Astronomie  S.  840)  die  Angabe  hat,  dass 
Bndolff  1499  geboren  wurde,  weiss  ich  nicht;  Wolf  sagt  auch  (ib.),  dass  Rudolff 
etwa  1645  zu  Wien  starb. 

***)  Mehrfach  findet  sich  das  Jahr  1524  angegeben,  was  aber  nur  darauf  be- 
rnhen  kann,  dass  Btifel  in  seiner  Bearbeitung  von  Budolff's  Coss  jenes  Jahr  an- 
führt. Rudolff  selbst  fixirt  1525  und  zwar  schon  in  seinem  im  Jahre  darauf  zu 
Wien  erschienenen  Büchlein  „Künstliche  Rechenung  u.  s.  w."  Uebrigens  steht  auch 
am  Ende  von  Rudolff's  Coss  selbst  zu  lesen:  ,yArgentorati  Vuolfius  Cephaleus 
(=z  Wolffen  Eoppfl)  Joanni  Jungy  sttidio  et  industria  Christophori  Budolf  Süesii, 
excudebat.  Maniis  extrema  operi  dcUa,  mense  Januario.  Anno  supra  aeaquimiUe' 
simo  uieegimoqtUnto.'' 
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anfengklichen  Bericht  empfangen.  Sag  im  darab  danck.  Was  ich  weyters 
über  entphangenen  Bericht  |  durch  embsigen  vlejss  zu  gemeyne  nutz  ;  ge- 
schaffen I  wil  ich  im  (als  meinem  preceptor)  zu  indiciren  heimgesetst  haben. 
Brauch  «ich  (=  bemühe  sich)  ein  anderer  als  ich  than  habe  {  so  wirt  die 
sach  gemeert/^  Hieraus  erklärt  sich  denn  auch  die  Aehnlichkeit  beider 
Bücher"^),  was  äussere  Anordnung  betrifft;  während  der  innere  Gehalt  von 
Budolff's  Coss  die  seines  Lehrers  um  ein  Ziemliches  übertrifft,  vorab  durch 
die  aufgenommene  Behandlung  der  Irrationalen  und  durch  die  mehr  ak 
16  fach  grössere  Beichhaltigkeit  an  meist  anlockenden  und  durchaus  gelo- 
sten Aufgaben  der  „Speculation"  wie  der  „Praktika".  Gerade  dieser  letz- 
tere Umstand,  welcher  so  recht  die  Anwendungsfähigkeit  und  zugleich  die 
Art  des  Gebrauches  der  cossischen  Regeln  einem  Jeden  unmittelbar  For 
Augen  führte ,  musste  in  der  That  die  Erreichung  des  Zieles  ermöglichen; 
welches  Rudolff  bei  Abfassung  seines  Buches  sich  gesteckt  hatte  und  welches 
er  selbst  aussprach,  indem  er  dem  Titel  desselben  beifügte:  „Darinen  alles 
so  treulich  an  tag  gegeben  |  das  auch  allein  aus  yleissigem  lesen  on  allen 
mündtliche  vnterricht  mag  begriffen  werden/'  Hierin  findet  es  denn  anch 
seine  Erklärung ,  dass  das  Buch  überall  bekannt  wurde ,  dass  der  Löwener 
Arzt  und  Mathematiker  Gemma  Frisius  z.  B.  auf  dasselbe  Bezug  nahm  und 
dass  man  in  Born  im  Jahre  1546  eine  lateinische  üebersetzung  davon  ver- 
anstaltete **)j  ja  dass  es  in  Deutschland  selbst  noch  nicht  drei  Jahrzehnte 
nach  seinem  Erscheinen,  wie  verbürgte  Nachrichten  uns  belehren***),  selbst 
zum  drei-  und  vierfachen  Preise  nicht  mehr  zu  erlangen  war  —  ein  Erfolg, 
dessen  in  unsern  Tagen  höchstens  Steiner's  „Systematische  Entwickelaog" 
oder  Chasles'  „Geschichte  der  Geometrie"  sich  berühmen  können.  Beson- 
dere Hervorhebung  verdient  es,  dass  Rudolff  möglichst  durchgehenda  die 
Zeichensprache  benutzt,  während  früher  Vieles  noch  durch  Worte  ausge- 
drückt wurde.,  „nit  durch  Charakter",  wie  er  selbst  sagt.  Da  Rudolff  in 
seinem  Werke  vom  Jahre  1525  das  gewöhnliche  Zahlenrechnen  nur  als 
„vorleufflen  so  zur  Erklerung  der  Cosz  Nottürfftig"  behandelt  hatte,  sah 
er  sich  veranlasst,  „den  anfang  vorgemelts  büchleins  widerumb  zu  banden 
zu  nemen"  und  in  weiterer  Ausführung  zu  veröffentlichen  (1526)  t))  ^^ 

*)  Hienach  hat  also  Dr.  Drechaler  Unrecht,  wenn  er  [Schollen  zu  Chr.  Badolphs 
CoB8,  Beilage  zum  Programm  dea  Vitzthum'Bchen  Gymnasiums  zu  Dresden  Tom 
Jahre  1861,  S.  6]  von  Rudolff'B  Buch  als  „dem  ersten  in  deutscher  Sprache  ge- 
druckten algebraischen  Werke**  redet 

**)  Nach  Ghasles'  Geschichte  der  Geometrie,  deutsche  üebers.   S.  638.  Der 
Uebersetzer  war  Christoph  Auver. 

*•*)  Stifel,  Ausgabe  zu  Rudolffs  Coss,  Vorrede. 

t)  Titel:  ^.Künstliche  rechnung  mit  der  ziffer  vnd  mit  den  zal  pfeuigeo 
sampt  der  Wallischen  Practica  |  vnnd  allerley  vortheyl  aaff  die  Begel  de  Tri . .  •  • 
Alles  durch  Christoffen  Rudolff  zu  Wien  verfertiget.  —  Ich  füge  hier  gelegentlich 
bei,  dass  in  der  ersten  Ausgabe  das  Zahlwort  „Million"  sich  nicht  findet. 
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dahei  sprach  er  sich  dahin  aus,  auch  „den  hindersteüigen  theil  seines  ofiPt 
gemelten  Buchs  die  Cosz  inhaltend  |  widerumh  herftlrzuziehen  .  .  .  ynd  auch 
mit  sichtigklicher  demonstration  {  einem  jeden  yerstendig  |  auch  mit  vorhin  yn- 
erhörten  kflnsten  gespickt  |  auf  ein  newes  mittheilen'^  zu  wollen,  wie  er  ja 
auch  schon  in  seinem  ersten  Buche*)  yersprochen  hatte,  spSter  „in  kürtz 
dise  regeln  Algebre  {  in  latein  ...  in  druck  zu  geben"  und  dann  die  Be- 
weise beizufügen;  dass  er  dieses  sein  Vorhaben  ausgeführt ^  ist  höchst  un- 
wahrscheinlich, da  nirgends  dessen  Erwähnung  geschieht,  Neues  oder  Eigen- 
tbümliches  würden  wir  wohl  auch  kaum  erhalten  haben. 

Vielmehr  zu  bedauera  ist,  dass  Petrus  Apianus  (ss  Bienewitz),  „der 
Astronomei  an  der  hohen  Schule  zu  Ingolstadt  Ordinarius^',  seinen  Vorsatz 
nicht  ausgeführt  hat,  ein  Lehrbuch  der  Coss  zu  veröffentlichen.  Dass  er 
dies  wollte^  ja  dass  er  ein  solches  yielleicht  schon  ausgearbeitet  hatte, ^ 
geht  aus  einer  Stelle  der  Vorrede  zu  seinem  Bechenbüchlein  vom  Jahre 
1532  heryor,  wo  er  sagt:  „Die  Regulas  Gosse  mit  sampt  dem  Centiloquio  { 
darine  der  kern  ligt  |  werd  ich  in  kürtzer  zeit  (wil  Got)  auch  in  druck 
geben^\  Nach  der  Leistung  zu  urtheilen,  welche  uns  in  eben  diesem 
Bechenbüchlein  vorliegt  und  welche  in  mehrfacher  Beziehung  unter  gleich- 
zeitigen Leistungen  Anderer  hervorragt,  wie  ich  dies  anderwärts**)  be- 
sprochen habe,  wäre  seine  Coss  eine  yorzügliche  Handhabe  geworden  zur 
Benrtheilung  seiner  Auffassung  der  Algebra  und  damit  der  Oeschichte  der 
letzteren.    Sollte  seine  Ausarbeitung  sich  yielleicht  noch  auffinden  lassen?! 

Mit  Erwähnung  des  letzten  Cossisten  sind  wir  schon  in  das  vierte 
Jahrzehnt  des  16.  Jahrhunderts  gelangt,  und  wenn  auch  innerhalb  dieses 
Jahrzehntes  und  selbst  in  der  ersten  Hälfte  des  folgenden  wohl  noch  die 
eine  oder  andere  Bearbeitung  der  Regeln  der  Coss  veröffentlicht  worden, 
so  kann  ich  dieselben  doch  füglich  übergehen,  da  sie  Neues  oder  Erwäh- 
nenswerthes  nicht  zu  Tage  gefördert  haben.  Ich  kann  mich  deshalb  sofort 
zu  einem  Manne  wenden,  welcher  um  die  Mitte  des  16.  Jahrhunderts  mit 
seinen  schriftstellerischen  Leistungen  hervortrat  und  geradezu  als  der  Haupt- 
vertreter der  gesammten  deutschen  Mathematik  jenes  Jahrhunderts  und  als 
der  wichtigste  unter  den  Cossisten  bezeichnet  werden  kann,  zu  Michael 
Stifel  aus  Esslingen  (1487 — 1567).  Wie  Luther  war  er  ursprünglich 
AugQstinermönch ;  trat  dann  zum  Protestantismus  über  und  wurde  Pfarrer 
in  Annaberg,  musste  diese  Stelle  aber  verlassen,  weil  der  jüngste  Tag,  den 
er  aas  Eigenschaften  gewisser  der  hl.  Schrift  entnommener  Zahlen  auf  den 
16.  October  1633  prophezeit  hatte,  nicht  eintreten  wollte  und  darob  grosser 
Aufruhr  entstand;  folgeweise  dann  noch  auf  zwei  Pfarreien  thätig,  wurde 
er  endlich  1559  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  Jena.    Schon 


•)  In  der  Widmung  an  den  „Bischoff  zu  Prixen." 
**)  Vgl.  mein  „Rechnen  im  16.  Jahrhundert",  Seite  16,  22,  38,  56  u.  sonst. 
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die  angegebene  Thatsache  aus  seinem  Leben  zeigt,  dass  Stifel  zu  Aber- 
glauben und  trübem  Mysticiflmus  geneigt  war;  gleichwohl  steht  dies  in 
innigstem  Zusammenhange  mit  seiner  Vorliebe  für  arithmetische  Speculatio- 
nen  jeglicher  Art.  Deutliche  Kunde  hiervon  und  von  seinen  Erfolgen  auf  dem 
Gebiete  der  Arithmetik  gibt  sein  noch  in  Holzdorf  bei  Wittenberg  ge- 
schriebenes, doch  erst  fünf  Jahre  später  im  Jahre  1544  zu  Nürnberg 
gedrucktes  Hauptwerk  y^Arühmdica  integra^\  welchem  Melancfathon  einen 
so  schönen  Geleitsbrief  über  die  Bedeutung  mathematischer  Studien  mi^ 
gegeben  hat. 

Die  Hauptanregung  zu  seinen  Beschäftigungen  mit  Mathematik  bekam 
Stifel  durch  den  Wittenberger  Professor  der  Philosophie,  dann  der  Medidn 
Jakob  Mi  lieh  (1501  —  1559),  auch  dadurch  bekannt,  dass  er  zuerst  an 
seiner  Universität  Mathematik  lehrte;  diesem  seinen  £ifer  zu  bethätigen 
und  ihm  zu  zeigen,  wie  seine  Unterweisung  auf  guten  Boden  gefallen, 
schrieb  Stifel  das  erste  Buch  seiner  nachmaligen  Anthmetka  integra,  in 
welchem  er  im  Anschlüsse  an  das  gewöhnliche  Zahlenrechnen  und  dessen 
Anwendungen  seine  originellen  Forschungen  über  Progressionen  niederl^. 
Als  aber  der  Drucker  mit  dessen  Fertigstellung  zögerte  und  Milich  unter- 
dess  aufs  Neue  durch  glückliche  Behandlung  von  StifeFs  Frau  in  schwerer 
Krankheit  sich  dessen  Dank  erworben  hatte,  aber  Bezahlung  zu  nehmen 
durchaus  ablehnte,  kam  Stifel  „wieder  auf  seine  frühere  Art  sich  dankbar 
zu  erweisen  zurück^^  Hess  sich  sein  Manuscript  vom  Drucker  zurückgeben, 
vervollständigte  dasselbe  durch  seine  grosse  Arbeit  über  die  Irrational- 
grossen,  welche  nun  das  zweite,  und  durch  seine  Algebra,  welche  da^ 
dritte  Buch  des  ganzen  Werkes  ausmacht,  Hess  dieses  in  Nürnberg,  wo 
über  den  Druck  der  fremden  Zeichen  keine  Klage  geführt  wurde ,  drucken 
und  widmete  dasselbe  seinem  yielverdienten  Freunde  Milich,  welcher  auch 
den  Gesammttitel  vorschlug,  den  es  nun  trägt.  Und  mit  Recht  —  denn 
vorher  war  in  Deutschland  kein  Werk  erschienen,  welches  wie  diesem  den 
gesammten  Inhalt  der  Mathematik  so  umfassend  und  mit  so  vielen  neuen 
Resultaten  zur  Darstellung  brachte. 

Was  insbesondere  die  Lehre  von  der  Coss  betri£Pk,  so  hat  Stifel  das 
unläugbare  Verdienst,  die  Irrationalgrössen  ausführlicher  betrachtet  und 
gewürdigt,  die  mannich faltigen  Einzelregeln  für  das  Lösen  von  Gleichungen 
bewiesen,  sie  zugleich  aber  auch  unter  eine  einzige  Vorschrift  gebracht  und 
so  die  Allgemeinheit  der  Betrachtung  wesentlich  gefördert,  die  R^ehi  der 
Coss  in  ausgedehnterem  Masse  auf  Fragen  der  Geometrie  angewandt,  und 
auch  auf  des  Cardanus'  Bedeutung  und  damit  auf  die  des  Studiums  der 
italienischen  Mathematiker  aufmerksam  gemacht  zu  haben. 

Aber  StifeFs  Einfluss  knüpft  sich  nicht  an  seine  ArUhmäica  integra 
allein;  neun  Jahre  nach  deren  Erscheinen  behandelte  er  nochmals  die  Al- 
gebra,  indem  er  „Die  Cosz  Christoffs  Rudolffs  Mit  schönen  Exempeln  der 
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Cosz  (jebessert  vnd  sehr  gemehrt*^  im  Jahre  1553  herausgab  (gegen  1000 
Seiten  in  gross  8®),  „damit  die  getrewe  arbeyt  dises  Frommen  Christoffs 
Rudolfs  nicht  vndergehe^'.  Denn  es  war  dieselbe  schon  so  selten  gewor- 
den, das8  Stifel  hat  ,, hören  klagen  |  das  dis  Buch  der  Cosz  njendert  mehr 
fiirhanden  sej  {  so  sie  doch  das  selbig  gern  weiten  bezalen  dreifach  |  oder 
auch  vierfach/^  Gleichzeitig  übernahm  Stifel  damit  eine  Ehrenrettung  Bu- 
dolffs;  denn  wie  er  erzählt,  hatte  er  „h5ret  auff  ein  zeit  jm  grewlich  ynd 
vnchristlich  fluchen  |  das  er  die  Cosz  hatte  geschriben  |  vnd  das  beste  (wie 
der  flucher  sagt)  hette  verschwigen  {  nenüich  die  Demonstrationes  seyner 
Vn  hette  seine  Exempla  (wie  er  saget)  ausz  der  Librey  zu  Wien 
en/^  Gegen  solch  ungerechte  Vorwürfe  yeriheidigte  nun  Stifel  den, 
aus  dessen  Buch  er  selbst  „die  selbige  |  Kunst  ohn  allen'mündtlichen  ynder- 
rieht  I  verstanden  vnd  gelernet'*;  Budolff  habe  eben  gehandelt  im  Sinne  des 
Spruches  Salomonis  „Ein  Narr  schüttet  seynen  geyst  gar  ausz  aber  ein 
weyser  helt  an  sich",  und  „do  Christoff  Budolff  wolt  ein  gut  buch  schrey- 
ben  (wie  geschehen)  stund  es  bei  jhm  dreyn  zu  setzen  was  jhn  glüstet/^ 
Uebrigens  gesteht  Stifel  (fol.  171^),  dass  er  selbst  früher  „vermeynet  Chri- 
stoff Budolff  hette  von  den  DemonstVationes  nichts  gewusst*^;  ,^aber  Johann 
Newdorffer  der  Meyster  viler  berümbter  Schrifften  |  vnd  Bechemeyster  zu 
NOmberg  {  hat  mir  hereyn  in  Preussen  geschickt  {  desz  Christoffs  Budolffs 
demonstrationes  \  Wie  er  sye  selbs  mit  seyner  eygnen  band  geschriben  ] 
doch  mit  wenig  werten  |  den  die  Figuren  waren  an  jhnen  selbs  klar." 

Stifel  Ifisst  nun  in  seiner  Ausgabe  die  Schrift  Budolff's  vollständig 
abdrucken,  fügt  aber  jedem  einzelnen  Kapitel  noch  je  einen  oder  selbst 
mehrere  Anhänge  bei,  in  welchen  er  deren  Inhalt  entweder  verdeutlicht 
durch  ausführliche  Besprechung  und  Exemplificirung  oder  wo  er  denselben 
durch  eigene  Zusätze  reichhaltiger  macht.  Unter  den  letzteren  sind  beson- 
ders hervorzuheben  seine  Vereinfachung  des  „Algorithmus  der  surdischen 
Zahlen",  seine  Erläuterungen  zum  berühmten  zehnten  Buche  des  Euklid, 
seine  Wurzelausziehung  aus  algebraischen  Ausdrücken,  seine  Zusammen- 
fassung der  8  Equacionen  Budolff*s  in  eine  Begel  und  endlich  sein  Bericht 
über  die  Lösung  cubischer  Grleichungen  und  damit  sein  Hinweis  auf  das 
Studium  italienischer  Mathematiker. 

Mit  Stifel  hatte  die  deutsche  Algebra  des  16.  Jahrhunderts  ihren  Höhe- 
punkt erreicht;  er  hatte  in  seiner  Arithmetica  integra  in  mustergültiger 
Weise  einen  Kanon  der  gesammten  Arithmetik  und  Algebra  seiner  Zeit 
Mg  gestellt,  nach  welchem  die  mit  und  nach  ihm  Lebenden  in  höchst  be- 
quemer Art  sich  unterrichten  und  aus  welchem  Schriftsteller  leicht  nach  Form 
und  Inhalt  Passendes  entnehmen  und  in  ihre  eigenen  Werke  verflechten 
konnten.  Ja  viele  derer,  welche  in  deutschen  und  fremden  Landen  die 
wundersame  Kunst  der  Coss  studirten,  vielleicht  ohne  Stifel  auch  nur  dem 
Namen  nach  genannt  zu  hören,    sie   hörten  und  lasen    trotzdem    in  den 


Digitized  by 


Google 


^     20    — 

meisten  Fällen  mehr  oder  minder  wörtlich  StifeFs  Werk,  ob  nun  in  latei- 
nischer oder  deutscher,  französischer  oder  spanischer  Sprache.  Denn  grOnd- 
lich  ist  Stifel  ausgebeutet  worden  —  wie  unverschämt,  wird  das  Folgende 
zeigen. 

Als  nächsten  Nachfolger  Stifels  haben  wir  seinen  Landsmann,  den' 
Tübinger  Professor  Scheubelius  (Johann  Schejbl,  1494 — 1570)  zu  bezeich- 
nen. Nachdem  dieser  schon  1545  ein  Rechenbuch  hatte  erscheinen  lassen, 
in  welches  er  der  Üebung  wegen  z.  6.  auch  die  Berechnung  von  Seiten 
und  Diagonalen  eines  regelmässigen  Fünfeckes  aufnahm,  veranstaltete  er 
auch  (1550)  eine  Ausgabe  der  6  ersten  Bücher  EukUd's;  uud  weil  er  hierin 
vielfach  geometrische  Sätze  durch  Rechnungen  erläuterte,  so  schickte  er 
auf  76  Seiten  did  Lehren  der  Algebra  voraus.  Dieses  einleitende  Ka- 
pitel muss  vielfach  als  kurze  und  leichte  Darstellung  des  betreffenden 
Gegenstandes  erschienen  sein;  denn  ausdrücklich  hierdurch  veranlasst  ver- 
öffentlichte ein  Pariser  Verleger  im  Jahre  1551  einen  Abdruck*)  des- 
selben unter  dem  Titel  „Älgehrae  campendiose  factUsque  descriptio,  qua  de- 
promuntur  magna  Ärithmetices  miracula^^]  dieser  Abdruck  scheint  am  mei- 
sten bekannt  geworden  zu  sein.  Scheubel  weicht  zwar  in  der  Bezeichnung 
von  der  StifeFs  ab,  zeigt  sich  aber  sonst  vielfach  von  diesem  beeinflnsst, 
doch  so,  dass  immerhin  noch  von  eigener  Arbeit  die  Rede  sein  kann.  In 
^er  Behandlung  der  Irrationalgrössen  ist  ihm  offenbar  Rudolff  Vorbild,  so 
dass  gegen  Stifel  ein  Rückschritt  stattfindet;  die  Einzelheiten  werden  ge- 
eigneten Ortes  zur  Besprechung  kommen. 

War  schon  durch  Scheubers  Bearbeitung  Manches  von  dem  Inhalte  der 
ÄrUhmetica  StifeFs  ins  Ausland,  hier  zunächst  nach  Frankreich  gedrungen,  so 
wurde  dessen  Verbreitung  noch  mehr  befördert  durch  eine  wohl  im  Jahre 
1554  zuerst  erschienene,  später  aber  und  selbst  im  folgenden  Jahrhundert 
noch  vielfach  und  unter  verschiedenem  Titel  wieder  aufgelegte  Algebra  tod 
Peletarius  (Jacques  Peletier,  1517—1582).  Dieser  erwähnt**)  zwar 
Cardan  und  Scheubel  und  Stifel  und  gesteht,  von  letzterem  die  Bezeichnung 
„cossische  Zahlen"  entlehnt  zu  haben ,  ebenso  auch  ^^assez  d'autres  particuk- 
rU^^^]  aber  er  sagt  nicht  ausdrücklich,  dass  er  den  Namen  der  y^Expo- 
safUs^\  dass  er  die  Beziehung  zwischen  arithmetischen  und  geometrischen 
Progressionen,    dass    er  den  Algorithmus    der  cossischen   Zahlen  und  die 


*)  Denn  eine  eigene  Ausgabe  Scheubers  kann  dies  nicht  sein:  Kästner  und 
Scheibel  kennen  keine  besondere  Algebra  von  Scheubel,  und  es  wird  auch  nur  unter 
jener  Annahme  verständlich,  was  der  französische  Verleger  („Typographus  Ledori' ' 
vorausschickt:  ,yHunc  (lihrum)  autem  cum  seorsum  excusus  non  esset^  seiungere 
placuit ...."  —  Jedenfalls  war  vor  1645  noch  keine  Algebra  Sch.'s  erschieoen, 
da  er  in  seinem  Rechenbuche  (S.  500)  ausdrücklich  sagt :  . .  ».praesertim  Ulis  re- 
giUü  (Älgebrae)  nondum  doctrifM  nostra  dedaratis/^ 
**)  Ich  citire  nach  der  Ausgabe  von  1622. 
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sSmmÜicben  einschlägigen  Beispiele,  dass  er  die  Vorschrift  zar  Lösung  der 
Gleichungen  und  die  bezeichnende  Auffassung  derselben  atf  Wurzelaus- 
Ziehung^  dass  er  den  Begriff  und  Namen  der  negativen  Zahlen*),  dass  er 
die  Einleitung  über  die  Natur  der  Irrationalen,  die  Eintheilung  derselben 
and  ihre  ünterabtheilungen ,  ihre  BückfUhrung  auf  dasselbe  Zeichen,  die 
ganze  Aufeinanderfolge  der  Hauptabschnitte,  die  Bechnungsarten  mit  Irra- 
tionalen —  dass  er  dies  Alles  geradezu  aus  Stifel  entnommen  habe;  nur 
eine  genauere  Vergleichung  zeigt,  dass  ganze  Abschnitte  (so  S.  57 — 78, 
S.  94 — 116)  füglich  als  üebersetzungen  der  betreffenden  Abschnitte  Ton 
Stifers  Buch  bezeichnet  werden  müssen  und  dass  die  meisten  Beispiele  an 
sich  und  in  ihrer  Verwerthung  zur  Erklärung  aus  derselben  Quelle  stam- 
men; nur  einzelne  sind  Cardanus  entnommen«  Dachte  Peletier  vielleicht 
seine  Eigenthümlichkeit  zu  wahren,  wenn  er  durchgängig  statt  -f*  ^t^^  — 
die  Zeichen  p  und  m  gebrauche?  oder  wollte  er  hohe  Meinung  von  seinen 
Kfinsten  erwecken,  wenn  er  am  Schluss  seines  Buches  (S.  194)  sagt,  er 
wolle  für  jetzt  nur  noch  wenige  Beispiele  von  Stifel  geben  „en  attendant 
que  naus  facUms  un  troisieme  Uure^  de  Demonstrations  et  exemples  geamc- 
triques  et  d'inuentions  nouueUeSf  pour  la  perfection  d'Älgehre^^?  Das 
Buch  von  Peletier  hat  ja  gewiss  seine  Verdienste  als  Lehrbuch  ftir  Frank- 
reich; aber  es  ist  Pflicht  der  Geschichtschreibung  daran  zu  erinnern,  dass 
Ehre  wem  Ehre  gebührt! 

Wir  sahen,  wie  StifePs  Arbeit  sich  ihren  Weg  durch  die  Welt  bahnte, 
wenn  auch  Männer  wie  Peletier  um  Verherrlichung  seines  Namens  sich 
keineswegs  bemühten.  Immerhin  aber  erscheint  der  genannte  Franzose  noch 
achtungswerth  im  Vergleiche  zu  SbifeVs  Landsmann,  dem  bekannten  Chri- 
stoph Clavius  (1527 — 1612).  Seinem  ausgezeichneten Bechenbüchlein  vom 
Jahre  1584  Hess  dieser  im  Jahre  1608  eine  Algebra  folgen,  welche  in  der 
Gesammtausgabe  seiner  Werke,  in  deren  zweitem  Bande,  nicht  weniger  als 
181  Folioseiten  einnimmt  und  sich,  was  den  grössten  Theil  des  Inhaltes 
betrifft,  dem  ersteren  bezüglich  der  diesem  nachgerühmten^*)  Eigenschaften 
würdig  an  die  Seite  stellt,  getreu  der  ausgesprochenen  Absicht  ,,qiiae  inuo- 
lute  älii,  ego  explkcUius  exponam,  apertiiM  quae  üli  ohscwrittö  ..."  Aber 
es  wäi'e  unrecht  ^  des  Clavius  Arbeit  als  etwas  Anderes  denn  einen  Ab- 
klatsch von  Stifel's  Arithmetica  integra  zu  bezeichnen:  nirgends  geht  er, 
der  doch  Jahre  lang  in  Italien  lebte  und  lehrte  und  Bombelli  kennen  lernte 
und  Vieta's  Arbeiten  sich  musste  verschaffen  können,  über  Stifel  hinaus; 
in  Anordnung  des  Stoffes,  in  dem  erklärenden  Texte,  in  der  Wahl  der  Be- 
zeichnungen und  der  Beispiele  und  gerade  der  schönsten   unter  den  letz- 


*)  S.  83:  .jnonibres  absurdes  qui  sont  nombres  feincis  au  dessaus  derien" 
Süfel  fol.  249:  ,,numer%  ficti  infra  nihü''!! 

**)  Vgl.  mein  „Bechcen  im  16.  Jahrhundert''  S.  18  f. 
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ren  findet  sich  ein  unmittelbares  Anlehnen  an  Stifel,  oft  ein  wörÜicbes 
Abschreiben  von  dessen  SHtzen  und  Seiten.  Aber  die  Erwähnung  seines 
Vorgängers  und  Meisters?!  In  dieser  Beziehung  lesen  wir  S,  5:  „g«a 
quidem  in  re  nonnuUos  scriptores  recetUiores  seciUi  sumus'*^  und  später:  „?k- 
■rique  audorcs  pro  signo  +  ponunt  literam  P  .  .  .  sed  placet  nobis  täi  moäris 
signis^^,  und  gelegentlich  der  einzigen  Regel  zur  Lösung  von  Gleichungen: 
„.  .  «/  Ulis  collatis  cum  vnica  nostra  quid  intersUj  intelligas^'  und  jjacüe 
deprehendemus ,  vnicam  nostram  Algebrae  regulam  lange  esse  praestantiorm 
supradidis  6.  regulis  alioruvnf^  und  weiterhin:  „nos  cum  aliis  appdläbimus 
radices  secundas  notabimusque  hoc  modo  1  Ä.,  1  B,,  .  .  'S  und  sonst  Sholich 
—  also  überall  ein  absichtliches  Verschweigen  von  Stifel's  Namen,  wo  stets 
die  Redewendung  dazu  drängte  desselben  Erwähnung  zu  thun!  und  wo  er 
sich  auf  denselben  beruft  (S.  27)  als  ,,nöbilen%  Arithmeticum^^,  bei  der  Lo- 
sung der  Gleichungen  zweiten  Grades,  in  dem  Falle,  wo  Stifel  mit  Recht 
das  stete  Vorhandensein  von  zwei  Wurzel werthen  behauptet,  gerade  da 
meint  Clavius,  dass  ^^nan  semper  tUraque  radix  proposiium  proUema  schtd, 
sed  altera  tantum^'.  Wie  gesagt,  Peletier  erscheint  hiergegen  noch  achtens- 
werth,  da  er  doch  bei  gewohnter  Auslassung  jeglicher  Quellenangabe  aueh 
von  einer  Her  Vorkehrung  seiner  Bezeichnungen  und  seiner  Regeln  im 
Vergleiche  zu  denjenigen  Anderer  völlig  absieht. 

Mit  Clavius  sind  wir  bereits  in  das  siebenzehnte  Jahrhundert  einge- 
treten und  haben  uns  so  schon  ein  halbes  Jahrhundert  von  Stifel  entfernt 
ohne  dass  von  einer  weiteren  Vervollkommnung  der  deutschen  Coss  die 
Rede  sein  könnte.  Wie  wir  schon  sahen,  bestand  die  Leistung  der 
Zwischenzeit  im  Wesentlichen  in  der  Ausbreitung'  der  in  StifeFs  Werk  nie- 
dergelegten Sätze  und  Methoden.  Was  Scheubel  und  Peletier  begonnen, 
das  führten,  um  nur  wenige  Namen  zu  nennen,  Ramus  und  Salignac  und 
deren  Nachfolger  weiter  für  Frankreich  und  Deutschland ,  der  in  die  Fremde 
verschlagene  Deutsche  Menher  z.  B.  für  die  Gegend  der  heutigen  Nieder- 
lande, der  bekannte  Nunez  *)  für  seine  spanische  Heimath  und  deren  An- 


*)  Bamus  (1515—1572),  dessen  Hauptverdienste  auf  anderem  Gebiete  liegen, 
verweilte  einige  Zeit  (1569)  in  Deutschland  und  verfasate  (ob  vor  oder  nach  jener 
Zeit  ist  mir  unbekannt)  auch  eine  Algebra  in  zwei  Büchern,  wie  Kästner  berichtet 
(II,  736  und  I,  139).  —  Bernardus  Salignacus  war  ein  wahrscheinlich  ans 
religiösen  Gründen  ausgewanderter  Franzose,  aus  Bordeaux  gebürtig,  welcher 
Mitvorstand  der  dem  Grafen  zu  Waldeck  gehörenden  Schule  zu  Corbach  war  und 
als  solcher  daselbst  auch  den  mathematischen  Studien  Raum  gönnte;  unter  Bei- 
hülfe eines  gewissen  Balth.  Gerlach,  welchen  er  sehr  rühmt,  verfaaste  er  ein 
kurzes  Lehrbuch  der  Algebra  (Bernardi  ScUignaciBurdegalensis  Algebrae  lÜMri  duo. 
Francofurti  1580)^  in  welchem  er  den  methodischen  Grundsätzen  seines  Vorbüdes 
Ramus  folgte  und  worin  er  auch  die  Hauptsache  von  dessen  Algebra  aufnahm 
f„—  e  cufus  Algebra  pleraque  in  hanc  meam  transtuli  — "^.  —  Valentin  Men- 
her schreibt  selbst  aus  dem  Jahre  1565,  dass  er  „nu  ain  lange  zeit  aUhiezuAn- 
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nese;  und  damit  die  Wechselwirkung  zwischen  Deutschland  und  Italien 
nicht  fehle,  sorgte  in  der  angegebenen  Weise  Clavius. 

Mit  dem  17.  Jahrhundert  aber  und  theilweise  schon  vorher  verschiebt 
sich  allmählig  der  Schwerpunkt  des  mathematischen  Interesses  in  Deutsch- 
land. Die  mehr  und  mehr  theologische  Richtung  der  Zeit  wendet  sich  mit 
Vorliebe  jenen  mystischen  Speculationen  zu ,  welche  schon  Stifel  so  eifrig 
gepflegt  hatte,  ja  welche  sogar  der  Ausgangspunkt  seiner  arithmetischen 
Stadien  gewesen  sind  und  als  deren  Ergebniss  wir  das  merkwürdige  Buch 
zu  betrachten  haben;  das  er  i.  J.  1553  als  Anhang  zu  seiner  Ausgabe  vom 
RudolflTs  Coss  unter  dem  Titel  „Ein  sehr  Wunderbarliche  wortrechnug 
Sampt  einer  mercklichen  Erklerung  etlicher  Zalen  Danielis  vnd  der  Offen* 
barung  Sanct  Johannis*^  erscheinen  Hess,  ein  Buch,  von  welchem  er  selbst 
in  einer  Zuschrift  an  seinen  Freund  Ottendorffer  sagt:  „Denn  wo  jr  euch 
des  (d.  i.  der  Sorge  für  Veröffentlichung)  würdet  wegern  ,  und  mir  hiemit  | 
nicht  wöltet  zu  willen  werden  I  sag  ich  euch  |  das  mich  mein  leben  lang 
rewen  solte  |  alle  erbeyt  von  mir  |  an  diese  Cosz  gewandt."  Hiermit  ist  der 
Grundton  der  folgenden  Zeit  angegeben;  man  wendet  sich  auf  dem  theo- 
retischen  Gebiete  mit  Vorliebe  demjenigen  Theile  der  Arithmetik  zu,  von 
welchem  man  hauptsSchlich  Beihülfe  und  Förderung  erwartete,  der  Lehre 
von  den  Eigenschaften  der  Zahlen,  von  der  Bildungsweise  und  den  Gesetzen 
der  Polygonal-  und  Pyramidalzahlen  u.  s.  w. 

Haben  wir  damit  den  einen  Weg  bezeichnet,  welcher  vom  Studium 
und  demgemäss  von  der  Ausbildung  der  Algebra  als  Selbstzweck  hin  weg- 
führte,  so  wurde  allgemach  nicht  minder  noch  ein  anderer  begangen,    der 


torlF  (=  Anvers,  Antwerpen),  die  Jugent,  deszgleichen  andere  Liebhaber  der 
freyen  Kunst  des  Rechnens  vnd  Buchhaltes,  auch  in  der  Mathematica,  meine  ver- 
hoffens  nit  ohne  frucht,  geinstruiert  vnd  gefordert**  und  so  veranlasst  veröffent- 
lichte er  i.  J.  155Ö  „ProcticjM«  povr  brievement  apprendre  ä  Ciffrer,  et  tenir  Liure 
de  Comptes,  avec  laBegJe  de  Coss,  et  Geometrie^^ ;  in  klarer  Darstellung  und  (dem 
Beispiele  Stifers  und  Rudolff's  folgend,  deren  Namen  er  auch  erwähnt)  mit  Vor- 
fuhnmg  vieler  aus  deren  Schriften  entnommener  Ezempel  lehrt  er  die  Algebra 
und  deren  Verwerthung  für  die  Fragen  der  Geometrie.  —  Pedro  Nunez  (1492  — 
1577),  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  zu  Coimbra  und  Cosmograph 
des  Königs  von  Portugal,  schrieb  zuerst  in  portugiesischer  Sprache  ein  Werk  über 
Algebra,  übersetzte  es  dann  selbst  ins  Spanische  und  veröffentlichte  (1567)  es  zu 
AnverB  unter  dem  Titel:  j^Ltbro  de  Algebra  en  Arithmetica  y  Geometria^^,  Er  be- 
ginnt sofort  damit,  dass  der  „fin  de  la  Algebra^^  bestehe  in  den  „sets  conjugacio- 
n€8,  porque  san  tres  cof^gaciones  simples,  y  tres  compuestas'^  und  er  behandelt 
da^iü  diese  zugleich  mit  vielen  auch  geometrischen  Uebungsaufgaben  im  Wesent- 
lichen nach  dem  grossen  Werke  des  Frey  Lucas  de  Burgo,  verfehlt  aber  auch 
nicht  (fol.  324  ff.)  der  Leistungen  und  der  Streitigkeiten  des  Hieron jmo  Cardano 
und  des  Nicoiao  Tartalla  Erwähnung  zu  thun  und  ist  insbesondere  beflissen,  die 
Löanng  der  cubischen  Gleichungen  zu  geben,  wofür  er  auch  (fol.  334')  die  be- 
kannten Verse  ,jQuando  chel  cttbo  con  le  cose  apresso  . .  .*'  mittheilt. 
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gewiss  auch  von  dem  angegebenen  Sammelpunkt  entfernen  mossie.  Mit 
der  auf  Copemicus  (f  1543)  folgenden  stärkeren  Beireibung  der  Astronomie, 
die  in  Kepler  (1571  — 1630)  ihren  nächsten  Höhepunkt  erreichte,  schiebt 
sich  nämlich  das  praktische  Rechnen  mehr  und  mehr  in  den  Yordergrond 
des  Interesses :  man  bildet  die  Trigonometrie  aus ,  berechnet  für  ihren  Dieobt 
genauere  und  genauere  Tafeln,  erfindet  die  Decimalbr&che  und  die  Loga- 
rithmen und  verwerthet  sie  alsbald  in  rationeUster  Weise. 

Den  im  Vorstehenden  angedeuteten  Richtungen  mflssen  wir  nun  noch 
einen  Augenblick  unsere  Au&nerksamkeit  zuwenden. 

In  Bezug  auf  die  erstere  dieser  Richtungen  thut  sich  unter  anderen 
minder  Erwähnenswerthen  besonders  der  „ehmveste  wohlgelahrte  und  kunst- 
reiche Herr,  der  h.  R.  St.  Ulm  bestellter  Rechenmeister  und  Modist,  auch 
Reichserbtruchsässischer Faktor"  Johann  Faulhaber  (1580— 1635) herror. 
In  zahlreichen  Schriften  gibt  er  immer  und  immer  wieder  dem  Gedankoi 
Ausdruck ,  dass  „in  etlichen  Prophetischen  und  Biblischen  (Jeheimnisszahlea 
tiefer  Sin  verborgen  sei,  dass  Gott  zu  allen  Zeiten  die  Ordnung  gehalten, 
dass  er  in  den  vornehmsten  Generalprophezeiungen  über  die  Hauptverlnde- 
rungen  sich  der  Pjramidalzahlen  gebraucht,  wen  er  eine  gewisse  Zeit  be- 
stirnt. Welches  alles  den  Gelehrten  in  allerhand  Facultftten  zu  wohl- 
meinender Aufmunterung  und  Yermahnung  dienen  kan,  dass  sie  nach  dem 
ausgedruckten  und  klaren  Befehl  Gottes ^  solche  hochwichtige  Zahlen,  gründ- 
lich zu  erforschen  keinen  Fleiss  sparen,  damit  der  eigentliche  Verstand 
nach  dem  Beschluss  der  Göttlichen  Majestät  endlich  recht  an  Tag  kommen 
möge'^*)  Faulhaber  seinerseits  sucht  nun  den  tiefen  Sinn  derart  zu  er- 
gründen, dass  er  die  vielfach  induktorische  Manier  StifeFs  benützend  die 
bekannten  Zahlen  666,  1260,  1290,  1335,  2300  und  andere  als  Glieder 
von  Reihen  oder  als  Summen  von  Reihengliedern  oder  als  Summen  solcher 
Summen  u.  dgl.  auffasst,  dass  er  dafür  die  allgemeinen  cossischen  Aus- 
drücke abzuleiten  sucht  und  letztere  den  gewählten  Zahlen  gleichsetzend 
Gleichungen  höherer  Grade  bildet,  deren  Lösungen  er  dann  theils  selbst 
gibt,  theils  in  „gemein  offen  Ausschreiben  an  alle  Philosophos,  Mathematicos, 
sonderlich  Arithmeticos  und  Künstler  ganz  Europas**  von  letzteren  ta 
wissen  verlangt.  Trotz  aller  Mystik,  trotz  der  manchfachen  unerlaubten 
Verallgemeinerungen ;  trotz  dem  Wahne ,  in  dem  er  befangen  ist;  da  er 
glaubt,  seine  höheren  Gleichungen  wirklich  „gelöst'*  zu  haben,  trotz  alledem 
hat  sich  Faulhaber  immerhin  das  Verdienst  erworben,  die  Lehre  von  den 
figurirten  Zahlen  eifrigst  bearbeitet  und  dadurch  auf  diese  und  zugleich 
damit  auf  die  Lehre  von  den  cubischen  und  höheren  Gleichungen  ein  grösseres 
Publikum  aufmerksam  gemacht  zu  haben. 

Die  zweite  der  im   vorigen  Artikel  hervorgehobenen   Richtungen  der 


*)  Nach  Kästner,  Gesch.  d.  Math.  III,  116. 
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deutschen  Mathematik  des  siebenzehnten  Jahrhunderts,  die  BevorsKigung 
und  dio  weitere  Ausbildung  des  praktischen  Rechnens  nftmlich,  war  so 
wenig  als  das  Streben  nach  Zahlendeuterei  geeignet,  eine  kräftige  Weiter- 
bildong  der  deutschen  Coss  zu  befördern ;  gleichwohl  ist  auch  hierbei  einiger 
MSnner  Erwähnung  zu  thun,  welche  über  die  Leistungen  ihrer  Vorgänger 
hinausgingen.  So  werden  wir  die  Untersuchungen  zu  besprechen  haben, 
welche  der  Zeitgenosse  und  Bekannte  Kepler*s ,  der  Miterfinder  der  Decimal- 
brfiche  and  der  Logarithmen;  Jost  Bürg!  (1552 — 1632),  anstellte  über 
die  Anzahl  und  die  Aufsuchung  der  Wurzeln  von  auf  den  Kreis  bezüg- 
lichen höheren  Gleichungen ;  ebenso  werden  wir  auch  des  sonst  unbekannten 
Johann  Junge  „Erfindung**  besprechen,  d.  h.  seine  Art,  durch  Probiren 
zu  erkennen,  ob  eine  Z&hl  Wurzel  einer  Gleichung  sei  oder  nicht,  und 
ebenso  auch  die  Verbesserung,  welche  Nicolaus  Bejmers  daran  an- 
brachte, derselbe,  welcher,  dem  Cardanus  folgend,  nach  Stifel  wieder  zuerst 
(1601)  in  einer  deutschen  Algebra  die  Klassifikation  der  biquadratischen 
(and  cubischen)  Gleichungen  gab,  deren  Lösungsart  aber  nicht  veröüent- 
lichte;  wenige  Jahre  nach  ihm  (1604)  hat  erst  Faulhaber  diese  Lücke  aus- 
gefüllt. 

Die  letzten  Paragraphen  Hessen  es  klar  genug  hervortreten,  dass  die 
deutsche  Coss  im  Grunde  genommen  seit  Stifel  zum  Stillstande  gekommen 
war  und  dass  und  warum  die  Zeiten  auch  des  begonnenen  siebenzehnten 
Jahrhunderts  hierin  nahezu  keine  Aenderung  brachten.  Der  Fortschritt  der 
Algebra  knüpft  sich  um  diese  Zeit  und  für  die  folgenden  Jahrzehnte  an 
die  Namen  berühmt  gewordener  Auslfinder:  Vieta  fü];krt  in  gewaltig  be- 
deutungsvoller Weise  die  allgemeinen  Zahlzeichen  ein  und  macht  von  der 
neuen  Form  der  Algebra  ausgedehntere  Anwendung  auf  die  Fragen  der 
Geometrie;  Girard  deckt  den  Zusammenhang  auf  zwischen  der  Anzahl  und 
der  Grösse  der  Wurzeln  einer-  und  zwischen  dem  Grade,  bezw.  den  Coeffi- 
cienten  einer  Gleichung  anderseits;  Harri ot  zeigt  die  Entstehung  einer  Glei- 
chung aus  der  Multiplikation  einfacher  Faktoren  und  Schreitet  wie  Oughtred 
vor  in  der  Kunst  der  Auflösung  von  Zahlengleichungen,  üeberall  regt 
sich  da  neues  Leben  und  es  beginnt  eine  neue  Wissenschaft  heranzuwachsen ; 
aber  es  ist  dies  zunächst  nicht  mehr  die  deutsche  Coss,  und  hierin  liegt 
es  begründet,  dass  wir  der  unserer  Darstellung  vom  Wesen  und  der  Ent- 
wickelung  der  deutschen  Coss  vorauszuschickenden  üebersicht  hier  ein  Ziel 
setzen. 

6.  Gliederung*  —  Li  dem  vorangehenden  üeberblicke  wollte  ich  dem 
Leser  in  geordneter  Zeitfolge  die  wichtigsten  Persönlichkeiten  vorführen, 
durch  deren  Leistungen  die  Wissenschaft  der  Coss  theils  gefördert,  theils 
mehr  nutzbar  gemacht  und  zu  allgemeinerer  Kenntniss  gebracht  worden 
ist.  Wenn  ich  dabei  auch  schon  der  verschiedenen  Zweige  gedachte,  durch 
deren  Herauswachsen  sich  allmählich  das  Ganze  der  Coss  ausbildete,    so 
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geschah  dies  darchaus  gelegentlich  und  in  steter  Anlehnung  an  die  ein- 
zelnen Mathematiker;  es  empfiehlt  sich  aber  mit  Rflcksicht  anf  die  nach- 
folgende Einzelbehandlong  nnn  auch  den  Inhalt  der  Coss  im  üeberblicke 
vorzuführen,  dessen  Entfaltung  aufzuzeigen  und  daraus  eine  Gliederung 
des  Stoffes  zu  gewinnen. 

Wohl  durch  verschiedenartige  Aufgaben  des  praktischen  Lebens  sah 
man  sich  veranlasst,  eine  bei  denselben  gesuchte  Zahl  als  „ünbekannte^^ 
aufzufassen,  sie  gleichwie  eine  gegebene  Grösse  zu  behandeln,  also  die 
in  der  Aufgabe  vorkommenden  Rechengeschäfte  mit  und  an  ihr  durchzu- 
führen ,  um  so  zu  einer  Beziehung  zwischen  gegebenen  Grössen  und  der 
gesuchten ,  d.  h.  zu  einer  Gleichung  zu  gelangen ,  deren  Lösung  dann  zam 
gewünschten  Ziele ,  zur  Eenntniss  des  Zahlenwerthes  der  unbekannten 
führte.  Also  Lösung  und  hierzu  Behandlung  von  Gleichungen  ist  der 
eigentliche  und  ursprüngliche  Inhalt  der  Algebra.  Dies  lehrt  der  eben 
gebrauchte  und  oben  (S.  5)  erklärte  Name,  welchen  dieser  Zweig  der 
Mathematik  bei  den  Arabern  besass;  das  Gleiche  lehrt  die  eine  Benennung 
„ÄvyaktO'Kriya'^  (»ss  Rechnung  mit  der  Unbekannten),  welche  die  Inder 
ihm  gaben.  Hieraus  ist  es  auch  verständlich,  dass  der  erste  Algebrist 
der  Araber,  Mohammed  ben  Mnsa,  bei  Beginn  seines  „Algebra'^  betitelten 
Buches  sofort  den  Leser  einführt  in  die  Behandlung  der  Gleichungen  und 
nachher  erst  (ed.  Rosen  S.  21 — 35)  gewissermassen  zur  Erläuterung  zeigt, 
wie  die  vier  Grundrechnungsarten  an  Verbindungen  yon  bekannten  und 
unbekannten  Zahlen  durchzuführen  seien;  eben  daraus  wird  auch  ver- 
ständlich, wie  spätpr  manche  deutsche  Cossisten  bei  Behandlung  der  Coss 
ihre  Aufgabe  nur  oder  doch  der  Hauptsache  nach  darin  fanden,  die  Vor- 
schriften zur  Lösung  der  Gleichungen  mitzutheilen  und  durch  Beifügung 
einer  möglichst  grossen  Anzahl  von  Exempeln  den  Lernenden  in  der  Hand- 
habung jener  zu  üben.  Freilich  hatten  schon  die  indischen  Mathematiker^ 
Brahmagupta  wie  Bhaskara,  einen  feineren  Sinn  für  wissenschaftlichen 
Aufbau  ihrer  Darstellung  bewiesen,  als  sie  der  Behandlung  der  Glei- 
chungen die  Regeln  über  den  Gebrauch  der  Vorzeichen,  die  ,;arithmetischen 
Operationen  mit  unbekannten  Grössen*'  und  selbst  das  Rechnen  mit  Irratio- 
nalen vorausschickten;  aber  selbst  bei  ihnen ,  und  in  gleicher  Weise  auch 
bei  den  deutschen  Cossisten,  zumal  vor  Stifel,  wird  der  Nachdruck  in 
weit  überwiegender  Weise  auf  die  Lehren  von  den  Gleichungen  gelegt,  so 
dass  bei  Allen  —  Stifel  ausgenommen  —  die  übrigen  vorhin  erwähnten 
Kapitel  nicht  Selbstzweck  sind,  sondern  nur  als  zur  Behandlung  der  Glei- 
chungen nothwendige  Hülfsmittel  ihre  Bearbeitung  finden. 

Gleichwohl  werde  ich  der  eigentlichen  Lehre  von  den  Gleichungen  erst 
die  spätere  Stelle  einräumen  und  vorher  besprechen,  in  welcher  Weise 
unsere  Algebristen  des  16.  Jahrhunderts  eben  jene  einleitenden  Kapitel 
behandelt  haben.     Hierbei   muss  natürlich   zuerst  die  Rede  sein  von  den 
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Benennungen  und  verschiedenartigen  Bezeichnungen,  welche  sie  zur  Dar- 
stellung der  manchfaltigen  Formen  der  cossischen  unbekannten  und  zur 
Andeutung  der  Kechengeschäfte  verwendet  haben  und  wie  in  dieser  kurzen 
Kennzeichnung  für  Ohr  und  Auge  ein  freilich  ziemlich  langsamer  Fort- 
schritt zu  erkennen  ist.  Weiterhin  wird  eine  Darstellung  des  „Algorithmus 
der  Coss'^  ihre  Stelle  finden  müssen,  d.  h.  die  Angabe,  wie  und  in  wel- 
cher Ausdehnung  die  Rechnungsarten  der  gemeinen  Arithmetik  an  den 
,,za]en  der  coss  und  ihren  Charakteren"  durchgeführt  wurden;  denn  gerade 
dieser  Abschnitt  der  Coss  ist  das  damalige  Aequivalent  unserer  heutigen 
Bachstabenrechnung  und  nur  seine  genaue  Beachtung  vermag  den  richtigen 
Standpunkt  zu  gewähren,  von  welchem  aus  ein  Verständniss  für  die  ge- 
schichtliche Entwickelung  der  letzteren  gewonnen  werden  kann.  Unter 
den  verschiedenen  Bechnungsarten  nimmt  aber  die  uns  heute  unter  dem 
Namen  des  Radicirens  geläufige  in  der  damaligen  Zeit  eine  hervorragende 
Stellung  ein,  obwohl  freilich  nicht  in  der  späteren  Allgemeinheit,  dameist 
nur  WurzelgrOssen  des  2.,  3.  und  4.  Grades  zur  Behandlung  kommen ;  aber 
eben  das  Operiren  mit  solchen  Irrationalen  oder  mit  „surdischen  Grössen", 
wie  ihr  gewöhnlicher  Name  lautet,  ninmit  bei  den  Cossisten  fast  regel- 
mässig einen  besonderen  Abschnitt  6in,  und  das  Gleiche  gebührt  deshalb 
der  Behandlung  dieses  Gegenstandes  auch  in  meiner  Darstellung.  Und 
wenn  letztere,  stets  die  Förderung  des  Verständnisses  geschichtlicher  Ent- 
wickelung im  Auge  habend,  dieses  ihr  Ziel  einigermassen  erreichen  will, 
so  wird  sie  der  Frage  nach  den  Quellen ,  aus  welchen  unsere  Cossisten 
schöpften ,  nicht  aus  dem  Wege  gehen  dürfen ,  einer  Frage  ^  welche  bis  jetzt 
nur  im  Vorübergehen  angeregt,  aber,  so  weit  ich  weiss,  noch  nicht  ein- 
gehend  behandelt ^  viel  weniger  abschliessend  beantwortet  wurde. 

Dem  eben  Dargelegten  entsprechend  werde  ich  nun  den  Stoff,  welchem 
meine  Abhandlung  gewidmet  ist,  gliedein,  und  diese  in  die  folgenden  fünf 
Abschnitte  theilen: 

I.  Von  den  cossischen  Benennungen  und  Zeichen; 
II.  Von  dem  Algorithmus  der  Coss; 

in.  Von  den  surdischen  (irrationalen)  Grössen; 

IV.  Von  den  Regeln  der  Coss  (Auflösung  der  Gleichungen); 
V.  Von  den  Quellen  der  deutschen  Coss. 


I.  Von  den  cossischen  Benennungen  und  Zeichen. 

6.  Wohl  nirgends  mehr  als  in  der  Mathematik  ist  der  geistige  Gehalt  so 
innig  verknüpft  mit  der  Form,  unter  welcher  er  sich  darbietet,  so  dass 
eine  Vervollkommnung  der  letzteren  sehr  gut  auch  eine  solche  des  ersteren 
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zur  Folge  haben  kann ,  ja  dass  oft  genug  eine  Verallgemeinerung  und  Ver- 
tiefung des  Inhaltes  zumal  der  Arithmetik  erst  möglich  war,  nachdem  die 
Form  der  Darstellung  sich  geändert  hatte.  Die  Geschichte  unserer  Wissen* 
Schaft  bietet  nicht  wenige  Beispiele,  welche  hierfür  als  Belege  zu  dienen 
vermögen.  Wie,  wenn  den  Griechen  unsere  Zahlbezeichnung  zur  Ver- 
fügung gestanden  hätte,  würde  ihre  Mathematik  nicht  ein  anderes  Ansehen 
darbieten?  Und  wäre  der  binomische  Satz  möglich  geworden  ohne  diu 
verallgemeinerte  Bezeichnung  der  Potenzen?  Hätte  überhaupt  die  Mathe- 
matik der  letzten  drei  Jahrhunderte  diesen  Grad  der  Allgemeinheit  an- 
nehmen können  ohne  Vieta's  durchgreifende  Aenderung  der  Darstellung, 
ohne  seine  Einführung  der  allgemeinen  Zahlgrössen?  Deutlich  genug  zeigen 
diese  Beispiele,  denen  auch  solche  aus  der  Geschichte  der  neueren  Mathe- 
matik sich  anreihen  Hessen ,  den  innigen  Zusammenhang  zwischen  Wesen 
und  Form,  und  es  wird  deshalb  wohl  gerechtfertigt  erscheinen,  wenn  wir 
hier  an  erster  Stelle  den  von  unseren  Cossisten  gebrauchten  Bezeichnungen 
unsere  Aufmerksamkeit  zuwenden.  Ist  doch  auch  gerade  die  Form,  unter 
welcher  sich  sofort  von  Anfang  an  die  Algebra  auf  deutschem  Boden  dar- 
stellt, eines  der  charakteristischen  Merkmale,  welches  einem  Jeden  sofort 
in  die  Augen  fällt,  wenn  er  eine  Vergleichung  anstellt  mit  dem  zur  selben 
Zeit  in  anderen  Ländern  Geleisteten. 

Zu  allererst  sind  es  die  auch  heute  noch  benutzten  Vorzeichen  der 
Addition  und  Subtraktion,  +  i^^d  — ,  welche  unsere  Beachtung  verdienen*). 

In  ^Deutschland  gebrauchte  man  nämlich  diese  einfachen  Abkürzungen 
schon  längst,  als  man  in  Italien  und  Frankreich  die  Wörter  Plus  und  Minus 
noch  durch  deren  Anfangsbuchstaben  p  und  m  zu  bezeichnen  gewohnt  war; 
und  während  z.  B.  die  grossen  italienischen  Algebristen  des  sechzehnten 
Jahrhunderts,  natürlich  auch  der  Portugiese  Nunez,  ja  selbst  Bombelli 
noch  (1Ö72)  nur  die  letzte  Art  der  Abkürzung  kennen,  war  es  eine  allen 
Historikern  bekannte  Sache,  dass  Stifel  z.  B.  nur  der  Zeichen  +  und  — 
sich  bediente.  Ja  lange  Zeit  war  es  gebräuchlich**),  die  Einführung  der- 
selben geradezu  Stifel  (1544)  zum  Verdienste  anzurechnen,  bis  Drobisch 
im   Jahre   1840   darauf   aufmerksam  machte***),    dass    sich   jene  Zeichen 

•)  Im  Anfange  des  17.  Jahrhunderts  gebrauchen  Einige,  wie  Reymers  und 
Faulhaber,  das  Zeichen  -:-  und  Andere,  wie  Peter  Roth  z.  B.,  das  Zeichen  -h-  statt 
des  Minuszeichens. 

**)  Montucla  I,  474  macht  keine  bestimmte  Angabe  —  Cossali  I,  4S  sagt, 
dass  er  eine  bestimmte  Zeit  der  Einfuhrung  jener  Zeichen  nicht  Sngeben  könne, 
dass  er  sie  aber  zuerst  finde  in  dem  i.  J.  1675  erschienenen  Commentare  Xylandef» 
zu  Diophant  —  Nesselmann  S.  806  gebraucht  den  Ausdruck,  dass  man  jene 
Zeichen  „bei  Vieta  bereits"  benützt  finde  —  Arneth  S.  232  schreibt  sie  Stifel 
zu  —  Egen  II,  31  spricht  von  deren  Einführung  durch  „Rudolph  und  Stifel". 

***)  De  loamiis  Widmanni  Egerani  , .  .  compendio  arithmeticae  meraUorum . . . 
Lipsme  1840.  pag.  20. 
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schon  bei  Widman  (1489)  finden  und  dass  dieser  nur  im  Vorbeigehen 
davon  wie  Yon  einer  binlänglicb  bekannten  Sache  rede,  dass  sie  also  im 
fünfzehnten  Jahrhundert  schon  bei  den  Deutschen  im  Gebrauch  gewesen 
seien.  Ich  meinerseits  finde  eine  ßestätig^ng  hiefttr,  Drobisch's  Ansicht 
entgegen;  auch  bei  Peurbach  (t  1461):  wo  dieser  die  Regula  Falsi  erklärt^ 
verlangt  er,  dass  man  eine  gewisse  Zahl  „cum  signo  denotante  ipsum  (nu- 
memm)  fuisse  addUum  uel  diminutum^,  oder  an  einer  andern  Stelle,  dass 
man  sie  anschreiben  solle  „cum  signo  additionis  uel  dimintUUmis" ,  wobei 
freilich  Peurbach  selbst  die  Zeichen  nicht  gebraucht;  mir  scheint  es  einem 
Zwange  gleichzukommen ,  wenn  man  hierin  den  Gedanken  an  den  Gebrauch 
der  Zeichen  -|-  und  —  nicht  annehmen  wollte.  Eine  Bestätigung  hiefür 
gibt  das  aus  der  Mitte  des  15.  Jahrhunderts  stammende  und  von  Gerhardt 
aufgefundene  Wiener  Manuscript,  welches  durchgehends  jene  Zeichen  be- 
nötzt  and  die  bei  ihrer  Verwendung  zum  Addiren  und  Subtrahiren  dien- 
lichen Regeln  bereits  in  schematisch  übersichtlicher  Form  enthält.  Ueber 
die  Zeit  der  Einführung  dieser  Zeichen  und  über  den  Mann,  welchem 
diese  wesentliche  Vereinfachung  zu  danken  ist,  lässt  sich  aber  bis  jetzt 
nichts  Bestimmtes  sagen;  vielleicht  dass  noch  weitere  dem  15.  Jahrhundert 
und  früheren  Zeiten  angehörigen  Manuscripte  aufgefunden  werden,  welche 
hierüber  Aufschluss  zu  geben  vermögen.  Dagegen  hat  es  nicht  an  Hypo- 
thesen gefehlt,  die  Gestalt  dieser  Zeichen  zu  erklären;  am  einfachsten  ist 
die  Annahme,  sie  als  weitere  Abkürzungen  der  schon  für  Plus  und  Minus 
ip  und  m,  oder  ^  und  (ji)  verwandten  Abkürzungen  anzusehen. 

Gleichwie  wir  soeben  von  den  Vorzeichen  erkannten ,  dass  sie  charakte- 
ristisch sind  für  die  deutsche  Coss,  dass  aber  rücksichtlich  der  Zeit  ihrer 
Einführung  genaue  Angaben  unmöglich  sind ,  in  ganz  derselben  Weise  gilt 
dies  für  die  Zeichen  der  Unbekannten,  theilweise  auch  für  deren 
Namen,  wie  sie  bei  unseren  Cossisten  gebräuchlich  sind. 

Das  Bedürfniss  nach  solchen  abkürzenden  Bezeichnungen  für  das  Ohr 
wie  für  das  Auge  hatte  sich  wohl  schon  seit  den  frühesten  Zeiten  der  Be- 
schäftigung mit  Algebra  geltend  gemacht.  Schon  die  Inder  haben  (vgl. 
Colebrooke  S.  1 1)  für  die  Unbekannte  den  stehenden  Ausdruck  yavat  —  tavat 
(=  quantum  —  tantum,  quot  —  tot^  soviel  —  als)  und  für  deren  zweite, 
dritte,  ....  neunte  Potenz  die  folgenden  Namen:  varga,  gJiana,  varga- 
varga,  varga  -  ghana  -  ghata*) ,  varga -ghana  (oder  ghana  -  varga) ,  varga- 
varga  -  ghana  -  ghata ,  varga  -  varga  -  varga ,  ghana  -  ghana,  so  dass  also 
die  Namen  der  höheren  Potenzen  durch  Potenzirung  der  niedrigeren  ge- 
wonnen werden;  beim  Schreiben  wurden  aber  nur  die  Anfangsbuchstaben 
der  betreffenden   Namen   (also  va,  gha,   va-va,   .    .   .)   dem   Zeichen   ya 


*)  Nach  Colebrooke  (S.  5,  Annu  6)  hat  ghata  den  Sinn  von  „Produkt*'. 
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der  Unbekannten  beigefügt  und  bekannte  absolute  Zahlen  stets  darch  Vor- 
setzen von  ru  («»  rupa  ==  bekannte  Zahl)  kenntlich  gemacht. 

In  ähnlicher  Weise  nennt  auch  Diophant  die  Unbekannte  selb^^t 
aritkmos  und  deren  zweite,  dritte,  .  .  .  sechste  Potenz*)  der  Reihe  nach 
dynamis,  Jcyhos,  dynamodynamis ,  dynamökyhos^  kyhökybos^  so  dass  er  also 
die  Namen  der  höheren  Potenzen  im  Unterschiede  von  den  Indem  durch 
Multiplikation  der  niedrigeren  bildet;  beim  Schreiben  benützt  auch  Diophant 
die  Zeichen  a,  <5^,  ä*^,  66^^  dx*',  xx^  als  Abkürzungen,  zu  welchen  für 
die  absoluten  Zahlen  (monades)  noch  das  folgende  fi^  hinzutritt. 

Im  Vergleiche  hiermit  muss  es,  selbst  wenn  wir  mit  Hankel  annehmen, 
dass  Mohammed  ben  Musa  Alkharezmi  nach  einer  bei  Syrern  und  Persem 
vorauszusetzenden  Tradition  sein  Werk  über  Algebra  ausarbeitete;  selbst 
dann,  sage  ich,  muss  es  auffallend  erscheinen,  dass  bei  den  arabischen 
Schriftstellern  der  ersten  Jahrhunderte  jede  durchaus  abkürzende  Bezeich- 
nung durchaus  fehlt;  sie  stellen  den  ganzen  Verlauf  einer  Kechnung  stets 
ausführlich  in  Worten  dar,  so  dass  Nesselmann  (S.  302)  ihre  Bechenweise 
im  Gegensatze  zur  synkopirten  und  heutigen  symbolischen  Algebra  geradezu 
als  die  rhetorische  Algebra  benennen  konnte.  Später  aber  und  nach  Wdpcke"^) 
erstmals  im  13«  Jahrhundert  sind  die  Araber  dazu  übergegangen  „einen 
technischen  Gebrauch  von  Zeichen  zu  machen ,  die  zugleich  für  das  abstrakte 
Raisonnement  und  die  sichtbare  Repräsentation  dienen'^ 

Und  in  Anlehnung  an  die  Araber  haben  dann  die  Italiener  Anfangs 
(seit  1202)  auch  die  Behandlung  der  Gleichungen,  überhaupt  sSmmtlicher 
Rechnungen  ausführlich  in  Worten  durchgefUhrt ,  indem  sie  dabei  jede  ab- 
solute Zahl  mit  dem  Namen  numeniSy  die  Unbekannte  und  deren  Quadrat 
mit  den  Namen  radix  und  censiis  belegten;  später  aber  gingen  auch  sie 
zu  Abkürzungen  über,  und  so  finden  wir  bei  Lucas  Pacioli  am  Ende  des 
15.  Jahrhunderts  eine  Liste  der  Namen  und  Zeichen  der  29  ersten  Potenzen 
der  Unbekannten,  deren  Anfang  ich  hier  beifügen  will: 


numero 

n^ 

cosa 

CO 

censo 

ce 

mho 

CU 

censo  de  censo 

cc'ce 

primo  relaio 

p^,  r®. 

censo  de  cuho 

ce-cu 

secundo  relaio 

2«».  r«. 

censodecenso  de  censo 

cece-  ce 

*)  Höhere  Potenzen  als  die  sechBte  finden  sich  nicht  bei  Diophant. 
**;  Wöpcke  im  Journal  asiatique  5.  ser.  tome  IV.  1854.  p.  372. 
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Dass  diese  Bezeichnung  auch  während  des  'sechzehnten  Jahrhunderts  von 
den  Italienern  beibehalten  wurde,  beweist  uns  z.  B.  Cardanus  {opp.  IV,  p.  14). 
Bei  den  Deutschen  dagegen  finden  sich  von  früh  ab  theil weise  anders 
gestaltete  Namen  und  Zeichen  für  die  gleichen  Begriffe.  So  meldet  uns 
Badolffy  dass  „die  alten  Tuser  vorfarn  (angesehen  das  |  so  zalen  jn  gleicher 
Proportion  aufwachsen  |  wie  naturlich  vnd  gleichförmigklich  eine  gebeere 
die  andere  |  Also  das  die  drit  nach  der  ynitet  ist  ein  quadrat  |  fürbas 
aiknai  eine  darzwischen  |  die  nehist  aber  ein  quadrat  etc.  Item  die  vierde 
zal  ein  Cubic.  Damach  allweg  nach  zwejen  darzwischen  wiederumb  ein 
Cabic  etc.)  haben  nach  ernstlichem  vleiss  erfunden  die  Coss  |  das  ist  die 
rechnung  von  einem  Ding  |  vnd  die  zalen  nach  natürlicher  Ordnung  ge- 
nennet  Dragma  |  Radix  |  Zensus  .  .  .  haben  auch  je  eine  von  kürtz  wegen 
mit  einem  Charakter:  genomen  von  anfang  des  worts  oder  namens  ver- 
zeychnet'S  und  Biese  fügt  dem  bei,  dass  diese  „Zeichen  oder  Benennung 
im  gemeinen  brauch  teglich  gehandelt  werdenn'* ;  und  beide  stellen  folgende 
Liste  derselben  auf: 

Dragma  qo 

Radix  (oder  Coss)  t^  {^  bei  Widman) 

Zensus  3 

Cubus  et 

Zensus  de  Zensu  (Zensdezens)  35 

Sursolidum  (bei  Stifel:  surdesolidum)  fi  (^) 

Zensicubns  ^cC 

Bissursolidum  (Bsursolidum)  big  (Sg) 

Zensus  Zensui  de  Zensu  (Zenszensdezens)  ^^ 

Cubus  de  Cubo  cc^ 

Obwohl  diese  Liste  von  den  beiden  genannten  Cossisten  und  auch 
nach  ihnen  noch  —  von  Apian,  Menher  u.  A.  —  gewöhnlich  nur  bis  zum 
Cnbusdecubo  sich  fortgeführt  zeigt,  ist  doch  daraus  zu  ersehen,  dass  im 
Allgemeinen  die  Bezeichnung  mit  dem  oben  heiTorgehobenen  Princip  der 
indischen  übereinstimmt,  die  höheren  Potenzen  nSmlich  durch  Potenziren 
der  niedrigeren  zu  gewinnen.  Hiermit  war  es  gegeben,  die  sämmtlichen 
Potenzen,  deren  Exponenten  Primzahlen  sind,  mit  besonderen  Namen  und 
Zeichen  zu  versehen. 

Was  nun  das  Zeichen  für  die  einfache  Unbekannte  selbst  betrifft,  für 
die  Radix  oder  Coss  oder,  wie  Riese  sich  charakteristisch  ausdrückt,  für 
,,die  wurtzel  oder  das  dingk  welches  geschwengert  etzliche  Zal  zu  tragen*^ 
so  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  jenes  Zeichen  einfach  eine  Abkürzung  des 
Wortes  radix  ist,  also  ein  kleines  lateinisches  r  mit  einem  eben  die  Ab- 
kürzung bezeichnenden  angehängten  Schnörkelzuge,  und  wenn  noch  ein 
Zweifel  hieran  bestehen  sollte^  so  wird  derselbe  gehoben  durch  einen 
Einblick    in    Apian's    Rechenbuch    (fol.  Z.   3):    dieser   iSsst   geradezu    ein 


Digitized  by 


Google 


—    32     - 

lateinisches  r  drucken  nebst  einem  Anhängsel,  das  mit  dem  beim  Zeichen 
für  Cabas  (=  cQ  ^^^^  findenden  übereinstimmt. 

Eine  andere  Frage  aber  ist  die  nach  der  Zeit  der  Einführung  dieses 
Zeichens  ^.  Und  in  Bezug  hierauf  muss  ich  einer,  wie  ich  glaube,  Ter- 
breiteten  Meinung  entgegentreten,  welche  man  z.  B.  freilich  schon  vor 
Jahren,  in  folgender  Weise  formulirt  hat^}:  „Eine  Bezeichnung,  deren  Ein- 
führung mit  grösserer  Bestimmtheit  Stifel  zugesprochen  werden  kann,  ist 
die  Darstellung  der  unbekannten  Grösse  durch  r  als  Anfangsbuchstabe  von 
radix  (vgl.  Ärithm.  int,  fol.  228)/^  Davon  abgesehen,  dass  Stifel  an  der 
angegebenen  Stelle  durchaus  nicht  den  Glauben  aufkommen  lässt,  als  sei 
der  erstmalige  Gebrauch  dieses  Zeichens  ihm  zuzuschreiben,  so  beweisen 
schon  die  der  Zeit  vor  Stifel  angehörenden  citirten  Coesisten  den  Irrthnm 
jener  Meinung.  Aber  sogar  schon  lange  vor  ihnen  war  jenes  Zeichen  in 
Deutsphland  gebrSuchlich :  das  die  Vorzeichen  -j-  und  —  schon  früh  he- 
nützende  Buch  von  Widman  (1489)  ist  das  erste  gedruckte  Schriftwerk, 
bei  dem  jenes  Zeichen  (und  zwar  in  der  Form  :^)  in  der  Bedeutung  für 
cosa  vorkommt  (ib.  fol.  @);  aber  auch  die  Mitte  des  15.  Jahrhunderts  be- 
nutzt schon  dieses  Zeichen,  wie  das  schon  mehrfach  erwShnte  Wiener  Mann- 
script  beweist.  Wenn  also  an  der  angegebenen  Stelle  beigefügt  wird,  dass 
das  X  erst  80  Jahre  nach  Stifel  durch  Harriot  eingeführt  worden  sei,  so 
mag  das  von  dem  Namen  des  Buchstabens  x  nchtig  sein;  das  Zeichen 
selbst  nimmt  zu  StifeFs  Lebzeiten  schon  (z.  B.  bei  Menber)  eine  Gestalt 
aU;  in  welche  nur  der  die  Entstehung  Kennende  noch  ein  r  hineinzudeuten 
vermochte. 

Das  einem  ß  ähnliche  Zeichen  für  sursolidum^  d.  i.  ^^für  ein  taube  Zal 
die  kein  gemeinschafft  weder  mit  dem  quadrat  Noch  cubo  hat",  hat  mit 
jenem  griechischen  Buchstaben  durchaus  nichts  zu  thun;  es  ist  die  Zu- 
sammenstellung eines  langen  und  kurzen  lateinischen  s  (=  fs) ,  welche  dann 
beim  Schreiben  in  einen  einzigen  Zug  überging  und  demgemäss  gedruckt 
wurde ,  während  in  deutscher  Schrift  das  ß  dafür  eintrat.  Als  man  weiterhin 
zur  siebenten  Potenz  der  Unbekannten  gelangte,  welche  ;,kein  auszzihung 
des  quadrat  noch  cubi  hat,  sonder  die  im  seihest  gesetzt  ist"  (Biese), 
bildete  man  den  Namen  des  zweifachen  sursölidum  oder  „bissursdiduw' 
und  bezeichnete  diesen  Begriff  durch  hiß  oder  hß  (wohl  auch  ®§),  welches 
Zeichen  bei  Manchen  allmfthlig  die  Vorstellung  erweckte,  als  sei  es,  dem 
einfachen  ß  als  gleichsam  einem  aß  entsprechend,  durch  Zusammenstellung 
des  Bangbuchstabens  b  mit  ß  entstanden,  so  dass  es  in  Folge  davon  dann 
auch  als  „besursölidum"  gelesen  wurde.  Dass  man  die  Reihe  auch  weiter 
fortsetzte  als  bis  zur  neunten  Potenz  der  Unbekannten,  und  wie,  weiden 
wir  bald  sehen. 

*)  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,  IL  Jahrgang  v.  J.  1857,  S.  36^. 

Digitized  by  VjOOQIC 


-    33    — 

7.  Die  älteren  Cossisten  führen  die  in  der  letzten  Liste  aufgestellten 
Namen  und  Zeichen  ohne  weitere  Erläuterung  ein,  höchstens  dass  sie  davon 
reden,  wie  „vnser  vorfaren  die  zalen  nach  natürlicher  Ordnung  genenet*', 
oder  wie  ;;die  alten  weisen  |  welche  dan  zu  allen  zeiten  sich  haben  ernstlich 
gefliessen  |  wie  sie  möchten  erfinden  einen  kurtzen  weg  zu  vnderrichten  jre 
befolben  discipeln  oder  jünger  |  in  der  hochberümbten  kunst  Arithmetica. 
Demnach  ist  durch  sie  in  tag  bracht  die  rechnung  gesprochen  von  einem 
ding  I  oder  de  re  {  vnd  haben  in  einer  ieglichen  rechnung  anfang  gesetzt  | 
es  sei  ein  radix  vnd  darnach  geprocedirt  od'  fürtgangen  nach  laut  der 
aa%ab*'  (Grammateus). 

Im  Unterschiede  hiervon  stellt  es  sich  als  ein  Vorzug  Stifel's  heraus, 
dass  er  seine  Darstellung  der  Algebra  mit  der  Angabe  der  Bedeutung 
jener  Zeichen  beginnt,  dass  er  den  Lernenden  nicht  erst  aus  den  Bei- 
spielen den  Sinn  und  den  innem  Zusammenhang  jener  Symbole  errathen 
lässt.  Die  ursprüngliche  Entstehung  des  Namens  ,,  Wurzel '^  klarlegend 
geht  er  davon  aus,  dass  ,,bei  einer  mit  der  Einheit  beginnenden  geome- 
trischen Progression  als  Wurzel  bezeichnet  wird  diejenige  Zahl,  welche  der 
Einheit  unmittelbar  folgt  und  zwar  desshalb,  weil  alle  folgenden  Glieder 
jener  Progression  aus  dieser  wie  aus  einer  Wurzel  hervorwachsen*'  {Ar, 
int.  fol.  310}    61*  erklärt  dann,    dass  die  den  Gliedern  einer  geometrischen 

Reihe  entsprechend   benannten  und  durch  l,lae>lj,lct,ljj, 

angedeuteten  Zahlen  „Cossische  Zahlen '^  heissen,  dass  diese  „keine  be- 
stimmte Zahl  bedeuten,  noch  auch  irgend  welches  bestimmte  Verhältniss 
festsetzen*'  (ib.  fol.  235^),  und  dass  sie  nur  so  lange  „unbekannt  sind,  bis 
sie  durch  Auffindung  einer  Gleichung  gelöst  werden**.  Weiter  führt  er 
aus,  dass  die  Beihe  der  cossischen  Zahlen  sich  ins  Unendliche  erstrecke, 
wobei  jeder  einzelnen  eine  Bangzahl  („ea^ponens^J  zukomme  und  dass  aus 
eben  diesen  „Exponenten**  die  zugehörigen  „Cossischen  Zeichen** .  sich  be- 
stimmen lassen:  man  habe  nur,  falls  der  Exponent  zusammengesetzt  ist, 
diesen  in  seine  Prinrfaktoren  zu  zerlegen  („resolue  in  partes  sttas  dliquotas 
incomposilas^J  und  für  jeden  solchen  Faktor  das  ihm  zugehörige  Zeichen 
zu  setzen  (so  findet  er  z.  B.  als  „das  cossische  zeichen  an  der  drey  hun- 
dertesten  zal  der  Cossischen  progresz**  das  folgende:  ggcC^^)?  ^*1^®  aber  der 
Exponent  nicht  zusammengesetzt,  müsse  man  ausser  i^?  }>  cC  die  folgenden 
Zeichen  gebrauchen:  ß,  hß,  cß,  dß,  eß,  ....  Man  sieht,  wie  Stifel 
hier  von  der  falschen  Vorstellung  über  die  Entstehung  des  hß  ausgehend 
oder  wenigstens  unter  Anpassung  an  dieselbe  die  übrigen  Zeichen  gebildet 
hat.  Dagegen  macht  Stifel  einen  unleugbaren  Schritt  zur  Vereinfachung, 
indem  er  die  sonst  stets  durch  ein  besonderes  Zeichen  angedeuteten  abso- 
luten Zahlen  eben  nur  nach  ihrem  Ziffemwerthe  ausdrückt,  ohne  ihnen  ein 
begleitendes  Zeichen  beizufügen. 

Erwähnung  verdient  es  noch ,  dass  Stifel  in  seiner  deutschen  Ausgabe 
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von  BudolfiTs  Coss  (fol.  6(y)  ^,die  CossiBche  progresz"  in  folgender  Weise 
aufzeichnete,  bezw.  fortsetzte: 

0123456  78         9  10        11 

1  .  i2e  •  la  •  icc  •  ijj  •  IS  •  ijcc  •  1336  •  isaa  •  ^<  •  Hi  •  i^g 

12         13  14  15         16         17 

liJcC  •  15D6  •  la®6  •  Icfg  •  Igjja  •  lefe   •    „V^  so  fort  ahn  ohn  ende." 

Aber  als  ob  er  das  Unzulängliche  dieser  Bezeichnung  gefühlt  und  das 
Bedürfniss  gehabt,  im  Zeichen  selbst  den  Exponenten  der  betreffenden 
Potenz  dem  Auge  vorzuführen^  so  versucht  er  auch  noch  eine  andere, 
weiterhin  freilich  nicht  zur  Verwendung  gebrachte  Bezeichnung.  Er  fährt 
nämlich  weiter  mit  den  Worten  (Bud.  Coss  fol.  61'):  „Es  mag  aber  die 
Gossische  progresz  auch  also  verzeychnet;  werden: 

0  1  3  s  4 

1 .  131  -  la«  •  iwm  '  immi  •  etc. 

Item  auch  also: 

0  12  3  4 

1  .  1»  .  1338  •  1S5»©  •  18»8S  •    etc. 
Item  auch  also: 

0  1  2  s  4 

1  .  IS  •  166  •  1666  •    16666   •    etc. 
Vnd  80  fort  an  von  andern  Buchstaben.^^ 

Gewiss  ist  diese  Art  der  Bezeichnung  derjenigen  vorzuziehen,  welche 
acht  Jahre  zuvor  in  seiner  „Deutschen  Arithmetica.  Inhaltend.  Die  Hansz- 
rechnung.  Deutsche  Coss.  Kirchrechnung"  (1545)  zur  Verwendung  ge- 
bracht hatte.  In  dem  Bestreben  nämlich,  die  Coss  auch  dem  gesammten 
deutschen  Publikum  zugänglich  zu  machen,  führte  er  deutsche  Benennungen 
ein,  bei  denen  es  uns  freilich  gewaltig  um  die  Ohren  summt:  „Der  Algo- 
rithmus meiner  deutschen  Coss  braucht  zum  ersten  schlecht  vnd  ledige 
zale  I  wie  der  gemein  Algorithmus  {  als  da  sind  12  3  4  5  etc.  Zorn 
andern  braucht  er  die  selbigen  zalen  vnder  disem  namen  {  Suma.  Vnd 
wirt  dieser  nam  Suma  {  also  verzeichnet  |  Sum:  Als  hie  j  1  Sum:  2  sni 
etc.  ...  So  ich  aber  2  sum  :  Multiplicir  mit  3  sum  :  so  komen  mir 
6  sum  :  sum  :  Das  mag  ich  also  lesen  |  6  summe  summarum  |  wie  man 
den  im  Deutsche  offt  findet  |  suma  sumarum  ....  Soll  ich  multipliciren 
6  sum  :  sum  :  sam  :  mit  12  sum  :  sum  :  sum  :  So  sprich  ich  |  12  mal  6. 
macht  72  sum  :  sum  :  sum  :  sum  :  sum  :  sum  .  .  .*'!! 

8.  Ausser  der  zu  Anfang  des  vorletzten  Paragraphen  dargestellten  und 
weitaus  gebräuchlichsten  Art  die  cossischen  Zahlen  zu  nennen  und  zu 
schreiben  gab  es  aber  in  Deutschland  noch  andere,  welche  mehr  daiBuf 
Rücksicht  nahmen,  die  Bangstufe  der  betreffenden  Siahl  kenntlich  zu  machen. 
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Den  Versuch  StifeFs  haben  wir  soeben  kennen  gelernt.  Aber  auch  Gram- 
mateus  schon,  der  Vorlftufer  Rudolffs,  spricht  sich  aus  wie  folgt:  ,,Wan 
zalen  (wie  1,  2,  4,  8,  16,  32,  .  .  .)  sein  nach  einander  geschriben  nach 
Haltung  einer  proportion  {  so  verzeichne  ein  iegliche  quantiiet  mit  der  zal 
jrer  Ordnung  als  inn  proportione  dnpla  |  setz  vber  2  die  zal  1  |  vber  4 
schreib  2  {  auch  mach  auff  8  welche  ist  die  dritt  quantitet  3 


N. 

1 

s 

8 

4 

5 

6 

7 

1 

2 

4 

8 

16 

32 

64 

128 

Damach  sein  solche  ordentlich  zal  nach  der  proportz  gesetzt  auszzusprechen  { 
als  2  ist  die  erst  quantitet  |  4  die  ander  quantitet  |  vnd  die  drit  quantitet. 
Also  fürbass  8  etc."  Und  wird  als  „anfang  gesetzt  |  es  sei  ein  radix  .  .  . 
so  komen  mancherlei  namen   der  quantitet  |  als  |  census  |  cubus  |  census 

de  cen  etc Tnd  vil  andere  namen  sich  noch  geben  {  von  welchen 

ich  alhie  nit  weiter  wil  meidung  thun  {  sunder  meine  mejnung  für  mich 
nemen  .  .  .  endtlich  sein  disz  die  namen  welche  man  braucht  in  gegen- 
wertiger rechnung  |  als  numerus  also  geschriben  |  N.  la  •  pri  •  2a  -  se  • 
3a  •  ter  •  4a  •  quar  •  öa  •  quin  •  6a  •  sex  .  .  .  .*^  Demnach  stellt  sich  bei 
Grammateus  in  der  Form  9 ter  +  30 se  —  6pri  +  48N  dar,  was 

wir  heute  durch  9ic^   +  30ic*  -v-  6fl5    -\-  ^S       bezeichnen. 

In  einer  hiervon  etwas  verschiedenen,  doch  gewiss  minder  guten 
Weise  hat  später  Scheubel  (1551)  den  Bang  der  einzelnen  Benennungen 
auch  durch  die  Bezeichnung  ausgedrückt.  Nachdem  er  nämlich  die  ge- 
wöhnlichen cossischen  Namen  und  Zeichen  angegeben  hat,  bemerkt  er, 
dass  dieselben  sich  ins  Unendliche  erstrecken  ^  woraus  für  die  Benennung 
ein  Hindemiss  erwachse^  dass  er  also  hierfür  die  ja  auch  ins  Unendliche 
verlaufende  Beihe  der  natürlichen  Zahlen  verwerthen  wolle:  so  behält  er 
für  Numerus  das  Zeichen  q>  and  für  Badix  das  Zeichen  ra,  bei,  benennt 
dann  aber  weiterhin  j,  weil  durch  einmalige  Multiplikation  von  ra.  mit 
ra.  entstanden,  als  Frima  Quantüas,  und  entsprecheud  et,  .  .  •  ^f^t  •  •  • 
Tfa  C=  TersursoUdum) f  ...  als  Seaunda,  .  .  .,  Se^a^  .  .  .,  Decima  Quan- 
Utas  .  .  .  und  gebraucht  für  dieselben  durchgängig  die  abkürzenden  Zeichen : 

pri.^  se.y  ter.,  quar.,  quin.,  sex.,  .  .  .  .,  dec, 

So  entgeht  er  zwar  dem  Vorwurfe,  welcher  später,  z.  B.  von  Clavius, 
gegen  diese  Bezeichnung  erhoben  wird,  dass  nämlich  bei  etwaiger  Ver- 
wendung von  gewöhnlichen  Zahlzeichen  zu  diesem  Zwecke  leicht  eine  Con- 
fasion  eintreten  könne  zwischen  ihnen  und  sonst  in  der  Bechnung  vor- 
kommenden Zahlen;  aber  gleichwohl  hat  die  Folgezeit  diese  Bezeichnung 
nicht  angenommen,  sondern  ist  längere  Zeit  noch  bei  der  von  den  ältesten 
Cossisten  gebrauchten  stehen  geblieben. 

Bei  Bamus  und  dessen  in  Deutschland  lehrendem  Schüler  Salignac 
macht  sich    wieder  eine   andere  Art  der  Benennung  und  der  Bezeichnung 
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geltend,  wobei  man,  was  letztere  betrifft,  bereits  die  Vorliebe  für  das 
Griechische  bemerken  kann,  die  überall  schon  bei  Bamas  sich  zeigt,  weiterhin 
aber  bei  Vieta  sich  gewaltig  steigert.  Es  werden  nämlich  als  Namen  för  die 
auf  einander  folgenden  Potenzen  der  Unbekannten  die  folgenden  gebraucht: 
latus  (1),  quadratus  (2),  cuhns  (3),  biquadratus  (4),  solidus  (5),  qmdnül- 
cubus  (6),  secundus  solidus  (7),  triquadratus  (8),  hkuhus  (9),  sdidi  qua- 
dratm  (10),  iertius  solidus  (11),  biquadraticuhus  (12),  quartus  sdidus{\l\ 
secundi  solidi  quadratus  (14),  sölidi  cuhus  (15),  qualer  quadraius  (16), 
quintus  solidus  (17),  quadraii  hicubus  (18),  sextus  solidus  (19),  solidi  U- 
quadratus  (20).  Dabei  begründet  Salignac  das  Verfahren,  die  7.  und  11. 
Potenz,  nicht  der  4.  und  8.  entsprechend  als  hisölidum  und  trisciidumy 
sondern  als  solidum  seaindum  tertiumque  zu  benennen,  in  folgender  Weise: 
„In  hiquadrato  enim  et  bicuho  latus  quadrati  aut  cUhi  bis  Continus,  in  tri- 
quadrato  et  tricubo  latus  quadrati  et  cubi  ter  continue  eodem  modo  erui 
polest,  at  in  secundo,  tertio  quartoque  solide  latus  sölidi  semel  tantum  eruitur: 
et,  quod  in  primis  notandum  est,  älia  est  analysis  primi  solidi,  alia  secundi, 
älia  tertii."  —  Die  Bezeichnungen  sind  entsprechend  gewählt,  nämlich: 

12    3    4     5    6     7     8     9    10    11     12    13     14    15   16  17   18    19  20 

l    q    c    bq    s    qc   ßs    tq    bc,  sq    ys    bqc    ds    ßsq    sc    qq    es    qbc   ts  shq. 

Werden  nun  diese  Zeichen  mit  Zahlen  verbunden,  so  ist  eine  Zu- 
sammenstellung in  doppelter  Weise  möglich,  und  in  Bezug  hierauf  gibt 
Salignac  die  Regel:  „Si  numeri  propositis  notis  praepommtur^  pra^po^ifi 
ßguratos  numerant;  sin  postponuntur  ^  postpositi  figuratorum  vcdarem  expli- 

sl 
cant."     Dem  entsprechend  liest  er  2g,  3c,  —  bzw.  als  „duo  quadrati,  tres 

cubi,  tres  quintae  laieris  seu  tria  latera  diuisa  per  5"  u.  s.  w.,  dagegen  \% 
Xc8,  Ibql^  bezw.  als  „latus  quadrati  2,  latus  cuU  8,  latus  biquadraii  16", 
so  dass  ihm  die  Stellung  der  Zahlen  hinter  den  Zeichen  als  Wurzelbezeich- 
nung dient. 

Die  grösste  Annäherung  an  unsere  beutige  Bezeichnung  der  Potenzen 
scheint  sich  nach  Stifel  zuerst  bei  Bürgi  und  dessen  Schüler  Reymers 
zu  finden.  Der  erstere  geht  nämlich  von  der  Beobachtung  aus,  dass  der 
ganze  cossische  Progress  sich  auf  die  geometrische  Progression  stütze,  dass 
dies  aber  auch  bei  der  Logistica  astronomica  der  Fall  sei,  d.  h.  bei  der 
Rechnung  mit  Graden,  Minuten,  Secunden,  wobei  „60  die  progression<ü- 
zahl  ist^* ;  es  sei  daher  am  besten ,  wenn  man  auch  in  der  Coss  die  in  der 
Logistica  astronomica  gebräuchliche  Bezeichnung  benütze.  Bürgi  gebraucht 
deshalb  letztere  vielfach,  so  dass  er  z.  B.  unser  heutiges 

Ssfi  +  12x^  —  dx*  +  10ä;3  ^Sx^+7x  —  A 

VI       V       IV       III       n        10 

8      +12      — 9      +10      +3      +7—4 
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darstellt,  und  er  benennt  dabei  die  übergeschriebenen  Zeichen  als  „  Characte- 
ristici*'  oder  „Exponentes".  Der  die  Arbeiten  von  Keymers  benützende 
Faalhaber  kehrt  aber  wieder  zu  der  StifeFschen  Bezeichnung  zurück,  ge- 
braucht übrigens  wie  Hejmers  das  Zeichen  -i-  statt  des  Minuszeichens. 


IL   Vom  Algoritlunus  der  Coss. 

9.  Im  einleitenden  üeberblicke  habe  ich  schon  erwShnt,  dass  die  im  vorigen 
Abschnitt  angegebenen  Namen  und  Zeichen  für  die  unbekannten  und  deren 
Potenzen  nur  erfunden  wurden ,  um  innerhalb  der  Gleichungen ,  welche  zur 
Ermittelung  des  Werthes  der  unbekannten  dienen ;  verwendet  zu  werden. 
Da  aber  jede  Umformung  solcher  Gleichungen,  wie  sie  ja  behufs  Anwendung 
der  „Begeln  der  Coss'^  nöthig  wurde,  stets  schon  ein  Rechnen  mit  Aus- 
drücken war,  in  welchen  die  verschiedensten  Zusammenstellungen  eben 
jener  Symbole  vorkamen  ^  so  entwickelte  sich  neben  den  Begeln  der  Coss 
auch  der  „Algorithmus  der  Coss'*,  d.  h.  die  zusammenhängende  Darstellung 
der  Lehre,  wie  die  Rechnungsarten  der  gewöhnlichen  Arithmetik  auch  an 
den  „zalen  der  coss  vnd  iren  Charakteren^*  durchzuführen  seien.  Das  Nftm- 
liehe  meint  Rudolff,  wenn  er  sagt,  dass  der  „algorithmus  der  Coss  zu 
laiein  genent  würt  |  da  additis  et  diminutis  integrorum  vnd  in  Brüchen: 
dz  ist  von  zugesetzten  vnd  abgezogenen  zalen'S 

Naturgemäss  geht  der  mehrfach  genannte  Algorithmus,  dessen  eigent- 
liche Bestimmung  Grammateus  z.  B.  durch  die  Beifügung  „dienend  den 
regeln  Cosse*^  andeutet ,  der  Angabe  dieser  letzteren  selbst ,  also  der  eigent- 
lichen Lösung  der  Gleichungen  voraus:  so  ist  dies  in  der  That  bei  Gram- 
mateus, Rudolff,  Stifel,  Menher,  Scheubel  u.  A.  Und  meist  werden  nur 
unsere  heutigen  vier  Grundrechnungsarten  abgehandelt,  seltener  wie  von 
Stifel  auch  das  Ausziehen  der  Wurzeln. 

10.  Dass  beim  Addirenund  8ubtrahiren  nur  je  die  „zalen  gleicher 
benenung**,  „die  quantitet  eines  namens*^  vereinigt  werden  können,  findet 
sich  stets  in  gleicher  Weise  ausgesprochen;  die  Angabe,  wie  dieses  zu  ge- 
schehen habe,  macht  regelmässig  ein  Beachten  der  Vorzeichen  nothwendig. 
Hierbei  werden  gewöhnlich  die  einzelnen  möglichen  Fälle  der  Zusammen- 
stellung unterschieden,  und  zwar  entweder  so,  dass  tabellarisch  die  Ver- 
haltungsmassregeln  angegeben  werden,  wie  z.  B.  von  Rudolff,  welcher 
dem  Beispiele  des  aus  der  Mitte  des  15.  Jahrhunderts  stammenden  Wiener 
Mannscripts  folgend  vorschreibt: 


Wan  du 

snmire 

wilt 


"*">  mit  <_?  addir  vnd  schreib  ^^ 

+  \      '1.  j —\  Subtrahir  ein  zal  vö 
.  —  /  \+/  d  andern  i  schreib  zum  übrige  dz  zeiche  der  grossem. 
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Oder  es  werden  die  Einzelvorschriften  auch  zu  allgemeineren  Regeln  hierflber 
znsammengefasst,  wie  z.  B.  Grammatens  für  das  Addiren  als  ^ygemejnen 
Beschlnss*^  gibt:  „So  die  zeichen  an  einander  yngleich  sein  |  subtraliir  alle 
mal  das  kleine  von  dem  grossem  |  Vnd  zum  vbrigen  setz  der  grOsseni 
zal  zeichen." 

Ebenso  wird  auch  „die  species  der  Subtractio  wie  die  andern  geteylet 
in  etliche  regel";  so  gibt  Rudolff  z.  B.,  hierin  wiederum  der  vorhin  an- 
geführten Quelle  folgend;  die  folgenden: 

grßsser  daS. 


Wan  du 

wiU  Bub- 

trabim 


+  von  +  oder 
—  von  —  vnd 
die  ober  zal  ist 


die  vnter     I       subtrahir  vnd       I     ^®*^^® 
kleiner  dan    [  achrib  des  übrigen  |     e^e^wriche 
die  vnter     )  l 


+  von  ^  oder  widervmb  |  addier  vnd  schreib  das  zeichen 
der  obern  zal 


Bei  Stifel  macht  sich  wie  überhaupt,  so  auch  hier  das  Bestreben  geltend, 
die  nöthigen  Vorschriften  aufs  kürzeste  zusammenzudrängen;  so  gibt  er  als 
Begulae  additionis  et  subtraäionis  in  seiner  ArUhmäica  integra  (fol.  122' 
und  238^)  die  folgenden; 

1)  Eadem  signa  idem  Signum  ponunt,  niai  in  suhtractione ,  ubinumeri 
praepostere  ponuntur  (L  e,  quando  malus  ponUur  sub  minore). 

2)  Dlversa  signa  commutant  speciem,  JEtA  (f=Äddüio)  ponii  M  (=Mc{jorii} 
numeri  signmn).  Sed  ß  (=  Subtraäio)  ponit  S  C«  Superioris  numeri  Signum). 

Bequem  für  den  praktischen  Gebrauch  lehrt  er  auch  betreffs  der  Sub- 
traktion kurz  die  Vorschrift:  „Soll  ich  subtrahiren  ....  setz  die  «nge- 
zeygte  zal  flugs  hernach  mit  disem  vorteyl.  wo  ich  -j-  ^^^  I  ^^  ^^ 
jch  —.  vnd  wo  jch  —  hab  |  da  setz  ich  -f-  so  ist  das  subtrahiren  ge- 
schehen.*^ 

Entsprechend  der  allgemeinen  Sitte  der  damaligen  Zeit*)  ist  natürlich 
von  einer  Begründung  der  Bichtigkeit  solcher  Bechenvorschriften  niemab 
die  Bede. 

11.  In  Bezug  auf  die  M  u.l  t  i  p  1  i  k  a  t  i  o  n  unterscheidet  man  auch  dem  Aus- 
drucke nach  erst  um  die  Mitte  des  16.  Jahrhunderts  scharf  „Signum, 
numerus,  charader"  des  einzelnen  Gliedes  (Scheubel)  und  hebt  demnach 
hervor,  dass  „wohl  zu  mercken  ist  |  wie  der  selbig  Algorithmus  |  in  gan- 
tzen  Cossischen  zalen  |  in  sich  schleuszt  drej  Algorithmos.  Erstlich  den 
gemeynen  Algorithmum  von  gemeynen  zalen.  Zum  andern  \  den  Algo- 
rithmum  von  Cossischen  zejchen.  Zum  dritten  den  Algorithmum  diser 
zweyen  zeychen  -}*  "i^d  —  •"  (Stifel).  Dass  man  aber  bei  Multiplikation 
von  mehrgliedrigen  Ausdrücken   „alle  mal  ein  iegliche  vnder  quantitet  in 


*)  Vgl  mein  ,, Rechnen  im  16.  Jahrhundert**,  S.  9  u.  sonst 

Digitized  by  VjOOQIC 


-     39    - 

allen  obem  multipliciren  mass",  gibt  in  deutlichen  Worten  dchon  Gram- 
matens  an.  AU  Zeicbenregel  wird  überall,  jedoch  in  verschiedener  Breite 
des  Ausdruckes;  unsere  heutige  den  Indem  schon  geläufige  angegeben,  am 
kürzesten  bei  Stifel:  „Eadem  signa  pontmt  Signum  addUorum:  diuersa  uero 
Signa  ponunt  aignum  subtractomm" '^  dass  Scheubel  hierbei  schon  die  Aus- 
drficke  Signum  afjfirmatiuum  und  prituUiuum  ud  negatiuum  gebrauchte, 
darf  wohl  besonders  erwähnt  werden. 

Von  einer  irgendwie  auch  nur  plausibeln  Erläuterung  des  Qrundes 
solcher  Zeichenregel  ist  natürlich  nirgends  die  Bede,  und  Clavius  sagt 
geradezu,  nachdem  er  die  Gleichwerthigkeit  von  (—  a)  •  ( —  a)  mit  (+  a)  •  (+  «) 
hervorgehoben:  „debüitas  ingenii  humani  accusandüj  quod  capere  non  potest, 
quo  pado  id  uerum  esse  possU.^ 

Yerhältnissmässig  am  schwierigsten  war  es  damals,  wo  jede  der  Po- 
tenzen der  Unbekannten  meist  ihr  besonderes  Symbol  hatte,  in  Kürze  den 
Namen  des  Produktes  und  das  zugehörige  cossische  Zeichen  anzugeben. 
Mehrfach  findet  sich  zu  diesem  Zwecke,  der  Einmaleinstabelle  entsprechend 
gebildet,  eine  vier-  oder  dreieckige  Tafel  mit  doppeltem  Eingange,  aus 
welcher  das  Gewünschte  unmittelbar  zu  entnehmen  war,  so  bei  Grammateus, 
Rudolff;  da  aber  nach  des  letzteren  Ausdruck  „die  tafel  schwer  ist  ins 
him  zu  bringe  |  noch  schwerer  zu  behalten**,  so  war  es  auch  bei  den- 
jenigen, welche  nicht  wie  Grammateus  oder  Scheubel  die  Reihe  der  natür- 
lichen Zahlen  zur  Kennzeichnung  der  Bangstufe  .benützten,  allgemeiner 
Brauch,  die  Beihe  der  ganzen  Zahlen  anzuschreiben  und  darunter  je  die 
entsprechenden  cossischen  Zeichen :  „wan  du  dan  multiplicirst  zusamen  zwo 
qnantitet  |  so  entspringet  ein  quantitet  |  Ober  welcher  steet  die  zal  welche 
sich  erzeygt  |  wan  du  solche  obgesatzte  zal  der  zweyer  quantitet  zusamen 
za  multipliciren  addirst**,  sagt  Grammateus,  und  Budolff  kürzer  schreibt 
vor:  „um  zu  wissen  den  nam  eines  products  |  addier  die  zalen  so  gefunde 
werde  über  den  zweien  quantitetn  weih  du  mit  einander  multiplicirst*^ 
Stifel  aber,  welcher  die  übergeschriebene  Zahl  den  „Exponenten**  der  cos- 
sischen Zahl  nennt ,  kann  in  ganz  modemer  Weise  als  Multiplikations-  und 
Divisionsregel  aufstellen:  „Eocponentes  sigfwrum^  in  muUiplicatione  adde,  in 
Msione  suhtrahe,  tunc  fit  exponens  signi  fiendi"  {Ärithm.  int,  fol.  236^). 

Zur  Erläuterung  der  Schreibweise  füge  ich  die  folgenden  Exempel  bei : 

Grammateus :  Stifel : 

6pri.  +    8N 

Durch  6  J   +    8  ae  —    6 

5prL—    7K  2j   —    4 

30  se.  +  40  pri.  12  jj  +  16  cC  —  12  j 

-  42  pri.  —  56  N.  -■  24  ^  —  32  2e  +  24 

30  se.  —    2  pri.  —  66  N.  12  jj  +  16  et  —  36  j  —  32  ae  +  24 
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Salignae: 

Sehenbel: 

9«  + 

8     — 

Bl 

9pri. 

+   82V 

—   3fa 

7c  - 

Abq  — 

H 

Ise. 

—  Ater. 

—  Bpri 

—  72&g— 

64(Z  + 

24  c 

632Mar.  +  56sc. 

—  21<er. 

—  36gc 

-326S+ 

12s 

—  Z^qui. 

—  32ter.+ 

l'iguar. 

63 

s+56c 

—  216? 

— 72<er.— 

&Apn.-\-Usf. 

75?+80c --36gc— 12563  — 64^  lbquar,  +  ^Ose.  —  Sög-wi.— 125fer.--64|?ri. 

12.  Zur  Division  zunächst  der  einfachen  Potenzen  durch  einander  wird 
von  Grammateus  unter  offenbarer  Anwendung  unserer  Definition  des  Divi* 
direns  folgende  Vorschrift  gegeben:  „es  kumbt  ein  quantitet  |  welche  zal 
der  Ordnung  geaddirt  zu  der  zal  d'  Ordnung  der  quantitet  des  teilers  !  gibt 
die  ordenliche  zal  der  quantitet  die  do  geteilt  ist  worden  |  Als  wan  ich 
tejle  ein  oct.  durch  ein  tertz  |  so  ist  im  quocient  ein  quint:  dan  3  ynd 
5  gebe  8/^  Zuweilen  ist  auch  hierzu  eine  besondere  Tafel  beigefügt,  nieder 
mit  doppeltem  Eingange ;  häufiger  aber  findet  sich  eine  Vorschrift  wie  bei 
Rudolff:  „Subtrahir  die  zal  der  kleynem  von  der  zal  der  grossem  quan- 
titet.    Durch  das  übrig  wirt  kundt  der  nahm  des  Quotients.^' 

Dies  konnte  sich  jedoch  nur  auf  den  Fall  beziehen ,  wenn  ,^ein  grosser 
quantitet  diuidirt  wirt  durch  ein  kleiner^';  für  den  entgegengesetzten FaD 
aber  und  wenn  zusammengesetzte  Ausdrücke  als  Divisoren  auftreten,  ge- 
langte man  zur  Aufstellung  eines  besonderen  Abschnittes  ;,über  den  algo- 
rithmus  de  additis  et'  diminutis  in  prüchen^'  (=  „De  minutiis  cosskorum 
numeromm"  bei  Stifel),  welcher  übrigens  leicht  abzuhandeln  war:  denn 
„allhie  ist  durch  alle  species  zu  thun  |  wie  in  gemeynen  brüchen  gelert 
ist".  Wie  aber  hierbei  verfahren  wurde,  habe  ich  in  meiner  Abhandlung 
über  „das  Rechnen  im  16.  Jahrhundert"  (S.  78 — 83)  ausftlhrlich  darge- 
stellt, so  dass  ich  mich  hier  kurz  fassen  kann,  wohl  am  besten,  indem 
ich  einige  Beispiele  vor  Augen  führe. 

Addition  und  Subtraktion. 

V  Tjn  ß  tfii* 

(Grammateus):  -; f-  -; ;  „multiplicir  durch  das  creutz*  -«vnd  steht^^* 

-^     4  se     '    6  quar '  ^ 

38  quin  19  N 

24  sext  121^  * 

(B.a„^.        lil_=i„._?^a».i|l--|i. 

(Scheubel):         y— ,  —  i27^— T»ri  fe®^P^^®^®^'  duodequinqtiaffifiia m- 

meri  diuisi  in  Septem  primas  etc.  .  .  .]  in  folgender  Aus- 
führung : 
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576  ra.  —  480  j?n 
336  i?ri  576  ra  —  144  j?n 


48JV^  de  ^^  mo^neO  ^^^  *"^'  ~  ^®^^* 


12  ra  — 3 j?ri        7j>n     ^     ^     84  se.  —  21  fer. 
84  se.  —  21'ter 

(Salignac):    ^tq        10  s 

^<^     .^^ii   ..        _,   ^tq  +  lOs      ,6c +10 
—z  ad  — ^   Mus  est    — —-' -     -  vel  — -^ .  -  • 
5?         S»  16  qc  15  { 


15  gc 
Si  notas  ante  addüionem  reducas,  addUio  sie  erU: 
I  6c        10 

-FT"   ^  T-J       "5^  ^   ^T     iotuS  est     -^ — 

51^  5^^  t    5         Si  Ibl 

I  3-^         5 


152 

Maltiplikation  und  Division. 

^  .  3 .  ta      . .      8  ter        ...  24  quart     ,         ^     -  ,     ui         ^4  N 

Gnunmatens : mit  —r r  gibt  -jrz-^ —  oder  reducirt  gibt  es  zrr- 

6  se  10  quart  **       60  •  6  a  °  60  sec 

^       2N 

oder • 

5  sec 

bcheubel: -^ zu  theilen  „m"  ^—^ ist  gleich 

±2  ra  ypn 

45^er  +  60j?ri    .  ,,  24  jpri  +  32  JV^  45^er  +  60j?ri 

3b pH         "^^  36  pri         ^     2^"pri  +  S2N  ' 

Bei  solchen  Rechnungen  stellte  sich  oft  genug,  sei  es  um  das  ge- 
wonnene Resultat  oder  um  gegebene  Grössen  zu  vereinfachen^  die  Auf- 
gabe ein,  „za  reducirn  brüch  in  kleynsten  namen*'.  Diese  lösen  die 
Meisten  ohne  weitere  Erklärung;  Grammateus  aber  gibt  die  Vorschrift: 
;,Setz  die  zwen  namen  vber  einander  |  das  ist  den  namen  den  mann  teylt  | 
vnd  das  dardurch  dan  solchs  würt  geteylt  |  vnd  bring  einen  ieglichen  na- 
men einer  quantitet  in  den  nechste  vor  jm^'^  und  Stifel  unterscheidet  eine 

redudio  ad  terminos  signarum    (z.  B.  — ^T"        -   facit  — ^^ — j     und 

/                                             27  j  +  24 
eme  redudio  ad  terminos  numerorum  l  z.  B.  das  eben  gewonnene  — ^—^ 
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18.  Dem  gewöhnlichen  Zahlenrechnen  entsprechend  wird  im  Anschlüsse  an 
den  Vortrag  der  Grundrechnangsarten  zuweilen  auch  noch  die  Regel  de  tri 
sowohl  in  ,;gantzen'^  als  in  ,,brüchen'*  abgehandelt;  da  aber  diese  ganze 
Regel  der  damaligen  Zeit  im  Sinne  der  Vorschrift: 

„Das  mittel  mit  dem  hindern  multiplicir 
„Dasselbig  mit  dem  vordem  dinidier'* 

nnr  aus  der  Durchführung  einer  Multiplikation  und  einer  Division  bestand*), 
so  bedurfte  sie  fUr  cossische  Zahlen  nur  kurzer  Erläuterung;  das  Wesent- 
lichste war^  dass  ^^alhie  ist  zu  merken  das  man  hab  achtung  mit  allem 
fleisz  I  auff  die  namen  der  product  in  der  multiplication  vnd  diuision.^' 

14.  Auch  das  Wurzelausziehen  machte  zur  Zeit  der  Cossisten  einen 
Theil  des  gewöhnlichen  Bechnens  aus;  allgemein  pflegte  aber  von  diesen 
nur  das  Wurzelausziehen  aus  reinen  Zahlen  gelehrt  zu  werden  und  zwar 
nur  das  der  zweiten  und  dritten  Wurzel,  bis  Apian  und  Stifel  das  ge- 
wöhnliche Verfahren  auch  auf  höhere  Wurzeln  ausdehnten**).  Konnten 
aber  die  Wurzeln  nicht  ausgerechnet,  sondern  nur  angedeutet  werden,  so 
war  man  zu  Irrationalen  gelangt,  und  dass  es  für  das  Arbeiten  mit  solchen, 
für  die  Durchführung  der  Bechengeschäfte  an  solchen  einen  besondern  Ab- 
schnitt gab,  werde  ich  weiterhin  darlegen  (s.  u.  S.  44).  Das  Ausziehen 
der  Wurzeln  aus  cossisohen  Ausdrücken  aber,  welche  vollständige  Qua- 
drate, Guben  u.  s.  w.  sind,  wurde  gewöhnlich  übergangen  und  zwar  aas 
einem  Grunde,  der  leicht  errathen  werden  kann;  „sunt  enim  exempla  ista 
arte  fdda^  sagt  Stifel  in  einem  ähnlichen  Falle  und  so  auch  hier:  die  An- 
wendung der  Coss  führte  kaum  auf  solche  Beispiele,  so  dass  sie  kanm 
anders  als  mit  Absicht  durch  vorangehendes  Potenziren  erhalten  werden 
konnten.  So  durchgebildet  war  aber  im  Allgemeinen  der  Lehrgang  damals 
nicht,  dass  man  dem  Systeme  zu  Liebe  derartige  Einschaltungen  vorge- 
nommen hätte.  Erst  Stifel  redet  hiervon  und  erst  in  seiner  Ausgabe  von 
Budolffs  Coss  (fol.  166''),  wo  er  sagt:  „Ich  will  aber  hie  trewlich  mit- 
teylen  |  alles  was  ich  da  von  hab  |  das  Budolph  nicht  gehabt  hat  I  ich 
auch  in  meyner  latinischen  Arithmetica  nichts  davon  gesetzt'^,  und  nan 
verwendet  er  sein  a.  a.  0.  schon  dargestelltes  Verfahren  auf  das  „extra- 
hiren  der  quadrat  wurtzeln  ausz  sollichen  Cossischen  zalen'^ 

144  j  +  288  3€  +  144 , 
ebenso   auf  das  „extrahiren    der  Cubic  wurtzeln,   der  zensizensio  wartzehi 
vnd  der  sursoliden  wurtzeln  vnd  der  zensicubic  wurtzeln  .  .  •  .^^  aas  Aus- 
drücken wie  bezüglich  die  folgenden: 

1  cC  +  75  j  +  1875  ae  +  15625 

1  aj  +  100  cC  +  3750  j  +  62500  ae  +  390625 

1 6  +  125  aa  + 

•)  „Rechnen  im  16.  Jahrh."  S.  77. 
*♦)  Vgl.  meine  Abhandlung  über  „das  Rechnen  im  16.  Jahrhundert*',  8. 86- W. 
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Er  erinnert  dabei  an  die  Wichtigkeit  der  Zahlen  ^  welche  später  Bi- 
Dominalcoefficienten  genannt  wurden  und  fttgt  aueh  bei  „die  tafel  sollicher 
zalen  die  man  brauchet  zn  solliche  extrahiren  von  allerley  wurtzeln'^;  nämlich : 


Ij 

2 

1 

IcC 

3 

3 

1 

1 

las 

4 

6 

10 

16 

♦1 

i§ 

10 
20 

ö 
16 

1 

iK 

6 

6 

l 

1586 

21 

36 

35 

21 

7 

So  weyt  ist  yetzt  gnug. 

16.  War  irgend  eine  der  Beehnnngsarten  durcbgefUhrt,  so  verlangte  die 
Tom  gewöhnlichen  Rechnen  her  erworbene  und  festgewurzelte  Gewohnheit; 
die  Richtigkeit  des  Besultates  zu  prüfen.  So  findet  sich  denn  auch  meist 
eine  Anleitung  zur  Anstellung  der  Probe.  Die  ümkehrung  der  Bechnungsart 
war  hier  naheliegend  und  wurde  auch  empfohlen;  allgemeiner  aber  findet 
sich  der  Rath  und  Befolgung  des  Bathes  ;,den  radix  in  etlich  <p  zu  resol- 
niren'',  d.  h.  an  Stelle  der  unbekannten  oder  unbestimmten  irgend  wel* 
chen  Zahlen werth  zu  setzen  und  die  in  der  Aufgabe  gegebenen  ;;  zalen  in 
ire  numeros  zu  resoluiren:  multiplicir  (bezw.  addir  u.  s.  w.)  dann  ein  re- 
solotzen  mit  der  andern  |  kompt  dann  die  resolution  der  ynteristen  zal  { 
so  hast  du  recht  gemultiplicirt'^  (Rudolff). 

Um  solche  Probe  mit  grösserer  Bequemlichkeit  jedesmal  durchführen 
zu  können ;  bilden  sich  mehrere  der  Cossisten  ein  für  allemal  eine  hiefUr 
geeignete  tabellarische  Zusammenstellung,  wie  etwa  die  folgende: 


2 

4 

8 

16 

32 

64 

128 

i 

i 

tjV 

Vr 

rb 

3* 

12i 

m 

15(Vy 

• 

7 

49 

343 

2401 

16807 

AuB  dieser  entnehmen  sie  dann  zum  Zwecke  der  Probe  die  verschiedenen 
Potenzen,  setzen  dieselben  in  die  Bestandtheile  der  bei  der  Aufgabe  zur 
Betrachtung  gekommenen  Werthe  ein  und  sehen,  ob  so  dasselbe  Resultat 
sich  ergibt,  wie  wenn  sie  diese  Einsetzung  in  dem  Ergebnisse  der  Auf- 
gabe einsetzen. 
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m.  Von  dem  Rechnen  mit  Irrationalen. 

16.  Gleichwie  schon  in  früher  Zeit  die  Anwendung  des  pythagoreischen 
Satzes  auf  die  Irrationalen ^  zunächst  des  zweiten  Grades,  geführt  hatte, 
so  ergab  die  Benützung  der  algebraischen  Kunst  zur  Lösung  geometrischer 
Aufgaben  die  Noth wendigkeit;  Wurzelgrössen  in  Betracht  zu  ziehen,  deren 
Badicanden  die  Unbekannte  allein  enthielten  oder  aus  ihr  und  aus  bekannten 
Grössen  zusammengesetzt  waren.  Mit  solchen  Ausdrücken  mussie  man  zu 
rechnen  verstehen,  wenn  man  Gleichungen  lösen  wollte;  und  als  gar  in 
Deutschland  die  Unbekannte  und  deren  Potenzen  durch  einfache  Zeichen 
ausgedrückt  wurden  und  diesen  andere  Zeichen  wie  die  für  Plus  und  Minus 
und  die  Wurzelzeichen  selbst  sich  zugesellten,  da  nahmen  jene  früher  aus- 
führlich mit  Worten  geschriebenen  Ausdrücke  mehr  und  mehr  sjrmboUsche 
Gestalt  an  und  es  bildete  sich^  freilich  erst  spät,  ein  besonderes  Kapitel 
der  Algebra  aus,  in  welchem  die  Durchführung  der  Bechnungsoperationen 
mit  solchen  Symbolen,  also  der  Algorithmus  der  cossischen  Irrationalen 
gelehrt  wurde. 

Es  war  naturgemäss,  dass  sich  dieses  Bechnen  auf  der  Grundlage  und 
nach  dem  Vorbilde  des  Algorithmus  der  numerischen  Irrationalen  aus- 
bildete; eben  deshalb  erscheint  es  mir  geboten,  zuvor  diesem  letzteren 
eine  eingehendere  Betrachtung  zu  widmen,  um  so  mehr  als  uns  diese  eine 
gar  nicht  unbedeutende  Leistung  der  deutschen  Cossisten^  zumal  Stifels, 
aufweisen  wird^  von  welcher  aus  die  allgemeine  Arithmetik  Antrieb  zu 
ihrer  weiteren  Entwickelung  empfing. 

Von-Alters  her  war  es  überkommen ,  im  Wesentlichen  nur  die  zweite^ 
dritte  und  vierte  Wurzel  aus  Zahlen  zu  benützen,  da  diese  für  die  Be- 
dürfnisse der  Arithmetik  und  Geometrie  vollständig  ausreichten  und  nur 
sie  einer  geometrischen  Deutung  fähig  waren.  Auf  diesem  Standpunkte 
finden  wir  auch  Budolff,  den  ersten  unserer  Cossisten,  welcher  den 
Wurzelgrössen  eine  besondere  Behandlung  angedeihen  lässt.  Aber  gleich- 
wohl zeigt  schon  in  seinem  Werke  die  deutsche  Coss  einen  grossen  Vor- 
sprung vor  der  der  Italiener,  da  sie  den  Begriff  der  Wurzel  bereits  durch 
ein  eigenes  Zeichen  anzudeuten  gelernt  hatte.  Gewöhnlich  wird  diese  Auf- 
stellung des  neuen  Zeichens  V  eben  dem  genannten  Budolff  als  seine  Er- 
findung zugeschrieben"*).  Aber  davon  abgesehen,  dass  er  selbst  hicYon 
gar  Nichts  meldet,  findet  sich  in  dem  Manuscripte  der  Coss  von  Biese, 
das  ja  noch  vor  Veröffentlichung  von  Budolff's  Buch  geschrieben  ist*^), 
übrigens  nur  Anleitung  zur  Lösung  von  Gleichungen  gibt,  in  dieser  findet 
sich  ebenfalls  jenes  Zeichen.     Dass  übrigens  auch  schon  in  der  Mitte  des 


*)  Ich  selbst  war  noch  dieser  Ansicht  in  meinem  „Bechnen  im  16.  JahrhundeTt'\ 
•*)  Beriet,  S.  16  f.    So  z.  B.:  ^36  S  wird  citirt  als  „das  pnnct  vor  den  SS*)«. 
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15.  Jahrhunderts  ein  besonderes  Zeichen  für  die  Quadratwurzel  gebraucht 
wird,  beweist  das  mehrfach  erwähnte  Wiener  Manuscript.  In  diesem 
schreibt  die  unten  noch  anzuführende  neunte  und  zehnte  Regel  vor,  man 
solle  beim  Quadriren  einer  Quadratwurzel  den  yor  der  betreffenden  Zahl 
stehenden  „PunkV^  einfach  weglassen.  Damals  diente  also  ein  einer  Zahl 
vorgesetzter  Punkt  als  Quadratwurzelzeichen;  welches  beim  Schreiben  dann 
wohl  in  einen  Punkt  mit  angehängtem  Strichlein  überging.  Während 
dann  Biese  nur  das  einfache  Zeichen  y  für  die  zweite  Wurzel  gebraucht, 
bemerken  wir,  dass  Rudolff  ,;Yermerckt  von  kürtz  wegen  radix  qua- 
drata  mit  solchem  Charakter  y.  Als  f^4  •  bedeutet  radicem  quadratam 
ansz  4  •  ist  2,^'  „radix  cubica  würt  bedeut  durch  solchen  Charakter  0^^\  und 
,,radicis  radix  |  das  ist:  radix  quadrata  ausz  der  geuirten  wurtzl  würt  ver- 
merkt durch  solchen  Charakter  Ol^^\  dagegen  benützt  Budolff  fUr  die  zu- 
weilen erwähnten  höheren  Wurzeln,  wie  für  „Badix  cubica  ausz  der  radix 
von  radice  |  oder  radicis  radix  von  radice  cubica  *S  keine  besonderen 
Zeichen. 

Budolff  macht  unter  den  Badicanden  „dreierlei  vnterscheidt.  Die  ersten 
werden  gesprochen  racionaln  |  sein  wolgeschickte  zalen  |  hat  je  eine  in 
Sonderheit  radicem.  als  in  quadratis  4  vnd  9.  in  cubicis  8  vnd  27  etc. 
Die  andern  werden  genent  comunicanten  |  sein  mittermessig  zalen. 
haben  nit  radicem  sunder  wan  sie  in  der  proporcion  am  kleinsten  ge- 
macht sein:  werde  sie  racional.  als  8  vn  18  kleiner  gemacht  |  geben  4 
ynd  9.  Die  dritten  heissen  irracionaln  |  sein  gantz  vngeschickte  zalen. 
haben  nit  radicem  |  werden  auch  nit  racional  wen  sie  in  der  proporcion 
am  kleinste  gemacht  sein  |  als  14  vnd  12.^^ 

Wie  nun  mit  den  Wurzeln  aus  solchen  Badicanden  die  verschiedenen 
Rechnungsarten  durchzufahren  seien ,  lehrt  Budolff  im  Einzelnen,  indem  er 
zuerst  den  ,;  algorithmum  zum  latein  genent  de  surdis  quadratorum  ^'  be- 
handelt. Wie  nämlich  schon  Leonardo  Fibonacci  (1202)  das  Wort  surÖMS, 
Termuthlich  die  Uebersetzung  der  arabischen  üebersetzung  des  griechischen 
Kunstwortes  aXoyoq  oder  a^^rixog  gebraucht,  so  benützen  dieses  auch  seine 
Landsleute  der  folgenden  Zeit  und  so  auch  unser  Budolff.  ,;Numerus  surdus 
hejsset  nämlich  ein  zal  ausz  welcher  nicht  möglich  ist  radicem  zu  extra- 
hiren  vn  doch  nicht  dest  weniger  solliche  radix  verzeychnet  wirt."  Das 
Addiren  und  Snbtrahiren  der  Quadratwurzeln  lehrt  er  wie  die  Jahrhun- 
derte vor  ihm  in  einer  Weise,  welche  wir  heute  kurz  durch  die  Formel: 
/o  +  J^6  =  Va  -\-  h  ^Viah  andeuten  können;  er  aber  muss  deren 
Inhalt  ausführlich  in  Worten  darstellen:  „Thu  zusamen  die  quadrat  |  das 
collect  behalt  |  darnach  multiplicir  ein  quadrat  mit  dem  andern  |  das  darausz 
komen  bt  |  multiplicir  mit  4  •  Badicem  quadratam  disz  letsten  products  | 
thu  zum  erst  behaltnen  collect  |  Badix  quadrata   diser  sum  erfüllet  deyn 
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begeren  |  vnd  zeygt  an  die  suma  bejder  wurtzeln."  Docb  lehrt  er  aueh 
„ein  andern  wegs  wie  man  Cofäunicanten  eumiren  mög^^ :  „Bedncir  sye  in 
die  kleynste  zalen  yhrer  proportz  |  so  komen  zwo  qaadrat  zalen  |  Deren 
wurtzeln  thu  zusamen  |  das  da  köpt  das  quadrir  |  Das  qaadrat  multiplicir 
mit  der  mensur  oder  zal  |  durch  welche  deyne  zalen  sind  gebracht  in  die 
kleinste  zalen  jhrer  proporüon.  Radix  quadrata  dises  prodncts  berichtet 
dich"  —  also  nach  der  Formel:  j/c^  -f-  V^^c  =  "/{a  +  &)*  •  c  . 

In  einem  weiteren  besonderen  Abschnitte  von  dem  „Algorithmas  zu 
Latin  gesprochen  de  surdis  cubicorum**  behandelt  dann  Budolff  das  Rechnen 
mit  Cubikwurzeln.  Rücksichtlich  des  Addirens  unterscheidet  er  die  vorhin 
schon  angegebenen  drei  Fälle :  ,,Sind  die  cubic  wurtzeln  racional  |  extrahir 
die  wurtzeln  |  addir  eine  zur  andern";  ,,sind  sye  jrrational  vnd  sind  nicht 
comunicanten  |  addir  sye  durch  das  zeychen  +";  „sind  sye  aber  comuni- 
canten  |  so  reducir  sye  |  das  yhr  proportio  stehe  in  den  kleynsten  zalen 
darinen  sye  razional  werden.  Da  addir  dan  ein  wurtzel  zur  andern  das 
collect  multiplicir  in  sich  selbst  cubica  |  den  Cub  multiplicir  weyter  \  mit 
der  gröszten  mensur  |  durch  welch  die  comunicanten  sind  in  das  klejnst 
gebracht  |  Radix  cubica  dises  letsten  products  zeygt  an  die  suma  beider 
wurtzeln.  Als  Ich  wil  addiren  Oi^lG  zu  0^54  ist  die  gröste  mensura  af'2 
komen  a^8  ynda^27.  Das  ist  2  vnd  3.  suma  beyder  |  thut  5.  Die  multip- 
licir in  sich  selbs  cnbica  |  macht  o/i/  125.  die  multiplicir  mit  GH^2  |  der  gras- 
ten mensur  komen  CM^  260.    Beschleusset  beyde  wurtzeln  Of^lB  vn  dl^öi." 

Aber  Rudolff  lehrt  auch  noch  „Ein  andere  weyse  zu  Addiren,  welche 
wir  in  dem  Bilde:  ^+  ^=  ^a  +  6  +  3  (^ä)*-  fh  +  3  -  j/cTiM 
vorführen;  er  schreibt  auch  wieder  ausführlich  vor:  „Thu  zusamen  die 
Cubic  I  behalt  das  Collect.  Darnach  schreyb  die  wurtzeln  neben  einander. 
Vnd  vber  yede  yhre  quadratzal  {  Triplum  yedes  quadrats  {  multiplicir  creutz- 
weys  mit  der  anderen  wurtzel  |  die  zwey  product  addir  zum  erstbehaltenen 
collect  I  Radix  cubica  dieser  letsten  suma  zeygt  ahn  beyde  wurtzeln^'  —  sagt 
dann  freilich  hievon:  ,;Will  dir  sollichen  weg  nicht  mehr  den  angezeygt  |  Tnd 
dich  da  mit  gar  nichts  beladen  haben^S  oder,  wie  Stifel  später  (Ausg.  von 
Rud.  Coss  fol.  103')  erläuterte,  „das  er  selbs  nicht  darzu  rath'*. 

Seine  Anleitung  zur  Multiplikation  und  Division  enthalten  unsere  heu- 
tigen Formeln:  p^f^b  ^^f^wh  und  p^;  f^b^^*  p'a:  b. 

In  entsprechender  Weise  handelt  dann  ein  weiteres  Kapitel  von  dem 
„Algorithmus  zu  latin  genenet  de  surdis  quadratornm  de  quadratis^*;  ein 
üebergreifen  in  die  früheren  wird  höchstens  nöthig,  wenn  nicht  ;,gleicfa- 
förmigklich  denominirte  zalen'*  multiplicirt  oder  dividirt  werden  sollen: 
dann  sind  dieselben  „vnter  gleiche  benenung  zu  bringen",  zu  welchem  Zweek 
das  bekannte  Verfahren  gelehrt  wird. 

Eingehender  als  seine  Vorgänger  behandelt  Rudolff  auch  den  „algo- 
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rithmnm  za  latein  genennt  de  binomÜB  et  residuis^*,  indem  er  Euklid  fol- 
gend unter  Binomium  ein  „zwinämig  zal  |  fUrend  mit  ir  das  zeichen  -|- 
Als  5  -^  )/7  ^^,  unter  Residuum  aber  „auch  ein  zwinämig  zal  gebunden  mit 
dem  zeichen  —  Als  ö  —  j/l  "  versteht.  Solche  durch  die  Rechnungsarten 
zu  verbinden,  bedarf  es  zunSchst  der  Kenntniss  der  Regeln  von  den  Zeichen, 
welche  ich  oben  (S.  38)  mitgetheilt  habe:  im  Einzelnen  ist  beim  Addiren 
und  Subtrahiren  zu  beachten,  dass  „die  absoluten  zaien  zu  einander  vnd 
darnach  die  denominirten  zalen^^  für  sich  addirt  werden,  beim  Dividiren 
aber  „mustu  mercke  auff  dreierley  vnterscheidt  der  teuer.  Nemlich  ob  der 
teuer  ist  ein  eintzige  denominirte  zal  oder  ein  eintziges  absolut  oder  ob  er 
ist  ein  binomium  oder  residuum."  Im  letzten  Falle  soll  man  „die  zal  so 
geteilt  werde  sol  vn  auch  den  teiler^*  mit  dem  Residuum  bezw.  Binonium 
moltipliciren,  wodurch  der  Theiler  zu  einem  ,;absolu tischen  ^^  werde  (nach 
Ead.  YII,  17),  d.  h.  es  sei  die  Formel  anzuwenden:     » 

yä+j/h  a  —  b' 

Alle  diese  Vorschriften  werden  jedoch  von  Rudolff  durchaus  ohne  Be- 
weise mitgetheilt,  höchstens  einmal  mit  einem  Hinweise  auf  Euklid  begleitet. 
Dem  beim  Zahlenrechnen  gebrftuehlichen  Verfahren  entsprechend  *)  gibt  er 
aber  zum  Schlüsse  stets  eine  „Gemein  prob  über  alle  species'^  und  es  be- 
steht diese  darin,  die  Wurzeln  wirklich  auszurechnen  und  so  die  Richtig- 
keit des  erlangten  Resultates  zu  bestätigen;  obwohl  nun  aber  „in  comuni- 
canten  vnd  irraconaln  nit  möglich  ist  |  dz  man  die  wurtzl  volkumlich  ausz- 
ziehe  |  jedoch  mag  die  radix  so  gnaw  gesucht  werden  |  das  sie  allen  zweifl 
kinwegneme". 

Ich  hob  hervor,  dass  Rudolff  jeder  der  von  ihm  betrachteten  drei  Arten 
von  surdischen  Grössen  eine  besondere  Behandlung  zu  Theü  werden  lässt; 
doch  hat  er  selbst  die  Bemerkung  gemacht  (Fol.  F""),  „das  nit  hoch  von 
nöte  wer  gewesen  |  die  species  jedes  algorithmi  in  sunderheit  zu  erklären", 
er  ftlhlte  also  wohl  die  Gleichartigkeit  des  Inhaltes,  offenbar  aber  fehlte 
ihm  die  Form,  derselben  vermittelst  einer  allgemeineren  Bezeichnung  Aus- 
druck zu  geben. 

Es  sollte  noc^  lange  dauern ;  bis  diese  gewonnen  war;  doch  Stufe  um 
Stofe  sieht  man  in  den  folgenden  Zeiten  die  Annäherung  sich  vollziehen. 
Und  gerade  um  diesen  stufen  weisen  Fortschritt  beurtheilen  zu  können, 
wäre  uns  Apian's  Darstellung  der  Goss  von  grosser  Wichtigkeit;  denn 
der  Gehalt  seines  Rechenbuches  überhaupt,  insbesondere  sein  neues  Ver- 
fahren,, die  fünfte  tmd  höhere  Wurzeln  auszuziehen**),  geben  uns  die  Be- 


*)  VgL  mein  „Rechnen  im  16.  Jahrhundert",  S.  67. 
**)  Vgl.  mein  j^chnen  im  16.  Jahrhundert'*,  S.  77  f. 
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rechtigung  zu  der  Annahme,  dass  seine  Goss  uns  manches  Neue  geboten 
haben  würde. 

17.  So  sind  wir  genöihigt,  nach  dem  Erscheinen  von  BndolfiTs  grond- 
legendem  Buche  über  die  Coss  volle  drei  Jahrzehnte  unmittelbar  zu  über- 
schlagen, da  meines  Wissens  kein  Schriftwerk  existirt,  welches  in  dieser 
Zwischenzeit  die  Algebra  behandelte.  Wir  wenden  uns  sofort  zu  dem  be- 
deutendsten deutschen  Cossisten  des  16.  Jahrhunderts,  zu  Michael  Stifel. 

Im  zweiten  Buche  seiner  ArUhmetica  inteffra  und  später  nochmals  in 
seiner  Ausgabe  von  BudolfTs  Coss  hat  Stifel  die  Lehre  von  den  Irrational- 
grossen  ausführlich  bearbeitet  und  in  mehrfacher  Weise  gefördert.  Znn&chst 
machte  er  durch  seine  Art  der  Bezeichnung  den  ersten  Schritt  zu  einer 
allgemeineren  Auffassung  der  Wurzelgrössen  und  zu  mehr  gleichfSrmiger 
Behandlung  derselben  in  der  Rechnung.  In  seiner  „deutschen  Arithmetica" 
und  zwar  in  dem  ^,angehenkten  zusatz  {  von  erdichten  zale  |  die  man  nenet 
Irrationales"  gebraucht  er  zwar  im  Anschlüsse  an  BudolfF  für  die  2.,  3., 

4.  Wurzel  bezw.  die  Zeichen  7/%/%/  1  welche  stets  den  betreffenden  Zah- 
len vorgesetzt  werden ;  aber  in  der  ein  Jahr  früheren  Aritkmetica  itiiegra  war 
er  schon  über  Budolff's  Bezeichnung  hinausgegangen.  Während  nänodich 
Budolff,  wie  wir  sahen,  das  vor  ihm  schon  vorhandene  einfache  Wunel- 
zeichen  durch  Vorsetzen  eines  oder  zweier  Striche  geeignet  machte,  anch 
die  vierte,  bezw.  dritte  Wurzel  anzudeuten,  zur  Bechnung  mit  hCheren 
Wurzeln  aber  nicht  aufstieg,  konnte  sich  Stifel  bei  seinem  Streben,  auch 
höhere  Wurzeln  in  ähnlicher  Weise  symbolisch  zu  bezeichnen,  hieran  nicht 
genügen  lassen:  er  behielt  nur  das  überkommene  einfache  Wurzelzeichen 
bei;  fügte  aber  demselben  unmittelbar  rechts  nachfolgend  eines  derjenigen 
Symbole  zu,   welche  nach  allgemeiner  üebung  die  verschiedenen  Potenzen 

der  Unbekannten  bezeichneten,    so  dass  Vhi  KcC,  V^y  K61 ^^^ 

Zeichen  für  die  2.,  3.,  4.,  5.,  .  .  .  Wurzel  sind  (fol.  109  der  Ar.  %ni.\ 
„doch  werde  ich"  —  sagt  er  in  seiner  Ausgabe  von  Budolff's  Coss,  fol.  82' 
—  „dises  zeychen  V*  a^cl^  offt  brauchen  für  dises  zeychen  Kj  •  vmb  knrtze 
willen".  Ja  der  Gleichförmigkeit  wegen  stellt  er  zuweilen  selbst  gewöhn- 
liche rationale  Zahlen  in  Gestalt  von  Wurzelgrössen  dar  und  gebraocht 
dabei  ^0  als  Zeichen,  so  dass,  was  wir  heute  y^  schreiben  würden,  bei 
ihm  sich  in  der  Form  ^06  darstellt,  j^quod  signat  nüOam  esse  fadmdam 
muUipUccUionem'^  (Ar.  int,  fol.  115').  Und  dass  er  selbst  diese  neue  Be- 
zeichnung erdacht  und  dass  er  sich  des  hohen  Werths  derselben  wohl  be- 
wusst  war,  geht  aus  seinen  Worten  hervor,  wenn  er  sagt:  y^Neque  enim 
ego  talia  legendo  didiäj  sed  sola  ohsueratiane  rerum  inteUexi,  et  signorum 
heneficio  (quae  in  hunc  i^sum  mihi  adauxi)  memariae  commendaui^  ita  tU  in 
Omnibus  ccUculationibus  meis ^  signa  mihi  uhique  sint  regulae  (Ar.  int. 
fol.  246^).     Und  später  (Bud.  Coss  fol.  83')  rühmt  er  mit  Becht  von  sei- 
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ner  Bezeichnung:  „Nu  sind  meyne  zeychen  vil  bequemlicher  vnd  bedeut- 
licher denn  desz  Christophori.  Sind  auch  vollkomener  den  sye  begreyffen 
allerley  zalen  snrdischer  rechnungen  |  Als  da  sind  ]^gl2  •  ^gcC13  •  ^Sgl4 . 
^^33 15  vnd  so  fort  ahn  ohn  ende'S  und  er  hebt  es  rühmend  hervor,  dass 
,,sollicher  surdischer  zalen  verzeychnisz  erreychen  desz  Christophori  zeychen 
nicht  I  vnd  gehören  sye  doch  auch  in  diso  handlung*^ 

Und  Solches  leistete  Stifel  zu  einer  Zeit,  als  die  sonst  so  sehr  voran- 
geschrittenen Italiener  noch  auf  derselben  Stufe  sich  befanden,  welche  schon 
das  vorangegangene  Jahrhundert  erreicht  hatte,  ja  zu  einer  Zeit,  wo  einer 
der  berühmtesten  italienischen  Algebristen,  Cardanus,  noch  Bedenken  trug 
den  Begriff  der  Wurzel  über  den  der  dritten  Wurzel  hinaus  auszudehnen  *). 

Eben  durch  diese  unbeschränkte  Ausdehnung  des  Begriffes,  welche  in 
seiner  vortheilhaften  und  verhältnissmässig  bequemen  Bezeichnungsart  sich 
deatlich  genug  ausspricht,  hat  Stifel  weiterhin  wesentlich  die  allgemeine 
Arithmetik  gefördert.  Er  sagt  selbst  (Bud.  Coss  fol.  83'):  „So  sind  auch 
dise  meyne  zeychen  geschickt  ;  der  sach  zu  helffen  ,  damit  aus  so  vilerley 
Algorithmis  ein  einiger  vnd  richtiger  Algorithmus  gestellet  werde^^  ^^^ 
dieses  sei  möglich,  weil  „erstlich  zeygen  dir  die  zeychen  selbs  |  wie  du  die 
surdische  zalen  nenen  oder  auszsprechen  sollest.  Als  ^^6  heysset  Radix 
aursolida  ausz  6.  etc.  Nachmals  zeygen  sye  dir  wie  du  sye  sollest  redu- 
eiren  {  durch  welchs  reduciren  {  solliche  gemeldete  vereynigung  viler  (ja 
aller  sollicher)  Algorithmorum  entsteht  vnd  komet" ;  und  ein  weiterer  Vor- 
tbeil  bestehe  darin,  dass,  „wenn  du  das  surdisch  zeychen  hast  abgethon 
oder  auszgeleschet  |  so  hast  du  dein  surdische  zal  multiplicirt  nach  anzeygung 
deines  auszgeleschten  zeychens.  Als  y^6  •  Lesch  das  zeychen  y^  ausz  |  so 
bleybt  6.  Vnd  hast  also  y^ß  multiplicirt  sursolide  etc.",  und  „also  auch 
so  du  wilt  extrahiren  radicem  |  sye  hab  eynen  nahmen  wie  sye  wolle  |  das  ist  | 
sye  heisse  Badix  quadrata  |  oder  Cubica  etc.  So  die  zal  dieselbige  radicem 
nicht  in  sich  hat  {  so  setze  das  surdische  zeychen  der  selbigen  benenung  für 
dieselbige  zal  ;  so  ists  gemacht.     Als  radix  sursolida  ausz  6  ist  ^g6.  etc." 

Eben  deshalb  finden  sich  bei  Stifel  auch  nicht  mehr  besondere  Ab- 
schnitte, welche  den  Irrationalen  des  zweiten  und  besondere,  welche  denen 
des  dritten  oder  des  vierten  Grades  gewidmet  wären;  er  kennt  nur  Irra- 
tionalen überhaupt  und  als  einfachste  derselben  die  Medialen,  d.  h.  die  ein- 
fachen Wurzelgrössen ,  deren  Verbindung  durch  die  vier  Grundrechnungs- 
arten er  übersichtlich  und  zusammenhängend  behandelt,  sogar  so,  dass  er 
dabei  selbst  die  Bationalen  in  der  Form  von  Wurzelgrössen  auffasst.  Hierin 
lag  unzweifelhaft  ein  wesentlicher  Fortschritt  zur  vereinfachten  Gestaltung 
der  Arithmetik  und  zum  tieferen  Eindringen  und  klareren  Durchschauen 
des  ganzen  Gebietes  derselben**). 

•)  „Rechnen  im  16.  Jahrh.'%  S.  63,  Anm. 
**)  Im  Allgemeinen  hat  man  nach  Stifel  dessen  Bezeichnung  noch  lange  bei- 
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Stifel  ist  aber  wobl  auch  der  erste  unter  den  Deutschen,  welchei  das 
Irrationale  nicht  einfach  hinnimmt,  sondern  bestrebt  ist,  das  Wesen  und 
die  Berechtigung  desselben  sich  klar  zu  machen.  „ Ji»  ueri  sint  numm  an 
fidi^*^  —  ist  die  scharf  ausgesprochene  Frage,  welche  er  betrefis  der  Irra- 
tionalzahlen sofort  zu  Anfang  des  zweiten  Buches  seiner  Arühmetica  tntegra 
aufwirft;  und  wenn  er  auch  findet,  dass  sie  ,^(Uci8ione  careanf'  und  dass 
sie  fflateant  suh  quadam  infinitatis  nehuW^  dass  sie  also  keine  wahren 
Zahlen  sein  können,  da  sie  ja  sonst  auch  entweder  ganze  oder  gebrocbene 
Zahlen  sein  müssten,  so  weiss  er  deren  Bedeutung  gleichwohl  zu  würdigen 
und  hebt  hervor  (z.  B.  Ar,  int,  fol.  116'),  dass  man  mit  ihrer  Hfllfe  oft- 
mals zu  genauen  Ergebnissen  gelange,  während  sie  doch  selbst  keinen  ganz 
genauen  Werth  enthalten  (,yl^  est  saiis  miranda  reSy  aüctdatumem  fieri 
praecisam,  in  iis  quae  praecisam  quantit<üem  in  seipsis  non  habent'^).  Die 
Analogie  mit  den  späteren  imaginären  Zahlen  liegt  hier  auf  der  Hand. 

18.  Wir  dürfen  aber  auch  ein  anderes  Verdienst  nicht  übergehen^  welches 
Stifel  ob  seiner  Behandlung  der  Lehre  vom  Irrationalen  gebührt.  Ihm  war 
es  nicht  genügend,  das  Wenige,  was  seine  Zeit  hierüber  wusste,  sich  an- 
zueignen ;  er  wollte  auf  Euklid  zurückgehen  und  damit  an  der  Quelle  selbst 
schöpfen,  auf  welche  so  Vieles  hinwies,  und  so  las  er  mit  Freunden,  welche 
des  Griechischen  kundig  waren,  des  alten  Meisters  grosses  Werk:  „cum 
enim  iUi  uoces  vnteUegerent  graecas  propomtionum  et  ego  rem  ipsam,  faäum 
est  ut  incundissima  conuersatione  et  commumcatione  nos  mutuo  iuuaremus 
(Ar.  int.  fol.  143^).  Wenige  seiner  Mitlebenden  werden  gleich  ihm  so  tief 
eingedrungen  sein  in  des  Werkes  Inhalt,  zumal  in  den  des  zehnten  Baches 
der  Elemente,  welches  in  acht  griechischer  Weise,  d.  i.  in  geometrischem 
Gewände,  die  Lehre  von  den  Irrationalgi*össen  behandelt  und  stets  und 
überall  als  schwer  und  dunkel  verrufen  war.  Stifel  hat  sich  die  Aufgabe 
gestellt;  dieses  zehnte  Buch  und  was  Theon  (4.  Jhdt.  n.  Chr.)  und  Cam- 
panus (um  1200  n.  Chr.)  Geometrisches  darüber  geschrieben,  auf  rein 
arithmetischem  Wege  darzustellen  und  —  man  muss  es  ihm  nachrühmen  — 
er  hat  dies  in  glänzender  Weise  durchgeführt.  Am  besten  findet  dieses 
Urtheil  seine  Bestätigung,  wenn  ein  Vergleich  angestellt  wird  zwischen 
seiner  Leistung  und  der  das  Nämliche  erstrebenden  des  Italieners  Lucas 
Pacioli,   welcher  50  Jahre  vor  Stifel  zum  ersten  Male  wieder  der  Theorie 

behalten ;  doch  kann  hier  nochmals  derjenigen  Art  Erwähnung  geschehen,  welche 
Salignac  anwandte,  um  die  Irrationalen  zu  bezeichnen.  Oben  schon  (8.  S6)  sahen 
wir,  dass  derselbe  seine  eigenthümlichen  cossischen  |Zeichen  den  Zahlen,  mit 
welchen  sie  zu  verbinden  sind,  bald  vor-,  bald  nachsetzt,  so  dass  Iqe  und  qcl 
bezüglich  das  bedeutet,  was  wir  heut«  durch  Ix*  und  durch  Jrl  andeuten.  Er 
benennt  diese  beiden  Arten  der  Verbindung  als  Niwieratio  prima  und  Numeratio 
secunda  und  erläutert  dann  mit  seiner  Bezeichnung  die  elementaren  Sätze  des 
Wurzelrechnens. 
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der  IiTationalgrössen  sich  angenommen  hatte,  nachdem  sie  beinahe  18  Jahr- 
hunderte brach  gelegen.  Facioli  gibt  so  wenig  als  £uklid  selbst  Aufschluss 
über  den  Weg,  auf  welchem  letzterer  zu  seinen  13  Arten  der  Irrationalen 
gekommen  war;  dagegen  führt  nns  Stifel  ein  in  den  Gedankengang  des 
griechischen  Qeometers  and  zeigt,  wie  derselbe  durch  geometrische  For- 
derungen zu  seinen  merkwürdigen  Eintheilungen  gekommen.  Pacioli  folgt 
treulich  den  Spuren  Euklid^s  und  führt  in  arithmetischer  Form  dessen  Er- 
gebnisse vor,  sich  strenge  an  das  haltend,  was  der  Meister  gelehrt;  Stifel 
aber  erhebt  sich  frei  über  Euklid  und  vervollständigt  dessen  Aufzählungen, 
wo  sie  Lücken  zeigen.  Pacioli's  Darstellung  bleibt  dem  Inhalte  nach  stehen 
aaf  der  Stufe  EuMid's;  Stifel  aber  giesst,  seine  eigene  vorgeschrittene 
Kenntniss  und  allgemeinere  Auffassung  verwerthend,  jenen  Inhalt  in  neue 
Form  und  vereinfacht  die  Behandlung. 

Er  unterscheidet  sofort  zwei  Gattungen  von  irrationalen  Ausdrücken: 
Hauptarten  (species  prindpäles)  und  Nebenarten  (species  minus  jprincipäles). 
Zu  den  ersteren  rechnet  er  ftlnf  verschiedene  Arten:  1)  die  einfachen 
Irrationalen  oder  die  Medialen  (Numeri  irraUonales  »impUces,  Mediales), 
deren  es  eine  unendliche  Menge  verschiedener  gibt,  wie  die  quadratisch 
Medialen,  die  cubisch,  die  zensizensisch  ....  Medialen;  diese  bezeichnet  er 
in  der  vorhin  angegebenen  Weise;  2)  die  zusammengesetzten  Irra- 
tionalen (N.  i,  composUi),  welche  entweder  eine  Summe  von  zwei  Me- 
dialen derselben  Art  sind  und  dann  Bi mediale  heissen  (wie  f^gjl8  +  Kjjß) 
oder  eine  Summe  aus  einer  Rationalen  und  einer  Medialen  oder  aus  zwei 
Medialen  verschiedener  Art  und  dann  Binomiale  heissen  (wie  6  -|-^}12 
oder  ^312  -{-  J^cC12,-  das  erstere  z.  B.  lateinisch  gelesen  als  j,Sex  plus 
radice  eensica  de  IJS'')]  die  zusammengesetzten  Badicale  (N.  i.  radi- 
caks  composUi)^  d.  i.  Quadratwurzeln  aus  zusammengesetzten  Irrationalen, 
welche  Stifel  in  folgender  Weise  bezeichnet:  Vi  -  Vi^^  '\-  y^S  oder  ^j  •  6 
-f  Fsl2;  4)  die  gleichsam  zusammengesetzten  Irrationalen  ^. 
i.  tanquam  compasUi),  welche  den  unter  No.  2  aufgezählten  entsprechen, 
jedoch  durch  das  Subtraktionszeichen  zusammengefügt  sind,  also  ebenfalls 
In  zwei  Unterarten  getheilt  werden  können :  in  bimediale  Besiduale 
und  in  binomiale  Besiduale;  5)  die  gleichsam  zusammengesetz- 
ten Badicale  (N.  i.  r.  tanquam  camposUi),  wie  z.  B.  ^j  •  6  —  ^j  12  u.  s.  w. 

Zu  den  Nebenarten  der  Irrationalen  rechnet  er  aus  mehreren  Gliedern 
zusammengesetzte    Ausdrücke,    wie    Ka23  +  i^a^^  +  Kg^   oder  ^Jj200 + 

YßiOQO  +  VictlO  +  yhß2,   welche   man  als  Trimediale, ,    Quadri- 

nomiale  u.  s.  w.  bezeichnen  könnte.     Eben  dahin  gehören  auch  Formen  wie 

die,  welche  wir  heute  durch  fVe  +  2  —  yj/S  +  ^12  bezeichnen  würden, 
^d  die  ich  nur  anführe,  um  StifeFs  Besfeichnung  deutlich  zu  machen;  er 
schreibt  dies  in  folgender  Weise:  V^  -  Vi^  +  2  -  —  -  ^^cC  •  ^'cCS  +  ^3jl2. 
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Die  Kunst,  mit  all  diesen  verschiedenartigen  Irrationalgrössen  zq  rech- 
nen, gründet  sich  auf  das  VerstSndniss  des  „Algorithmus  der  Medialen", 
d.  h.  auf  das  Verständniss  der  Regeln,  an  den  einfachen  Wurzelgrössen 
die  vier  Rechnungsarten  durchzuführen. 

In  Bezug  auf  deren  Durchführung  stimmt  nun  Stifel  voUstttndig  mit 
Rudolff  überein,  nur  dass  er,  wie  schon  hervorgehoben,  unterschiedslos 
zweite,  dritte,  vierte,.  .  .  Wurzeln  als  Beispiele  benutzt  und  dass  er  in 
seinen  Erläuterungen  viel  klarer  und  verständnisser weckender  ist:  so,  wenn 
z.  B.  ^3 18  zu  y^H  addirt  werden  soll,  beachtet  Stifel,  dass  deren  Ver 
hältniss  wie  3  zu  2  ist  und  sagt  sich  dann,  dass,  wie  (3  4~  ^)  zii  1^  so 
auch  (^jl8  +  y^S)  zur  Hälfte  von  ^'jS,  d.  h.  zu  ^j2  sich  verhalten  müsse, 
d.  h.  die  Summe  müsse  5  mal  y^2  oder  y^bO  sein. 

Eine  hübsche  Anwendung  der  Medialen,  deren  Euklid  nicht  Erwäh- 
nung thue,  macht  Stifel  zur  Berechnung  der  geometrischen  Mittel  (media 
2>9'Oportionälia) j  welche  zwischen  zwei  beliebig  gegebenen  Grössen  einge- 
schaltet werden  sollen  {Ar.  int.  fol.  118' ff.).     Sind  z.  B.  zwischen  6  und 

18 
18  deren  5  einzuschalten,  so  bilde  man  den  Quotienten  -^  =  3  und  mit 

6 

diesem  als  Quotienten   eine   mit    1  beginnende  geometrische   Reihe  von  7 

Gliedern:  1     3     9     27     81     243     729, 

setze  diesen  das  Zeichen  y^cf,  vor,   also 

mi     W3     W9     KscC27     yidSl     yjcC243     KacC729 

oder  1    y^ccs    KcC3       y^s     yct9    yictMS  3 

und  multiplicire  die  einzelnen  Glieder  mit  6;  die  entstehende  Reihe 

6     KjcC  139968     yciUS     yctiOS     ycilUi     ^jcC  11337408     18 
enthält  dann  die  gegebenen  und  gesuchten  Grössen. 

So  —  schreibt  Stifel  vor  —  bilde  man  stets  eine  mit  1  beginnende 
geometrische  Reihe,  deren  Gliederzahl  die  der  einzuschaltenden  Grössen 
um  2  übertreffe  und  deren  Quotient  gleich  dem  der  gegebenen  Grössen  sei, 
dann  setze  man  den  Gliedern  der  Reihe ,  falls  1  ^  2 ,  3 ;  .  .  .  Grössen  einzn- 
schalten  sind,  bezüglich  das  Zeichen  ^j,  ^c(.,  Kjj,  f^jcf ,  .  .  .  vor,  führe 
wo  möglich  die  angedeuteten  Wurzelausdrücke  auf  einfachere  zurück  und 
multiplicire  dann  sämmtliche  Glieder  der  Reihe  durch  die  erste  der  gege- 
benen Grössen. 

Die  praktische  Verwendbarkeit  seiner  Vorschrift  zeigt  Stifel  an  der 
berühmten  Aufgabe  von  der  Würfelverdoppelung  ^^quam  (quaesiio- 
nem)  uideo  a  quihusdam  anxie  et  lahoriose  esse  tractcUam^  fnagnis  de  ea 
re  xwluminihus  conscriptis^^  Es  sei  die  Seite  des  Würfels  =  6,  so  bilde 
man  deren  Doppeltes  =12  und  schiebe  zwei  geometrische  Mittel  (,fdua^ 
alias  lineas  guae  proportionaUter  mediefd  inter  eas^^)  zwischen  6  und 
12  ein  6         Kct432         Kc£864         12, 

bilde  deren  Guben:      216  432  864         1728, 
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to  sei  der  zweite  offenbar  das  Doppelte  von  216,  folglich  sei  ^0^432  die 
Seitenlange  des  gesuchten  Würfels. 

Auffallender  Weise  gibt  nun  Stifel  selbst  eine  durch  Lineal  und  Zirkel 
auszuführende    geometrische     Contruktion 
der  Seitenlange.    Er  tr&gt  auf  zwei  Senk- 
rechten von  deren  Schnittpunkt  aus  XB=s 6  ^V' 
und   AC  =  12    auf,     macht    folgeweise          //^ 
AB  =  ^AC,  AE  =  ^AD,  AF=  iAE,        {! 

J/=lf  je;  und  beschreibt  aus  J  mit /C       ,]•  .;    — r__r \rf 

als  Radius  den  Halbkreis   CLK,   so   be-  \ 

haaptet  er,    es    sei  dann  AK  das   erste,  x 

iZ  das  zweite  Mittel  zwischen  6  und  12. 
Indem  er   zufügt   „ef   ta  causa   (uidelicet 

causa  pröbationis)  dcscripsi  semidrculum  supra  lineam  L  B,  videlicet  LQKB^% 
zeigt  er,  dass  ihm  seine  Construktion  nicht  als  Näherungsconstruktion  er- 
schien.   In  der  That  aber  ist  sie  nichts  Anderes:  wird  nSmlich  AB  =^  ay 

13a 

also  ÄC=  2a  gesetzt,  so  wird  JC  ==^  JK  ==s  -^— ,  folglich 

o 

AK=^  =^.^125    =l,2o.a, 

4  4 

und  es  wird        ^X  =  |  •  flÖ  =  |  .  Y^m  =  1,6811  .  . .  a. 

Dagegen  sollte  als  erstes  geo-  _  

metrisches  Mittel  AK  =  a  -  ^2  =      -  j/l2B  «=  1,2699  . .  .  a 

und  es  sollte  als  zweites  geo-  _ 

metrisches  Mittel  AL  =  a  -  j/l  =  ^'  ^^24=  1,5874.. .  -a 

sein,  so  dass  der  Fehler  für  AK  etwa  1,  für  ^i  etwa  -^  Procent  beträgt. 

19.  Die  Rechnung  mit  zusammengesetzten  Irrationalen  gründet  sich  natur- 
gemäss  auf  den  Algorithmus  der  Medialen  und  auf  den  der  Vorzeichen  — 
wie  wir  heute  sagen  —  oder  auf  den  Algoriihmus  signorum  addUoriim  et 
subtradorutny  wie  sich  Stifel  ausdrückt.  Wir  sahen,  dass  auch  Budolff 
diesen  Abschnitt  zwar  kurz  aber  ziemlich  vollständig  behandelt  hatte ;  Stifel 
erläutert  die  Verfahrungsweisen  durch  manchfaltige  Beispiele,  spricht  übri- 
gens in  Betreff  der  Proben  auf  die  Richtigkeit  die  Ansicht  aus  {Ar,  int, 
fol.  133'),  man  solle  bezüglich  gleichlautende  Beispiele  mit  rationalen  Zah- 
len wählen,  diese  letzteren  dann  als  Wurzelgrössen  darstellen  und  nach 
nochmaliger  Durchrechnung  von  der  Richtigkeit  des  Ergebnisses  sich  über- 
zeugen. 

Besondere  Hervorhebung  verdient  StifeVs  Art,  aus  Bimedialen  oder 
Binomialen  die  Quadratwurzel  auszuziehen.  Während  des  ganzen  Mittel- 
alters hatte  man  dies  für  besonders  wichtig  gehalten,   und  begreiflich:  die 
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ganze  Eintheilung,  welche  Euklid*)  den  Irrationalgrössen  angedeiben Hess, 
beruhte  ja  darauf,  ob  sich  dieselben  überhaupt  und  also  insbesondere,  ob 
sich  die  Binomien  und  Recisen  (Residuen)  als  solche  Zahlen  darstellen 
lassen,  dass  sie  die  Fläche  eines  Quadrates  darstellen  oder  nicht ^  d.h.  ob 
sich  aus  ihnen  die  Quadratwurzel  ausziehen  lässt  oder  nicht. 

Nun  hatte  Budolff  betreffs  der  Form  solcher,  bei  denen  ersteres  der 
Fall  ist,  seine  Ansicht  dahin  ausgesprochen,  dass  „Ein  jedes  solches  Bi- 
nomium  |  wird  geschribe  mit  einer  gemeynen  |  oder  rational  {  zal  |  vn  mit 
einer  surdischen  zal  |  ist  die  rational  zal  alweg  grösser  den  die  surdische. 
Auch  wen  man  eins  quadrat  |  vö  desz  andere  subtrahirt  |  so  bleibt  rbrig 
ein  rational  quadrat.  Als  7  +  VAS  erwechst  von  2  +  ^3.  Itc  5  +  K24 
erwechst  von  ys  -f-  ]^2*^  Betreffs  der  Art  aber,  wie  „nu  zu  extrahiren 
Badicem'^  hatte  er  kurz  die  aus  alten  Zeiten  überkommene  Vorschrift  ge- 
geben: „Subtrahir  der  tejl  quadrata  von  einander.  Radicem  quadrati  desz 
vbrige  addir  zu  vordem  teyl  deynes  Binomij.  Radix  quadrata  desz  halben 
collects  I  ist  der  erste  teyl  deyner  gesuchten  wurtzeln.  Damach  subtrahir 
das  quadrat  desz  yetzt  gefundnen  teyls  |  vom  ersten  (vorderm  {  oder  grSs- 
Sern)  teyl  deines  Binomij  |  Radix  quadrata  desz  Rests  |  ist  der  ander  tevl 
deyner  gesuchten  wurtzel*',  d.  h,  zur  Auffindung  des  Werthes  von  j/ä-^-  B 
gab  er  die  Vorschrift: 


redet  aber  nach  dem  Gebrauche  seiner  Zeit  nicht  von  einer  Entwickelnng 
seiner  Vorschrift ,  sondern  fügt  nur  einfach  bei  als  „Proba.  Multiplicir  die 
wurtzel  quadrate.  so  kompt  das  ober  binomium." 

Stifel  lässt  nun  in  seiner  Ausgabe  von  Rudolff's  Coss  (fol.  121')  dessen 
Vorschrift  durchaus  gelten,  macht  aber  sofort  die  Zufügung,  dass  sie  „vi 
besser  den  er  selbs  hat  gewusst.  Den  wie  er  sich  mercken  lasset  |  hat  er 
nicht  änderst  gewusst  den  das  diso  seyne  Regel  allein  diene  für  die  Bi- 
nomia  |  da  der  grösser  teyl  ist  ein  rational  zal  |  Vnd  ausz  subtrahiren  { der 
teylen  |  quadrat  kome  ein  quadrat  zal.  Solliche  Binomia  werden  genenet 
Prima  |  das  ist  |  die  ersten  Binomia  |  hat  auch  nicht  änderst  gewusst  (wie 
seine  Wort  lauten)  den  das  man  nur  von  den  selbigen  könne  extrahiren 
radicem  quadratam  |  so  man  doch  ausz  allen  Binomijs  kan  radicem  qoa- 
dratam  extrahiren  .  .  .  ye  doch  dienet  desz  Christoffs  obengesetzte  Begel 
genugsam  für  alle  Binomia.*' 

Also  Stifel  dehnt  Rudolff's  Regel  aus,  und  gibt  hiefÜr  eine  Reihe  von 
Beispielen;  versäumt  aber  auch  nicht  (fol.  IdO""  sq.)  anzugeben  „den  gmnd 
der  Regel  Ghristophori  vom   extrahiren  der  quadratwurtzeln  ausz  binomi- 


*)  In  seinem  berühmten  zehnten  Buche. 
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sehen  vnd  resuidischen  zalen.^^  In  unsere  heutige  Zeichensprache  übersetzt 
sagt  sich  nSmlich  Stifel,  dass,  wenn  j/ä  -^  B  gefunden  werden  soll  und 
etwa  gleich  x  -f-  ^  gesetzt  wird  und  mindestens  B  und  x  oder  y  Quadrat- 
wurzelgrössen  sind,  dass  dann:  -4  +  -^  =  ^^  +  y*  +  2a?y,  und  dass  dabei 
j^allweg  die  zwei  quadrata  komen  zusamen  in  den  grossem  teyl";  d.  h.  dass 

J.  «a  a:'  +  y^        ^^^        B  =  2xp. 
Dann  aber  müsse  A^  --  B^  =  {x^  +  y^)'  —  {2xy)^  =  [x^  —  y')* 
oder  es  müsse        ^A^  —  5^  =  a?^  —  y^ 
sein,  was  mit  A  «=  o;^  +  y^ 

verbunden  zu  der  ,)Cossischen  vergleychung"  A  +  V^  —  B'^  =  2a;^  führe, 

ebenso  auch  zu  der  anderen A  —  ^A^  —  B^  =  2y^; 

„was  mir  nu  hie  zu  thun  sey  |  lehret  mich  die  Cosz  ....  wer  die  Cosz 
kan  I  wird  finden  yn  klarlich  sehen  |  wie  es  gerad  vn  eben  sind  die  stuck 
welche  vns  lehret  die  Regel  Christophori  |  Also  das  es  keinen  zweyfel 
haben  mag  |  den  das  disz  sey  der  grund  der  selbigen  regel.'^  Für  das 
Beispiel  Yi  •  147  -\'  Yi  1728  etwa  „magstu  die  selbige  regel  nu  leychtlich 
in  gedechtnisz  behalte  bey  disen  zweyen  cossischen  vergleychungen 

2}  —  141  gleych  147. 

2^  +141  gleych  147". 

Stifel  hatte  aber  auch  schon  früher,   vor  seiner  Bearbeitung  von  Ru- 

dolffs  Coss,  jene  Anleitung  zur  Quadratwurzel- Ausziehung  piitgetheilt  und 

dabei  eine  Begründung  derselben  vorgetragen.     In   seiner  Ariihmetica  in- 

tegra  nämlich  (fol.    129"")   sagt  er   sich,    wenn    wiederum    die    Binomiale 

A+B  das  Quadrat  eines  Ausdruckes  {x  +  y)  sei,  dass  sie  dann  die  Form 

{x^  -f-  y^)  +  2a;y  haben  müsse,  dass  deshalb  A  -{-  B  beziehungsweise  die 

Form  {x^  +  y^)  und  2xy  haben,   dass  also,   um  x  und  y  aufzufinden,  A 

in  zwei  Theile  zerlegt  werden  müsse  (nämlich  x^  und  y^),  zwischen  welchen 

B 

~^=xy  die  mittlere  Proportionale  sei:   „respexi  ad  particulas  taUs  com- 

posüioniSj  sciens  eas  esse  oportere  etiam  resohUionis  particulas  easque  posse 

sie  proporiionäliter  poni,  ut  dimidivm  partis  minoris  de  hinamio  (atU  residuo) 

semper  Sit  medium  proportionale  inter  partes  duas  particulm  niaioris,  de  binomiOf 

mit  residuo.     Vidi  igitur  nihil  esse  opus,  nisi  regtUa  tali,   qua  quüihei  mi- 

merus  rationalis  aut  medialis  possä  diuidi  in  duas  partes  ^  inter  quas  con- 

stiiui  possit  numerus  alujuis  propositus.  .  .  .     Quia  autem  admodum  facUe 

est,  huiusmodi  regtdas  formare,  per  AJgebram  (quae  fertüissima  est  regula- 

rum  formandanm)  contuU  me  ad  iUam,  atque  iUius  usu  camposui  regulam, 

quam  hoc  capüe  posui,"    Mit  Hülfe  der  Algebra  löste  also  Stifel  jene  Be- 

B        B 
Stimmung,  indem  er  eben  aus  der  Proportion:    x'^  :  —  =  —  :  {A  —  a;^)  die 

(B\  * 
-- ) ;   so  fand  er  für  jene  zwei 

iheile  von  A  die  Werthe 
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Wenn  nun  die  in  dieser  Formel  enthaltene  Vorschrift  zur  Auffindung 
der  Quadratwurzel  aus  einem  irrationalen  Binome  auch  schon  lange  vor 
Stifel  vorhanden  war,  so  war  sie  doch  stets  wie  eine  Regel  des  Zunft 
hand Werkes  überliefert  worden ;  Stifel  zum  ersten  Male ,  wie  es  scheint,  auf 
deutschem  Boden,  hat  auch  den  Beweis  dazu  gegeben,  und  denselben  sogar 
in  doppelter  Betrachtung  durchgeführt. 

Die  Selbständigkeit  seines  Denkens  hierin  tritt  um  so  mehr  hervor, 
als  er  sofort  {Ar.  int,  fol.  130)  sein  Verfahren  auch  auszudehnen  sucht  auf 
die  Ausziehung  der  Cubikwurzel  aus  einem  irrationalen  Binom;  er  prS- 
cisirt  auch  die  die  Lösung  bewirkende  algebraische  Aufgabe.  Diese  selbst 
aber  zu  lösen,  überstieg  seine  Kräfte;  denn  hierzu  war  nichts  weniger  er- 
forderlich als  die  Lösung  cubischer  Gleichungen.  Als  ihm  diese  durch 
die  Lektüre  von  Cardanus*  Werk  bekannt  geworden  war,  da  verfolgt  er 
auch  jene  Aufgabe  bis  zum  Ziel;  die  Besprechung  seiner  Methode  versparen 
wir  aber  auf  den  späteren  Abschnitt,  wo  von  der  Lösung  der  Gleichungen 
im  Speciellen  die  Bede  sein  wird. 

20:  Mit  dem  Vorstehenden  glaube  ich  in  genügender  Ausführlichkeit 
Theorie  und  Praxis  unserer  alten  Cossisten  in  Bezug  auf  das  Rechnen  mit 
surdischen  oder  irrationalen  Zahlgrössen  dargelegt  zu  haben;  es  erübrigt 
noch,  nun  auch  deren  Verfahren  bei  Verwerthung  von  cossischen  Ir- 
rationalen zu  besprechen. 

Da  ist  nun  sofort  zu  erwähnen,  dass  die  Vorgänger  von  Stifel  den 
letztgenannten  Grössen  nicht  eine  derartige  Aufmerksamkeit  schenkten,  dass 
sie  ihnen  jeweils  einen  besonderen  Abschnitt  gewidmet  hätten,  wenn  sie 
auch  gelegentlich  der  Behandlung  von  Aufgaben  von  ihnen  Anwendung 
machen,  wie  z.  B.  Rudolff.  Erst  Stifel  mit  seinem  scharf  sondernden 
Geiste  und  seiner  nach  völliger  Klarheit  strebenden  Darstellung  tiberschreibt 
das  5.  Kapitel  im  3.  Buche  seines  grossen  Werkes  „De  numeris  cossicis 
irrationalilms  et  eorum  ÄlgorUhmo'^,  Dass  diese  cossischen  Irrationalen 
manchfache  Anwendung  finden  können,  zumal  bei  der  Lösung  von  geome- 
trischen Aufgaben,  zeigt  er  später  im  11.  Kapitel,  wo  er  deren  zehn  aus- 
führlich behandelt;  im  fünften  aber  erläutert  er,  dass  Manche  die  absolu- 
ten Irrationalzahlen  überhaupt  als  cossische  bezeichnen,  während  er  selbst 
diesen  Namen  nur  denjenigen  beilegen  wolle ,  welche  noch  mit  irgend  wel- 
cher cossischen  Benennung  versehen  sind;  cossische  Irrationalen  seien  ibm 
also  diejenigen,  welche  das  Ansehen  von  Irrationalen  darbieten  verbunden 
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mit  irgend  einer  cossischen  Benennung,  and  dies  auch  dann,  wenn  nach 
Einsetzung  des  Werthes  für  1  7^  rationale  Zahlen  gefunden  werden.     So 

z.  B.  y^  20  2e  oder  ^"3  20  J  +  Vi  20  le  oder  K«  ^^ ,  welche  Werthe  Stifel 

bezüglich  liest  als  „Badix  quadrata  de  uiginti  radicibus^  oder  „Badix  qua- 
ärata  de  uiginti  3  pliis  radice  quadrata  de  uiginti  radicihus*'  oder  „Badix 
'fuadrata  de.  uiginti  radidbus  diuisis  per  radicem  quadratam  de  septenario". 

Da  nun  jede  solche  cossische  Irrationale  ein  doppeltes  Zeichen  besitze, 
nämlich  das  eine,  das  sog.  Wurzelzeichen,  links,  und  das  andere,  das  sog. 
cossische,  rechts,  so  folge  daraus,  dass  der  Algorithmus  der  cossischen 
Irrationalen  aus  einem  dreifachen  Algorithmus  sich  zusammensetze :  aus  dem 
gewöhnlichen  der  Zahlen ,  aus  dem  der  Irrationalen  und  aus  dem  der  cossi- 
schen Zahlen.  Dem  entsprechend  müsse  man  auch  sehr  auf  die  Zeichen 
achten;  und  hier  ist  es,  wo  Stifel  die  oben  schon  citirten  Worte  aus- 
spricht: „Neque  enim  ego  talia  legende  didici,  sed  sola  ohseruatione  verum 
ifUeUexi  et  signorum  heneficio  (quae  in  hunc  usum  mifü  adauxl)  memoriae 
coinmendaui,  iia  ut  in  amnibus  ccdculationihus  meis,  Signa  mihi  ubique  sint 
regtüae.^ 

Stifel  zeigt  dann  an  einzelnen  Beispielen,  wie  mit  cossischen  Irratio- 
nalen die  vier  Grundrechnungsarten  durchzuführen  seien.  So  ergibt  die 
Addition  von  ^j  36  ^  zu  Kg  12^  den  Werth  =  ^3  12g  +  Ka  ^^  ^e  ,  die 
Subtraktion  von  J^J  8  3e  von  ^j  18  3^  <3en  Werth  =  ^j  2  le ;  um  V^Si^  mit 
V^l^i  zu  multipliciren ,  führt  er  beide  Grössen  in  dasselbe  Wurzelzeichen 
über  und  schreibt  hierzu  die  Anordnung : 

8  3€\^        ^16  j 


rr ^Vct 

und  bildet  nach  dem  durch  die  Striche  angedeuteten  Schema*)  aus  den  ge- 
gebenen Grössen  die  folgenden  ^^3cC512cC  und  Kgcf  256jj,  deren  Produkt 
sich  findet  =  ^j  cf,  131072  6/?.  Zur  Probe  auf  die  Eichtigkeit  des  Ver- 
fahrens wählt  hier  z.  B.  Stifel  2  als  Werth  von  je»  ^^^^  ist  8  2e  =  16, 
f/j  8  ae  =  4  ;  ebenso  ist  16  j  =  64  ,  K  cC  16  J  =  4 ,  folglich  das  Produkt 
beider  ==  4  •  4  =  16  ;  anderseits  ist  Ibß  =  128  ,  131072  bß  =  16777216 
und  y^ct  dieser  Zahl  ist  ebenfalls  =  16. 

Zum  Zwecke  der  Division  wird  in  entsprechender  Weise  verfahren 
und  dabei  darauf  hingewiesen,  dass  „signa  radicälia  in  midtipliccUione  et 
diuisione  sunt  indedinabüia^  sed  ^igna  cossica  dedi/nantur". 

•)  Vgl.  mein  Rechnen  im  16.  Jahrh. ,  S.  80. 
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IV.  Von  den  Regeln  der  Coss. 

(Auflösung  der  Gleichungen.) 

21.  Die  ausführlichere  Besprechung  der  Lehren^  welche  das  Thema  der 
drei  vorangehenden  Abschnitte  ausmachen  und  welche  unter  den  den 
letzteren  gegebenen  üeberschriften  in  der  That  gut  zusammengefasst  werden 
können,  war  aus  verschiedenen  Gründen  nothwendig:  einmal  weil  nur  so 
die  geschichtliche  Bedeutung  der  alten  Coss  und  ihr  Yerhältniss  zu  der 
durch  Vieta  nachmals  gescha£fenen  Buchstabenrechnung  und  die  Wichtigkeit 
dieser  letzteren  selbst  deutlich  erkannt  werden  kann;  dann  aber  auch  weil 
die  bei  den  Cossisten  gebräuchliche  Art  der  Behandlung  und  Lösung  von 
Gleichungen  jene  Vorbesprechung  durchaus  erforderte.  Denn  wie  ich  früher 
schon  hervorhob,  immer  war,  bis  auf  Stifel  wenigstens,  das  Lösen  der 
Gleichungen  und  die  üebermittelung  der  hierzu  dienenden  Vorschriften  für 
unsere  Cossisten  die  Hauptsache ,  „aus  welcher  dan  entspringet  ein  gro&ser 
verstandt  viler  subtiler  rechnung"  (Grammateus) ;  dass  bis  zur  Mitte  des 
16.  Jahrhunderts  hierbei  nur  an  Gleichungen  des  ersten  und  zweiten  Grades 
gedacht  werden  kann,  ist  ja  bekannt« 

Und  so  einfach  uns  heutzutage  gerade  die  Auflösung  von  Gleichungen 
des  ersten  und  zweiten  Grades  erscheint,  so  wird  uns  eben  deren  geschicht- 
liche Entwickelung  in  Deutschland  recht  sehr  zeigen,  wie  manchfialtig  die 
Vorstufen  sind,  welche  überstiegen  werden  mussten,  um  zu  der  Höhe  zu 
gelangen ,  welche  den  richtigen  Ueberblick  über  das  ganze  Gebiet  gewährt« 
und  dadurch  erst  eine  systematische  Behandlung  ermöglichte.  Und  eben 
unsere  Darstellung  des  geschichtlichen  Verlaufes  wird  auch  einer  verbreiteten 
falschen  Meinung  entgegentreten,  sie  wird  zeigen,  dass  die  deutschen  Cos- 
sisten die  Algebra  nicht  in  völlig  fertiger  Behandlung  von  ihren  Vorgängern 
übernahmen,  sondern  dass  sie  in  selbstthätiger  Weise  sich  des  bei  ihnen 
Anfangs  Gebräuchlichen  annahmen,  um  es  allmählig  aus  ungeordnetem 
Zustande  in  den  eines  Wissenschaftszweiges  überzufahren. 

22.  Die  erste  Erwähnung  der  Algebra  findet  sich  auf  deutschem  Boden, 
soweit  bis  jetzt  bekannt  ist,  in  einer  der  Münchener  Bibliothek  gehörigen 
Handschrift  (Nr.  14908),  welche  aus  der  Benediktiner- Abtei  SL  Emmeran 
stammt  und  welche  im  Grossen  und  Ganzen  das  gesammte  mathematische 
Wissen  um  die  Mitte  des  15.  Jahrhunderts  in  Deutschland  enthält^).  In 
dieser  Handschrift  findet  sich  das  aus  dem  Jahre  1461  staounende  Brach- 
stück eines  Auszuges  aus  der  Algebra  des  Mohammed  ben  Musa  in  deut- 
scher Uebersetzung.     Dasselbe  beginnt  wie  folgt: 

*;  Nach  Gerhardt:  Monatsber.  d.  K.  Preuss.  Akademie  zu  Berlin.    Aus  dem 
Jahre  1870.    Seite  141  f. 
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„Macbmet  in  dem  puech  algebra  un  almalcobula  hat  geprachet  dise 
wort  oensos,  radiz,  numerus.  Gensns  ist  ayn  jede  zal  die  in  sich  selb 
multiplicirt  wirt,  das  ist  numerus  quadratus.  Badiz  ist  die  wurtz  der  zal 
oder  des  zins.  Numerus  ist  ain  zal  fttr  sich  selb  gemercket,  nit  alz  sie 
ain  zins  oder  ain  wui*tz  ist.  Aus  den  dingen  merckt  er  6  ding;  das  erst 
wann  der  census  sich  gelichet  den  wurtzen,  daz  ander  so  der  census  sich 
gelichet  der  zal,  daz  drit  so  sich  dje  zal  gelichet  den  würzen,  das  4  so 
sich  der  census  vnd  die  wurtzen  gelichent  der  zal  .  .  .  daz  fünft  ist  so 
sich  der  zensns  vnd  die  zal  gelichent  den  wurtzen,  das  sechst  so  sich  die  • 
wurtzen  ynd  die  zal  gelichent  dem  census.'*  —  Es  werden  hier  also ,  wenn 
wir  Ton  unserer  heutigen  Bezeichnung  Gebrauch  machen,  die  folgenden 
Gleichungsformen  zusammengestellt: 

ax^'^^lfx,       ax^'^h,       ax  =i  b  ,      az^ -^^  bx  =  c ,      ax^  -^  c  =bx , 

ax*  =  &a;  +  c  , 

d.  h.  die  Gleichungen  des  ersten  und  zweiten  Grades,  denen  wir  im  Fol- 
genden der  Hauptsache  nach  stets  wieder  begegnen  werden. 

Von  einem  angefügten  Beispiele  (nämlich  x  +  j/x'^  —  a;  «=  2)  abge- 
sehen gibt  die  erwähnte  Handschrift  weiter  Nichts  ^  lässt  uns  aber  jeden- 
&lls  die  interessante  und  wichtige  Thatsache  entnehmen,  dass  die  ersten 
Anfänge  deutscher  Algebra  sich  recht  wohl  an  die  Leistungen  der  Araber 
anlehnen  konnten. 

28.  In  letzterer  Beziehung  nicht  so  unmittelbar  lehrreich,  für  die  folgende 
Entwickelung  aber  von  grosser  Wichtigkeit  ist  ein  anderes  Manuscript, 
welches  ebenfalls*)  Gerhardt  in  Wien  auffand  (Nr.  6277)  und  welches, 
Gerhardt  zufolge,  für  die  Mitte  des  15.  Jahrhunderts  anzusetzen,  aus  dem 
Nachlasse  Yon  Stöberl  (Stiborius)  stammt,  der  im  J.  1497  aus  Ingolstadt 
nach  Wien  berufen  wurde  und  daselbst  als  Professor  der  Mathematik 
i.  J.  1515  starb.  Jenes  Manuscript  hat  die  Aufschrift:  Eegüle  Cose  vcl 
Algobre  und  „enthält  im  Anfang  eine  übersichtliche  Zusammenstellung  der 
Regeln  über  die  algebraische  Addition,  Subtraktion  und  Multiplikation. 
Von  der  letzteren  geht  es  weiter  zu  den  Potenzen  und  deren  Bezeichnung, 
so  dass  die  Regeln  der  Division  ganz  fehlen.  Darauf  folgen  die  Regeln 
über  das  Rechnen  mit  algebraischen  Summen  ^  wobei  für  jede  Operation 
mehrere  Beispiele  beigebracht  sind,  deren  Resultate  durch  eine  ^Fröbatio* 
als  richtig  dargethan  werden.  Nächstdem  kommt  Bruchrechnung  und 
Regula  de  tri.  Hieran  schliessen  sich:  Regule  equationum  Introdudorie  in 
omnia  que  deinceps  sequuntur  dogmaia*^  (d.  i.  Beispiele).  Die  erste  der- 
selben ist  z.  B.  folgendermassen   ausgesprochen:   „>  >  ^  prima  est  quando- 


*}  Nach  Gerhardt:  Monatsber.  d.  E.  Preuss.  Akademie  zu  Berlin.    Aue  dem 
Jahre  1870.    8.  143  ff. 
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cunqiie  due  denaminationes  co&ituifUur ,   quarwH  una   naturcUi   serie  aUam 
sequitur,  tunc  prima  per  secundam  diuidatur,  et  quotiens  ostenM  quesüum. 

Exempla 
3  2e 

6  ce 

7  alt 
Si  +  ce 

In  ähnlicher  Weise  werden  im  Ganzen  acht  Begeln  behandelt,  welche  sich 
auf  die  folgenden  Formen  von  Gleichungen  beziehen: 


sunt  aequaks 


6<I> 

82e 

10  i 
12  ce 

14  ja 

16  oK   j 

facU  1  ae  2  <I> 


ax^  =  h 


ax^  +  ^^  =  c 


bx 


ax^  =  h 


ax 


4  


ax^  +  c 

hx  -}-  c      =  ax^ 

ax^  +  hx^  =  c 

„Nachdem  für  eine  jede  dieser  acht  Hauptregeln  eine  Anzahl  Beispiele, 
die  Mehrzahl  lateinisch,  andere  in  deutscher  Sprache ,  mit  ihren  Lösungen 
beigebracht  sind,  folgen  noch  eine  neunte  und  zehnte  Regel,  nämlich: 
Nona  regiila:  Quum  j  assimüatur  ipdeo^,  punctum  de  7^  deleaiur,  j  in  se 
ducatur,  et  remanetd  adhuc  inter  se  aequälia.  —  Decima  regüla:  Quum 
assimilatur  ^  de  i,  tunc  punctus  de  i  deleaiur,  j  ex  altera  parte  in  se  du- 
catur, et  remanent  adhuc  inter  se  aequälia," 

Es  drängen  sich  hier  verschiedene  Bemerkungen  auf.  Was  zunSchst 
die  Form  der  Regeln  und  auch  des  Schemas  von  Beispielen  betrifft,  so 
macht  es  sich  deutlich  genug  bemerklich,  wie  man  noch  in  der  „rheto- 
rischen Algebra"  befangen  war.  Das  Gleichheitszeichen  z.  B.  kommt  ja 
erst  um  die  Mitte  des  17.  Jahrhunderts  zu  allgemeinerem  Gebrauche,  und 
so  wird  hier^  aber  auch  bei  allen  den  Cossisten,  welche  wir  noch  zu  be- 
trachten haben,  das  Gleichsein  von  Grössen  oder  der  dieselben  vertretenden 
Zeichen  stets  ausführlich  in  Worten  geschrieben :  „wan  der  zcnsus  sich  ge- 
lichet  den  wurtzen"  —  „es  werden  zwej  Zeichen  oder  zwu  benenong 
einander  vorgleicht'*  —  „Sjj  sei  gleich  24  2^"  —  „zwen  namen  vergleichen 
sich  zusamen"  —  „ö  cc  sunt  aequäles  10  j"  —  »12  le  aetjuaniur  6  fl.'*  — 
„1  j  aequati^  72  —  6  ae*'  u.  s.  w. 


*)  In  einem  interessanten  Werkchen  vom  J.  1614,  welches  das  ganze  Gebiet 
der  reinen  und  angewandten  Mathematik  auf  110  fein  gezeichneten  Kupfertafeb 
vorführt,  finde  ich  gelegentlich  der  Behandlung  der  „cossischen  Gleichongen '  ein 
besonderes  Zeichen  der  Gleichheit ,  nämlich  5  (aus  „aeguaZis'*  wohl  entstanden?). 
Der  Titel  jenes  Werkes  ist:  loannis  Valentini  Ändreae  djUedaneorw 
mathemcUicorutn  decades  XI.  Centum  et  decem  tabtUis  Äeneis  exhibiiae,  T^ngoi. 
Typis  lohan.  Alexandri  Cdlii.  1614. 
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Weiter  erkennt  man,  dass  in  den  auf  die  quadratischen  Gleichungen 
bezüglichen  Regeln  strenge  der  Standpunkt  der  Araber  und  der  Italiener, 
kurz  der  des  ganzen  Mittelalters  eingehalten  bleibt,  dass  nämlich  durchaus 
nur  positive  Glieder  geschrieben  und  demnach  die  drei  Hauptformen : 

x^  "{'  ax  ^=h  y  X-  +  6  «=  aa? ,  x^  =  ax  -]-  h 

genaa  unterschieden  werden. 

Dass  ausserdem  auch  eine  Form  einer  biquadratischen  Gleichung  ge- 
geben wirdy  welche  auf  eine  vom  zweiten  Grade  rückführbar  ist,  entspricht 
der  aus  den  obigen  Beispielen  ersichtlichen  Thatsache,  dass  man  auch 
Gleichungen  noch  höherer  Grade  löste,  welche  auf  solche  des  ersten  Grades 
oder  auf  reine  Wurzelausziehungen  zurückgeführt  werden  konnten.  In 
Bezug  hierauf  ist  besonders  hervorzuheben,  dass  vom  Verfasser  unseres 
Manuscriptes  die  Exempla  der  ersten  und  zweiten  Regel*)  als  Specialisirungen 
aufgefasst  sind,  welche  sich  den  allgemeinen  Formen  ax  «^  h  und  ax^  ^==  h 
unterordnen. 

Diese  deutliche  Unterordnung  erscheint  verlassen  in  dem  Tableau  von 
24  Gleichungsformen,  welches  in  unserem  Wiener  Manuscripte  auf  dem 
vorletzten  Blatte  desselben  unter  der  Aufschrift  „Begule  Cosse"  zusammen- 
gestellt ist.  In  die  jetzige  Zeichensprache  übersetzt  mögen  dieselben  hier 
eine  Stelle  finden. 


1. 

l   z=sz  ax 

9. 

c  sss  hx  -{-  ax^ 

18.      c    ^hx^  +  ax^ 

2. 

hx  =  ax^ 

10. 

ca?  =  hx^  +  ax^ 

19.     ax^^bx^  +  c 

3. 

hx^  =  ax^ 

11. 

cx^  =  hx^  +  ax* 

20.     hx^  ^ax^-i-e 

4. 

hx^  =  ax^ 

12. 

ax'^  =  &aj   +  c 

21.         h  —  ax^ 

5. 

l   =ax^ 

13. 

ax^  =  hx'^  +  ex 

22.      hx  =  ax* 

6. 

hx  =  a3C^ 

14. 

ax^  =  hol?  +  cx'^ 

23**).  ax'^^^j/hx 

7. 

hx^  =  ax* 

16. 

hx  =  ax'^  +  c 

24**).   ax^  =  yhx^ 

8. 

h   SS  ax* 

16. 
17. 

hx^  =  ax^  +  ex 
hx^  =  ax^  +  cx^ 

Wie  gesagt,  es  erscheinen  hier  24  Formen  statt  der  im  Verlaufe  des 
Textes  vorkommenden  8,  so  dass  es  in  der  That  erwünscht  w&re  aus- 
drücklich bestätigt  zu  erhalten,  dass  die  tabellarische  Zusammenstellung 
und  der  Text  wirklich  aus  der  gleichen  Zeit  stammen.  Denn  mehr  als 
ein  halbes  Jahrhundert  später  werden  noch^  wie  wir  im  weiteren  Yeriaafe 
sehen  werden ,   den  24  Regeln  deutlich  die  „acht  Equacionen^'   gegenüber- 

*)  Ob  auch  der  folgenden  Hegeln,  läset  sich  ans  Gerhardt's  Bericht  (1.  c.  8.  144) 
nicht  erkepnen. 

**)  Mit  vollem  Recht  kann  man,  wie  sich  weiterhin  herauBstellen  wird,  ^agen, 
dass  die  im  Tableau  enthaltenen  Formen  23)  aa;*  —  ftrc  und  24)  aa:*  =  fta?*  durch 
ein  Vergehen  des  Wurzelzeichens  entbehren  und  in  die  oben  gegebenen  umzu- 
ändern sind. 
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gestellt,  ja  die  Mitte  des  16.  Jahrhunderts  hält  die  letzteren  Mschlieher- 
weise  sogar  für  eine  Erfindung  der  ihr  kurz  vorangegangenen  Zeit 

24.  Das  im  Vorstehenden  zur  Besprechung  gekommene  Wiener  Manuscript 
enthält,  soweit  mir  bekannt ,  die  einzige  zusammenhängende  Darstellung 
der  algebraischen  Lehren  aus  dem  15.  Jahrhundert.  Denn  was  wir  soD&t 
noch  aus  jener  Zeit  besitzen,  sind  nur  einzelne  zerstreute  Aenssenm^, 
wie  uns  solche  von  dem  berühmten  Regiomontan  (f  1476)  aufbewahrt 
sind.  Gelegentlich  der  Lösung  einer  geometrischen  Aufgabe  nämlich  ISsst 
er  sich  auf  eine  weitläufigere  Auseinandersetzung  nicht  ein:  „hngum  essei 
enarrare;  et  fortasse  öbscwrum  uideretur,  pauds  enim  admodum  artem  AI- 
gebrae,  siue  rei  et  census,  satis  cognUam  scio,  qua  qmdem  arte  hoc  in 
negotio  usus  sum^*)\  also  selbst  Mathematikern  fürchtet  er  undeutlich  so 
werden,  wenn  er  die  Algebra  anwendet.  Mit  Recht  schliessen  wir  hieraus 
erstens  auf  die  Thatsache,  dass  die  letztere  zu  Regiomontan's  Zeiten  sehr 
wenig  bekannt  war,  und  zweitens  auf  die  Ursache  dieser  nichts  weniger 
als  auffallenden  Thatsache :  die  Regeln  der  Coss  hatten  eben  bis  dahin  nur 
zu  vereinzelt  Bearbeiter  gefunden  ^  deren  Werke  auf  passende  Weise  in  die 
Geheimnisse  der  Kunst  einzuführen  vermochten:  „Quod  restat,  praec^ 
artis  edocehunt^j  lässt  sich  Regiomontan  an  einer  anderen  Stelle  vernehmen^), 
wo  er  wiederum  eine  geometrische  Aufgabe  bis  zu  der  die  Lösung  ge- 
währenden Gleichung  verfolgt  hat  —  und  auch  dieses  Wort  erlaubt  uns 
auf  die  Art,  wie  die  Coss  gelehrt  und  betrieben  wurde,  einen  Rückschloss 
zu  machen:  entsprechend  dem  ganzen  Geiste,  welcher  in  dem  elementaren 
Rechnen  jener  Zeit  sich  ausspricht,  übermittelte  man  auch  auf  dem  Ge- 
biete der  Algebra  nicht  eine  Rechenkunde,  verbunden  mit  Einsicht  in  die 
Entstehung  und  Durchführung  der  Operationen,  sondern  eine  Rechenbmst; 
eine  Summe  von  ^, Vorschriften "  wurde  in  lange  fast  gleichbleibenden 
Ausdrücken  gelehrt ,  geübt  und  wie  die  Regeln  des  Zunfthandwerkes  zonft- 
mässig  überliefert. 

25.  In  vollständiger  üebereinstimmung  hiermit  steht ,  was  wir  in 
Widman's  Rechenbuch  vom  Jahre  1489  wahrnehmen.  Zwar  beklagt  er,  dass 
die  ;;alde  meister  der  kunst  der  Rechnüg  Irenn  nach  körnende  schwere 
Regeln  tznuomemen  vn  muesam  tzuuerfuren  gelassen  haben'S  und  er  will 
deshalb  ,;fur  den  gemeinen  nutz  .  leichtuerstendiger  Regeln  .  lusparlicher 
rechnüg  tzu  mache  vn  kurtz  geben  vn  offenware.  Weliche  auch  lente  ge- 
ringer vemunfft  leichtliche  (alsz  wol  not  ist)  mochten  lerne  vn  begreifien'\ 
und  er  sagt,  er  habe  sich  deshalb  „gemuet  vn  mit  südern  vlejsz  tzusam 
geklaubet  vn  gelesen  leichte  vn  nicht  so  geringe  alsz  nutzpar  Regeln  der 
Rechnung^^ ;  aber  gleichwohl  muss  ich  mit  Drobisch's  ürtheil  übereinstimmen, 
dass   die  von  Widmann  gegebenen  Regeln  ipeistens  an  grosser  Dunkelheit 

*)  Nach  Nesselmann,  Die  Algebra  der  Griechen,  S.  56. 
**)  Vgl.  ebenda  S.  66. 
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leiden^  so  dass  sie  auch  jetzt  noch,  wenn  nicht  Beispiele  beigefügt  wären, 
zuweilen  kaum  yerstanden  werden  könnten.  Zur  Erläuterung  gebe  ich  in 
der  Anmerkung*)  einige  Beispiele  solcher  Regeln;  unter  diesen  für  Zins-^ 
Gewinn*  und  Verlust-,  Theilungs-,  Oesellschafts-  und  ähnliche  Bechnungs- 
aufgaben  gültigen  und  mit  den  verdchiedensten  Namen  bezeichneten  Kegeln  **) 
kommen  auch,  jedoch  ohne  dass  dabei  irgend  welche  Trennung  gemacht 
würde,  solche  Begeln  vor,  welche  die  Lösung  von  rein  und  von  gemischt 
quadratischen  Gleichungen  enthalten.  So  löst  Widman  die  Aufgabe:  „Such 
mir  ejn  zal  wan  ich  do  von  nym  -^  4  i^  ^^^  ^^  vbrig  in  sich  selbst  mul- 
tiplicir.  das  wider  kum  die  selbige  zal''  —  nach  der  Begula  Beci- 
procationis,  welche  folgendermassen  lautet:  „Such  eyn  zal.  Dar  ynnen 
du  haben  magst  die  nenner  Damach  dye   selbigen  teyl  der  zal.     addir  zu- 


*)  So  ist  schon  die  gewöhnlich  einfach  ausgedrückte  Regel  de  tri  hier 
ziemlich  dunkel.  Sie  lautet  (fol.  72^):  ,,Kegu1a  Detri  nicht  anders  ist  dan  drey 
dingk  die  du  seczt  vnter  welicben  das  erste  ynd  das  leczte  almol  muss  gleich 
seinWeliches  leczte  du  solt  multipliciren  mit  dem  mittelsten  das  dann  gleich  ist 
dem  vierden  vnd  vnbekanntn.  dz  erwechst  aus  solcher  multiplicatio.  vnd  der 
teylüg  dasz  product  mit  dem  ersten,  vnd  also  soltu  albeg  das  selbige  vnbekant 
dz  da  dan  wissen  wilt  vnd  darnach  die  frage  ist.  binde  seczen.  vnd  mit  dem 
ersten  multipliciren.  Und  darnach  das  erwachsen  product  durch  das  erst  teylen. 
vnd  was  da  ausz  solcher  teylung  kumpt  das  ist  die  vierde  vnd  vnbekante  zal 
gewesen  vnd  bericht  die  frage." 

Fflr  die  Aufgaben,  wo  aus  zwei  verschieden  theuren  Arten  von  Wein  z.  B. 
eine  Mittelsorie  gemischt  werden  soll  und  nach  der  Anzahl  je  der  zu  nehmenden 
Masseinheiten  gefragt  ist,  gibt  er  folgende  Regula  Legis:  „Subtrahir  dasz 
klejnst  von  dem  mittelstn  vnd  das  mittelst  von  dem  grostn.  vnd  die  vberign 
addir  zusamen  vnnd  behaldsz  far  deynen  teyler.  mit  welichn  dan  die  selbign  vb'ge- 
pliben  zal  itliche  mit  verkerüg  in  süderheyt  szolt  teyln  vnd  ist  s^h  das  der 
selbigü  fuigelegtn  zaln  vil  wurde  seyn.  als  wen  der  kleinstn  zwu  ader  drey 
waren,  so  mustu  dz  mittel  duplim  ader  triplim  Und  von  dem  selbign  product 
die  zwu  ader  drey  kleyner  zal  zusam  geaddirt  subtrahim  Und  also  soltu  ym  auch 
tha  so  der  grossem  vil  wem  als  drey  ader  vier." 

Für  Aufgaben  wie  die  folgende:  Jemand  hat  Geld  und  kauft  eine  Waare; 
kostet  1  0  »  12  i^ ,  so  behält  er  37  i^  übrig;  kostet  aber  1  ^  »  15  ^ ,  so  hat 
er  44  ^  zu  wenig,  wie  gross  ist  die  Geld-  und  Waarenmenge?  -—  für  solche 
Aufgaben  gibt  Widman  seine  Regula  augmenti  -f"  decrementi:  »,Snbtrahir 
die  kleyner  zal  von  d*  grosserii  Und  das  vberige  teyl  mit  der  minnerung  vnd 
merong  zusam  geaddiret  tu  der  selbigen  teylung  quocient  saget  dye  zal  der  person 
weliche  zal  szo  sy  gemultiplicirt  wirt  mit  der  kleynem  anzal  vn  die  grosser  myn- 
Denmg  von  dem  product  subtrahirt  wirt  Ader  widerumb.  das  darnoch  vberpleybet 
bericht  die  ander  frag.^* 

**)  So  kommen  bei  Widman  z.  B.  vor:  Regula  Residui,  Redprocationis,  £x- 
ce^sos,  Divisionis^  Quadrata,  Inventionis,  Fusti,  Transversa,  Ligar,  Equalitatis, 
Legis,  Augmenti,  Augmenti  +  Decrementi,  Sententiarum ,  Suppositionis ,  Col- 
lectionis,  Cubica,  Lucri,  Pagamenti,  AUigationis ,  Falsi.  —  Stifel  hat  später  seine 
Ansicht  über  diese  Regeln  ausgesprochen  {Arithm.  ifU,  fol.  22^),  indem  er  sie 
»feguhs  ridicula  fererUea  nomina''  nennt 
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samme.  vH  das  aggregat  subtrahir  von  den  gemeyn  nenner.  und  das 
vberige  multiplicir  jn  sich  selbst,  ynd  darnach  das  der  nenner  gewesen 
ist  secz  den  zeler.  ynnd  widerumb  das  der  zeler  geweszen  ist  secz  den 
nenner.'' 

Wenn  Widman  aber  auch  einmal  ^  gelegentlich  der  Behandlung  einer 
geometrischen  Aufgabe  (fol.  215'*),  die  Entstehungs weise  ^  Umformung  und 
Lösung  einer  rein  quadratischen  Gleichung  ausführlicher  darlegt,  so  ist 
das  eine  vereinzelte  Ausnahme ;  —  die  Regel  ist  bei  ihm ,  nur  zur  Lösung 
führende  Bechenvorschriften  zu  geben ^  und  zwar  so,  dass  dieselben  meist 
nur  für  eine  bestimmte  Einkleidung  der  Aufgabe  passend  sind.  Es  zeigt 
sich  dies  besonders  gut  an  seiner  Behandlung  der  einen  Form  gemischt 
quadratischer  Gleichungen. 

Die  Aufgabe  nämlich   (fol.   125*"):   „Eyner   leycht  dem   Andern  25  fl. 

2  Jar  vmb   gwin  Und   gwinsz  gwin.     Nu   we  die  2  iar   vergign  sey  szo 

giebt  yenner   dem   wider  seyn  hauptsum   vn  furgwin  vnd  gwinsz  giebt  er 

ym  24  fl.    Nu  ist  die  frag  Wie  vil  habn  die  25  fl  gewunne  in  dem  ersten 

X  •  (25  +  x) 
iar'*    —    diese     auf     die    Gleichung     x  -| — -    =  24    oder  auf 

aj'  +  2  •  25fl;  =  24  •  25  führende  Aufgabe  löst  er  nach  seiner  „Regula 
lucri'*:  „Multiplicir  die  hauptsum  yn  den  gewin  Darnach  Multiplicir  dy 
hauptsum  in  sich  selbst  quadrate  Und  addir  das  product  zu  dem  ersten 
prodttct  Und  die  wurtzel  der  gantzen  sum  so  du  da  von  subtrahirest  dj 
hauptsum.     bericht  den  gewin  der  hauptsum  Und  Ist  Recht.*^ 

Dabei  ist '  aber  wohl  zu  beachten ,  dass  er  an  einer  anderen  Stelle 
(fol.  51'*  und  115^)  dieselbe  bei  ähnlichem  Anlass  entstandene  Gleichung  von 
der  Form  x"^  -■{'  ax  =  b  nach  einer  Regel  zu  lösen  vorschreibt,  welcher  er 
den  Namen  ,, Regula  Excessus"  beilegt :  „Also  soltu  procedim  in  dieser 

Regl.    Multiplicir  der  vbertretung  das  halbe  teyl  /also  - 1  ynn  sich  selbst 

vnd  das  product  addir  zu  der  hauptsum  Damach  nym  radicem  quadratam 
des  selbign  aggregates  vnnd  da  von  subtrahir  das  halbe  teyl  der  vntter* 
scheyd  ader  vbertretung  vnd  das  vberig  ist  die  kleyner  zal.  zu  welicber 
so  du  addirest  die  vbertretung  erwechst  auch  die  grosser.'^ 

Also  dieselbe  Sache  unter  zwei  ganz  verschiedenen  Namen!  Leicht 
lässt  sich  hiernach  ermessen  ^  wie  schwer  auch  dem  Strebsamsten  das  Er- 
lernen der  Algebra  werden  musste,  wo  so  ohne  jegliche  Unterweisung, 
ohne  jede  methodische  Behandlung,  ohne  jede  Disposition  nur  einfach 
handwerksmässige  Regeln  überliefert  wurden,  wo  nicht  an  den  Verstand, 
wo  rein  und  allein  nur  an  das  Gedächtniss  eine  Appellation  statthatte! 

So  erklärt  sich  auch  die  drei  Jahrzehnte  nachher  niedergeschriebene 
Klage  Riese'S;  „wie  etlich  vil  geschriebnn  vnd  so  schwere  vnderweitfung 
gebenn ,  sondemn  im  anfangk ,  Das  viel  Zu  lern  abgelaszen ,  auch  ir  wenigk 
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mit  gescliafft  .  .  .  wie  stilschweigent  die  Rechenmeister  In  Nurmbergk 
auch  anderszwo  za  ercleren  ire  exempel  setzen ;  Welchen  ich  kejnen  glauben 
geben  woltt,  sondern  hab  es  personlich  geszenn  vnd  von  iren  schulemn 
glanbwirdig  erfanui;  Die  zu  zwejen  Jaren  gelernt.  Vnd  so  sie  alle  frag- 
stock  Im  bucblein  gewist  vnd  machn  habn  mugenn,  Kach  dem  sie  ausz- 
gelemtt,  begibt  sich  so  ein  kleine  Zeit  vorgehet  ^  sie  ir  buchlein  Zuhanden 
Nemen  wenigk  exempel  machen  ader  rechn  mugenn.  Dan  keynem  exempel 
Ist  ynderrichtnng  zu  geschriebnn  .  .  /' 

26.  So  wenig  uns  auch  Widman's  Buch  in  Bezug  auf  die  Behandlung  der 
Gleichungen  zu  bieten  vermag^  so  interessant  und  charakteristisch  ist  dieses 
Wenige  für  eine  richtige  Beurtheilung  des  Standes  der  deutschen  Algebra 
am  Ende  des  fünfzehnten  Jahrhunderts.  Es  ist  nach  Eenntnissnahme 
dieses  auch  in  anderer  Beziehung  noch,  wie  wir  sehen  werden,  wichtigen 
Zeugen  leicht  verst&ndlich,  wie  sich  am  Anfange  des  sechzehnten  Jahr- 
handerts  allm&hlig  eine  Eeihe  von  Segeln  festgesetzt  hatte,  welche  die 
Einzelvorschriften  enthielten,  wie  bei  den  verschiedenartigsten  Formen  von 
Gleichungen  des  ersten  und  zweiten  Grades  zu  verfahren  sei,  um  deren 
Auflösung  zn  finden. 

So  werden  bei  verschiedenen  Cossisten  jener  Zeit  besonders  hftufig  jene 
Yierundzwanzig  Regeln  erwähnt,  welchen  wir  vorhin  schon  begegnet 
sind.  Von  ihnen  wurde  ,,grosz  geschrej^'  gemacht  und  ofifenbar  betrachteten 
sie  Viele  als  den  Inbegriff  der  Algebra.  Es  gebührt  Beriet*)  Dank,  dass 
er  diese  24  Begeln  zum  Abdruck  gebracht  hat;  ich  kann  mich  nicht  ent- 
halten, im  Interesse  an  der  Entwicklung  der  Coss  dieselben  auch  hier  an- 
zugeben und  seitwärts  in  unserer  heutigen  Bezeichnungsweise  die  Glei- 
cliangen  beizufügen,  auf  welche  sie  sich  beziehen. 

Die  erste  Begell     Ist  wann  Radix  vor- 
gleicht wird  Numero  ader  Dragma  genant,   sol 
numerus  in  radicem  geteyl  werden,  was  dan  ausz  ax  =  h 
solcher  teylung  komen  wirtt,    musz    berichten 
die  Frag. 

Die  ander   Ist   so  q>  vorgleicht  wirt  dem 
3i  sol  numerus  in  censum  geteilt  werden  vnd   ax^  ==  b 
radix  quadrata  thut  berichten  die  frag. 

Die  dritt  Ist  Wan   radix  vorgleicht  wirt 
dem  3;   sol  ?^  in  3  geteylt   werden   vnd  was  ax^  =^  hx 
daraus  komet  thut  berichten  die  frag. 

Die  vierdt   Ist    wan    g>   vorgleicht    wirt  ax"^  -{-  hx  =  c 
dem  ^  -^  3 ,    so   sol   9?  +  t^   durch    3   geteylt 
werden.    Damach  medir  ^,  für  den  halben 
in  sich,   addir  zum  q>  vnd  radix  quadrata 


TV  IX  U       l»tt/  ^^     Lf»»/    ——     !• 

teylt    /x'^  +  a  05  =  /?  \ 


*)  Abdruck  von  Riese's  Coss  a.  a.  0.  S.  14—16, 

Snppl.  z.  hiit.-lit.  Abtb.  d.  Ztschr.  f.  Math.  u.  Fbys. 
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gantzen  sum  weniger  der  halbe  teyl  z^  thut  be- 
richten die  frag. 

Die  funfft  regell  Ist  so  z^  vorglßicht 
wird  dem  9  +  3»  ^^11  g>  +  3  I^arch  denn  3 
geteylt  werden,  Alsz  dan  medir  radicem  fare 
den   halben  tejl  in  sich  ynd  nim  von  solchen 

den   (f ,    von  pleibenden  extrahir  radicez    qua-   /^  "r"  fij'^  ^^ \ 

drati,  Nim   vom  radix  den  halben  tejl  t^  ader  \x  =j^(  — )  — /?  +  -/ 
gib  dem  radix  quadrata  Zu  den  halbenn  tejl  t^, 
so  du  nicht   nemen  magst,    was    dan  kommt, 
bericht  di  frag. 

Die   sechste  Regel   ist  so  9 -f- %  ^^^' 
gleicht  seint  dem  3>  so  teyl  9  +  ^  i^  3>  ^®^    ax'^  =^  hx  -{-  c 
%  medir.    Den  halben  teyl  multiplicir  in  sich,    /x^  — .  ^^^  _{_  y^ 
Darzu    addir    9?    vnd    radix    quadrata    von    der  |  1/  f^\^  « 

gantzen    sum,    hinzugethan   der   halbe    teyl    r^    \     '^ '     \2/  % 

erewget  die  frag. 

Die  sibend  ist  So  cC  vorgleicht  wirt  dem 
3»  so  teyl  den  3  ^  den  cC  was  do  komet  be-  as^  =  &a? 
rieht  die  frag. 

Die   acht  Regel  ist   Wan   c^  vorgleicht 
wirt  dem   t^,  sol  %  in  cC  geteilt  werden,  vom  ax*  =  bx 
quocienten    wird    radix   quadrata    die    frag  be- 
richten. 

Die  Neundt  Regel  ist  Wan  cC  vorgleicht 
wirt  dem  9,  szo  teyl  9?  in  cf,  von  dem  das  do  aa?'  =  & 
komet  Nim  radicez  cubicam,   so  hastu  berich- 
tigung  der  frag. 

Die  Zehendt  Regel  ist  wann  ^  vor- 
gleicht wirt  dem  3  +  ^>  ^^^  %  ^^*^  3  diirch 
et  geteilt  werden,  der  3  medirt,  der  halbe  teyl  ax^  +  hx'^  ^=^  coc 
in  sich  gefurt  Zum  t^  addirt  werdenn.  Damach 
sol  berichten  radix  quadrata  weniger  der  halbe 
deil  des  Zensz  die  frag. 

Die  Eilfft  Regel  Ist  szo  3  vorgleicht 
wirt  den  t^  vnd  cC,  sol  j^  +  3  «l'irch  cC  geteylt 
werden  Damach  füre  den  halben  teyl  des  3 
in  sich,  Nim  daruon  t^,  vom  pleibenden  extrahir  aa^  -{-  ex  =  bx*^ 
radicez  quadrati,  Nim  vom  radix  den  halbenn 
teyl  des  3»  so  du  magst  Wu  nicht  addir  im 
den  halben  teyl  des  3;  so  hastu  berichtigung 
der  frag. 
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Die  Zwelffte  Begel  So  oC  Vorgleicbt  wirtt  dem 
3  Ynd  1^,  80  teyl  3  +  %  durch  den  et  Daniach  mul- 
tiplicir  den  halbenn  teyl  des  3  i^*  sich  Darzu  addir  i^,        g       7,  2    i 
von  dem  das  do  komet  extrahir  radicez  alszdan  addir  ^^  ' 

denn   halben  tejl  des  3  z^^^°^   radix,    so  hastu  berich- 
tigung  der  frag. 

Die  Dreizehendt  Begel    Ist   so  33    vorgleicht 
wirtt  dem  c£,  sol  33  durch  cC  geteilt  werden  was  dan  <^^  =^  f>c^ 
komen  wirtt  mnsz  berichtenn  die  frag. 

Die  vierzehendt  Ist  so  33  vorgleicht  wird  dem        . 
ä>  ^U  33   d®^  3  tejln  ynd  radix  quadrata  von  der 
tejlung  wirtt  berichtenn  die  frag. 

Die  Funffzehendt  Regel  Wann  33  ^^^1  tj»  vor- 
gleicht  Wirt,   soll  %  durch  33  g^teylt  werden  Damach  ax*  —  fta; 
sol  berichten  radix  cubica  von  der  teylung  die  frag. 

Die  Sechzehende  Begel  Ist  so  yorgleicht  wirt, 
3  dem  et  vnd  33»  so  teyl  ab  die  minstenn  Zwey  durch 
33  alßz  3  vnd  cC  Damach  medir  cC,  füre  denn  halben  aa;^  +  hx^'^cx^ 
teyl  in  sich,  das  product  addir  zum  3»  extrahir  radicem 
qoadrati  Ynd  nim  von  solchm  den  halbenn  teyl  des  cf, 
so  hastu  berichtigung  der  frag. 

Die  sibentzehende  Ist,  so  cC  vorgleicht  wirt 
dem  3  vnd  33»  so  W^  cC  vnd  3  ^  ^^^  33  Darnach 
fare  den  halbenteyl  des  cC  in  sich,  Nim  von  dem  das 
do  komet  den  3?  vom  vbrigen  extrahir  radicez  quadrati  ax^  -^  cx^  =  hx^ 
Nim  von  selbigenn  den  halben  teyl  des  c^  so  du  magst, 
Wu  nicht  addir  den  halben  teyl  des  cC  dazu,  so  hastu 
berichtigung  der  frag. 

Die  Achtzehendt  Wan  33  vorgleicht  wirt  dem 
et  vnd  3*  so  teyl  et  vnd  3  ii^  33  Darnach  medir  cC 
Den  halben  teyl  multiplicir  in  sich,  addir  darzu  den  3>  ax^  -^^  hx^  =  cx'^ 
extrahir  ausz  dem  komenden  radicez  quadrati  Alszdan 
addir  Zum  radix  den  halben  teyl  et,  so  hastu  den  werd 
des  fragenden  dinges. 

Die  Neuntzehendt  Begel  Ist,  so  3  vorgleicht 
wirt  y  vom  radix,  sol  man  den  3  ^^^  sich  multipliciren 
vmid  das  punct   vor  dem  Badix  auszleschn.     Alsz  ich 

setz  1  3  ist  gleich  dem  Y  von  8  i^,  Wisz  damebenn  das        , /— 

dise  Regel  vnd  die  neheste  nachuolgend  nicht  ehr  sich 

in  die  vorgleichung  algebre  geben  dan  die  Zeichen  komen 

.  2n  gantzer  irer    macht,    füre    derhalbenn    1  3   üi  sich 

komet  1  33»  lösche  ausz  das  punct  pey  dem  i^,  komen 

5* 
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1  33  gleich  8  t^.     Teyl  8  z^  in   1  3  komen  8,   Daruon 
radix  cubica  als  2  bericht  die  frag. 

Die   Zwenzigiste  Regel   ist,    szo  3  vorgleicht 

wirt  dem  y  von  3>   szo  multiplioir  den  3  ^^  siol^  ^^^'  

nach  lesche   ausz   den  punct  für  dem  3»   so  komstu  in  ««?    ^^^yhx^ 
die  vorgleichung  das  33  gleich  wird  dem  3i  ^7^  3  ^^ 
33  so  beweyst  alszdan  radix  quadrata  die  frag. 

Die  einundzwenzigiste  Eegel  Ist  wan  33  ^^^' 
gleicht  wirt  dem  <p,  so  teyl  g)  in  33  Alszdan  wirt  radix  ^o:    =  o 
quadrata  von  dem  radix  quadrata  berichten  die  frag. 

Die  Zweyundzwenzigist  Regel  Ist,  wan  g> 
vorgleicht  wirt  dem  3  v^^d  33 1  so  teyl  g>  +  3  ^  ^^^ 
33)  ^^^  3  niedir,  das  halbteil  multiplicir  in  sich  darzu  ax^  4-  hx^  =  c 
addir  den  <p  Nim  darnach  hinwegk  den  halben  teyl  des 
3  so  radix  quadrata  auszgezogen  ist,  so  wirt  dir  alsz- 
dann  Radix  quadrata  vom  vbrigen  die  frag  erofihen. 

Die  dreiundzwentzigist  Regel  ist,  Wan  3 
vorgleicht  Wirt  dem  g>  vnd  33  so  soltu  9?  +  3  ^^^ 
dem  33  teylenn,  Denn  halben  teyl  des  3  ^^  sioh  fum  qx*  4-  c  =  hx^ 
Vnd  den  g>  dauon  subtrahiren.  Vom  pleibenden  radicez 
quadrati  extrahire  Den  halben  teyl  des  3  daruon  nemen 
ader  darzu  thun,  so  wirt  alszdan  Radix  quadrata  die 
frag  erewgen. 

Die  Yierundzwenzigist  Regel  ist,  So  33  ver- 
gleicht wirt  dem  ^  -{-  g>  sollen  die  minsten  Zwey  durch 
meyst  das  ist  denn  33  getheilt  werdenn,  Damach  der  ax^  =  hx^  4-  c 
halbe  teyl  des  Zensz  in  sich  gefurt  Zum  g>  addirtt,  von 
solchen  radix  quadrata  gezogen.  Zum  radix  der  halbe 
teyl  des  3  gethan  werdenn,  so  wirt  alszdann  Radix 
quadrata  die  frag  berichtenn. 

27.  Auch  wenn  nicht  ursprünglich  eine  geringere  Zahl  von  Vorschriften 
vorhanden  gewesen  und  wenn  auch  alle  Erinnerung  an  dieselben  verloren 
gegangen  wäre ,  so  hätte  ein  aufmerksames  Betrachten  der  Einzelfälle  trotz- 
dem allmählig  zu  einem  Zusammenfassen  derselben  hinführen  müssen, 
wie  denn  z.  B.  die  Gleichartigkeit  des  ganzen  Verlaufes  bei  der  Auf- 
lösung nach  der  3.  oder  7.  Regel  mit  dem  nach  der  ersten  gewiss  in  die 
Augen  fiel.  So  führt  denn  auch  Riese  selbst  jene  24  Regeln  mehr  aus 
Rücksicht  auf  geschichtliche  XJeberlieferung  an  und  berichtet  dabei,  dass 
„unter  ihnen  die  erstenn  sechs  genant  wurden  die  furnemesten'^  £r 
hat  aber  auch  in  Worten  den  Schritt  ausgesprochen,  welcher  zur  Verein- 
fachung hätte  führen  müssen.  Er  beginnt  nämlich  seine  Coss  sofort  mit. 
der  Vorschrift:  „Ist  erstlich  zu  mergkenn,  so  zwey  Zeichen  ader  (=  oder)  iwu 
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benenang  proporcionalistischer  ordenung  ane  {=^  ohne)  mittel  einander  nach- 
uolgent  vorgleicht  werdenn,  ader  mittel  darzwischenn  .  .  .";  im  ersten 
Falle  y,saltu  dich  bevleisigen  Dieselbigen  alleweg  In  die  kleinsten  proportz 
rasetzenn"  (—  so  z.  B.  9  3  =  3  cC  gibt  9<p  =  Sx^]  16  3cC  =  2  ccC  gibt 
16fp  =  2cC;  ebenso  65  3  =  3  cC  +  2  33  gibt  65  9>  =  3  t^  +  2  3); 
im  zweiten  Falle  aber  ,^80  in  eyner  yorgleichung  dir  furkomet  Das  Zwej 
Signa  eynem  ader  eynes  Zwejen,  Die  nit  einander  alszbalde  nachvolgen 
sonder  ein  mittel  dar  Zwischen  gehaltenn,  soltu  wissen,  das  das  mittelste 
Zeichen  von  eynem  gleich  soweit  sam  vom  anderenn  stehen  sol ,  setz  in  die 
ersten  Zeichen  ader  kleinste  ordenung"  ( —  so  z.  B.  t^,  et,  §  gibt  9,3»  33)- 

Unter  Anwendung  dieser  Vorschrift  konnte  man  bei  den  berühmten 
24  Regeln  aus  der  1.,  3.,  7.,  13.,  ebenso  aus  der  2.,  8.,  14.,  20.,  dann 
aus  der  9.,  15.,  19.  je  eine  Begel^  bilden ,  und  in  gleicher  Weise  Hessen 
sich  auch  die  Regeln  Nr.  4,  10,  16,  (20)  und  5,  11,  17,  (23)  und  6,  12, 
18,  (24)  je  eine  zusammenziehen.  Dem  entsprechend  unterscheidet  Riese 
nicht  mehr  24  einzelne  Regeln,  sondern  er  kehrt  zurück  zu  den  überlieferten 
8  und  so  wie  er,  so  preist  auch  die  folgende  Zeit  bis  zur  Mitte  des  Jahr- 
hunderts als  die  Hauptsache  der  Coss  in  sich  begreifend  „die  acht  equa- 
cionesAlgebre  In  welchn  zwej  Zeichenn  in  den  ersten  yiem  einander 
yorgleicht  werden  vnnd  in  den  andern  vieren  drey  Zeichen  vnder  welchen 

Die  erste.  So  zwej  signa  ader  Zwu  benenung  ane  mittel  in  pro- 
porcionalistischer ordenung  einander  vorgleicht  werden,  sol  das  wenigste 
Signum  am  namen  durch  das  groser  nachvolgend  getejlt  werden  vnd  was 
ausz  solch  teylung  kompt;  wirt  berichten  den  werdt  fragenden  Dinges. 

Die  ander.  So  zwey  Zeichenn  einander  nachvolgendt  vnd  eynes  dar- 
zwischen  ausgelasen,  sol  das  minste  am  namen  Das  ist,  welches  weniger 
ductiones  hat,  Durchs  meist  geteylt  werden,  vnd  radix  quadrata  des- 
selbigen  thnt  auszweisen  was  t^  werd  ist. 

Die  dritte.  So  zwey  signa  einander  in  gesatzter  proporcionalistischer 
ordenung  vorgleicht  werdenn  vnd  zwey  signa  in  der  mitt  auszgelasen,  sol 
das  minste  der  benenung,  durchs  meiste  geteylt  werdenn  Ynd  derselbenn 
quocienten  cubicistische  seitenn  ader  radix  cubica  wirdt  zelenn  ader  auff- 
loesen  die  frag. 

Die  Vi  er  dt.  So  zwey  signa  in  proporcionalistischer  ordenung  wer- 
denn aneinander  vorgleicht  Zwischen  welchen  drey  signa  nach  berurter 
proporcionalistischer  ordeitung  vbergangen,  soll  das  minste  am  namen 
Durchs  meiste  geteilt  werdenn  vnd  radix  quadrata  von  dem  radix  qua- 
drata bericht  die  frag. 

Die  fünfftt.  So  drey  Signa  ane  mittel  einander  nachuolgen,  das 
erste  den  letztenn  Zweyen  vorgleicht  wirtt,  solln  die  Zwey  minsten, 
Kemlich   das    erst   vnd  mittelst  Durchs  letzt  vnd  meyst  geteylt  werden. 
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Alszdan  soll  das  mittelste  Zeichen  werden  halbirt,  vnd  den  halben  tejlsol 
man  sich  quadrats  furenn,  darnach  zum  ersten  Zeichen  addim  vnd  radix 
quadrata  von  solcher  heuffelung  weniger  der  halbe  teil  des  mittelsten  Zei- 
chenns  eroffentt  die  frag. 

Die  sechste.  Wan  drej  signa  einander  an  mittel  vorgleicht  werden, 
Also  die  euserstenn  Zwey  den  mittelsten,  soll  man  die  wenigsten  Zwer 
durch  das  meyst  tejln,  Darnach  den  halbenn  teyl  des  mittelstenn  Zeichensz 
in  sich  furenn,  von  solchm  product  das  erste  Zeichenn  subtrahiren,  Alszdan 
wirt  auszweyszen  vom  vberigen,  radix  quadrata,  hinzugethan  ader 
hinwegkgenomen  der  halbe  teyl  des  mittelsten  Zeichens  Denn  werd  des 
fragenden  Dinges. 

Die  siebende.  Ist  von  dreyen  Zeichen  die  ersten  Zwey  dem  letz- 
tenn,  soUn  die  ersten  Zwey  durchs  letzt  geteilt  werden,  das  mittelste 
halbirtt,  in  sich  gefurtt  dem  ersten  addirt  werden  vnnd  radix  quadrata 
von  solch  Zwsamenfugung  mit  dem  halben  teyl  des  mittelstenn  Zeichensz 
hinzugethan ;  wirtt  alszdan  eroffenn  den  werd  des  begerenden  dinges. 

Die  Achte.  Ist  nichts  andersz  dan  die  nehestenn  drey  itzt  gesatztt, 
Musz  vnd  kann  auch  nicht  empören  solcher,  Dan  sie  ist,  wue  drey  Zeichen 
in  gleichen  mittein  proporcionalistischer  ordenung  einander  vorgleicht,  ein 
Zeichen ,  Zwey  ader  drey  auszgelasen.  Wirtt  1  auszgelasen  vnd  die  letzten 
Zwey  dem  erstenn  vorgleicht  werden,  so  halte  dich  nach  vnderrichtong 
der  fün£Pten  equacion.  Wue  die  eusersten  Zwey  dem  mittein ,  so  gebrauch 
der  sechsten,  seint  aber  die  ersten  zwey  dem  letztenn  vorgleicht,  so  nim 
für  dich  die  sibende  equacion.  Ist  solches  volfurtt,  so  wirtt  dich  alszdann 
radix  quadrata  femer  die  frag  auszzuortem  vnderweisenn.  Seint  zwey  Zei- 
chen auszgelasenn,  so  gebrauch  Zum  letzten  die  wurtzel  des  cubics.  Wn 
drey  in  der  mitt  vorlasen,  so  gebrauch  nach  gehabter  muhe  die  wurtzel 
des  quadraten  vom  quadratenn.'^ 

28.  Der  doppelte  Vorzug,  welcher  diese  acht  Equationen  vor  den  am  An- 
fang des  16.  Jahrhunderts,  wie  es  scheint,  fast  allgemein  gebräuchlichen 
24  Regeln  auszeichnet,  ist  unmittelbar  ersichtlich:  einmal  werden  in  der 
That,  wie  vorher  angegeben,  die  gleichaiügen  Fälle  zusammengefasst,  so 
dass  die  ganze  Theorie  wesentlich  an  Einfachheit  und  Klarheit,  auch  schon 
an  Allgemeinheit  gewinnt;  dann  aber  ist  es,  zumal  rücksichtlich  der  letz- 
teren, von  nicht  geringer  Bedeutung,  dass  die  Regeln  nun  auch  dauernd 
als  für  diejenigen  Gleichungen  gültig  erklärt  Verden,  welche  höhere  ab 
die  vier  ersten  Potenzen  der  unbekannten  enthalten  ^  wenn  deren  unbe- 
kannten nur  eine  gewisse  „proporcionalistische  ordenung^'  einhalten. 

Werden  sie  „in  die  kleinste  proportz  gesetzt'^,  so  können  wir  die 
Fälle,  auf  welche  sich  die  acht  Equationen  beziehen,  durch  unsere  Be- 
zeichnung leicht  folgendermassen  ausdrücken: 
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I). 

■  ax  =6 

II). 

•  •  aa*  =  ft 

ni)- 

•  •  o«3  =  ft 

IV)  . 

•  •  ax*  =  6 
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Y)  x^  +  ax  =  h 
VI)  x^  +  h    =  ax^ 


™)  »'—+'■        'p?.;. 


a;*  +  ax^  «=  6 
VIII)^a;« +  ««*  —  & 


wobei  wir  freilich  nicht  ausser  Acht  lassen  dürfen^  dass   als  Coefficienten 
a  und  h  damals  nur  ganz  bestimmte  Zahlen  gewählt  wurden. 

Auch  jetzt  noch  werden  bei  den  quadratischen  Gleichungen,  um  nur 
positive  Glieder  zu  berücksichtigen,  stets  die  drei  Hauptformen  V,  VI  und 
Vn  unterschieden ;  und  auch  hier  finden  sich ,  während  ftlr  V  und  VII  nur 
je  eine  Lösung  zugelassen  wird,  für  die  Gleichungsform  VI  zwei  Lösungen 
angegeben,  freilich  ebenfalls  (vne  bei  der  fünften  unter  den  24  Regeln) 
in  der  nicht  richtigen  Form: 


-/(i)-'±i 


Wie  wenig  klar  das  Bewusstsein  von  der  Doppeldeutigkeit  des  Werthes 
gewesen  ist,  beweisen  die  Worte,  mit  welchen  Biese  die  Lösungen  zweier 
diesem  Falle  angehöriger  Gleichungen  begleitet. 

Für  die  Gleichung  ä^  +  7  =  8a?,  deren  richtige  Lösungen  7  und  1 
sind^  müsste  er  nach  seiner  Eegel  3  +  4,  also  7  und  —  1  finden;  er  be- 
merkt aber:  „Von  3  kanstu  nicht  nemen  den  halben  teyl  des  mittelsten 
Zeichen  alsz  4,  sonder  gib  4  dem  radix  zw,  komen  dir  7  souil  ist  yalor 
radicis.'^    Er  lässt  also  in  diesem  Falle  nur  einen  Werth  zu. 

Für  die  Gleichung  a?^  +  21  «=  10a;  aber,  deren  richtige  Lösungen  7 
and  3  sind ,  müsste  er  nach  seiner  Begel  2  4:^)  ^^^  7  und  —  3  finden ; 
durch  einen  kühnen  Sprung  weiss  er  sich  aber  zu  helfen:  „radix  quadrata 
2  Nim  vom  halben  teil  des  mitlem  Zeichn  alsz  5  pleiben  3.  Das  ist  der 
werdt  radicis.-  Ader  gib  den  radix  2  Zu  dem  halben  teil  des  mitlem  quo- 
dent  als  5  wirt  7.  Ist  auch  der  werdt  radicis**,  so  dass  hier  Eiese  trotz 
einem  im  Sinne  seiner  Vorschrift  falschen  Verfahren  dennoch  zu  zwei 
richtigen  Lösungen  gelangt. 

29.  Unzweifelhaft  richtiger  als  Riese,  wenn  auch  nicht  unbedingt  richtig, 
hat  sein  Zeitgenosse  Grammateus  den  zuletzt  besprochenen  Fall  einer 
quadratischen  Gleichung  behandelt.  Dessen  Eechenbüchleln  ist  zwar,  wie 
ich  früher  (S.  13)  erwähnte,  schon  im  Jahre  1518  erschienen,  und  es  hätte 
demgemäss  die  Darstellung  von  Granunateus  vielleicht  ihren  Platz  vor  der 
Yon  Eiese  finden  sollen;  allein  die  grössere  Ausführlichkeit  Eiese's  und  die 
Beachtung,  dass  letzterer  schon  im  Jahre  1515  eifrigst  mit  der  Coss  be- 
schäftigt war*),   also  vielleicht  damals  schon  mit  der  Ausarbeitung  seines 

*)  Bei  Beriet  a.  a.  0.  S.  27  (Amn.)  liest  man  folgende  Stelle  von  Eiese:  „hab 
die  (Ezempel)  gerechent  vnd  durch  die  t^  volfurt  In  beisein  Hansen  Conrads 
anno  1516,  so  diso  Zeit  auff  S.  Anabergk  Frobirer  was/' 
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Lehrbuches  begonnen   hatte,    bestimmten  mich,   erst  an   dieser  Stelle  von 
des  Grammateus'  algebraischen  Bestrebungen  und  Erfolgen  zu  reden. 

Da  springt  nun  sofort  in  die  Augen,  dass  auch  Grammateus,  ohne 
weiter  einen  Grund  anzugeben,  die  überkommenen  24  Eegeln  bei  Seite 
lässt,  ja  ihrer  nicht  einmal  Erwähnung  thut  und  dafür  vorzieht,  die  Lehre 
von  den  Gleichungen  mit  sieben  Regeln  abzuthun,  welche  mit  den  Biese- 
schen  Equationen  I— VII  im  Wesentlichen  übereinstimmen.  Granmiatens 
zeichnet  sich  nun  aber  dadurch  aus,  dass  er  die  Zahlen-Coefficienten  der 
Gleichungen  schon  mit  Buchstaben  benennt ;  um  diese  seine  Eigenthümlichkeit, 
zugleich  auch  seine  von  der  Biese's  abweichende  Vorschrift  betrefiis  der 
Lösung  der  Gleichung  (VI) :  rc^  +  &  =  a»  vorzuführen ,  setze  ich  seine 
fünfte  Regel  wörtlich  hier  bei.     Dieselbe  lautet: 

„So  aber  in  proportionirten  Ordnung  werden  gesatzt  nach  einand'  die 
quantitet  |  vnd  die  eussere  zwo  geaddirt  sich  vergleichen  mit  der  mittel 
so  sollen  die  ersten  zwo  quantitet  |  ein  iegllche  besonder  durch  die  dritte 
geteylt  werden  |  vnd  der  quocient  |  welcher  ist  komen  ausz  der  teylung 
der  ersten  zal  durch  die  drit  sei  a  |  also  auch  was  entspringt  ansz  der 
teylung  der  mittel  zal  |  durch  die  dritt  |  sei  b  multiplicire  das  halb  tejl  i 
in  sich  |  vnd  von  dem  product  subtrahir  a  |  vnd  des  übrigen  radix  qua- 
drata  sol  addirt  werden  zum  halben  teyl  6  |  so  kompt  valor  1  pri.  Auch 
begibt  es  sich  das  solchs  vnder  Zeiten  wirt  subtrahirt  vom  halben  teyl  b." 

Grammateus  gibt  also  als  Lösung  der  Gleichung  VI: 


a;  =  -  -|-  7/  (  -  j  —  h  und  „vnder  zeiten**  auch:  x  =  — — J/  l~]  —h; 

er  unterlässt  es  also  ebenfalls  darauf  hinzuweisen,  dass  jene  Gleichungs* 
form  stets  zwei  (positive,  natürlich  reelle)  Lösungen  habe,  aber  jede  ein- 
zelne, welche  er  gibt,  ist  immerhin  richtig.    Er  gibt  auch  ein 

„Erst  Exempel.  2  se.  +  18  •  N  •  sein  gleich  15  •  pri." , 
d.  h.  2a;2  +  18«»  15  a;, 

wofür  er  nur  — 7~ —  =  6  als  Lösung  gibt ,    während  auch —  == 

4  4  - 

richtig  wäre;  sein 

„Ander  Exempel.  2  se.  +  500  •  N  •  sein  gleich  95-^  pri." 

d.  h.  2x^   +  Ö00  =  95ix 

wählt  er,   um  dafür  -~ — =  6  als  einzige  Lösung  zu  finden,  wäb- 

6 

^    143  +  107         125    ^     ^  „      .       T  „ 

rend =  -7-  ebenfalls  eine  Lösung  gewesen  wäre. 

6  3 

30.  Dass  Grammateus  die  beiden  Lösungen  x  AzJ/  (o)  "~^  ^^^^^  ^* 
gleichzeitig  gültig  erklärt  hat,    werden  wir  ihm  nicht  so  hoch  anrechnen 
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dürfen.  Um  so  aaffallender  bleibt  es,  dass  Biese  geradezu  falsche  Werthe 
gegeben  hat,  da  er  doch  die  richtigen  in  der  Quelle  angegeben  fand,  ans 
welcher  er  nach  eigener  Angabe  schöpfte  nnd  auf  die  wir  im  nächsten 
Abschnitte  noch  zu  sprechen  kommen  werden.  Doch  schon  hier  muss  der 
falschen  Meinung,  welche  vielleicht  auch  heute  noch  ihre  Anhänger  hat, 
jedenüftlls  aber  im  16.  Jahrhundert  Glauben  fand,  entgegengetreten  werden, 
als  ob  einer  unserer  schon  so  manchmal  genannten  Cossisten  die  angeführten 
acht  Equationen  erfunden,  auf  sie  die  früheren  24  Eegeln  reducirt  habe. 
Nichts  ist  falscher  als  das !  Wenn  so  bald  nachher  Stifel  bereits  die 
Meinung  aufkommen  lässt  (Ausg.  von  Bud.  Coss  fol.  147) ,  als  ob  Budolff 
jene  acht  Begeln  erfunden  habe,  so  steht  dem  schon  gegenüber,  dass 
Radolff  selbst,  was  offenbar  Stifel  übersah,  in  seiner  Coss  (fol.  €€  III') 
das  Oegentheil  sagt  in  den  Worten:  „Will  hiemit  von  den  acht  regeln  der 
Coss  I  so  von  den  alten  gesetzt  vn  demonstrirt  |  nach  notturffb  ge- 
sefariben  .  •  .  haben.^*  Aber  wir  sahen  ja  dieselben  schon  lange  vor  Budolff 
in  Deutschland  bekannt,  und  zum  üeberfluss  bezeugt  Biese  ausdrücklich, 
dass  er  selbst  die  „acht  equaciones"  aus  einem  alten  Buch  entnommen 
habe  jind  dass  „solich  yierundzwenzigk  beschriebenn  Begel  haben  vnsere 
Yorfaren  gezogenn  ausz  denn  acht  equacionibus  Algebre." 

Biese  selbst  ist  aber  offenbar  im  Zweifel  gewesen ,  in  welcher  Beziehung 
die  24  und  die  8  Begeln  zu  einander  stehen,  insbesondere  welche  von 
beiden  früher  vorhanden  gewesen.  Denn  wenn  er  nach  dem  vorhin  an- 
gegebenen Ausspruche  unmittelbar  weiterfährt:  „villeicht  der  (*=  deren) 
sooil  beschriben  das  die  anhebendenn  destermehr  ejnen  pessem  verstaut 
scbopfenn  mugen'^  —  so  liegt  doch  in  dem  Aufstellen  dieses  pädagogischen 
Gesichfcspunktes  die  Annahme,  dass  eigentlich  acht  Begeln  im  Unterrichte 
zu  übermitteln  gewesen  seien  und  man  erst  nachträglich  24  daraus  ge- 
bildet habe.  Aber  Biese  selbst  ftlhrt  auch  wieder  einen  Zweifel  an  solcher 
Auffassung  vor,  indem  er  unmittelbar  weiterfährt:  „Ader  (*=  oder,  sc.  sie 
haben)  die  gesetzt.  Die  wejl  si  gebrueh  vnd  mangel  an  den  achten  auch  am 
gantzen  buch  Algebre  (worin  sie  nämlich  enthalten)  gehabt  habenn.  Dan  an 
Zwejffel,  so  si  Die  acht  vorgleichung  wie  beschriebenn  gehabt  betten  wurden 
nicht  femer  vmbschweiff  gemacht  habenn  Ader  hettenngewisszlich  beschriebenn 
alle  modos  equandi,  Darzu  der  Begeln  vberfiussig  vnd  vnnotig  gemachte 
Dan  in  der  erstenn  equacion  proporcionalistischer  ordenung  der  signa  pisz  vff 
den  cct  betten  sie  9  regeln  gemacht,  auff  die  ander  8,  auff  die  dritten  7, 
anff  die  vierden  6,  Auff  die  funffcenn  8,  Auff  die  sechsten  8  desgleichen 
aoff  die  sibendenn  8 ,  Ynd  auff  die  achte  equacion  wurden  sie  nicht  vnder- 
lasen  haben  36  regelnn  Zuschrejben,  Welch  in  summa  machen  wurden  90. 
Und  wurden  dem  gemeynen  mann  schwer  im  sin  zu  behalten.  Derhalben 
AJgebras  wol  Zw  hertzen  genomen  proporcionalistische  ordenung,  vns  vor- 
lasenn  seine  acht  equaciones '^      Biese  meint  also  doch,    dass   die 
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Kegeln  in  grösserer  Anzahl  früher  ausgebildet  worden  seien  und  dass  ent 
nachträglich  irgend  ein  Mathematiker,  von  Biese  als  „AlgehiBS**  benannt, 
das  Wesentliche  derselben  zusammenfassend  deren  Zahl  auf  die  berfihmten 
acht  reducirt  habe. 

31.  Während  Biese  die  24  Begeln  zur  Lösung  von  Gleichungen  immerhin 
noch  der  Aufzeichnung  fOr  werth  erachtete,  ja  sie  noch  als  fdr  den  Un- 
terricht' vielleicht  nutzbringend  zu  halten  scheint^  schweigt  Grammateos 
dieselben  völlig  todt.  Beider  nächster  Nachfolger  aber,  der  berühmte 
Budolff,  der  nach  eigener  Aussage  „von  meister  Heinrichen  |  so  gramateos 
geneiät  |  der  Coss  anfengklichen  bericht  empfangen'%  folgt  nieht  dem  Bei- 
spiele seines  „preceptors^^  Schon  im  Titel  seines  Werkes  spricht  er  es 
aus,  dass  er  „die  meinug  aller  dere  |  so  biszher  vil  vngegrttndten  regeln 
angehangen*'  hintanzusetzen  gedenke,  und  in  dem  an  den  Bischof  von 
Brixen  gerichteten  Schluss*  und  Widmungsbriefe  betont  er  nicht  minder 
seinen  Standpunkt  in  den  Worten :  „Wir  sein  biszher  allein  den  hepfen  { 
den  vngegründten  himbrechenden  regeln  augehangen  |  der  wolgegrfindten  \ 
gewissen  vnd  demonstrirten  kunst  |  gar  kein  acht  gehabt/'  £&  überrascht 
uns  daher  nicht,  dass  er  den  den  Gleichungen  gewidmeten  Theil  seines 
Buches  sofort  mit  der  Ansprache  an  den  Leser  eröfinet:  „Lasz  dich  nit 
irren  |  das  etlich  biszher  vnd  noch  {  von  24  regeln  der  cosz  grosz  geschrey 
machen.  Dan  angesehen  ire  meinung  |  vnd  die  cauteln  will  ich  aosz  den 
8  regln  nit  24  |  sunder  etlich  vn  hundert  mache.  Ist  nemlich  ein  ver- 
drüszlicher  überflusz  |  von  einer  kunst  grosz  geschwetz  treiben  |  so  mit 
eim  wenigem  nit  allein  ordentlicher  sunder  auch  verstentlicher  vn  vol- 
komlicher  mag  dargebe  werde/' 

Dem  entsprechend  gibt  auch  Rudolff  alsbald  die  „8  Begel  der  Cosz 
mit  gemeynen  Exempeln"  und  zwar  in  einer  mit  Biese  übereinstinmienden 
Darstellung,  und  deutet  dabei  die  Möglichkeit,  mehr  Begeln  zu  bilden,  da- 
durch an,  dass  er  jeder  einzelnen  eine  Anzahl  Beispiele  nachfolgen  iSsst 
und  zwar  jeweils  so  viele  von  je  anderer  Art,  als  Biese  als  möglich  an- 
gegeben hatte  (vgl.  vor.  S.).  So  illustrirt  er  z.  B.  die  auf  ax^  »  5  sich 
beziehende  „vierde  equation^^  durch  folgende  Beispiele: 
2  aj  32  9? 

3§  483e 

t%    «^^^^'      8o4       ^-^1^2^- 

^m  96  aa 

7cce  112  § 

Dem  Inhalte  wie  der  Form  nach  sehen  wir  hier  ein  deutliches  An- 
lehnen an  das  in  §  23  besprochene  Wiener  Manuscript,  welches  SiOberl 
nach  Wien  gebracht  hatte:  StöberFs  SchtQer,  Tanstetter,  war  aber  der 
Lehrer  von  BudolfiTs  Lehrer  Grammateus. 
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Bodolff  hat  übrigens  in  üebereinstimmung  mit  seinen  vorhin  ange- 
führten Worten  selbst  schon  zur  Vereinfachung  beigetragen,  indem  er  die 
vier  ersten  Equationen  zusammenfasst  in  eine  einzige  Regel.  Nachdem  er 
nSmlich  seine  jene  vier  Equationen  illustrirenden  (nachher  noch  zu  be- 
sprechenden 310)  Beispiele  abgehandelt  >  wendet  er  sich  (fol.  Xn)  „Zum 
leser^^  mit  den  Worten:  „Auff  das  |  die  obemelten  4  regln:  von  der  vile 
wege:  dir  nit  leichtlich  ausz  gedechtnusz  abfallen  |  magstu  sie  vnter  ein 
regl  zihen  |  mit  solchen  werten.  Werden  einander  vergleicht  zwo  quanti- 
tete  {  diuidir  die  grösser  in  die  kleiner.  Ist  kein  andere  quantitet :  natür- 
licher Ordnung  nach:  zwischen  jene  auszgelassen  {  nim  den  quocient.  Ist 
eine  auszgelassen  |  nim  radicem  quadratam  des  quocients.  Sein  zwo  ausz- 
gelassen I  nim  des  quocients  radicem  cubicam.  Sein  drei  auszgelassen  | 
nim  radicis  radicem  des  quociets  so  wirstu  bericht  was  1  tq  bedeute.  Hab 
ich  im  besten  vnangezeigt  nit  lassen  wellen.'* 

In  Bezug  auf  die  vier  letzten  Equationen  stimmt  Budolff  mit  Riese 
aberein  y  nur  dass  auch  er  wie  dieser  und  wie  Orammateus  seine  Eigen* 
thümlichkeit  hat  in  der  Lösung  der  VI.  Equation  x^  •■{■'  h  ^^  ax.  Rudolff 
gibt  nftmlich  richtig  deren  Lösung  an  als 


i±/©-'. 


indem  er  sagt:  „  .  .  .  Radicem  quadratam  des  übrige  gib  oder  nim  dem 
halbenteil  des  mittlem  quocients  |  das  collect  oder  rest  |  zeigt  an  den 
werdt  1  3^'*;  aber  er  entstellt  seine  richtige  Lösung  durch  eine  falsche  Ein- 
schränkung, indem  er  beifügt:  „Bei  diser  equation  soltu  mercke  |  wan  die 
grösser  quantitet  mehr  inhelt  dan  die  kleiner  (d.  h.  wenn  in  der  vorigen 
Gleichung  a  >-  &)  so  musz  radix  quadrata  addirt  werde,  bedeut  aber  die 
grösser  minder  dan  die  kleiner  (d.  h.  wenn  a  <C  h)  so  musz  sie  subtrahirt 
werden  von  ^  des  mittlem  quocients.** 

Demgemäss  gibt  Rudolff  für  folgende  Beispiele,  in  welchen  a  >  2)  ist: 

5  cC  +  9  9)         "^       l^^ 
ebenso  auch  für  die  folgenden,  in  welchen  a  <  6  ist: 

in  gleicher  Weise  2  als  einziges  Facit  für  ae»  während  doch  für  die  ersteren 
noch  -—  —  7/  l-^j  —  h  bezw.  =  1,  ttv  i    •   •    •    und   für  die  letzteren 

Äoch  -—-j-T/^—j— J  bezw.  =  7^,  ö^  ,  .  .  .  richtige  Lösungen  ge- 
wesen wttren. 
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Uebrigens  hat  Eudolph  selbst  jene  ZufQgung  als  falsch  zarttckgenommen, 
wie  dies  Stifel  ausdrücklich  bezeugt  (Ausg.  von  Bud.  Coss  fol.  143^). 

82.  Obwohl  die  ganze  Lehre  von  den  Gleichungen  auf  wenigen  Seiten  in 
BudolfiTs  Buche  abgemacht  wird,  muss  dem  letzteren  dennoch  eine  sehr 
grosse  Bedeutung  zugesprochen  werden ,  wie  ich  dies  schon  oben  (S.  16) 
hervorhob  und  begründete:  es  wurde  unzweifelhaft  sehr  viel  benützt  und 
gewiss  aus  dem  Grunde,  weil  Budol£f  durch  BeifQgung  ^^yü  schOner 
Exempeln  von  zal  suchen  vn  kau£fmans  hendln^'  (im  Ganzen  428)  die  An- 
wendungsfähigkeit und  die  Art  der  Anwendung  seiner  8  Regeln  erläuterte. 
Ganz  besonders  ist  dabei  die  erste  Begel  mit  Beispielen  bedacht;  es  sind 
für  sie  allein  deren  240.  Budolff  begründet  dies  auch  damit;  dass  „durch 
dise  erst  equation  werde  entricht  vnd  aufifgelöst  alle  exempl  vnnd  fragen 
so  durch  die  Eegel  de  tre  vnd  durch  die  regel  falsi  practicirt  werden'S 
und  es  ist  seine  ausgesprochene  Absicht  bei  der  Bearbeitung  der  „vil  ge- 
meinen exempl  .  .  .  dass  dadurch  ein  neuw  anfahender  schüler  zu  nach- 
uolgende  schwerere  frage  vn  auffgaben  mer  geschicklichkeit  erlange.  Auch 
dabey  erkent  werde  die  weitläufige  nutzbarkeit  diser  kunst  |  dz  nit  allein 
verborgne  frage  |  sunder  auch  gemeine  exempl  |  mit  grösser  behedigkeit 
vn  weniger  Verletzung  des  bims  |  durch  sie  auszgericht  *  werden.'^ 

Weil  es  sich  aber  ^offt  in  practicirung  der  exempl  vnd  fragen  begibt, 
dafür :  das  zwo  ordnuug  der  quantitete  einander  vergleicht  |  vnd  doch  keiner 
obemelter  equation  vnterworffen'^,  d.  h.  weil  die  bei  Lösung  von  Aufgaben 
sich  ergebenden  Gleichungen  oftmals  keineswegs  eine  solche  Gestalt  haben, 
dass  eine  der  überkommenen  acht  Begeln  unmittelbar  zur  Anwendung  ge- 
bracht werden  könnte,  so  triflFfc  Rudolff  auch  für  diesen  Fall  Vorkehrung: 
er  stellt  n&mlich  vier  Cautelen  auf^  durch  welche  die  Bückführung  auf 
eine  der  8  Equationen  ermöglicht  wird.  Er  spricht  dieselben  in  folgender 
Weise  aus: 

„Die  erst  cautel.  Wan  in  vergleichung  zweier  zalen  \  bey  der 
einen  gefunden  würt  ein  quantitet  |  bej  der  andern  auch  eine  der  vorigen 
im  namen  gleich.  Alszdan  (angesehen  die  zeichen  -f-  vn  — )  mnsz  eine 
ausz  den  gleich  benenten  quantitetn  |  addirt  oder  subtrahirt  werde  von  je 
einer  der  vergleichten  zalen  in  sunderheit  .  .  .  Das  zu  volbnngen  bab 
achtung  das  -f-  zu  subtrahiren  vnd  das  —  zu  addieren. 

„Die  ander  cautel.  Waü  es  sich  begeben  würt  in  vergleichung 
zweier  zalen  |  das  bey  der  einen  gefunden  wurt  ein  quantitet  |  vermerckt 
mit  dem  zeichen  —  Bey  der  andern  keine  der  vorigen  im  namen  gleich  | 
so  addier  die  gefunde  quantitet  zu  jeder  zal  |  das  ist:  wisch  sie  ab  bev 
der  zalen  da  sie  steet  thu  sie  zur  andere  durch  das  zeichen  -|~  (^^  ^*  ^' 
aus  40  9  —  8  2e  gleich  6j  folgt  6  j  +  ^  le  gleich  40  9>). 

„Die  dritt  cautel.  Wan  ei^  absolut  vergleicht  wirt  einer  denomi- 
nirten  zal   (verstee   wan  ein  zal  würt  gleich  gesprochen  der  wurtzl  einer 
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andern  zal)  so  rnnsz  dz  absolut  auch  zugleich  denominirt  werden.  (So 
z.  B.  ans  If  se  gleich  V  loe  folgt  ^ )  gleich  1  ^.) 

),Die  vierd  cantel.  Wan  in  vergleichung  zweier  zalen  {  eine  oder 
sie  peide  |  pruchweisz  mit  zeler  vnnd  nener  geschriben  werden:  wil  ofFt 
Yon  nöten  sein  die  gebrochne  zalen  ins  gantz  zu  reduciren  |  geschieht  also. 
Moltiplicir  kreutzweisz  den  zeler  der  ersten  |  mit  dem  nener  der  andern 
zal  I  dz  product  werd  gesproche  a.  Damach  multiplicir  auch  den  zeler 
der  andern  mit  dem  neuer  der  erstn  zal  |  das  da  kompt  ist  dem  a  gleich/' 

In  solcher  Gestalt  erscheinen  in  Deutschland  beim  erstmaligen  Auf- 
treten die  Umänderungen  von  Gleichungen,  welche  wir  heute  als  die  vom 
Yersetzffli  eines  Gliedes  auf  die  andere  Seite  der  Gleichung  mit  Umkehrung 
des  Vorzeichens ,  vom  Vereinigen  aller  die  Unbekannte  enthaltenden  Glieder 
aof  einer  Seite,  vom  Wegbringen  der  Wurzeln  und  Brüche  zur  Anwendung 
bringen  —  eben&lls  ein  deutliches  Zeichen  dafür,  wie  allm&hlig  nur  und 
wie  langsam  jeder  Schritt  zum  Besseren  gemacht  wird. 

88.  Wiederholt  schon  hob  ich  das  manchfache  Verdienst  hervor,  welches 
sich  Budolff  um  die  Entwicli^lung  der  Mathematik  in  Deutschland  erworben 
hat  Nicht  der  geringste  Theil  desselben  ist  die  Anregung,  die  er  durch 
sein  Buch,  wie  wir  wohl  nicht  mit  Unrecht  vermuthen  dürfen*),  auf  den 
Wittenberger  Professor  Milich  und  sowohl  mittelbar  durch  diesen  als  auch 
unmittelbar  eben  durch  seine  Coss  auf  dessen  Freund  und  Nachfolger  im 
Lehramt  Stif  el  ausgeübt  hat.  Schon  in  seiner  Anthmetica  mtegra  bezeugt 
dieser  in  aller  Kürze  (fol.  226^),  ffChristopkorwM  mihi  tradidisse  htmc 
librum  tertium  r^nUo^^  und  später,  in  seiner  Ausgabe  der  Coss  von  Bu- 
dolff ,  rühmt  er ,  dass  letzterer  ^^die  wunderbarliche  vnd  gantz  Philosophische 
Kunst  desz  rechnens  |  genennet  Die  Cosz  |  in  deutsche  sprach  durch  den 
Truck  gebracht  |  so  gantz  getrewlich  vnd  so  klar  vnd  deutlich  |  das  ich 
die  selbige  |  Kunst  ohn  allen  mündtlichen  vnderricht  |  verstanden  hab  (mit 
Gottes  hülff)  vnd  gelepiet.  Welche  ich  zu  Ehren  seiner  getrewen  mitteylung 
gern  bekenne.^^ 

Aber  freilich,  durch  Stifel's  Thätigkeit  hat  jene  Kunst  ein  in  mehr- 
facher Beziehung  verändertes  Aussehen  angenommen;  wie  schon  nach  dem 
in  den  vorigen  Abschnitten  Besprochenen  zu  erwarten  ist.  Hatte  schon 
Biese  die  Bedeutung  der  überkommenen  24  Regeln  herabgemindert  und 
Badolff  dieselben  ganz  weggelassen ,  um  allen  Nachdruck  auf  die  bewussten 
8  Begeln  zu  legen  oder  zum  mindesten  auf  deren  vier  letzte ;  da  er  ja 
schon  den  Versuch  gemacht,  die  ersten  vier  in  eine  zusammenzufassen ,  so 
möchte  es  Budolff  doch  kaum  geglaubt  haben,  dass  auch  seinen  vier  noch 


*)  Stifel  gebraucht  in  einem  Briefe  an  Milich  folgende  Worte  {Arithm.  int. 
fol.  226*):  „.  .  .  maxitna  uero  pars  eorum  (exemplarum)  sit  Christophori  Budolphi 
^*vm  te  amare  meeum  noui,  etiam  iam  in  Christo  quiescentem,  ob  egregiam  fide- 
lemgite  JJgebrae  publieationem  ....*' 
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übrigen  Eqnationen  bald  ein  gleiches  Loos  bereitet  werden  wttrde.  In 
der  That  ist  die  Vereinfachung  der  Lehre  von  den  Gleichungen,  die  Back- 
führung  der  stets  getrennt  betrachteten  acht  Oleichungsformen  und  LOsnngs- 
Vorschriften  auf  eine  einzige  mit  in  erster  Linie  zu  nennen,  wenn  Ton 
StifeFs  Verdiensten  um  die  Algebra  die  Bede  ist.  Die  Voraussetzung  zn 
einer  solchen  zusammenfassenden  Betrachtung  war,  dass  er  auch  die  Glei- 
chungen vom  zweiten  Grade  so  anschrieb,  dass  ^  für  sich  allein  die  eine 
Seite  der  Gleichung  bildete  und  dass  er  das  Auffinden  des  Werthes  Ton  % 
auf  diese  Weise  als  Ausziehen  der  Wurzel  auffasste.  In  diesem  Sinne 
konnte  er  sofort  am  Anfange  des  den  Gleichungen  gewidmeten  dritten 
Buches  seiner  AsnUrimdica  integra  (fol.  227^)  die  überkommenen  mehr- 
fachen Regeln  durch  eine  einzige  mit  folgendem  Wortlaut  ersetzen: 

„Inuentums  numerum  inueniendum  äb$condUf4m,  ponat  loco  ißm 
1  Coss,  (nos  autem  ponimus  1  3^)  et  inuenta  aequaHone  äUqua,  n- 
ducat  eam,  si  reducenda  sü.  Beinde  per  numerum  signi  cossid 
maioris,  diuidat  reliqmm  aegwiHoms,  eidem  diuisori  aequatum,  sed 
denominato  tarnen.  Et  sk  semper  prau^net  numerus  tUe  ahsconäidyis 
qui  inquirehatur  ^  uel  in  quotiente^  ud  in  aUqua  eius  rcukce,  Badix 
autem  si  qua  fuerit  extrahenda,  pulchre  hoc  atque  suffidenter  signdbU 
diuisor  m^  e^saka  signo*'  — 
und  neun  Jahre  spftter  gibt  er  dieselbe  in  deutscher  Sprache,  aber  aoch 
„an  werte  verkürtzt  |  also: 

„für   das  fadt  deiner  auffgab  setz  1  2^.     Handle  da  mit  nach  der 

auffgab  I  bis   du  körnest  auf  ein  equatz.     Die  selbige  reducir  |  so 

lang  bis  du  sihest  das  1  3e  resoluirt  ist.'' 

Mit  vollem  Bewusstsein  seiner  Neuerung  *)  und  in  richtiger  Erkennt- 

niss  von  der  Tragweite  bezeichnet  Stifel  selbst  seine  Begel  als  „famosissma 

fUa  repul»  A^^ebrae^  reducta  ad  suam  simplicitatem  germanam^^;  er  sagt,  sie 

sei  ,^mplex  atque  faciUs^\  und  er  rühmt  von  ihr,  dass  sie  eine  unendliche 

Fülle  der  Anwendung  enthalte  und  dass  er  glaube,    durch  deren  Einftth- 

">Dg  vPraestitisse  aibunde  omnia  iUa,   quae  Christaphorus  per  octo  regjilas 

praestitit  et  aUi  per  24  regulas^^;  er  sagt:  er  „hab  auch  desz  nicht  zweyfel' 

so  Rudolff  noch  lebete  |  jhm  würde  meyn  mejnung  gefallen.     Den  wie  er 

verwirfft  die  Menge  der  24  Segeln   un  setzet  dafür  8  Begel    der  Cosz  ; 

Also  setze  ich  für    dieselbige  8  Regeln  |   ein  einige  Begel  |   mit  der  ich 

alles  auszricht  {  das  er  mit  seyne  8  Begeln  hat  auszgericht''. 

*)  In  der  Arithm,  int,  fol.  250''  z.  B.  heisst  es:  ,^n  uero  prius  aUquändo 
(regula  mea)  sit  sub  tdli  simplicitate  inuenta,  mifU  mm  canstat^  nisi  quod  comec- 
iura  appellationis  adducor  ad  huius  quaestionis  affirmatiuam.  Saepius  enim  tin- 
gulare  consueuimus  uoce  quam  pluräli  regutam  Algebrae  voeart.  Mihi  uero  um 
haee  displicehat:  maluissem  enitn  rem  hanc  artem  dici  quam  reguJam,  ut  qtum 
multis  uariisque  regtdis  canstare  uidebam.  Sed  nunc  nihil  moror^  uteunque  ap- 
pdletur.    Ego  mea  haec  aequiis  iudieibus  libens  reeigno  iudicanda.^ 


Digitized  by 


Google 


-    79    - 

34.  Im  Einzelnen  unterscheidet  Stifel  an  seiner  Regel  vier  Theile :  die 
Anfflndaug  der  Gleicbiung  und  die  Division  (derselben  durch  den 
Coefficienten  der  höchsten  Potenz  der  unbekannten  »>  diuisio  per  numenMn 
signi  cö9sici  maiaris)  bezeichnet  er  als  Haupttheile,  die  Reduktion  der 
Gleichung  und  die  Wurzelausziehung  als  Nebentheile.  Unter 
Redaktion  versteht  aber  Stifel  im  Wesentlichen  dasselbe,  was  Rudolff  bei 
Aufstellung  seiner  4  Cautelen  im  Auge  gehabt  hatte,  die  Umänderung  einer 
Gleichung  nämlich  bis  dahin,  wo  die  mit  dem  Coefficienten  1  behaftete  höchste 
Potenz  der  Unbekannten  allein  die  eine  Seite  bildet.  Die  hiezu  nöthigen 
„sechs  principia'S  welche  wir  heute  als  die  Axiome  bezeichnen  vom  Gleich- 
bleiben gleicher  Grössen,  falls  gleiche  Veränderungen  mit  ihnen  vorge- 
nommen werden,  führt  Stifel  ausführlich  an,  und  er  sagt,  dass  sie  zwar 
;,wol  so  schlecht  vnd  einfältig  sind  |  das  sye  einem  kind  mögen  bekant 
seyn",-  gleichwohl  aber  „haben  sye  in  der  Cosz  so  hohen  brauch  |  das  keyn 
menschliche  vemunfft  |  den  selbigen  |  allenthalben  |  mag  erlangen.  Denn 
wa  man  nach  disen  principiis  allenthalben  könte  furtlber  kommen  |  so  were 
die  Cosz  in  yhrer  gantzen  volkomenheyt'^ 

Dass  zur  Lösung  der  Gleichungen  ersten  Grades  nur  die  genannten 
Haupttheile  und  etwa  noch  die  Reduktion*)  nöthig  sind,  ist  unmittelbar 
ersichtlich;  die  Quadratcoss  aber  erfordert  auch  das  Ausziehen  der  Quadrat- 
wurzel« da  ja  Stifel,  wie  vorhin  bemerkt,  bei  den  quadratischen  Gleichun- 
gen das  quadratische.  Glied  der  Unbekannten  allein  auf  die  eine  Seite  setzt 
mid  nun  den  Werth  der  letzteren  zu  finden  als  die  besondere  Aufgabe 
auffasst,  aus  der  anderen  Seite  die  Quadratwurzel  auszuziehen. 

Seine  Methode  dies  durchzuführen  knüpft  er  in  seinem  lateinischen 
Werke  an  das  dem  Gedächtniss  zu  Hülfe  kommende  Wort  AMASIA8  an 
und  lehrt  sie  mit  folgenden  Worten  {Ar.  int.  fol.  240^): 

„"Primo.  A  numero  radicum  incipe,  eumque  dimidiaium,  loco  eins 
pone  dhmdium  iUkis,  quod  in  loco  stM  stet,  donec  consumata  sU  tota  operatio. 

Secundo.    MtdtipUca  dimidium  iUud  posüum  quadraJte. 

Tertia.  Adde  ud  ISuhtrahe  iuxta  signi  addüorum,  auit  signi  subtracto- 
rum  erigentiam. 

Quarto.  Jfnuenienda  est  radix  quadrata^  ex  summa  additionis,  ud  ex 
s^ihstradionis  tiMe  reticto. 

Qmnto.    Adde  aut  ^uhtrahe  iuxta  signi  aut  exempli  tui  exigentiam.^*' 

Stifel  ersetzt  also  die  von  seinen  Vorgängern  benutzten  Gleichnngs- 
formen: 

aj*  =  a«  +  5  rc^  -j-  aa:  =  5  a:^  4-  &  =  arc 

bezüglich  durch  die  folgenden: 

*)  „Da  wirt  offt  ein  vergleychüg  gebracht  bis  in  die  B  oder  zehede  verände- 
räg  jrer  verzeychniasen  nü  zide.  Vn  ist  ein  wunder  schöne  Philosophische  hand- 
Inng **  (AuBg.  von  Rud.  Cosg.  fol.  161*). 
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x^  '=  ax  -{-  h  fl?^  =  &  —  ax  x"^  =  ax  —  h 

und  gibt,  in  Worten  ausgedrückt,  als  deren  Lösungen  an: 

£r  zuerst  unter  den  deutschen  Cossisten  bricht  also  den  Bann,  welcher 
bis  zu  seiner  Zeit  über  den  quadratischen  Gleichungen  gewaltet  hatte,  den 
Bann  der  Meinung  nämlich ,  als  ob  das  Minuszeichen  nicht  in  der  Gleichung 
vorkommen  dürfe,  als  ob  sie  stets  zuvor  so  umgewandelt  werden  müsste, 
dass  nur  positive  Vorzeichen  in  ihr  vorhanden  sind.  Man  sollte  meinen, 
dass  hierdurch  und  im  Verein  hiermit  durch  die  in  Deutschland  erstmals 
eben  durch  Stifel  zum  Ausdruck  gelangte  *)  Bildung  und  Verwerthung  der 
negativen  Zahlen  („Numeri  ficti  infra  nikü^^)  ein  kräftiger  Anstoss  zur 
Weiterontwickelung  gegeben  worden  sei;  dass  dem  nicht  so  ist,  wird  der 
weitere  Bericht  zeigen. 

Weiter  aber  ersieht  man  aus  Stifel's  Lösung  der  quadratischen  Glei- 
chungen, dass  er  zwar  noch  nicht  jeder  quadratischen  Gleichung  zwei 
Werthe  zuschreibt,  wohl  aber,  dass  er  dies  wie  Rudolff  für  die  Form 
ic^  =  aaJ  —  h  thut  **).  Aber  wir  hörten,  dass  gelegentlich  der  Ausrechnung 
von  Beispielen  Rudolff  zuweilen  wohl  von  seiner  richtigen  Begel  abweicht; 
Stifel  niemals ,  und  auch  hierdurch  ist  es  wieder  charakterisirt,  dass  er  im 
Vergleich  zu  seinen  Vorgängern  einen  höheren  Standpunkt  erreicht  hat 

Zwar  ist  man  versucht,  an  StifeFs  richtiger  Auffassung  der  Doppel- 
lösung von  x^  =  ax  —  b  zu  zweifeln,  wenn  man  in  seiner  Ausgabe  von 
Rudolff's  Coss  (fol.  163^')  liest:  „Drumb  mag  ich  nu  die  gefandne  zal 
vö  10  (als  vom  halbteyl  der  zal  so  das  zeyche  t^  hatte)  subtrahiren  oder 
mags  zu  10  addiren  |  Nemlich  nach  gelegenheyt  desz  Exempels 
in  welchem  solliche  vergleychung  (zwifeltiger  wurzeln)  fur- 
fallen-  Den  es  komen  wohl  exempla  da  man  beydes  thun  mag"; 
dass  hierin  aber  höchstens  eine  Lässigkeit  des  Ausdrucks  gefunden  werden 
kann,  beweist  die  Stelle  seiner  um  9  Jahre  früher  veröffentlichten  ArUh- 
mäica  integra,  wo  er  (fol.  243^)  für  die  genannte  Gleichungsform  („guäies 
1}  aeqtuitur  numero  radicum,  posüo  cum  numero  (ibsoluto,  meäianU  5t^H0 
suUraäorum'')  den  unzweideutigen  Ausspruch  thut:  „twnc  semper  Äö5eW 
ipsa  aequatio  duplicem  radicem^^ 

Den  Fall  aber,   wenn  in  der  zuletzt  genannten  Form  im  Besonderen 

h  =  ( -j     ist,  oder  wie  Stifel  sagt  ^^quoties  fuerü  absol/utus  iUe  numerus 


•)  Arithmetica  integra  fol  249'  sq.  —  üebrigens  haben  schon  die  Inder  ab- 
solut negative  Glieder  auf  einer  Seite  einer  Gleichung  verwendet:  vgl.  s.  B. 
Hankel,  Zur  Gesch.  d.  Math.   S.  193. 

**)  Stifel  sagt  in  seiner  Arithm.  int.  fol.  243"^  wörtlich:  „^2»i8  uero  eofibuSi 
impossibile  est  wnam  aequationem  oontinere  plures  rcidices  quam  unam.'* 


Digitized  by 


Google 


—    81    - 

aequcdis  quadrato  äimidit  numeri  radicum'%   diesen  Fall  betrachtet  er  als 
Ausnahme,  wobei  die  Qleichang  statt  zweier  Lösungen  nar  eine  habe. 

Dass  übrigens  jede  quadratische  Gleichung  nie  mehr  als  zwei  Lösun- 
gen haben  könne,  ist  StifeFs  ausgesprochene  Ansicht*). 

Auch  denjenigen  Gleichungen,  welche  nach  Art  der  quadra- 
tischen lösbar  sind,  widmet  Stifel  eine  kurze  Besprechung,  wie  ja 
aQch  Biese  den  Fall,  „wue  drey  Zeychen  in  gleichen  mittein  proporciona- 
listischer  ordenung  einander  vorglejcht^'  werden,  in  seiner  achten  Equation 
besonders  behandelt  hatte.  Nur  kann  Stifel  jene  Gleichungen  vermöge 
seines  Namens  „Exponenten^*  kürzer  charakterisiren :  „qtMndo  fuerint  tres 
partes  aequationis,  quarum  duae  cossice  sint  denaminafaCy  Ua  ut  exponentes 
denominatianum  sentent  leges  proffressionis  Arühmeticae  cum  expanente  partis 
fum  denominatcLe  (quälem  constat  esse  0)  tv/nc  potest  fieri  extraclio  radicis 
quadrataef*.  So  seien  für  die  Gleichung 
233  aequati   1450  —  8}    die  Zeichen  3}  •  3  •  0,  die  Exponenten  der  Zeichen 

aber  4  •  2  •  0;  ebenso  in: 
IjcC  aequatus  5120  —  16cC  die  Zeichen  jcf  -cC .  0,  die  Exponenten  der  Zeichen 

aber  6  •  3  •  0,  und  in: 
1^  aequcUum  7424  —  200/7  die  Zeichen  ^ß  •  ß  '0^  die  Exponenten  der  Zeichen 

aber  lÖ  •  5  •  0. 
Die  Auflösungsvorschrift  stimmt  natürlich  mit  der  in  Eiese's  Achter  Equa- 
tion gegebenen  überein. 

35.  In  meiner  ganzen  bis  hierher  geführten  Darstellung  der  Lehre  vom 
Lösen  der  Gleichungen  war  stets  nur  von  den  dazu  dienlichen  Vorschriften 
die  Bede^  von  den  24  und  von  den  8  und  von  den  7  Equationen  und  von 
der  einzigen  Begel,  welche  Stifel  aufstellte ;  mit  welchem  Rechte  man  aber 
jenen  Vorschriften  Zutrauen  schenkte,  ob  sie  denn  in  der  That  stets  rich- 
tige Resultate  gaben ,  ob  sie  solche  geben  mussten,  und  wie  man  zur  Auf- 
stellung jener  Vorschriften  gelangt  war,  diese  Fragen  blieben  bis  jetzt 
unerörtert. 

Aber  es  durfte  dies  auch  füglich  geschehen:  denn  wenn  es  auch  Jedem, 
der  nur  einen  oberflftchlichen  Blick  in  die  Geschichte  der  Mathematik  des 
15.  und  16.  Jahrhunderts  gethan  hat;  eine  bekannte  Thatsache  ist  und 
demnach  kaum  erwähnenswerth  scheint ,  so  ist  und  bleibt  es  eben  doch 
auffallend,  dass  jene  Zeit  bei  Behauptungen,  welche  auf  Geometrie  Bezug 
batten,  meistens  sofort  auch  den  geometrischen  Beweis  erbracht  wünschte, 
aber  bei  allem  auf  Arithmetik  Bezüglichem  jenes  Wunsches  sich  durchaus 
entschlug,  dass  bis  zur  Mitte  des  16.  Jahrhunderts  Fragen  der  vorerwähn- 
ten  Art   nicht    oder    nur    höchst  vereinzelt  aufgeworfen   wurden.     Schon 


*)  Ar.  int.  fol.  244"^:    „  . . .  plures  (radices)   autem   ductbus  nulla   aequatio 

SappL  s.  hiit.-Ut.  Abtb.  d.  Ztichr.  f.  Math.  u.  Phyi.  6 


Digitized  by  VjOOQIC 


—     82     — 

mehrfach  hahe  ich  erwähnt,  und  habe  es  in  meiner  Geschichte  des  ,,B«ch- 
nens  im  16.  Jahrhundert^^  ausführlich  behandelt,  und  die  seitherige  Dar- 
stellung des  gegenwärtigen  vierten  Abschnittes  zeigt  es,  dass  man  damals 
für  das  ganze  Gebiet  der  Arithmetik  und  auch  der  höheren  Arithmetik,  der 
Algebra,  eine  Reihe  von  Regeln,  von  Vorschriften  aufstellte,  welche  aU 
richtig  angenommen  und  an  Zahlenbeispielen  erprobt  sich  wie  die  Auf- 
stellungen des  Zunfthandwerkes  zunftmässig  überlieferten;  bei  welchen  kri- 
tische Prüfungen  und  Fragen  nach  der  inneren  Berechtigung  wie  ganz  un- 
gehörig ausgeschlossen  waren. 

Es  ist  wiederum  ein  Zeichen  des  wissenschaftlichen  Geistes  unseres 
Stifel,  zugleich  auch  ein  ganz  hervorragendes  Verdienst  um  die  nachfol- 
gende Entwicklung  der  deutschen  Mathematik,  ja  bei  seinem  Einflüsse  selbst 
der  Mathematik  überhaupt,  dass  er  sich  nicht  beruhigen  kann  bei  der  ein- 
fachen beweislosen  Hinnahme  der  überlieferten  Regeln  der  algebraischen  Kunst 
und  dass  er  sich  nicht  wie  Andere*)  bescheidet  mit  der  Klage  über  mangelnde 
Beweise:  er  findet  sie  selbst  und  veröffentlicht  sie.  Denn  seinem  eigenen 
Bericht  zufolge  (Ausg.  von  Rud.  Coss,  fol.  171^)  hat  Stifel  die  in  seiner 
Arithmäica  vom  Jahre  1544  gegebenen  Beweise  selbst  gefunden,  „vermevnet 
Christoff  Rudolff  hette  von  diser  sach  nichts  gewuszt.  Ich  aber  hett  ein 
gut  begnügen  daran  |  das  er  andere  ding  so  getrewlich  hett  dar  gegeben ; 
das  ich  dadurch  zu  sollichem  demonstriren  |  vnd  anderen  dingen  mehr 
kommen  war".  Erst  „als  Johann  Newdorffer  der  Mejster  viler  berümbter 
Schrifften  |  vnd  Rechemeyster  zu  Ijürnberg  durch  meyn  schreiben  |  anjhn 
erfur  |  was  ich  furhanden  hette  (nämlich  Rudolff's  Coss  neu  bearbeitet  her- 
auszugeben) hat  er  mir  herein  in  Preussen  geschickt  |  desz  Christof^  Bu- 
dolffs  demonstrationes  {  Wie  er  sye  selbs  mit  seyner  eygnen  hand  geschri- 
ben  I  doch  mit  wenig  werten  |  denn  die  figuren  waren  an  ihnen  selbs  klar^ 
und  diese  mit  seinen  eigenen  früheren  übereinstimmenden  Demonstrationen 
hat  dann  Stifel  in   seiner  Ausgabe  von  Rudolff*s  Coss  mitgetheilt. 

Jene  Beweise  sind  aber  beidemal  nur  im  Anschluss  an  bestimmte 
Zahlenbeispiele  durchgeführt,  während  ich  vorziehe,  dieselben  hier  allgemein 
zu  geben;  eine  Rückübersetzung  in  die  Rudolff-StifeFsche  Weise  ist  ja  un- 
mittelbar daraus  abzulesen. 

Man  hat  sich  dabei  den  Werth  von  1  2e  stets  als  eine  Strecke  von 
gewisser  vorerst  noch  unbestimmter  Grösse  zu  denken  **),  so  dass  1  §  (=^") 

*)  Ausg.  V.  Rud.  Co88,  fol.  171^:  „Dieweyl  eine  grosse  klag  vber  den  frommen 
Christoff  Rudolff  vorzeyten  ist  gegangen  das  er  seyne  Regehi  der  Cou  nicht 
hatte  demoDstriret .  .  .  *' 

•♦)  So  sagt  Stifel  z.  B.  in  seiner  Ar.  int.  fol.  231':  „Quemadmodum  uero  sait 
unitcUe  ista  cossice  denaminata  (id  est,  sub  1  7^  camprehendüur  tota  uniuersitas 
nutnerorum  indeterminatey  cum  nuUus  sit  numerus  qui  quaesUus  ex  isto  sacco 
copiae  non  prodeat^  ita  .  .  .  . " 
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eine  quadratische  Fläche  bedeutet;  die  geometrische  Yersinnlichung  der  vier 
ersten  Equationen  ist  dann  leicht  durchzuführen.  „Nu  folgen  aber  die 
Künstliche  demonstrationes*^  die  der  siebenten,  fünften  und  sechs- 
ten Equation. 

a)  a:*  =  ax -|-  &.  —  Es  sei  hier  AB  die  Grösse  der  zu  findenden 
Strecke  x^  so  ist  das  Quadrat  über  ÄB^  nämlich  ÄC  ^=  x^.  Soll  dieses 
ans  zwei  Theilen  (nämlich  aus  ax  und  h)  zusammengesetzt  sein,  so  mache 


man  zunächst  BD  - 


'  ÄE  '^  -^  so  ist  das  Rechteck 


ÄD  =  Rechteck  AF' 


X  und  die  Summe  bei- 


A 

I 
E 


G 
H 


\F 


^  B    n 


der  Bechtecke  wäre  ==^  ax.  Wird  also  das  Rechteck 
AD  und  noch  ein  Flächenstück  =»  AI\  d.  h.  das 
Bechteck  GF  und  vom  dann  zurückbleibenden 
Quadrate  HC  noch  ein  Stück  f=^  AH  weggenommen,  so  wird  der  Rest  ss  h 

sein.   Deshalb  ist  das  Quadrat  HC^==^  (-1  -^h  und  dessen  Seite  HB  oder 
y  i-\    -{-  &,    80  dass  die  gesuchte  Seite   AB  =  o;  =  EB  -(- 


m 


+  6+2  wird. 


13)  x^  +  aic  =  &.  —  Wird  hier  AB 


X  gewählt,  also  AC  =  x^ 


wird,  wenn  man  noch  AE  * 


CD^-  anfügt,  die 


Fläche  AF=  CG  =  -  '  X    und     das    Sechseck 
BEFIGDB  =  «2  +  aar  oder  =  h.    Wird  also 


noch  das  Quadrat  FG  -• 
das  Quadrat  BH  «=  h 


-iff 


zugefügt,  so  entsteht 


demnach  wird  des- 


F 
i 


,  so 
H 

G 


-h 


D 


sen 


Seite  EB  =  j/f^Y^  h,     folglich   AB  =^  x  ^  EB  —  EA 


m 


+  6 


a 
2' 


y)  «^  +  &  =  ax.  —  Wird  hier  AB  =  Xy  also  AC  «=  »'  gewählt  und 

•11  •  a  a        X 

will  man  wiederum  ax9ls2  -  —  »  x  darstellen,  so  muss  man  ö  >  ö  wählen, 

2  2         2 

da  ja  der  Anblick  der  Gleichung  lehrt,  dass  axy>xx  sein  soll.    Es  sei  dem- 
nach ^i7— ^D  =  |,  soiBtAF^~'X  =  BG,  alsoax  —  AF  +  BG 

==ÄF+  BH+AH=:AF+  BH+  HL,  wenn  HM^AE  gemacht 
wird.     Somit   übertrifft  ax  das  Quadrat  AC  («=»  ir-)  in  der  That  um   den 

6* 
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Onoiuon  FCDML^   so   dass  dieser  «»  h  sein  muss.    Dann    aber  ist  das 
Quadrat  HC={^^j   —  6,     also  HD  ^  EB  = 

y  (|j    —  &,  daher  muss  AB  — a;  =  AE  +  EB 

Dass  aber  zweitens  x  auch  =-  —  r(^)~'^» 
J*^  ir  d.  h.  =  HM  —  HD  =  DJf  sein  könne,  beweist 

sich   leicht:   dann  ist  nämlich  CL  =  t^  ,  und  hierzu  h  =  FOD  ML  addirt 

gibt  FL  -f-  DX  =  —  .  a;  -j-  —  .  a;  =  ao;,    was   in   der   That   die  gegebene 

Gleichung  erfüllt. 

86.  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten.  —  Wie  langsam  die 
Fortschritte  in  der  richtigen  und  systematischen  Behandlung  der  Gleichungen 
zweiten  Grades  gewesen  sind,  hat  die  seitherige  Darstellung  zur  Genfige 
gezeigt,  und  es  wird  sich  dies  später  noch  mehr  herausstellen,  wenn  Ton 
den  auch  nach  Stifel  noch  vorkommenden  RückHlllen  in  die  frQhere  Be- 
handlung die  Bede  sein  wird.  Dieselbe  Wahrnehmung  macht  man  aber 
auch,  wenn  man  dem  Verfahren  nachspürt,  welches  zur  Lösung  von  Glei- 
chungen mit  mehreren  Unbekannten  angewandt  wurde. 

Von  den  ältesten  unserer  Cossisten  noch  todtgesch  wiegen  *),  finden 
sich  dieselben,  wie  wenigstens  meine  Nachforschungen  lehren,  zuerst  bei 
Budolff,  aber  freilich  nicht,  wie  es  heute  üblich,  in  besonderem  Kapitel, 
sondern  nur  gelegentlich  der  Besprechung  von  besonderen  Beispielen.  Nach- 
dem er  nämlich  187  Aufgaben,  welche  zur  ersten  Regel  der  Coss  gehören, 
gelöst  hat,  kommt  er  auch**)  auf  die  „Regula  quantitatis"  zu  sprechen, 
d.  h.  auf  das  Verfahren,  welches  einzuschlagen,  wenn  mehr  als  eine  Un- 
bekannte zur  Lösung  einer  Aufgabe  eif orderlich  sei.  Rudolff  sagt  hier- 
über: „Dise  regl  lernt  wie  man  sich  halten  sol  bej  etlichen  exempebi ;  so 
über  den  gesetzten  radix  (wie  dan  der  brauch  ist)  auch  andere  position 
oder  Satzungen  erfordern.  Dan  so  1  2^  einem  ding  gesetzt  oder  zugebe  ist  | 
mag  er  in  dem  selbigen  procesz  (confusion  oder  irrsal  zu  vermeiden)  keinem 
andern  ding  zugestelt  werden.     Laut  also. 

„Wan  nach  setzung  1  3^  |  ein   ding   vorhanden   ist  welchem  du  (aasz 


*)  Die  Summa  des  Italieners  Luca  del  Borge  (1494)  erwähnt  im  6.  Tractat  der 
8.  Distinction  (fol.  148'')  als  t^Qtuirtum  essentiale  notandum^*  die  Benüteung  einer 
zweiten  unbekannten,  nachdem  die  erste  durch  Ico  bezeichnet  sei;  ^fma  hltra 
sira  detta  semplicimente  .  i.  quantita  .  E  dipegnise  cosi.  i,  q* .  , ,  .  e  gfMsUi  tal 
q*  sorda  ne  li  libri  pratichi  antichi  e  stata  chiamcUa  eosa  seconda.  Ma  li  tno- 
derni  la  tunninano  q*  simpliciter^*. 

••)  Rudoira  Coss,  fol.  $.  VI*;  Ausgabe  von  Stifel  fol.  307'. 
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vorgethaner  Tnderweysbng)  mit  der  position  nit  magst  zukomme.  Setz  das- 
selbig  ding  sei  1  quantitet  |  vnd  procedir  nach  laut  der  auffgab  |  so  lang  bisz 
zwo  Ordnung  der  zalen  einander  gleich  werden  ...  Ist  weiter  etwas  vor- 
banden. Nim  war  der  vorigen  Satzungen  |  gib  dem  selbigen  ding  1  quan- 
titet I  vnd  procedir  nach  vorgemelter  instruction.** 

Um  zu  zeigen,  wie  Eudolff  veranlasst  ist  „1  quantitet^*  einzuführen, 
seien  von  seinen  Beispielen  zwei  ausgewählt,  zunächst  das  188'^*.  Dasselbe 
legt  die  unbestimmte  Aufgabe  vor:  „Diuidir  1  3^  +  1^  9  ^  2wen  teil. 
Wan  ich  vom  andern  teil  subtrahier  8  |  gibs  dem  ersten  |  das  das  collect 
2  mer  dan  3  mal  sonil  anzeige  als  dz  rest  des  andern  teils^^  Hier  beginnt 
die  Lösung  sofort  wie  folgt:  „Setz  der  erst  teil  sei  1  quantitet  |  so  musz  der 
ander  sein  1  3g  +  ^^ 9  —  ^  quantitet.  dauon  subtrahir  8  |  Best:  1  ag  +  ^ 9^ ~~  ^ 
quantitet  u.  s.  w." 

Als  zweites  Beispiel  sei  das  191'**  Exemplum  BudolfiPs  angefahrt. 
Darin  heisst  die  Aufgabe:  ^Drei  haben  gelt  {  kauffen  ein  rosz  zu  34  flo: 
Begert  der  erst  vom  andern  vn  dritten  ^  irs  gelts  |  zu  dem  das  er  hatt. 
Der  ander  wil  haben  \  alles  gelts  seiner  gesellen.  Der  drit  -J-  ires  gelts 
za  dem  seinen  |  so  hab  je  einer  dz  rosz  zu  zalen.  Ist  die  frag  wieuil 
jeder  gelts  hab?'* 

Zur  Lö<ung  setzt  Budolif  den  Besitz  des  ersten  =  1  ag,  so  mangeln 
ihm  «  34  9  —  1 2e,  also  haben  die  beiden  andern  68  9  —  2  2^,  alle  drei 
haben  68  g)  —  1  ig.  „Nun  setz  der  ander  hab  1  quantitet  j  so  volgen  dem 
ersten  vnd  dritten  68  g>  —  1  2e  —  1  quantitet  .  .  .  . ;  dann  findet  sich  1 
quantitet  gleich  ^  3e  +  17  9.  Indem  dann  Budolff  fortführt:  „Weiter  |  setz 
dem  dritten  1  quantitet  |  so  volgen  dem  ersten  vnd  andern  68  9  —  1 3^  —  1 
quant  |  .  .  .  ",  findet  er  schliesslich  als  Antheil  des  dritten  «=  -|  og  +  22^  fp 
and  hieraus  die  Gleichung: 

1|  3e  +  39^  9)  gleich  68  9  —  1  ae, 
woraus  sich  1  2e  gleich  10  (p  ergibt. 

Becht  deutlich  zeigt  das  letztere  Beispiel,  wie  man  sich,  auch  wenn 
die  gleichzeitige  Benützung  mehrerer  Unbekannten  nahe  genug  lag,  den- 
noch mit  nur  einer  einzigen  behalf;  erst  Stifel  fand  es  zweckdienlich, 
gleichzeitig  mehrere  Unbekannte  in  die  Bechnung  einzuführen  und  sie  dem- 
entsprechend durch  besondere  Zeichen  anzudeuten ,  ;,u^  in  operatione  exempli 
radices  non  conftmdantur ,  nee  una  pro  oMera  recipiattir.^*^  Er  bezeichnet 
{Ar,  int.  fol.  251'')  die  erste  nach  1  7^  noch  zu  benützende  Unbekannte 
durch  1 A,  die  nächsten  durch  IB,  1(7,  1 JD,  .  .  .  .  und  will,  dass  unter  1  Ä 
verstanden  werde  „mkü  aliud  quam  1  2^  secunda,  distinda  ab  1  ^  prima 
scu  priusposüa",  nnd  er  fasst  die  weiteren  Unbekannten  unter  einem  Namen 
als  secundae  radices  zusammen.  Stifel  gibt  aber  sofort  auch  Auf- 
klärung über  die  bei  gleichzeitigem  Vorkommen  von  IJ. ,  1 J9 ,  .  .  .  noth- 
wendig    werdenden   BezeiclmuDgen:    das   Produkt    von   2  3^  in  4J   z.   B. 
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heisst  S^Ä^  das  Quadrat  von  1^  ist  1^3,  das  Produkt  von  2otiii4^^ 
heisst  80t ^2,  das  Produkt  von  l^ct  in  1^^  heisst  Ij^ägj  (nach  unserer 
heutigen  Bezeichnung  y*  •  rc^y  5=  x^y^)  u.  s.  w. 

37.  Anwendung  auf  Geometrie.  —  Da  das  Verfahren  bei  der  Yerwer- 
thung  dieser ,, zweiten  Wurzeln^*  mit  unserm  heutigen  durchaus  übereinstimmt, 
so  könnte  ich  die  Anführung  von  Beispielen  unterlassen ;  gleichwohl  will  ich 
wenigstens  einem  einzigen  Baum  verstatten ,  da  ich  dabei  zugleich  auch  das 
Nöthigste  über  die  Anwendung  der  Coss  auf  die  Geometrie  be- 
sprechen möchte. 

Dass  sich  die  Spuren  einer  solchen  Anwendung  in  der  Mitte  des 
15.  Jahrhunderts  zeigen,  haben  wir  gelegentlich  der  Erwähnung  von  Re- 
giomontan  kennen  gelernt;  wir  würden  aber  glauben  müssen,  sie  sei  in 
Deutschland  fast  ein  volles  Jahrhundert  vergessen  worden  oder  wenigstens 
unbenutzt  geblieben,  wenn  wir  nicht  im  dritten,  geometrischen  Theile  von 
Widman's  Rechenbuch  wieder  einem  freilich  schwachen  Versuche  einer  Yer- 
werthung  der  Algebra  für  die  Geometrie  begegnen  würden.  Nach  d«r  Be- 
stimmung des  einem  Ejreise  eingeschriebenen  gleichseitigen  Dreiecks  aus 
gegebenem  Badius,  nach  der  Berechnung  des  einem  rechtwinkeligen  Dreieck 
eingeschriebenen  Kreises  und  ähnlichen  einfachen  Aufgaben  kommt  Widman 
(fol.  215'*)  auch  an  die  Aufgabe,  „die  Seite  des  einem  Halbkreise  einge- 
schriebenen Quadrates  zu  finden*^:  er  meint  nun,  man  solle  die  gesachte 
Seite  als  „eyn  cossa  secze*^,  das  Quadrat  in  den  andern  Halbkreis  ver- 
längern^  so  sei  die  Seite  des  Bechtecks  ,,zweyer  cossa  langk.  mltiphcir 
l:g  •  durch  1  :g  wirt  1  zess  vn  multiplicir  2:g  •  durch  2^  •  werde  4  zess 
addirsz  zusammen  wern  5  :^  .  .  .  Un  ist  oben  berurt  das  der  dyameter 
der  rotüd  sey  12  darumb  quadrir  12  werden  144  dz  teyl  durch  zess  als 
5  so  kume  28^  vnd  szo  uil  ist  .  .  .  eyn  seyten  .  .  .". 

So  ei^g  wie  um  die  gleiche  Zeit  Pacioli  in  Italien  hat  sich  in  Deutsch- 
land Niemand  um  die  Verwerthung  der  Algebra  für  Geometrie  angenommen. 
Während  jener  z.  B.  in  einem  besonderen  Abschnitte  seiner  Geometrie  nicht 
weniger  denn  100  geometrische  Aufgaben  algebraisch  löst  (foL  52''— eS"") 
und  zuvor  auch  schon  die  Verwendungsfähigkeit  der  algebraischen  Regeln 
zu  diesem  Zwecke  hervorhebt  („.  .  .  questc  regole  si  passano  infinite  queslioni 
soluere:  0  sieno  arühmetice  0  mno  geametrice'%  fol.  147''),  gibt  Biese  und 
ebenso  auch  Budolff  nicht  ein  einziges  Beispiel  der  Arf ,  und  letzterer  ver- 
legt auch  nach  seinem  eigenen  Ausspruche  die  Bedeutung  der  Algebra 
(fol.  H  VI^)  in  die  Lösung  der  ^^exempln  von  zal  suchen  und  kauffinans 
hendln^^  Einen  richtigeren  Blick  zeigt  auch  in  dieser  Beziehung  Stifel,  da 
er  hervorhebt  (Ar.  int.  fol.  229'),  „qttantum  amatus  et  gratiae  conferat 
Qeomdriae  haec  Gebri  regula  prorsus  phHosaphica" ;  aber  sein  Werk  ist  ja 
wesentlich  der  Arithmetik  gewidmet,  und  so  ist  wohl  begreiflich,  dass 
wir  in  demselben  nicht  mehr  Geometrisches  finden,  als  in  der  That  der 


Digitized  by 


Google 


-    87    - 

Fall  ist.  Stifel  behandelt  u.  A.  im  zweiten  Buche  nach  Ptolemäus  die  Aufgabe, 
aus  dem  gegebenen  Durchmesser  eines  Kreises  die  Grösse  der  Seite  des 
eingeschriebenen  regelmässigen  Zehn-,  Sechs-,  Fünf-,  Vier-,  Acht-  und 
Dreieckes  zu  finden,  aber  es  ist  ihm  dabei  wesentlich  um  die  möglichst 
angenäherte  Auswerthung  der  betreffenden  Irrationalen  und  darum  zu 
thun,  zu  zeigen,  wie  Ptolemäus  wohl  zu  seinen  Werthen  gekommen.  Im 
dritten  Buche  (fol.  286  ff.)  kommt  er  dann  wieder  auf  verwandte  Auf- 
gaben zurück  und  behandelt  nachher  auch  eine,  bei  welcher  er  von  seinen 
,,zweiten  Wurzeln"  Gebrauch  macht  und  die  ich  hier  der  Probe  wegen 
mittheilen  will.  Es  sei  —  so  lautet  die  Aufgabe  (fol.  300^)  —  ein 
Rechteck  mit  den  Seiten  12  und  14  gegeben,  und  es  werde  durch  eine 
Senkrechte  zu  den  grösseren  Seiten  so  in  zwei  Rechtecke  getheilt,  dass 
die  Summe  von  deren  Diagonalen  doppelt  so  gross  als  die  grössere  Seite, 
also  =  28  sei.  Wie  hat  die  Theilung  zu  geschehen?  Die  getheilte  Seite 
bestehe  aus  den  Stücken  1  7^  und  14  —  1  3^  und  von  den  betreffenden 
Diagonalen  sei  die  erstere  lAy  also  die  zweite  28  —  1^;  dann  muss 

l5+144=l^j 
und  ebenso       340  —  28  ae  +  1  3  =  784  —  56  ^  +  1  ^  3         sein, 
folglich  1  -4  5  =  1  3  +  144  =  56^  +  I3  —  28  ae  —  444 , 

woraus         56  -dl  =  28  2e  +  588  ,     somit     1  ^  =  1^T_^  .      Die   Ein- 

Setzung  dieses  Werthes  in  die  erste  der  vorigen  Gleichungen  gibt  dann 
3e  ~  5. 

38.  Gleiehungen  von  höherem  als  dem  zweiten  Grade.  —  Der  An- 
blick der  zu  Riese's  Zeiten  gebräuchlichen  und  von  ihm  überlieferten  „24 
Regeln'*,  die  oben  (S.  65  ff.)  angeführt  wurden,  und  noch  allgemeiner  der 
Wortlaut  von  Kudolff^s  „acht  Equacionen*'  zeigt  unmittelbar,  dass  unsere 
alten  Cossisten,  ihren  Vorbildern  entsprechend,  sich  nicht  auf  solche  Glei- 
chungen beschränkten,  welche  nur  die  erste  und  zweite  Potenz  der  Unbe- 
kannten enthalten,  sondern  dass  sie  auch  höhere  Gleichungen  in  Betracht 
zogen,  jedoch  nur  solche,  welche  nach  Art  derer  des  ersten  oder  zweiten 
Grades  sich  lösen  Hessen.  Und  Grammateus  und  Riese  haben  auch  deutlich 
die  Bedingung  dafür  ausgesprochen,  dass  letzteres  möglich  sei:  so  unter- 
scheidet Kiese  z.  B.  den  Fall,  wo  ,,zwey  Zeichen  ader  zwu  benenung 
proporcionalistischer  ordenung  ane  {==  ohne)  mittel  einander  nachuolgent 
vergleicht  werdenn*'  und  den  Fall,  wo  „mittel  darzwischen'*,  und  er  be- 
tont, dass  im  letztefen  Falle  ,;das  mittelste  Zeichen  von  eynem  gleich 
soweit  sam  vom  anderenn  stehen  sol". 

Wie  aber  zu  vei*fahren  sei,  wenn  die  zuletzt  angegebene  Bedingung 
nicht  erfüllt  ist,  hat  vor  dem  in  genanntem  Punkt  aus  fremder  Quelle 
schöpfenden  Stifel  keiner  der  deutschen  Cossisten  gelehrt:  es  war  den 
Italienem  des   16.  Jahrhunderts  vorbehalten,   die  Kluft,  welche  stets  die 
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Gleichungen  zweiten  und  dritten  Grades  getrennt  hatte ,  zu  fiberbrUcken 
und  gerade  die  Lösung  der  cubischen  und  biquadratischen  Gleiehongen 
bildet  ja  bekanntlich  den  Glanzpunkt  der  italienischen  Algebra  des  16.  Jahr- 
hunderts. 

Dass  den  ersten  deutschen  Cossisten  Gleichungen  der  zuletzt  gensniiten 
Art  nicht  vorgekommen  seien,  wird  man  wohl  nicht  behaupten  dflrfen; 
aber  sie  haben  derselben  keine  Erwähnung  gethan,  da  sie  das  Mittel  za 
deren  Lösung  nicht  anzugeben  verstanden.  Erst  Budolff  kommt  darauf 
zu  sprechen,  aber  freilich  eben  nur,  um  ,,anzvzejgen  |  wie  noch  vil  rech- 
nung  vnd  Exempla  zu  finden  seyen  |  die  seynen  8  Regeln  zu  hoch  sejen ' 
Vnd  durch  sie  nicht  mügen  erlangt  werden' '. 

Er  stellt  die  eine  Aufgabe:   „Ich  hab  10  diuidirt  in  zwen  ungleyche 

teyl.  wen  ich  den  klejnem  teyl  in  sich  quadrate  multiplicir  |  vn  dasqna- 

drat  multiplicir  in  den  grössern  teyl  |  so  kommen  63.    Welche  teyl  sinds?" 

—  und  die  andere:  ,,Es  sind  etliche  Burger  |  hat  yeder  so  vil  knecht  als 

der  Burger  sind.    Gibt  yeder  burger  yedem  knecht  halb  so  vil  fl  (fiir  jar- 

lohn)  als  er  knecht  hat  |  weniger  ^  fl.    Thut  aller  knecht  Jarlohn  zusamen 

605  fl.     Wie  vil  sind  der  Burger?"  —  diese  Aufgaben  führen  bezw.  auf 

die  Gleichungen: 

10  x^  -  oi?=    63  , 

sfl  —  fl/^ 
^—~  =  605 
Ji 

und  Budolff  fügt  freilich  ihre  Lösungen  (a;  =>  3  und  x  ^=  1\)  bei,  kennt 

aber  natürlich  kein  allgemeines  Verfahren  zu  deren  Auffindung. 

Lnmerhin  zeigt  der  betreffende  Abschnitt  seines  Buches ,  wie  auch  schon 
ein  Brief  Begiomontan's  aus  dem  Jahre  1471,  dass  man  wie  in  Italien, 
so  auch  in  Deutschland  lebhaftes  Interesse  an  der  Ausdehnung  der  Lehren 
von  der  Coss  hatte,  und  dass  man,  wenn  auch  ohne  Erfolg,  sich  eifrigst 
bemühte ,  neue  Gebiete  zu  erwerben.  Deutlich  genug  zählt  Budolff  selbst  als 
nächst  zu  eroberndes  das  von  den  cubischen  Gleichungen  auf,  indem  er  die 
letzte  Seite  seines  Buches  mit  der  Darstellung  eines  Würfels  schmückt  (vgl. 
folg.  S.) ,  der  auf  einem  Untergestelle  ruhend  die  dritte  Potenz  von  (3  +  ^l) 
geometrisch  repräsentirt  und  als  grosses  Fragezeichen  gewissermassen  Jeder- 
mann auffordert,  mitzuhelfen  an  der  Auffindung  einer  allgemeinen  Methode 
zur  Ausziehung  der  Cubikwurzel  aus  binomischen  Ausdrücken  wie 

(45  +  ^1682)  , 
d.   h.,   wie    wir  sogleich  sehen   werden,    mitzuhelfen    an  der  allgemeinen 
Lösung  cubischer  Gleichungen. 

Denn  eine  solche  war  zwar  in  Italien  vielleicht  seit  dem  Anfang  des 
Jahrhunderts,  jedenfalls  vor  1526  schon  entdeckt,  aber  keineswegs  in 
weiteren  Kreisen  bekannt;  sie  wurde  dies  erst  durch  ein  Werk  des  be- 
rühmten Gardanus,  welches  unter  dem  Titel  „Artis  magnae  siue  de  reg^ 
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algebraids  Über  «fiws«  zu  Nürnberg,  gleichzeitig  mit  StifeFs  Ärithmdica 
integra,  gedruckt  wurde  und  im  Jahre  1545  die  Presse  verliess.  Aus 
diesem  kam  auch  den  deutschen  Cossisten  die  Kunde  zu  von  der  Erweite- 
nmg,  welche  die  Algebra  erfahren  hatte,  und  der  Ueberbringer  der  Kunde 


Hie  binomiaUs  radicum  extractio 

Hie  omnis  fere  numerorum  irrationalüas. 


Radix 
3  +  K2 
Qtuidratum 
11  +^'72 


Ouhus 


45  + 

K1682 

§ 

s 

.^ 

iS 

■§, 

^ 

•2 

S 

il 

i^ 

und  derjenige,  welcher  zuerst,  ja  selbst  noch  vor  Veröffentlichung  von 
Cardanns'  Werk  auf  dessen  Bedeutung  hinwies'und  eifrigst  zu  dessen  Stu- 
dium auffordert*),  ist  wiederum  unser  Michael  Stifel. 

•)  Arithm,  integra  (veröffentlicht  1544;  die  Vorrede  zum  8.  Buch  datirt  vom 
2.  Jüüuar  1543)  fol.  306^•  ,y  Appendix,  ad  Mecoenatem  suum  dominum  Adolphum 
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39.  Das  dreizehnte  und  letzte  Kapitel  des  der  Algebra  gewidmeten  dritten 
Buches  seiner  Anthmetica  integra,  sowie  ein  Anhang  behandeln  Aufgaben^ 
welche  auf  höhere  Gleichungen  ftlhren^  die  aber  nach  Cardanus'  Vorgang 
durch  Umänderung  und  Wurzelausziehung  auf  niedrigere  zurückgebracht 
werden  können.  So  folge  aus  der  in  unsem  heutigen  Zeichen  ange- 
schriebenen Gleichung.: 

lSx'^=-x*  +  2flj3  +  2ir4-  1 
durch  beiderseitige  Addition  von  3x^  die  Gleichung: 

16a?^  =  ic*  +  2x^  +  3x'^  +  2x+  1  , 
welche  radicirt  zu 

4ic  =  x^  +  a;  +  1 , 
und  damit  zum  Werthe  von  x  führe;  so  folge  aus: 

356a;*  =  a;^  +  2x'  +  Sx^  +  4:X^  +  Aa?  +  3x'^  +  2a;  +  1 
in  gleicher  Weise: 

Sßlx^^x^  +  2x'  +  3  a;''' +  4a;'^  +  5a;*  +  4a;3  +  3a;2  +  2a;+l, 
und   werde  hier  beiderseits   die  zweite  Wurzel  genommen,  so  ergebe  äich 
die  Gleichung: 

Idx^  =  a;*  +  a;3  +  a;2  +  a;  +  1  , 
welche  wiederum  durch  Ergänzung  zu  der  folgenden  fUhre: 

20ia;2  =  a;^  +  a;3  +  |a;'^  +  a;  +  1  , 
deren  Quadratwurzel: 

^x  =  x^  +  ^x+  l 
schliesslich  leicht  zu  dem  richtigen  Werthe  von  x  hingeleite. 
Ebenso  gewinne  Card&nus  aus  der  Gleichung: 
25  +  4a;^  +  2a;3  =  16a;  +  55 
durch  beiderseitige  Zufügung  von  2a;^  +  10a;  -f-  5  die  folgende: 

2a;3  +  6a;2  +  10a;  +  30  =  2a;^  +  26  a;  +  60, 
und  nun  durch  eine  auf  beiden  Seiten  durchgeführte  Division  mit  ( 2  j  -f  6 ) 
die  folgende  Gleichung: 

x2  +  5  =  a;  +  10  , 
deren  Lösung  unmittelbar  zu  finden. 

Glauhurck  Francofordtensem  patriciunty  de  AHthmetica  Hieronymi  Cardani,  - 
Anthmetica  Hieronymi  Cardani  taUis  est,  Mi  domine  Adolphe,  ut  ae  se  tibi  satis 
atnmde  sit  commcndatu/ra ,  dum  eam  legeris.  Habet  enim  mtdta  rara,  quae  aUbi 
nusqtiam  legimtis.  .  .  Oro  te,  amore  artiumy  quas  tantopere  colis,  quatenus  com 
Arithmeticam  totam  legas  a principio  düigentissime  et  assuescas ,  Signa  dm,  quibits 
ipse  utitiM',  transfigurare  ad  signa  nostra.  Quamuis  enim  Signa  quibus  ipse  utüur, 
uetiMtiora  sint  nostris ,  tarnen  nostra  signa  (meo  quidem  iudicio)  iUis  sufU  commo- 
diora  .  .  .** 
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Eine  solche ,  von  der  in  Deutschland  gewohnten  so  sehr  verschiedene 
Behandlung  der  Gleichungen  mochte  kaum  Jemand  angenehmer  bertlhren 
als  eben  Stifel,  dessen  ganze  Geistesrichtung,  wie  wir  wiederholt  schon 
sehen  konnten,  ungemein  dahin  neigte,  wo  es  galt,  Eigenschaften  und  gegen- 
seitige Beziehungen  der  vorkommenden  Zahlen  aufzuspüren,  passende  Um- 
änderungen einzufahren,  geschickte  Kunstgriffe  anzubringen.  Man  merkt 
es  seiner  im  Vergleich  zur  Ärithm.  ifd.  um  9  Jahre  späteren  Ausgabe  von 
Rudolffs  Coss  wohl  an ,  welchen  Einfluss  jene  Cardanische  Behandlung  der 
Gleichungen  auf  Stifel  gewann,  wie  vielfach  seine  Thätigkeit  inzwischen 
dem  Ausbau  des  bezeichneten  Feldes  sich  zugewandt  hatte. 

Nachdem  er  nämlich  in  jener  Ausgabe  BudolfiTs  Beispiele  sämmtlich 
abgehandelt  hat,  fügt  er  einen  eigenen  „Anhang  der  Ezeropeln  |  Mich. 
Stif."  bei  (fol.  459^  —  475) ,  von  welchen  er  sofort  erklärt ,  dass  ,,  die 
werden  einer  andern  art  seyn  |  vn  vil  andere  operationes  foddem  |  den 
desz  Christophori  exepla  (oben  gesetzt)  foddem.  Den  in  den  obem  exem- 
peln  Christophori  setzt  mä  alwege  1  3^  *  vn  zu  zejte  auch  1  ^  •  vn  zu 
zeyte  auch  1  £  •  vn  gibt  die  auffgab  allenthalben  die  handlung  oder  Ope- 
ration. Aber  in  disen  meyne  nachvolgede  exepeln  würdestu  die  sach  (nach 
dem  auffgebe)  nicht  hinauszfüren  |  wie  sollichs  ein  jeder  |  der  es  ver- 
suchen will  I  von  ihm  selbs  auffs  best  sehen  wirt/'  In  der  That  legt  z.  B. 
seine  Behandlung  des  Gleichungensjstemes;  das  wir  heute  wie  folgt 
schreiben  (fol.  471): 

(x  —  y)  {x'+y^)  =  67o 

(oj  +  y)  (a;^-y^)  =  351 
Zeugniss   ab    für  die  Richtigkeit  seiner  Aussage.     Und  auch   die  Art^    in 
welcher  er  nun ,  durch  Errathen  freilich  mehr  als  durch  wirkliches  Lösen, 
die  Resultate    der    im  vorigen  §   (S.  88)   angeführten  Gleichungen  findet 
(fol.  477  f.),   zeigt  seine  Gewandtheit  in  derartigen  Dingen:   so   bildet  er 

z.  B.  aus  der   zweiten.-    — =  605  die  Gleichung:  a;^  =  a;^  +  1210 , 

und  die  Beobachtung,  dass  121  ^s  ii^  ^  da^g  also  die  Gleichung  heisst: 
x^  =  x^  -^  IV  -  lOj  führt  ihn  dazu,  a;=  11  zu  erkennen,  da  dann  x'^ 
rechts  als  Faktor  ausgesetzt  werden  kann.  ;,Sollichs  sehe  ich  hie  an  disem 
Exemplo.  in  einem  andern  muss  ich  mich  anders  vmb  sehen.'* 

40.  Aus  Cardan's  Lösungen  hatte  Stifel  erkannt  und  seine  eigenen  Stu- 
dien hatten  es  ihm  bestätigt,  „wie  die  gröste  macht  der  Cosz  sey  gelegen 
au  allerley  extrahiren  der  wurtzeln",  wobei  freilich  nicht  nur  an  den  uns 
geläufigen  Sinn  des  Wurzelausziehens,  sondern  auch  daran  zu  denken  ist, 
dass  Stifel  unter  jenem  Namen  die  ganze  Arbeit  zusammenfasst,  welche 
dazu  führt,  aus  einer  Gleichung  wie  z.  B.  a;*^  =  6x  -}-  7  den  Werth  von 
X  zu  finden.    Immerhin  hat  sich  Stifel,  nach  Apian's  Vorgang*),  mit  Erfolg 

*)  S.  mein  „Rechnen  im  16.  Jahrhundert'*  S.  77. 
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Mühe  gegeben,  das  eigentliche  Ausziehen  höherer  Wurzeln  weiterzuführen 
(s.  oben  S.  42 f.)  und  hat  in  Ausführung  dieses  Bestrebens  und  durch  seine 
Beschäftigung  mit  den  Irrationalen  veranlasst,  nicht  wenig  freilich  anch 
gereizt  durch  die  S.  88  erwähnte  Aufforderung  Budolffs,  auch  der  Aus- 
ziehung der  Cubikwurzel  aus  irrationalen  binomischen  Ausdrücken  mit  Eifer 
sich  hingegeben :  die  letzten  Seiten  seiner  Ausgabe  von  BudolfiTs  Coss  ent- 
halten die  betreifende  Anleitung  und  dabei  auch,  soweit  ich  finde  zum 
erstenmal  in  einem  deutschen  Buche,  die  Lösung  der  cubischen  Glei- 
chungen. 

Schon  früher,  in  seiner  Ärithmäica  mtegra  (fol.  130);  hatte  ja  Stifel, 
wie  wir  sahen  (S.  56),  versucht,  die  Cubikwurzel  aus  einem  irrationaleD 
Binome  auszuziehen.  Er  sagte  sich;  wenn  A-\-  B  der  Cubus  eines  Aus- 
druckes (a?  +  y),  also  wenn 

und   wenn  dabei  zunächst  B  und  y   die  irrationalen   Bestandtheile  seien, 

dass  dann 

^  «=  a;^       -|-  Zxy'^ 
B^^x^y  +  y^ 
gesetzt  werden  müsse;  weil  aber  die  Grössen  o;',  x^y^  xy^^  y^  in  stetiger 
Proportion,  so  komme  Alles  darauf  an^  Ä  sowohl  als  B  je  in  zwei  Theile 
zu  zerlegen,    A   etwa  in  3w  und  A —  3tt,   ebenso  B  etwa  in  St?  und 
B  —  3t;,  von  der  Art,  dass  die  folgenden  stetigen  Proportionen  gelten: 

u:  V  '^  V  :  (A  —  3t^)  , 
V  :  u  =  u  :  {B  —  3v)  . 
Insoweit  hatte  Stifel  die  Aufgabe  ganz  richtig  dargelegt;  wie  aber  die 
jene  Zerlegung  liefernde  Vorschrift,  wie  die  Regel  laute,  welche  „expediä 
totum  negodum  de  extraäione  cubica  hinomiorum  et  residuorum",  das  gab 
Stifel  nicht  an  und  aus  dem  guten  Grunde,  weil  die  Auflösung  jener 
Gleichungen  in  u  und  v  zu  einer  cubischen  Gleichung  führt,  welche  Stifel 
noch  nicht  zu  lösen  v^stand. 

Erst  als  er  die  neue  Leistung  der  Italiener  kennen  gelernt,  fahrt  er 
seine  Aufgabe  zu  Ende  durch,  freilich  ohne  die  eigentliche  Lösung  cu- 
bischer  Gleichungen  in  Anspruch  zu  nehmen. 

Aus  den  vorigen  Gleichungen  für  x  und  y,  nämlich: 
J.  saa  a;3  -j-  3  a;^2  ^ 

B=Sx^y  +  y\ 
leitet  Stifel  die  folgende  ab : 

A^  —  B'^  =  {x'^  —  y'^y    ,  woraus: 

a^—y^^f/A^—B^       oder       a;^  =  ^^2— JJ^     +  yK 

Es  wird  also  x  bekannt  sein ,  wenn  yA^  —  B'^  ausgerechnet  ist  und  wenn 
man  eine  gewisse  Zahl  y"^  finden  kann ,   welche  zu  yA^  —  B^   addirt  als 
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Summe  eine  Quadratzahl  (^=  x^)  gibt;  dabei  ist  freilich  p^  nicht  beliebig, 
sondern  wegen 

mass  y^  so  gew&hlt  werden,    dass   ein   Diyidiren  damit  in  B^  ein   voll- 
stftndiges  Quadrat  erscheinen  l&sst. 

So  versteht  sich  die  Vorschrift,  welche  Stifel  gibt  (fol.  484'')  im  An- 
schluss  an  die  Aufgabe,  aus  45  -j'  J^16B2  die  Cubikwurzel  auszuziehen. 
Dieselbe  lautet: 

,ySubtrahir  die  quadrata  der  zweyer  teyl  von  einider  (als  1682  von  2025) 
„Yn  auss  dem  relict  extrahir  radicem  cubicä  (als  auss  343  köpt  7)  vnd  zu 
„d'  cubic  wurtzel  such  ein  zal  |  die  zu  jhr  addiret  gebe  ein  quadratzal  (als 
„zQ  7  addir  2  facit  9)  doch  also  das  die  selbige  addirete  zal  |  müge  diui- 
,,dire  das  quadrat  dess  surdische  tejls  das  ein  quadrat  zal  köme  (als  2  diui- 
,;diret  1682  also)  so  ist  den  radix  quadrata  dess  aggregats  |  der  erste  teyl 
„der  cubic  wurtzel  .  (als  ^9  das  ist  3)  vnd  radix  quadrata  der  gefundenen 
,,zal  ist  der  kleiner  teyl .  (als  V  2)  ist  also  die  gantze  radix  gefunden/' 

In  fast  gleichlautender  Weise  gibt  Stifel  dann  auch  noch  eine  zweite 
und  eine  dritte  Begel  zum  gleichen  Zwecke  für  den  Fall ,  dass  der  grossere 
Theil  des  binomischen  Ausdruckes  und  ffir  den ,  dass  beide  Theile  irrational 
sind  (z.  B.  Cubikwurzel  aus  f^l8252  +  135  und  aus  ^1350  + J'1323). 

41.  Wir  sahen  vorhin ,  dass  Stifel  zur  Ausziehung  der  Cubikwurzel  die 
eigentliche  Lösung  der  cubischen  Gleichungen  nicht  in  Anspruch 
nimmt;  keineswegs  aber  geht  er  an  dem  Gegenstande  vorüber,  ohne  auf 
den  innigen  Zusammenhang  der   beiden  Aufgaben  aufmerksam  zu  machen. 

Denn  nachdem  er,  freilich  nicht  in  .schriftlicher  Bechnung,  die  vorhin 
benützte  Gleichung 

ir«  -  y2  _  yjrzTB^  \ 

abgeleitet,   fährt  er  weiter:   „Ist   denn  nu  der  grösser  Cubell  also  signirt  1 

1  et  vnd   ich  will  haben  das  kleyner  medium  proportionale  |  so  subtrahir  j 

ich  die  gefundne  cubic  wurtzel  |  von  1  ot*    Doch  das  ich  die  selbige  wurtzel 
zu  vor  multiplicir  mit  1  2e"  —  d.  h.  er  bildet: 
y2=X^  —  j/A^  —  B^  , 
und  hieraus :  xy^  =«  ic«  —  a; .  Ya?  —  B'^  \ 

und  indem  er  beachtet,   dass  Srcy^  zu  a?  addirt  den  bekannten  Werth  A 
ergibt,  so  kommt  er  zu  der  cubischen  Gleichung: 

4a^  =  ^  +  3  .  Vä^  —  B'  '  X  . 

Denn  hierauf  beziehen  sich    seine  Worte:   ,^Hierau8S  kanstu  nu  leychtlich 

sehen  einen  feynen  grund  zu  resoluiren  1  2^  .  in  sollichen  vergleichungen  4  et 

gleych  45  +  21  2e.    Item  4cC  gleych  ^1682  —  2l2e.    ^nd  der  gleychen." 

Und  hier  schliesst  sich  nun  unmittelbar  die  nach  eigener  Angabe  dem 
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Werke   des   Cardanus   entnommene   Vorschrift  zur  Lösung  cubischer  Glei- 
chungen an;  welche  ich  mit  Stifers  Worten  hier  beifüge: 

,,Den  dritten  tejl  der  zal  dess  zeychens  ae  *  neme  ich  j  vnd  lass  das 
„zejchen  fallen  |  Vnd  cubir  ihn  als  hie  auss  21  2e  neme  ich  den  dritten 
,,teyl  I  (ohn  das  zeychen  ae)  wirt  7  Sejn  cubus  ist  343  so  ich  nu  find  das 
,,zeychen  4~  so  subtrahir  ich  den  cubum  vom  quadrat  der  ledigen  zal.  Find 
),ich  aber  das  zeychen  —  •  so  addir  ich  den  cubum  zum  quadrat  der  le- 
,,digen  zal.  Darnach  nem  ich  die  quadrat  wurtzel  (es  sey  auss  dem  ag- 
ngi'ogat  oder  auss  dem  relict)  addir  sie  zur  ledigen  zal  '  Vnd  so  den  kompt 
„ein  Binomium  auss  sollichem  addiren  {  so  extrahir  ich  drauss  radicem  cu- 
),bicam.  Vnd  so  den  -f-  gesetzt  war  |  so  ist  der  grösser  teyl  sollicher 
„cubic  wurtzel  |  der  werdt  1  ag.  Aber  so  das  zeychen  —  gefunden  wirt 
„so  ist  der  kleyner  teyl  |  sollicher  cubic  wurtzel  |  der  werdt  1  ae*'' 

Und  nun  macht  Stifel  noch  zum  Schlüsse  darauf  aufmerksam  (fol.  482*), 
„wie  so  gar  weytleufftig  sey  ein  yede  Coss  gegen  yhrer  vorgehenden  Coss 
in  allerley  stucken  so  in  den  Gossen  gehädelt  werden*'.  Denn  wfihrend  die 
Quadratcoss  im  Wesentlichen  nur  drei  Arten  von  Gleichungen  habe  (welche 
die  5.,  6.  und  7.  Begel  BudolflTs  behandeln),  so  enthalte  die  Cubiccos« 
schon  ;,dreyzehenerley  vergleychungen'S  welche  dann  Stifel  durch  Beispiele 
verdeutlicht. 

„Hie  mit  will  ich  dir  (lieber  leser)  den  grund  vnd  anfang  der  Cubic- 
„cosz  gezeygt  haben.'* 

42.  Bevor  wir  nun  dazu  übergehen,  die  weitere  Ausbreitung  der  Cubikooss 
in  Deutschland  darzulegen,  ist  es  angezeigt,  zuvor  noch  die  nach  Stifers 
Zeiten  übliche  Behandlung  der  Quadratcoss  etwas  zu  betrachten.  Da  ist 
nun  zuerst  zu  sagen,  dass^  so  sehr  auch  StifeFs  Einfluss  im  ganzen  Ge- 
biete der  Algebra  sich  bemerklich  machte,  gleichwohl  seine  Betrachtung 
und  Lösung  der  quadratischen  Gleichungen  nicht  überall  unmittelbar  ange- 
nommen wurde. 

So  unterscheidet  Scheubel  z.  B.  drei  Formen  der  Gleichungen: 
Aequaiio  prima,  secunda^  tertiaj  unter  welchen  er  bezüglich  die  auf  den 
ersten  Grad  rückführbaren,  die  vom  zweiten  Grade  und  die  von  höherem 
als  zweiten  Grade ,  welche  auf  quadratische  rückführbar  sind ,  zusammen- 
fasst.  Die  zur  Äequutio  secvmda  gehörigen  Einzelfälle  trennt  Scheubel  in 
altherkömmlicher  Weise  und  stellt  dies  figürlich  so  dar: 

Secunda 
Tri  Ba  N 


Prima 


Tertia  Aequatio. 

Bei  dem  Canon  huius  aequationui  iertius,  nämlich :  Pri  +  N  aequales  ra.. 
d.  h.  x"^  -^  h  ^=^  ax y  zeigt  er  zwar,  dass  zwei  Lösungen  auftreten  können, 
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ist  aber,  wie  Stifers  Vorgänger,  nicht  der  Ansicht*),  dass  stets  beide  zu- 
lässig seien. 

Es  ist  in  Bezug  hierauf  folgendes  (auch  von  Bamus  und  Salignac  in 
gleichem  Sinn  verwendete)  Beispiel  bemerkenswerth :  „Zwei  haben  Seide, 
der  erste  40,  der  zweite  90  Ellen.  Der  erste  gibt  für  1  Krone  \-  Elle 
mehr  als  der  zweite,  und  beide  zusammen  lösen  42  Kronen.  Wie  viel 
gibt  jeder?" 

Setzt  man  hier,  der  zweite  gebe  x  Ellen  für  1  Krone,  der  erste  also 
(^+  J)>  so  kommt  man  zur  Gleichung:  21x^  =  68a;  +  15,  und  diese, 
als  Scheubers  zweitem  Canon  zugehörig ,  kann  bei  ihm  nur  eine  Auflösung 
haben,  nftmlich  x  =  3  (während  ausserdem  noch  x  s=  —  ^  ist). 

Setzt  man  aber,  der  erste  gebe  x  Ellen,  also  der  zweite  x  —  ^,  so 
findet  sich  die  Gleichung:  63^^ -{- 20  »»  216a;,  und  fttr  diese,  als  dem 
dritten  Canon  zugehörig,  mttsste  Scheubel  eigentlich  die  beiden  Lösungen 
^  and  ^  zulassen,  wenn  man  seine  unten  citirten  Worte  dahin  verstehen 
wollte,  dass  er  wirklich  stets  zwei  Auflösungen  als  richtig  geltend  ge- 
meint habe;  aber  er  sagt  ausdrücklich  zum  Schlüsse  (fol.  23^'):  „.  ,  .  manefd 
^,  non  venss:  vd  veniunt  ^,  verus  immerua,^  An  sich  wäre  hier  ja 
keine  negative  Zahl  als  Lösung  gekommen,  wohl  aber  hätte  diese  als  Zahl 
der  Ellen  des  zweiten  —  ^  gegeben,  und  aus  diesem  Grunde  verwirft  er 
die  Lösung  ^  . 

Statt  wie  Scheubel  drei  Canones  zu  unterscheiden  und  jeden  einzeln 
m  behandeln,  macht  Salignac  (und  Bamus)  eine  Zweitheilung;  indem 
er  bei  dem  Falle  also ,  wo  man  „e  trihus  heterogeneia  notarum  continue  pro- 
porikmalium  ditos  aequat  uni"  unterscheidet,  ob  man  „imum  extremorum 
caderis  aeqwxt"  (d.  h.  nach  unserer  heutigen  Bezeichnung  &  c»  x'^  4-  ax 
und  flf^  —  aa;  +  &)  o^or  ob  man  „extremes  media  (ieqtuxt"  (also  a;^  +  6  «=  ax) ; 
fttr  den  ersten  Fall  wird  dann,  soweit  es  sich  um  Ausrechnung  der  vor- 
kommenden WurzelgrÖsse  handelt,  eine  gemeinsame  Vorschrift  'gegeben, 
und  im  letzten  Falle  heisst  es  betrefifs  des  Besultates  auch  wieder :  „.  *  . pro 
condiiiane  quaestionis  liberum  erit  alias  addiiianem  aut  subdudionem  tisur- 
pare^  alias  aUeram  tanttdm/' 

Einen  Beweis  für  die  Bichtigkeit  des  Verfahrens  lässt  sich  das  von 
Salignac  Beigebrachte  kaum  nennen;  denn  es  ist  nur  verständlich,  wenn 
man  an  Euklid's  Sätze  II,  4,  5,  6  denkt;  Scheubel  verweist  einfach  auf 
letztere.  Clavius  aber  begnügt  sich  nicht  mit  der  im  Obigen  (S.  83  f.) 
schon  gegebenes  geometrischen  Versinnlichung  des  Verfahrens,  sondern  er 


*)  fol  19"^:  „.  .  .  radix  deinde  hui%LS  residui  quadrcUa,  ut  libuent,  ac  protU 
rationi  magis  consentaneum  fuerit,  uel  a  dimidio  numeri  characteris  medii  sttbtrafii, 
ttrf  eidem  addi  (^parteM.  atque  utrum  horum  factum  fuerit  ^  cum  tarn  per  id,  quod 
hie cölligetur f  quam  etiam  quod  illic  relictum  fuerit,  radicis  valor  indicetur,  exemplo 
«otw/bctuin  erit.'' 
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nimmt  auch  aus  der  Algebra  des  Nunez  (Nonius)  die  ,4^monsiratumes  non 
minus  elegantes"  auf,  welche  ich  hier  rasch  einfügen  will. 

a)  ä'  =  aj?  +  i.  —  Man  bilde  die  Strecke  AB  ^^  a,  halbire  dieselbe 
in  C,  errichte  in  C  die  Senkrechte  CD  «=  /6 ,  ver- 
binde 2)  mit  B  und  trage  CF  ab  gleich  BD. 
Hiemach  ist: 

BD^  oder  CF'  =  CD«  +  CB^ ; 

aber  CF^  ^ÄF-  BF+Cß^ 
somit :  CD«  ^AFBF. 

AF^  =  AB  •  AF  +  AF  •  J?!^     und  bei  Einsetzung: 
AF^^AB'AF+CV^, 
d.  h.  X«  «=      a  •  X       -(-  6  . 

/3)  a?«  -(-  aa?  «=  6.    —   Ist    wieder    wie  vorhin   oonstrairt    und  abge- 
leitet, dass 

CB'^^BF'AF, 
BF'{BF+  AB)^CB^, 
BF^  +  AB'BF=CD\ 


AGB 
Aber  es  ist  auch 


x^  + 


^b. 


ax,  —  In  nebenstehender  Figur  bedeute  wieder  AS  =  a , 
CB  =  —  und  es  sei  eine  Sirecke  s  so  construirt ,  dass  s  =  j/5 

und  es  sei  erstens  s  <-^  *     Dann  theile  man^^ 

in  ^  so ,  dass  s  die  mittlere  Proportionale  zwischen 
AE  und  EB,  also:  AE  •  EB  —  h  wird,  beschieibe 
weiter  über  AE  und  EB  die  Quadrate  J.JPund  £J 
und  vervollstftndige  die  Bechtecke  AH  und  £1, 
so  ist  das  Rechteck  EH  ^{AE-  EB)~b^  Becht- 
eck  EL  . 

Nun  behaupte  ich,  dass  AE  «^  x  Ist'j  denn  dann 
AH^AB   '  AE-^a-x, 
AH=AF  +  EH=x^  +  h. 

Ich  behaupte  aber,   dass  auch  EB  ^^  x  gesetzt  werden  kann,  denn 
es  ist:  Rechteck     AL  =  AB    *   EB  as  a  •  o; , 


ist  Rechteck 

aber  auch  Rechteck 


aber  auch:  Rechteck     BL  =  EK  +  JB?X  =  x«  +  6  . 

Hiermit  stimmt  aber  auch  die  Vorschrift  zur  Auflösung  überein :  denn 
nach  Euclid  ist: 

AE    EB+CE^ 


AI?    oder     CI?  =  AC^  ^  AE- eIb 


(i)'-' 
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folglich  CE^y  (y)'—  6  , 
daher  ist:     AE='^+l/{^^—h^x  oAm EB='^^-y  {^^' -h^x-  ' 

Wenn  zweitens  5»=  —  ,  so  ändert  sich  die  Figur  unmittelbar  leicht 
2 

ab,  so  dass  man  sieht:    o; «»  J.0  »=  —  • 

a 
Aber  drittens  kann  nicht  s  >  —  sein,    weshalb   ^^radix^  secundum 

praeceptum  tradüum,  nuüo  modo  inueniri  potest", 

43.  Dass  schon  Stifel,  und  zwar  so  früh  als  es  überhaupt  nur  möglich 
war,  auf  die  durch  die  Italiener  gewonnene  Auflösung  der  cubischen  Olei- 
chungen  aufmerksam  machte ,  hob  ich  oben  hervor;  dass  aber  dieser  Hin- 
weis kaum  gewürdigt  wurde ^  «dass  ein  halbes  Jahrhundert  hindurch  und 
fast  noch  ISnger  die  deutsche  Algebra  jene  gewaltige  Errungenschaft  kaum 
verwerthete,  ja  dass  ihr  die  letztere  beinahe  so  gut  wie  unbekannt  blieb, 
ist  eine  kaum  glaubliche  Thatsache*).  Scheubel,  aber  auch  Peletier,  Bamus 
und  Salignac  erwähnen  ihrer  mit  keiner  Silbe;  so  beginnt  letzterer  z.  B. 
den  Abschnitt  über  Gleichungen  sofort  mit  der  Erklärung:  ^^Aeqitatio  AU 
gehraka  duplex  est*'  —  d.  h.  vom  1.  und  vom  2.  Grad.  Clavius  aber 
kommt  im  12.  Kapitel  seiner  Algebra  auf  cubische  Gleichungen  zu  sprechen 
und  äussert  seine  Ansicht  über  diesen  Gegenstand  in  folgenden  Worten: 
«...  nondum  est  inuenta  ars,  qua  huiusmodi  radkes  certo  eruantur;  quamtiis 
Cardanus  et  Nicolaus  Tartalea  in  quibusdam  exemplis  singularibus  in- 
umefint  aestimationem  unius  radicis.  Raphael  auieni  Bomhellus  ex  qui- 
husdam  etiam  aequationihus  eiusmodi  et  äliis  nonniiUis  putat  se  inuenisse^ 
(ßo  pacto  eruendae  sint  radices.  Franciscus  quoque  Vieta  dicitur  demon- 
Strasse  regtdam  generalem  pro  eiusmodi  radicihus  extrahendis:  quam  quia 
uidere  hactenus  non  licuü^  et  rationes  Bombdli  ohscurae  valde  sunt  ..." 
ans  diesen  Gründen  und  weil  die  Gleichungen  höheren  als  zweiten  Grades 
selten  gebräuchlich  und  complicirt,  so  beschränke  er  sich  auf  die  letzteren 
allein.    Solche  Aufklärung  hatte  also  Clavius  aus  dem  Studium  der  Werke 

*}  Faulhaber  schreibt  z.  B.  in  seiner  Academia  Algebrae  (1631)  folgenden  Satz: 
„Obwol  Chrietoff  Rudol£f  j  Michael  Stiffel  |  Cardanus  |  Vieta  |  Adrianus  Bomanus  | 
Diophantes  j  Simon  Stevin  j  Lüdolph  von  Collen  \  Johan  Jung  |  Nicolaus  Bai- 
marus  ]  Sebastian  Kurtz  |  Petrus  Both  |  vnd  andere  |  ihre  Exempla  |  auff  die 
Quadrat  |  Cnbic  |  Zenszdecensz  |  Sursolit  |  Zensicubic  |  vnd  Bsursolit  Cosz  ge- 
richtet I  Jedoch  ist  zu  wissen  .  .  .  .**  Faulhaber  nennt  also  in  erster  Beihe  nur 
Bernde;  die  Deutschen«  welche  er  nennt,  haben  theil weise  nicht  über  die  regel- 
rechte Lösung  der  Gleichungen  im  Allgemeinen  geschrieben,  oder  sie  sind  so 
spät,  dass  das  Urtheil  des  Textes  immerhin  bestehen  kann. 

BappL  s.  hist.-llt.  Abth.  d.  ZUohr.  f.  Math.  u.  Vhjn.  7 


Digitized  by 


Google 


-    98    ^ 

eines  Cardanus  und  eines  Bombelli  entnommen!  und  solche  AofklSrnng 
gab  er ,  der  Gefeiertsten  einer ,  über  das  so  interessante  Kapitel  der  cossi- 
schen  Lehre !  An  diesem  Massstabe  muss  man  die  Arbeiten  und  die  Leistasg 
eines  Mannes  wie  Faulhaber  messen,  um  nicht  ungerecht  zu  werden  in 
dessen  Beurtheilung.  Schon  im  Jahre  1604  hatte  Johann  Faulhaber 
(1580 — 1635)  unter  dem  Titel  „Arithmetischer  cubiccossischer  Lustgarten, 
mit  neuen  Inventiones  gepflanzeV'  ein  Werk  veröffentlicht,  das  ich  mir  bis 
jetzt  leider  nicht  verschaffen  konnte,  das  aber  wohl  eine  vollständige  An- 
leitung zur  Lösung  der  cubischen  Gleichungen  enthalten  muss.  Denn  in 
seiner  um  drei  Jahrzehnte  späteren  Äcademia  Älgehrae  gibt  er  Jedem ,  der 
„die  Cosz  fruchtbarlich  {  bald  vnd  fundamentaliter  lehmen  will",  den  Rath, 
„Er  neüie  erstlich  für  sich  {  den  Christoff  Budolff  |  oder  den  Michael  Stiffel  { 

und  lebrne  darausz  {  die  Principia  vnd  Species  der  Cosz  | danach 

studire  er  ausz  solchen  Bücheren  ...  die  Linien  Cosz  |  .  .  auff  solches 
kan  er  die  quadrat  Cosz  vomeinen  |  .  .  .  Wann  er  nun  zu  der  Cubiccosz 
trotten  will  |  so  mag  er  den  Cardanum  fUmemmen  |  oder  |  da  er  gerne 
einen  Teutschen  Authoren  haben  wolte  |  so  nemo  er  meinen  Arithmetischen 
Cubiccossiscben  Lustgarten  (darinen  ich  die  erste  Exempla  {  auch  der  qua- 
drat Cosz  I  .  .  dirigiret)  .  .  für  die  Hand  {  darinen  wird  er  nicht  aliein 
die  13.  Begulen  Cardani  |  sondern  fast  alles  was  zur  Cubiccosz  gehöret  ; 
finden.*^  Aber  nicht  nur  das  Vorhandene  dargestellt  und  überliefert  hat 
Faulhaber,  er  hat  auch  gewagt,  einen  Schritt  weiter  zu  thun  auf  dem  so 
Vielen  völlig  unbekannten  Boden.  Besonders  eifrig  hat  er  sich  Jahre  lang 
damit  beschäftigt,  für  die  Summen  gleich  hohei*  Potenzen  der  mit  1  be- 
ginnenden ganzen  Zahlen  allgemeine  Ausdrücke  zu  finden:  so  behandelt 
er*)  im  J.  1615  die  Summen  der  vierten,  fünften  und  sechsten  Potenzen, 
im  J.  1617  die  der  achten  bis  elften,  im  J.  1622  die  der  zwölften  und 
im  J.  1631  die  Summen  der  dreizehnten  bis  siebenzehnten  Potenzen.  In- 
dem er  dann  seine  allgemeinen  Ausdrücke  gewissen  von  ihm  zuvor  er- 
rechneten ganzen  Zahlen  gleich  setzt,  also  z.  B. 
SO  eg  +  255  3jj3  +  680  6r6  -f-  2380  SDfe  +  8840  6^  -f-  24310  6ct  + 

+  44200  b6  -:-  46988  6  +  23800  Sj:  -^-  3617  IJ?  gleich  2212420672540, 
so  kommt  er  auf  Gleichungen  höherer  Grade,  deren  Wurzeln  er  im  öffent- 
lichen Ausschreiben  zu  erfahren  verlangt  und  die  er  dann  selbst  veröffent- 
licht, sich  rühmend,  dass  dies  „ein  wunderliche  sach  ist  |  dasz  Gott  der 
HErr  in  solche  zahlen  |  so  grosse  Wissenschaften  verborgen  hat  |  -vnnd  zu 
vnserer  zeit  |  dieselbige  an  Tag  komen  lassen";  dass  jene  Wurzeln  stets 
ganze  Zahlen  sind  und  nur  durch  Probiren  zu  finden  waren  und  gefunden 
wurden,  hebt  er  freilich  nicht  hervor.  Immerhin  deutet  er  den  Weg  an, 
auf  welchem  man  zu  deren  Auffindung  in  den  genaiyiten  speciellen  fällen 


*)  Kästner,  Geschichte  der  Mathematik  III,  29  ff.  und  lU  ff. 
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gelangen  konnte.  Er  sagt  nämlich  bei  Gelegenheit  einer  solchen  höheren 
Gleichung  (Äcad.  Alg,  B.  II):  «^Alhie  will  ich  ein  sonderbar  Compendium 
inn  der  Cosz  eröffnen  |  wan  einer  ein  solche  grosse  aequation  probiren 
will  I  ob  die  qaantiteten  in  jren  Zahlen  alle  recht  vnd  justificiert  sein  | 
so  ist  nit  von  nöten  |  dasz  er  meinen  Cardanischen  schweren  Procesz  ge- 
brauche I  dadurch  man  die  Binomische  vnd  Besiduische  Facit  herausz- 
presset  |  sondern  man  darff  nur  desz  Johan  Jungen  |  oder  Nicolai  Rai- 
mari  weeg  gebrauchen  |  vnd  mit  dem  Rational  werth  Badicis  dividiren  { 
vnd  hinder  sich  von  einer  quantitet  zur  andern  procediren  {  wie  es 
sein  soll." 

Der  Weg,  auf  dessen  Beschreitung  hier  Faulhaber  hinweist,  darf  in 
unserer  Darstellung  nicht  unerwähnt  bleiben ,  da  auf  ihm  wohl  die  deutsche 
Coss  den  ersten  schüchternen  Versuch  wagte,  der  Auflösung  von  Zahlen- 
gleichungen näher  zu  kommen. 

44.  Johann  Junge  aus  Schweidnitz  in  Schlesien *),  über  dessen  Lebens- 
Yerhältnisse  und  Leistungen  weiter  Nichts  bekannt  ist,  erdachte  nämlich 
im  J.  1577  wenigstens  den  Grundgedanken  des  Verfahrens,  welches  wir 
auch  heute  noch  lehren ,  um  rationale  ganze  Wurzeln  von  Zahlengleichungen 
au&usuchen.  Da  aber  seine  Art  viel  „cof^eäur  vnd  mutmassung"  enthielt 
und  leicht  in  ein  „ynendlich  weit  circumvagiern  vnd  vmbschweiffen'*  aus- 
arten konnte,  so  änderte  der  auch  als  astronomischer  Schriftsteller  be- 
kannte Nicolaus  Beymers  {Nicolaus  Baimarus  TJrsuSy  ?  — 1599  [?]) 
dasselbe  ab,  vne  er  in  seinem  im  J.  1601  erschienenen  Buche  „Arith- 
metka  Analytica,  wUgo  Cosüy  oder  Algebra*'  berichtet.  Zur  Verdeutlichung 
wähle  ich  die  Gleichung  x' +  21ic^ -|- 90fl;  =  480.  Beymers  gibt  der- 
selben die  Form:  x^  =  486  —  90a:  —  21a;'  und  versucht  nun  einen  der 
Faktoren  des  absoluten  Gliedes  486  als  Wurzel  zu  erkennen,  während 
Junge  von  solcher  Beschränkung  auf  Faktoren  Nichts   bemerkt  hatte.     Sei 

also  3  zu  versuchen,   so  rechnet  Beymers:    -—  s=  162,    162  —  90  =  72 

72 
und  wieder  — =24,  24  —  21==3,  und  behauptet  nun,  weil  schliesslich 

ö 

die  gewählte  Zahl  wieder  erscheint ,  dass  eben  diese  eine  Wurzel  der  Glei- 
chung sei. 

Wenn  aber  in  der  Gleichung  gewisse  Potenzen  der  Unbekannten  fehlen, 
so  muss  die  als  Zwischenresultat  erhaltene  Zahl  nicht  einmal  nur,  sondern 
wiederholt   durch   die  zu  erprobende  dividirt  werden   und  zwar  so  oft,   als* 


*;  Peter  Both  nennt  ihn  „gewesenen  Bechenmeister  zu  Lübeck'^  (Arithm.  phi- 
los.  fol.  3') ,  und  den  gleichen  Wohnort  schreibt  ihm  z.  B.  auch  Tobias  Beutel  zu 
in  seinem  „Handbüchlein  der  nützlichen  und  schönen  Bechen- Kunst**  (1658). 

7* 
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die  Differenz  zwischen  den  Exponenten  der  die  Lücke  einscbliessenden  Po- 
tenzen Einheiten  hat.     Er  führt  also  an  seinem  Beispiele*): 
xxvin  XU  X        VI        m        I         0 

1  gleich  65532  +  18  --  30  -f-  18  +  12  --  8 

d.  h.  an  der  Gleichung: 

a;^8  =  65ö32rc^2  ^  ig^io  _  30a;6  _  ig^z  _j.  12«  —  8 

die  Erprobung  der  Zahl  2  so  durch ,  dass  er  der  Reihe  nach  die  folgenden 
Zahlen  berechnet: 

—  4;  +  12  —  4  =  8,  4,  2;  2  —  18  =  —  16,  —  8,  —  4,  —  2; 

—  2— 30  =  — 32,  —16—8,  —4,  —2;  —2  +  18  =  16,8,4; 

4  +  65532  =  65536  , 
woraus  durch  15 malige  Division  2  erfolgt,  so  dass  2  als  Wurzel  der  Glei- 
chung behauptet  werden  kann. 

Nach  diesen  Beispielen  erst  wird  es  möglich  sein,  Bejmers'  folgende 
Erklärung  imd  Anleitung  zu  verstehen: 

„Es  hat  endlich  zu  vnsem  zeiten  vmb  dz  Jar  Christi  Tausendt  Fflnff- 
hundert  vnnd  sieben  siebentzig ,  Johanes  Junge  von  Schweidnitz  aus  Schle- 
sien eine  gar  leichte  vnd  so  wol  zu  allen  zusamen  gesetzten  Cossischen  yer- 
gleichungen  vnd  derselben  aufflösung  genugthunig  generali  resoluiian  er- 
funden vnd  auszgesunnen.  Welche  aber,  weil  sie  etwan  Cof^edurd^  vnd 
durch  etzliche,  biszweilen  auch  wol  durch  viele  mutmassunge,  vnd  gleich- 
sam errattungs  weisz,  verrichtet  wird:  Als  habe  ich  derselben  nach  ver- 
mügen  geholffen ,  vnd  solcher  gemelten  conjeciur  vnd  mutmassung  zum  theil 
abgeholffen,  dermassen,  das  sie  jetzt  etzlichen  gewissen  ^ermini^  eingefasset 
vnd  eingeschlossen  ist,  vnd  nicht  mehr  so  vnendlich  weit  circunwagkrn 
vnd  vmbschweiffen  mag:  Vnd  solchs  durch  Erfindung  aller  Divisorum  oder 
tbeiler  (in  welche  sie  getheilet  mag  werden)  einer  jeden  vorgegeben  zahl 
(den  wie  viel  theiler  in  der  vorgenomnen  zahl  vorhanden:  also  viel  am- 
jedurae  oder  mutmassung  sein  etwa  zu  zeiten  von  nöthen)  welche  der 
theiler  erfindung  den  leicht  vnnd  bekandt  ist  aus  der  gemeinen  ArUhrndica^ 
als  aus  dem  7.  cap,  libri  I  Ärühmetices  Rami,  Wollen  derhalben  dieselb 
gemelten  des  Johanis  Junge  allgemeine  Resolution  setzen,  welche  also  lautet: 

„Theile  die  absolut  oder  ledigen  zahl  in  eine  zahl  solcher  Quaniitd, 
vmb  wie  viel  die  nach  ihr  stehende  QuantUet  den  sie,  höher  ist.  Ist  als- 
dan  der  gefunden  quotient  -{-,  so  addier  ihn  zu,  ist  er  aber  -f-,  so  Sub- 
trahier ihn  von  der  folgenden  QuantUet.  Also  thu  bey  allen  Quantitätn^ 
von  der  kleinesten  anfabende  bisz  aufi^  die  gröszeste.  Wo  alsdan  die  letite 
theilung  gleich  auffgehet,  so  schien ssestu ,  das  du  den  rechten  R,  (Badix) 
im  anfang  recht  angenommen   vnd  getroffen,   vnd   demnach   also  recht  ge- 

*)  Reymera  verwendet  hier  die  vor  ihm  schon  von  seinem  Lehrer  Börgi  («■ 
S.  104  und  S.  36]  gebrauchte  Schreibweise. 
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fanden  hast.  In  Summa:  Umb  wie  viel  (oder  vmb  was  vor  eine  quantitä) 
die  folgende  quantUet  gröszer  ist  dan  die  vorhergehende  kleiner,  in  einer 
solchen  des  im  anfang  angenommenen  theilers  oder  B.  Quantitä  theile 
die  kleine  Quantttd,  anf abend  von  der  kleinsten  bisz  zu  der  grossesten: 
den  quotient  addir  oder  Subtrahir  (nach  gelegenheit  vnd  erforderung  der 
zeichen  -f"  oder  -r-)  die  folgende  Quantitet:  Die  Summe  oder  Rest  theile 
wiederumb  wie  vor:  vnnd  solchs  der  eins  (nemlich  in  aequatione  non  intcr- 
rupta)  in  den  vorigen  theiler,  oder  {in  aequatione  interrupta)  in  des  vorigen 
theilers  nach  der  quantiteten  von  einander  stehenden  Differentz  oder  weite, 
addir  oder  Subtrahir  auch  ebener  massen,  wie  zuvor:  vnd  solchs  reiterier 
bisz  auff  die  grosseste  vorgegebene  Quantitä.  Aisdan  so  kompt  endlich 
aas  der  letzten  theilung  der  gesuchte  werd  eines  B.  welcher  im  fall  er 
dem  im  anfang  angenommenen  theiler  gleich,  ist  er  gewiszlich  der  rechte 
werd  eines  B.  den  so  fem  in  aequ^Uione  non  interrupta  zwischen  den 
zwo  grossesten  oder  letzten  beider  quantitäen  keine  andere  Quantitä  den 
R.  vorhanden,  alszdan  musz  ausz  letzter  oder  endlicher  theilung  die  im 
anfang  vorgenommen  12.  oder  der  theiler  selber  entsprungen,  aber  vmb 
wie  viel  Quantitäen  die  zwo  letzten  oder  grossesten  Quantitäen  in  aequa- 
tione interrupta  von  einander  stehen ,  eine  solche  des  anfenglich  angenommen 
R,  oder  theilers  quantitä  musz  aus  letzter  theilung  entspringen:  als  (zum 
Exempel)  in  massen  auszgelassen  eine  Quantitet  y  als  dann  musz  die  end- 
liche Summe  oder  Best  an  stat  des  im  anfang  angenommenen  B.  oder 
theilers  sein  desselben  zensz  oder  Quadrat:  Wie  aber  zwo,  der  Cuhus:  wie 
drej,  der  zensizensz,  u.  s.  w.  Welchs  den  gnugsamb  anzeigt  die  Sub- 
tractio  exponentium  notarum,  mit  weicheren  die  in  ihrer  Ordnung  stehende 
vnd  nach  einander  folgende  Cossischen  quantitäen  bezeichnet  sein/**) 

45.  Diese  selbe  ;,Begul  desz  Herrn  Johann  Jungen*^  erwähnt  auch  und 
lübmt  sich,  durch  eine  für  cubische  Gleichungen  wenigstens  eben  so  gute 
ersetzt  zu  haben,  Peter  Roth  (?  —  1617  nach  PoggendorflF) ,  „Burger 
und  Rechenmeister  in  Nümberg*^  Dieser  hat  sich  mit  Faulhaber  un- 
zweifelhaft das  Verdienst  erworben**),  die  Behandlung  der  cubischen  Glei- 


*)  Da  mir  Reymer^s  Werk  nicht  zugänglich  ist,  so  citire  ich  Obiges  nach 
Gerhardt,  Gesch.  d.  Wissensch.  in  Deutschland,  17.  Band  (Gesch.  d.  Mathematik), 
S.  84  f. 

**)  Er  wird  deshalb  auch  in  der  nacht'olgendeu  Zeit  mit  allen  den  oben  zur 
Besprechung  gekommenen  bedeutendsten  Cossisten  in  eine  Beihe  gestellt  So 
z.  B.  von  Tobias  Beutel  in  dessen  Bechenbüchlein  (1658)  nach  der  Art  seiner  Zeit: 

Ich  wil  hier  von  der  Cosz  |  und  Algebra  nur  schreiben  | 
So  viel  I  dasz  disz  mein  Buch  {  ein  Hand  Buch  kan  verbleiben  \ 
Vnd  dasz  des  Rudolphs  Buch  |  sammt  Stiefels  treuen  fleisz  | 
Cardani  hohes  Lob  1  Faulhabers  Buhm  und  Preisz  1 
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chungen  in  Deutschland  allgemeiner  bekannt  gemacht  zn  haben.  Im  Jahre 
1608  veröffentlichte  er  nämlich  ein  Werk  unter  dem  Titel*):  „Arüh- 
metica  phüosqphica  Oder  schöne  newe  wolgegründte  Yberausz  Künstliche 
Rechnung  der  Cosz  oder  AlgebrS^',  in  dessen  erstem  Theile  (fol.  1—19) 
„werden  beschrieben  die  dreyzehnerley  vergleichungen  der  Cardanischen 
Cubiccosz  I  welche  er  in  seinem  zehenden  Buch  so  von  dieser  Kunst  statt- 
lich tractirt  |  nenet  die  primitiua  oder  principälia  capUüla^^;  dabei  spricht 
sich  Roth  im  Allgemeinen  dahin  aus,  dass  „in  den  Cubiccossischen  aegm- 
twntbfis  sejnd  auffs  meinste  drejerlej  werth  radids  vorhanden'*,  aber  er 
erläutert  diese  seine  Meinung  auch  sofort  dahin,  dass  „solches  nicht  zu 
verstehen  |  dasz  darumb  ein  jede  Cubiccossische  Vergleichung  drejerley 
geltungen.l  ein  33  cossische  viererley  geltungen  .  .  .  desz  radids  leidet 
sondern  alle  die  |  so  am  meinsten  geltungen  leiden  |  die  haben  jhr  so  viel 
vnd  auch  gar  nicht  mehr",  und  nachdem  er  die  Cardanische  Yorschrift 
zur  Lösung  der  ersten  Form 

mitgetheilt,  macht  er  darauf  aufmerksam,  es  sei  räthlich,  zuvor  stets  zu 
erproben ,  ob  die  Gleichung  nicht  eine  rationale  (ganze)  Wurzel  habe ,  und 
zu  diesem  Zwecke  solle  man  von  1  aus  auf-  oder  von  der  Cubikwurzel 
von  q  aus  absteigend  die  folgenden  Zahlen  nehmen,  deren  Quadrate  bilden 
und  bezüglich  zu  p  addiren  und  sehen,  ob  das  Produkt  aus  der  letzteren 
Summe  in  die  angenommene  Zahl,  d.  h.  ob  {x^ -{- p)  -  x  gleich  q  sei. 
Entsprechend  solle  man  fQr  die  Gleichungsformen: 


a;3  «sjpa?  -(-  g 


und 


x^  -^  q^=^px 


verfahren,   und   diese  seine   „drey  newerfundene  nützliche  Beguln"  macht 
er  an  folgenden  Beispielen  deutlich: 

lcC  +  40026  gleich  2126 


1 
2 
3 
4 

5 

L 


1 

4 

9 

16 

25 


401 
404 
4O0 
416 

425 

1 


Aggregata 


Mnltiplicirt     kompt  2125 


1  et +213 

7e  gleich  3674 

15   225  438 

14   196  409 

13    169  382 

Aggregata 

12    144  357 

11    121  334 

Multiplicirt     kompt  3674 


Was  Junge  auch  erdacht  |  und  Bothens  kluger  Geist 
Sambt  weiser  Leute  mehr  {  von  Gott  verliehne  Gaben 
Auch  auffzuBuchen  Beyn  |  so  ihr  Pfand  nicht  vergraben  | 
Darumb  sie  auch  mein  Eiel  |  hier  biUich  rühmt  und  preist 
♦)  Der  vollständige  Titel  besteht  aus  269  Wörtern. 
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Icf  gleich  lOae  +  639 

8  64 

9  81 


54    i 

71    I 

I 


Differentz 


lc£  +  470  gleich  147ae 


12 
11 
10 


144     3 
121  26 

100  47 


Differentz 


Multiplicirt     bringt  639 


I  Multiplicirt     bringt  470. 

Im  zweiten  Theile  seines  Werkes  (fol.  19 — 175)  behandelt  dann  Roth 
ausführlich  die  160  Beispiele,  welche  Faulhaber  als  ebensoviele  ,,BSumlein 
in  seinem  Arithmetisch -Cubiccossischen  Lustgarten  gepflantzf  hatte  und 
nimmt  sich  dabei  besonders  an  (fol.  126  ff.)  der  f,sch()ne  löbliche  Poly- 
gonal Röszlein  |  von  denen  der  künstliche  Gärtner  Johan  Faulhaber  gesagt  | 
dasz  nit  wol  andere  OSrtner  |  zu  finden  seyn  werden  |  denen  der  nutz  vn 
die  frucht  gedachter  Röszlein  bewuszt  oder  bekant  |  also  dz  ermelte  Poly- 
gonal BOszlein  wol  ynabgebrochen  bleiben  werden'*;  Both  aber  erklärt, 
„sie  samptlich  abzubrechen  vnd  einzusamlen*'  und  eine  General-Regel  er- 
funden zu  haben  ,, durch  welche  man  leichtlich  und  gering  |  die  Cörperliche 
Soma  etlicher  Polygonalzahlen  erforschen  kan'S  und  so  theilt  er  eine  Ta- 
belle der  Werthe  derselben  mit  „als  eines  Gärtners  Werkzeug  und  Instru- 
ment I  ohn  welchen  derselbe  nicht  viel  fruchtbarlichs  verrichten  kann  • 
.  .  .  welche  meines  Wissens  |  vorhin  von  keinem  ArUhmetico  in  öffentlichen 
Track  beschrieben  worden* ^  Der  Inhalt  jener  Tabelle  vermag  aus  dem 
folgenden  Auszuge    erkannt  zu  werden: 

l)Trigonal  '  AK±lA±^y_ 

2)  Tetragonal 

3)  Fentagonal 
31)  Triacontahenagondl 
79)  Hehdomicontaenneagonal 

100)  Hecatogonal 

Die  Gleichsetzung  solcher  Ausdrücke  mit  gegebenen  Zahlen  führte  dann 
stets  auf  cubische  Gleichungen,  und  dass  man  dabei  auch  vor  den  schreck- 
lichsten Wortbildungen  nicht  zurtickscheute ,  beweist  die  130.  Aufgabe 
etwa,  wo  die  Summe  etlicher  IHsmyrioenneakisckUwheptacoshtessaracontogoniü 
Zahlen  gleich  1665804  sein  soll  und  deren  Anzahl  =  7  gefunden  wird. 

Dass  Both  ganz  im  Stile  Faulhaber's  weiter  arbeitete,  beweist  auch 
der  dritte  und  letzte  Theil  (fol.   176 — 192)  seines  Buches,   da  er  hierin 


6 

2cC  + 

3a  + 

iie 

6 

lcC  + 

Ij 

2 

29ce  + 

3«  :: 

6 

26  le 

77c(  + 

3  a-:: 

742e 

6 

08ct  + 

3j^ 

95  Je 
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„von  Binomi  :  und  Besiduischen  |  auch  andern  Surdischen  Quftsiionibas  der 
zenszdezensz  :  Surdesolid  :  zensicubic  :  vnnd  Bsurdesolid  :  Cosz  handelt^\ 

46.  Wir  sahen ,  wie  Faulhaber's  und  Roth's  Darlegungen  nur  zur  einen 
Hälfte  der  Freude  am  mathematischen  Inhalt,  zur  anderen  entschieden  der 
Neigung  zur  Mystik  ihren  Ursprung  verdanken.  Einen  Gegensatz  hienn 
gewährte  schon  Jung*^B  Regel,  welche  sich  auf  rein  mathematischem  Ge- 
biete hält ;  einen  noch  grösseren  Gegensatz  gewährt  aber  die  hervorragende 
Leistung  des  Schweizers  Jost  Bürgi  (1552 — 1632),  welcher  den  höheren 
Gleichungen  in  ganz  neuer  Art  Verwerthung  und  Lösung  angedeihen  liess: 
„in  hoc  genere  ingeniostssima  et  inopinäbüia  muUa  est  oammentu^',  sagt  ^ 
Kepler  von  ihm.  i 

Als  wandernder  Handwerker  nach  Kassel  gekommen  und  hier  von  dem 
als  Astronomen  bekannten  Landgrafen  Wilhelm  von  Hessen  zuerst  (1579) 
als  Hof  Uhrmacher,  dann  als  Mechaniker  angestellt  und  bald  auch  za  den 
astronomischen  Arbeiten  beigezogen;  that  sich  BCirgi  durch  eine  Beihe 
glänzender  Leistungen  hervor,  welche  in  neuerer  Zeit  erst  allgemeinere 
Anerkennung  fanden"^):  so  sind  die  Verbesserung  der  prosthaphäretischen  . 
Methode  der  Trigonometrie,  sowie  die  Erfindung  der  Decimalbrüche  und  1 
der  Logarithmen  unzweifelhaft  aus  seinem  Geiste  entsprungen. 

Was  uns  hier  allein  beschäftigen  soll,   seine  eigenthttmliche  Behand-      , 
lung  der  Gleichungen,   hat  sich  Bttrgi  ausgedacht,   da  er  die  für  astrono*      j 
mische  Arbeiten  so  unentbehrlichen  Sinustafeln  mit  grösserer  Leichtigkeit      J 
und   Genauigkeit,   als  es   bis  zu  seiner  Zeit  geschehen  war,   zu  berechnen 
unternahm,     „unsere  Vorfahren",   sagt   er**),   „haben  die  Sinus  wie  be- 
khant  ausz  folgenden,  zwar  geometrischen,  aber  zur  rechnung  unbequemen 
und  sehr  schwären  gründen  erforscht.     Erstlich  haben  sie  die  seitten  diser 
gleichseittig  und  gleichwinklig  Figuren,   nämlich  von  drey-,   vier-,  fünf-, 
Sechs-,  Zehen,  fünfzehn  eckhen,  so  alle  in  einem  Zirckel  stehen  Und  mit 
allen    eckhen    an    der  Krümme  anrühren  mögen,    gerechnet  und  mit  des 
Diametri   maasz   oder  Theilung  gemessen  und  gezehlet.     fürs  ander  haben 

*)  So  durch  Gieswald  („Justue  Byrg  als  Mathematiker  und  dessen  Einleitong 
in  seine  Logarithmen**.  Danzig  1856)  und  besonders  durch  Rüd.  Wolf  in  den 
„Biographieen  zur  Kulturgesch.  d.  Schweiz",  Bd.  I.  1868  („Jost  Bürgi  von  Lichten- 
steig"), dann  in  den  „Astronom.  Mittheilungen"  Nr.  XXXI  und  XXXTT  v.  J.  1872 
und  1873  (S.  6—28  und  S.  66—67),  schliesslich  in  der  „Gesch.  d.  Astronomie",  16.  Bd. 
der  Gesch.  der  WisseDschaften  in  Deutschland,  8.273,  341  und  369  ff.  In  Bezog 
auf  die  Erfindung  der  Pendeluhr  durch  Bürgi  scheint  Wolf  zu  viel  behauptet  zu  haben. 
**)  Wolfs  Astron.  Mittheüungen  XXXI,  8.  12  ff.  —  Da»  Bürgi  sein  Vorhaben 
ausführte ,  beweisen  Aeussemngen  von  Kepler.  Gedruckt  wurde  aber  seine  Tafel 
niemals  und  es  scheint  dieselbe  verloren  zu  sein;  dagegen  ist  die  Einleitong  dazu 
unter  den  Eepler^schen  Manuscripten  in  der  Bibliothek  der  Sternwarte  zu  Polkowa 
noch  vorhanden  als  ein  etwa  88  Folioseiten  starkes  Manuscript^  dassen  Abfasaungs- 
zeit  wohl  in  das  letzte  Jahrzehnt  des  16.  Jahrhunderts  föUt:  Wolf  macht  nun 
a.  a.  0.  Mittheilungen  daraus  und  diesen  ist  das  im  Text  Gegebene  entnommoi. 
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sie  einen  Jeden  Bogen  der  von  einer  sollich  seitten  abgeschnitten  würt  in 
zwej  gleiche  Theil  getheilt  und  die  subtensas  (Sehnen)  der  halben  Bogen 
gesTiecht,  was  dan  vil  quadrierens  und  wurtzelauechens  gibt.  Fürs  dritte 
zum  Complementum  eines  jeden  underzogenen  halben  Bogens  durch  qua- 
driren  und  Wurtzel  suchen  seinen  sinum  gefunden.  Weil  aber  von  alters 
der  Zirckhel  in  360  und  der  quadrant  in  90  grad  getheilet  würt,  ein  grad 
aber  in  60  minuta:  Hatt  diese  halbirung  der  underzogenen  Bogen  und 
Irer  Complementorum  nitt  weitter  gelangen  mögen  als  auff  45  Minuta,  die 
lassen  sich  nun  nit  mehr  ohn  einen  bruch  halbiren.  und  gibt  diser  Pro- 
cesz  ingemein ,  wan  man  bey  den  Minuten  pleibt  und  nit  aufif  die  Secunda 
kbomen  will,  nit  mehr  denn  ungefährlich  120  Sinus.  Haben  derohalben 
züin  Vierten  achtung  geben,  wo  die  Sinus  anfahen  gleich  mit  den  bogen 
halbirt  zu  werden  und  also  zwo  subtensa  zweyer  halben  bogen  nichts 
merkliches  mehr  länger  werden  als  die  subtensa  des  gantzen  bogens:  da 
sie  dan  bald  alle  sinus  auf  die  erste  Minuta  des  Quadrantens  und  durch 
mittel  des  vorigen  Processes  hernach  andere  mehr  darausz  gefunden:  Ent- 
lieh den  nberigen  minuteU;  so  hin  und  her  im  quadranten  noch  leer  ge- 
standen,  Iren  gebürenden  Sinum   nach  der  benachbarten  proportion  unge- 

föbrlich  zugetheilt Diesem  mangel  abzuhelffen  khompt  die  Cossa 

za  statt,  wölliche  wen  man  das  Wort  Geometria  weitläuffig  nimet,  auch 
eines  theils  darzue^  theils  aber  zur  Arithmetica  gehört,  und  reimet  sich 
zwar  sehr  wohl  zu  den  sinibus.  Dan  ob  wol  Sinus  eine  rechte  linie  ist 
so  in  einem  Circkel  stehet  und  disz  pur  geometrische  Sachen  seind ,  Jedoch 
weil  man  solliche  Sinus  in  Zahlen  so  genau  es  möglich  zu  wissen  be- 
gehret .  .  .  .  so  braucht  man  auch  mit  vortheil  eine  neue  khunst  darzu 
wölliche  von  Zahlen  handlet.  Weil  dan  die  Cosz  nit  nur  die  ebenen 
fignren  sondern  auch  die  cubos  in  Zahlen  angreiffet:  demnach  so  ist  dem 
oberzehlten  Mangel   (doch  auff  cossisch  und  nit  auff  guet  geometrisch)  ab- 

gebolffen *'     Nachdem  Bürgi  dann  noch  eine  Anleitung  zur  Coss 

und  zur  Rechnung  mit  Decimalbrüchen ,  dabei  sogar  auch  schon  deren  ab- 
gekürzte Multiplikation  gegeben,  geht  er  über  zu  geometrischen  Betrach- 
tungen und  löst  die  Aufgabe:  „wenn  die  Sehne  (Subtensa)  AC  ^^  s  eines 
Bogens  bekannt  ist,  die  zur  Hälfte  des  Bogens  ge- 
hörige Sehne  AB  =  x  zu  berechnen"  —  mit  Hülfe  ^-^^^^r^^^r-^ 
der  Cosz;    er   setzt  nämlich   den  Dui'chmesser  =  2           jy^-- ------^^^^^ 

und  findet:  ^/^ \g 

^2  /  V  \ 

x^  =  2  .  Bß     oder     Bß  =  "ö"  »      so  dass  \^ 

^B^-^/?^  =  (^y   Uefert   ir2_?!_J   oder:     V  \      / 

(U)     .     .     .     .     4ic2  —  jc*  =  s^  . 
Ist  aber  ein  Bogen,   dessen  Sehne  AD^^s  bekannt  sei,   in  drei  gleiche 
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Tbeile  AB  =  BC=  GD  =  x  zu  theilen,  so  findet  Bürgi  nach  (IL): 
Ä C^  =  BD^  =  ix'^—x\  also  =ÄC'  BDy  aber  letzteres 

=  AD  >  BC  +  AB  '  CD  —  s  '  X  +  x^ ,  somit: 

(III) Sx  —  x'^^s. 

Dann  zeigt  Bttrgi,  dass  hiennit  auch  die  Theilung  eines  Bogens  in  4,  5, 
....  gleiche  Theile  zu  finden  sei;  denn  falls  die  Zahl  der  letzteren  z.  B. 

»«4,  so  ist: 

4Lx^^x*^AC^^2'Cy, 
folglich: 

s^  «  AIP  =  4  .  ^y2  =  4  .  ^C^  -  4  .  Oy^  =  4  .  {Ax^—x*)  —  (ix'-z')\ 

woraus : 

(IV) ICyx'  —  20a;»  +  8a:«  ^  a;«  =  5' ; 

entsprechend  auch  bei  der  Fünftheilung: 

(V) öx  — 5x3  +  a;-»  =  5. 

Durch  Fortsetzung  dieser  Operationen  erhielt  schliesslich  Bürgi  zum  Auf- 
suchen der  Subtensen  die  durch  reine  Additionen  noch  weiter  zu  führende 
Tabelle: 


I 

1 

n 

in 

1  IV 

V 

VI 

VII 

VIII 

IX 

1^ 

XI 

XII 

'       ! 

1 
1 

1 
i       ■ 

1 

1 

1 

1 

■    1 

3 

— 

1 

1    ! 

1 

i 

!       '       1 

4  - 

1 

1 

i             t 

' 

— 

ö 

+  1 1 

1 
1 

! 

9 

— 

6    1  + 

1 

! 

1 

,  7 

16 

14 

+ 
20 

7 

8 

1 

' 

1 

1 
t 

1 

■       1 

9 

— 

30 

+  |27 

-i^ 

+ 

1  1 

1     ) 

1 

26 

- 

50  i  + 

36  1  ~ 

10 

+  1 

1 

1    : 

11 

55 

+; 

77 

— 

44 

+ 

11 

— 

» 

;  ' 

Nun  handelte  es  sich  für  Bürgi  um  die  Berechnung  des  Werthes  von 
X  aus  solchen  höheren  Gleichungen. 

Da  ist  zunächst  hervorzuheben,  dass  Bürgi  wohl  weiss,  dass  einer  sol- 
chen Gleichung  mehrere  Werthe  zukommen;  aber  nicht  nur  dies,  er  denkt 
sich    auch    auf   höchst  geistreiche  Weise   ein   Verfahren    ans,    um  zu  er- 
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mitteln,  wie  viele  Werthe  der  unbekannten  aus  der  betreffenden  Gleichung 
ßicli  ergeben*). 

Er  sagt  sieb  nämlich ,  dass  zu  jeder  Sehne  des  Kreises  stets  zwei  Bo- 
gen geh{)ren,  so  z.  B.  zu  der  dem  Radius  gleichen  Sehne  der  Bogen  von 
GO'^  und  300®,  zur  Sehne  0  der  Bogen  0®  und  360®.  Weil  also  die  Sehne 
von  360®  gleich  0  ist,  so  kann  man  jede  beliebige  Sehne  als  aus  zwei 
Theilen  bestehend  betrachten,  aus  0  und  aus  der  Sehne  selbst,  oder  um« 
gekehrt:  zu  jeder  Sehne  kann  man  als  zugehörig  einen  solchen  Bogen  auf- 
fassen, welcher  aus  der  ein-  oder  mehrmal  gedachten  ganzen  Peripherie 
und  aus  demjenigen  kleineren  oder  grösseren  Bogen  besteht,  der  eigentlich 
zu  jener  Sehne  gehört.  Beispielshalber  gehört  zu  der  dem  Radius  gleichen 
Sehne  der  Bogen  von  60®  und  der  von  300®,  aber  auch  der  von  420® 
und  von  660®,  auch  der  von  780®  und  von  1020®  u.  s.  w.  Soll  also  der 
der  genannten  Sehne  zugehörige  Bogen  in  fünf  gleiche  Theile  getheilt  und 
die  einem  solchen  zugehörige  Sehne  berechnet  werden,  so  kann  als  letztere 
neae  Sehne  offenbar  aufgefasst  werden  diejenige,  welche  zum  Bogen  von 
12®  oder  60®,  von  84®  oder  132®.  von  156®  oder  204®,  von  228®  oder 
276®,  ....  gehört.  Diese  scheinbar  unendlich  vielen  Werthe  reduciren 
Hch  nun  in  der  That  auf  fünf  (nämlich  12®,  60®,  84®,  132®,  156®),  so  dass 
Bürgi  für  die  zu  berechnende  Sehnengrösse  fünf  verschiedene  Werthe  findet, 
entsprechend  dem  Grade  der  oben  gegebenen  Gleichung  (V). 

Soll  aber  nicht  ein  beliebiger  Bogen,  dessen  Sehne  bekannt  ist,  son- 
dern die  ganze  Peripherie  in  eine  Anzahl  gleicher  Theile  getheilt  werden, 
z.  B.  in  fünf,  so  entsprechen  der  Sehne  eines  Fünftels  wie  vorhin  72® 
und  288®,  144®  und  216®,  216®  und  144®,  288®  und  72®,  .  .  .  .,  d.  h. 
der  unbekannten  Sehne  kommen  in  diesem  Falle  nicht  fünf,  sondern  nur 
zwei  Werthe,  und  in  dem  Falle  der  Siebentheilung  der  Peripherie  nicht 
sieben,  sondern  nur  drei  Werthe  zu. 

Hat  so  Bürgi  die  Anzahl  der  Lösungen,  welche  seinen  Gleichungen 
zukommen,  festgestellt,  so  geht  er  dazu  über,  auch  die  Zahlenwerthe  der- 
selben herauszufinden  und  benützt  hierzu  verschiedene  Näherungsverfahren. 
So  berechnet  er  beispielsweise,  von  der  Sehne  1  eines  Bogens  von  60® 
oder  300®  ausgehend,  die  Sehnen  ihrer  Drittel  20®  und  100®,  wofür  er 
nach  (ni)  die  Gleichung: 

{3  —  x'^)x—  1=0 
aufzulösen  hat.    £r  macht  zuerst  eine  Annahme  a  für  o; ,  deren  letzte  Stelle 
nicht  um  eine  Einheit  (also  um  10" ,  wenn  es  die  n^^  Stelle  links  von  der 

*)  Bürgi  bat  dieses  sein  Verfahren  nicht  selbst  dargestellt,  wenigfitens  findet 
sich  in  Wolfs  Auszug  aus  Bürgi's  Manuscript  (a.  a.  0.)  Nichts  dergleichen;  aber 
Kepler  überliefert  uns  dasselbe^  indem  er  im  ersten  Buche  seiner  Harmonice 
nundi  gelegentlich  der  Besprechung  der  regelmässigen  Figuren  Bürgi's  Unter- 
sachnngen  reproducirt. 
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Einerstelle  ist)  unter  dem  wahren  Werthe  steht  und  berechnet  dann,  ohne 
anzugeben  wie,  ihre  Verbesserung  nach  der  Formel: 

(3  —  a«)  .  a  —  1 


2a2+  2a.  10»  —  (3  — a») 

So  nimmt  Bürgi,   um    die   grössere    der  genannten  Sehnen  zu  erhalten^ 
a  «=  1 ,  also  n  s=  0  an  und  erhält 

^a  =  i  =  0,5  ,         folglich         a,  =  1,5  . 

Dann  für  n  nach  und  nach  —  1 ,  —  2,-3   und  —  6  setzend  findet  er 

"^^^  **  T05~  "  ^'^^  '  folglich  «2  =  1,53 

0,008423  ^^^^  ,  ,,^ 

^"^='-4;Ö583-  -^^'^^^  ''       ..3=1.532 

0,000359232 
4,044136 

0,000003582071894528 
4,041883983408 
oder  X  =  1,5320888862 


^«3  =  -^nAJ^a-  =  0,000088  ,  „       «4  -  1.^32088 

^^■i  =  ^^^^T^^^^^^S^"  =  0,00(K)008862  , 


Analog  erhält  er,  von  der  Annahme  a  «=  0,3  ausgehend ,  für  die  kleinere 
Sehne  den  Werth: 

X  =  0,3472963553  . 

Im  Verlaufe  dieser  seiner  Rechnungen  zeigt  er  auch,  „wie  ausz  zweveo 
falschen  werthen,  deren  einer  zu  grosz  und  der  ander  zu  klein  ist,  der 
rechte  werth  der  Radix  zu  erkundigen* S  d.  h.  er  verwendet  auch  die  Re- 
gula faUL  Ist  z.  B.  die  Seite  x  des  regelmässigen  Neuneckes  zu  finden, 
so  ist  die  Gleichung  zu  lösen: 

0  =  9  —  30ir^  +  27a;^  —  9ir«  +  x^ 

=  9  —  a?2  [30  —  x'^  (27  —  -r*  (9  —  x'^))]  • 

Hier  ermittelt  Bürgi  zunächst  durch  Probiren  mit  dem  Zirkel,  dass  x 
zwischen  0,68  und  0,69  fallen  muss.  Diese  Werthe  in  die  Gleichung  ein- 
setzend erhält  er  statt  Null: 

+  0,0569     für  die  Annahme     x  =  0,68 
—  0,0828      „     „  „  x  =  0,69 


0,1397  0,01 

und   fragt   nun:    was   gibt   0,0569,  wenn  0,1397    gibt  0,01?     Antwort 

=s:  0,0040;   somit  muss  0,6840  eine  bessere  Annahme  für  x  sein.    Fflr 
diese  erhält  er: 
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+  0,00056410  , 
dagegen  fClr  0,6841  findet  er  —  0,00083602  , 
woraus  er  wieder  den  verbesserten  Werth  x  »s  0,68404029  ableitet. 

Nach  diesen  Grundlegungen  wendet  sich  Bürgi  zu  dem  Hauptgegen- 
stande seiner  Arbeit,  nftmlich  den  ,^canon  sinuum"  für  alle  geraden  Se- 
kunden aufs  ktbrzeste  und  genaueste  zu  errechnen.  Wir  aber  können  hier- 
von absehen,  da  es  uns  ja  wesentlich  auf  seine  Behandlung  der  Glei- 
chungen ankam;  dass  er  aber  auch  hierin  ein  Zeugniss  seines  Talentes 
niedergelegt  hat  und  über  die  Leistungen  seiner  Vorgftnger  hinausgegangen 
ist,  ergibt  der  Gang  unserer  Darstellung  deutlich  genug. 


Y.  Von  den  Quellen  der  Coss. 

47.  In  der  bis  hierher  geführten  Darstellung  habe  ich  die  Entwickelung 
der  deutschen  Coss  verfolgt  bis  zu  den  Zeiten,  wo  sie  ihre  höchste  eigen- 
thflmliche  Ausbildung  erlangt  hatte,  und  ich  habe  schon  theilweise  die 
Beziehungen  spSterer  Bearbeiter  zu  den  früheren  in  Betracht  gezogen 
und  bin  in  Verfolgung  der  Spuren  der  letzteren  zurückgegangen,  soweit 
dies  heute  möglich  ist.  Nun  ist  aber  die  Algebra  bekanntlich  nicht  un- 
mittelbar und  selbständig  aus  deutschem  Boden  hervorgequollen,  vielmehr 
sind  es  von  auswärts  hergeleitete  und  wohl  mehr  noch  ohne  besonderes 
Zathun  herbeigeflossene,  aus  fernab  gelegenen  Quellen  herstammende  Bftch- 
lein,  welche  sich  hier  verstärkten  und  im  Vereine  mit  den  aus  den  um- 
gebenden Culturländeiii  zuströmenden  Bächen  und  Flüssen  nun  den  ge- 
waltigen Strom  bilden ,  welchen  wir  die  neuere  Algebra  nennen.  Ich  würde 
aber  glauben,  meine  Aufgabe  nicht  vollständig  aufgefasst  zu  haben,  wenn 
ich  meine  gesammte  Darstellung  schliessen  wollte,  ohne  wenigstens  den 
Versuch  gemacht  zu  haben,  das  eine  oder  andere  jener  Bächlein  noch 
weiter  rückwärts  zu  verfolgen  und  so  den  Quellen  nachzuspüren,  aus  wel- 
chen die  deutsche  Coss  erflossen  ist. 

Da  muss  ich  nun  sogleich  bemerken,  dass  bald,  nachdem  ich  nur  ein 
wenig  mit  unserem  Gegenstande  mich  vertraut  gemacht  hatte,  in  mir  die 
Meinung  sich  bildete,  dass  eine  unmittelbare  Beeinflussung  der  deutschen 
Coss  durch  die  Werke  der  Italiener,  welche  im  15.  und  16.  Jahrhundert 
die  Algebra  wohl  am  meisten  cultivirten^  nicht,  oder  nur  in  fast  ver- 
schwindendem Maasse  stattgefunden  habe ;  um  nur  zwei  Gründe  zu  erwähnen : 
überall  fehlte  jegliche  Erwähnung  der  italienischen  Hauptwerke,  des  Abacus 
von  Leonardo  Fibonacci  oder  der  Summa  des  Lucas  Facioli,  und  überall 
zeigte  sich  die  Form  der  Darstellung  als  eine  von  den  genannten  wesent- 
lich verschiedene.     Ich  fand   dann  auch,   dass  schon   Hutton  (1796)  jene 
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Meinung  ausgesprochen  hatte*);  denn  Chasles**),  welcher  in  diesem  Punkte 
gewöhnlich  mit  Hutton  zusammen  angeführt  wird,  drückt  sich  gleichwie 
auch  Drobisch***)  zu  unbestimmt  aus,  als  dass  in  ihren  Worten  eine  klare 
Zurückweisung  des  direkten  italienischen  Einflusses  gefanden  werden  könnte. 
Gerhardtt)  dagegen  lehnt  letzteren  durchaus  ab,  thut  dies  aber  wesentlich 
nur  in  Bezug  auf  Regiomontan  und  Widman  und  bleibt  zudem  volle  Be- 
gründung  seiner  Behauptung  schuldig. 

Es  erscheint  demnach  wohl  angezeigt,  eine  besondere  Untersnehnng 
über  die  Quellen  der  deutschen  Algebra  durchzuführen. 

48.  Was  zunächst  den  gebräuchlichsten  Namen  der  letzteren,  den  Namen 
„Coss",  betrifft, dessen  Ableitung  ich  oben  (S.  9)  gegeben  habe,  so  spricht 
dieser  noch  am  meisten  für  ein  Herüberkommen  der  Algebra  aus  Italien 
nach  Deutschland.  Gleichwohl  ist  sein  Gebrauch  durchaus  nicht  einem  Be- 
weise jener  Abstammung   gleichzuachten ;   denn   die   früher   (S.    10)  ange- 


*)  yy After  the  foregoing  andlysis  of  the  works  of  Ute  first  algebraic  wrüen  in 
Italy ,  ü  will  now  he  proper  to  considei'  those  of  their  contemporaries  in  Germany; 
where  excepting  for  the  discoveries  in  cubic  equations,  the  art  was  in  more  adtHmced 
State ,  and  of  a  form  approaching  neares  to  that  of  our  modern  Algdyra,  the  statt 
and  circumstances  indeed  heing  so  different,  tliat  one  wotUd  cUmost  be  ledtosuppose 
they  had  derived  their  knowledge  of  it  from  a  different  origin/'  (A  mathematicai 
and  philosophical  dictionary  I,  p.  77  —  nach  Drobisch.) 

**]  Gesch.  d.  Geom.  S.  637:  ,,Man  hat  Grund  zu  glauben,  dass,  zomal  io 
Deutschland,  einige  andere  Werke  einen  anderen  Brennpunkt  bildeten  .... 
Man  schliesst  darauf  aus  dem  gelehrten  Werke  von  Stifel,  das  1544  . . .  erschienen 
ist,  worin  sich  die  Elemente  der  Algebra  und  eine  Menge  auf  diesem  Wege  auf- 
gelöste Aufgaben  der  Geometrie  finden,  wie  in  der  Summa  des  Lucas  desBoigo. 
Und  dies  Werk  von  Stifel  bietet  einen  solchen  Unterschied  von  diesem  dar,  das 
man  darin  eine  tiefere  Eenntniss  und  eine  ältere  Ausbildung  der  algebraischen 
Wissenschaft,  sowie  auch  einige  Annäherung  an  die  abstracto  Form,  die  sie  seit- 
dem angenommen  hat,  erkennt.'* 

•**)  De  Widmanni  compendio^  p.  33,  wo  von  einer  Aufgabe  die  Bede  ist,  welche 
Widman  und  Leonardo  übereinstimmend  haben :  „Habet  eandem  gwustione»,  sed 
aliis  numeriSy  Lucas  Paciolitts  ....  Non  dubitandum  igitwr  est,  quum  Leonardus 
Fibonacd  scientiam  siiam  itineribiu  in  Oriente  factis  comparavisset ,  iUa  exempla 
originem  ab  Arabibw  vel  Indis  ducere.  An  vero  in  Germania  nastra  ipsa  Leo- 
nardi  aliorumque  Italorum  scripta  nota  fuennt,  an  rerum,  qttae  Ats  eonünentur, 
notitia  ad  computatores  nostros  via  minus  directa  pervenerit,  adhuc  in  obscuro  est."" 
t)  C.  J.  Gerhardt,  Gesch.  d.  Math,  in  Deutschland,  S.  21:  „£s  ist  nicht  wahr- 
scheinlich, dass  Regiomontan  die  Algebra  erst  in  Italien  kennen  gelernt;  viel- 
mehr ist  anzunehmen,  dass  er  schon  während  seines  Wiener  Aufenthaltes  damit 
Bekanntschaft  gemacht  .  .  .  ^*;  und  S.  30:  „Widman  verfasste  sein  Bechenboch 
nach  arabischen  Vorbildern,  und  es  standen  ihm  entweder  direkte  indische  und 
arabische  Quellen  zu  Gebote  oder  er  benutzte  handschriftlich  vorhandene  Com- 
pendien,  die  aus  diesen  Quellen  abgeleitet  waren";  und  S.  54:  „Dieser  Abiiss 
der  Algebra  beweist  (?),  dass  die  ersten  deutschen  Algebristen  die  besten  ara- 
bischen Quellen  benutzten  ....** 
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gebenen  Beispiele  zeigen,  dass  auch  in  Frankreich  und  in  England  jener 
Name  üblich  war;  und  wenn  wir  gleichwohl  eher  an  Italien  zu  denken 
geneigt  sind;  so  hat  dies  seinen  Grund  eben  in  der  geschichtlich  fest- 
stehenden innigen  Beziehung  zwischen  den  diesseits  und  jenseits  der  Alpen 
liegenden  Lftndem.  Aber  auch  dann  ist  hierdurch  noch  lange  nicht  fest- 
gestellt, dass  unsere  frühesten  Cossisten  nach  direkten  italienischen  Quellen 
gearbeitet  hätten:  denn  was  Drobisch  (a.  a.  0.  S.  21)  für  die  Verpflan- 
ziing  der  sog.  „Wälschen  Praxis"  nach  Deutschland  als  höchst  wahrschein- 
lich hinstellt,  dass  sie  hier  nämlich  in  Folge  ihrer  Benützung  durch  Kauf- 
leate  und  durch  Privatunterricht  von  Rechenlehrern  mehr  als  durch  Bücher 
eingedrungen  sei,  dasselbe  ist  auch  für  die  Algebra  denkbar,  ja  es  könnt« 
selbst  auf  diesem  Wege  der  Name  der  ^,Coss"  herübergekommen  sein,  ohne 
dass  auch  ihre  Lehren  zugleich  mitgetheilt  worden  wären.  Wir  müssen 
nns  stets  gegenwärtig  halten ;  dass  ein  nur  etwas  yorangeschrittenes  Wissen 
?on  mathematischen  Dingen  damals  wenig  verbreitet  war:  so  wird  aus 
dem  Ende  des  15.  Jahrhunderts  von  dem  oft  erwähnten  Widman  berichtet 
(Gerhardt,  Gesch.  d.  Math.  S.  30);  dass  er  an  der  Universität  Leipzig 
lehrte  und  dass  er  j^muHa  admodum  in  mathematicay  et  potissime  in  spe- 
ciehus,  non  sme  audäarum  summo  applausu  aliquot  annis  volnisset  .  .", 
ond  in  der  Mitte  des  16.  Jahrhunderts  noch  fordert  an  der  damals  be- 
rühmtesten Universität  Wittenberg  ein  Docent  der  Mathematik  in  seiner 
Erö&ungsrede  die  Studirenden  auf,  sich  nicht  zarückschrecken  zu  lassen: 
die  ersten  Elemente  seien  leicht,  die  Lehre  vom  Multipliciren  und  Divi- 
diren  verlange  etwas  mehr  Fleiss;  freilich  gebe  es  schwierigere  Theile  der 
Arithmetik ,  „ich  spreche  aber  —  so  fährt  er  fort  —  von  diesen  Anfängen, 
welche  euch  gelehrt  werden  und  nützlich  sind." 

Wenn  also  das  Vorkommen  des  italienischen  Namens  auf  deutschem 
Boden  wohl  ein  Herüberspielen  der  italienischen  Mathematik  anzeigen  mag, 
so  ist  damit  gewiss  noch  nicht  die  Frage  beantwortet,  im  Anschlüsse  an 
welcherlei  Schriften  die  frühesten  deutschen  Cossisten  ihre  Compendien  aus- 
arbeiteten. Um  hierüber,  also  über  die  Quellen  der  deutschen  CosS;  Auf- 
schloss  zu  erlangen,  scheinen,  da  ihr  Name  nicht  eben  viel  Aufschluss 
bietet,  nur  drei  Wege  beschritten  werden  zu  können,  auf  denen  ein  Bück- 
verfolgen  möglich  ist:  wir  wenden  uns  erstens  an  die  auf  diesen  Punkt 
bezüglichen  Aussagen  und  Zeugnisse  unserer  Cossisten  selbst;  zweitens  wir 
sehen  uns  um,  ob  vor  dem  Jahre  1500  etwa  in  Deutschland  wirklich 
fremde  auf  Algebra  bezügliche  Schriften,  und  welche  derartige  vorhanden 
waren;  und  endlich  drittens  wir  analysiren  hierauf  fussend  in  historisch- 
kritischer Weise  Form  und  Inhalt  dessen ;  was  unsere  Cossisten  bieten. 

49.  Wenden  wir  uns  unserer  ersten  Theilaufgabe  zu ,  so  dürfte  es  sich 
empfehlen,  rückschreitend  die  Bearbeiter  der  Coss  Bevue  passiren  zu  lassen. 

Was  zunächst  Stifel   betrifft,  so   gibt  er  uns  auf  unsere  bezügliche 
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Frage  keine  Auskunft.  Er  hat  die  Fundamente  aus  BudolfTs  Buch  „ohn 
allen  mündtlichen  ynderricht^'  gelernt  und  Alles,  wie  wir  sahen,  seihständig 
ausgearbeitet,  dann  auch  des  Cardanus*  Werk  benutzt;  filtere  Quellen  scheint 
er  für  seine  Algebra  nicht  yerwerthet  zu  haben,  wie  auch  schon  der  Um- 
stand beweist,  dass  er  seinem  Lehrer  und  Freunde  Milich  treulich  folgend 
die  Algebra  dem  Astronomen  Geber  als  Erfindung  zuschreibt*). 

Budolff  sagt  zwar  seinem  Lehrer  Grammateus  Dank ,  da  er  von  ihm 
„der  Coss  anfengklichen  bericht  empfangen",  thut  aber  sonst  frOherer 
Quellen  keine  Erwähnung;  denn  nur  als  eine  historische  Beminiscenz  iSsst 
sich  bezeichnen,  wenn  er  sagt  (fol.  %  JH^):  „Demnach  sich  die  alten 
höchlich  beflissen  die  zal  zu  ergründen  |  haben  geschribe  ein  subtile  bmst 
so  in  Arabischer  zungen :  Gebra  et  almuchabola  {  yon  den  Lidianem  Alboretb 
von  walhe  de  la  cose  geheissen  würt." 

Eine  viel  reichlichere  Ausbeute  gewährt  uns  die  Coss  ycn  Adam 
Biese.  Dieser  beginnt  (S.  9)  geradezu  mit  der  Erklärung,  dass  „In 
disem  Nachgeschriebenn  Buch  werden  yff  das  allerclerlichst  ausz  getmcktt 
etzliche  Algorithmi;  die  yorlangest  beschrieben  ynd  nachgelaszenn  seint 
wurden  durch  Algum,  Bohecium^  Archimedem  etc.  vnd  den  bervmbstenn 
In  der  Zall  erfamen  Algebram  den  Arabischen  meister.  Desgleichen  Inn 
Bechnung  nihe  gewesen,  Auch  schwerlich  yber  in  eyner  komen  wirtt. 
Das  Buch  von  dem  ding  ausz  arabischer  In  krichisch  gesatzt  von  Archi- 
medo  ynd  alszdann  ausz  der  krichischen  sprach  in  di  lateinische  dureh 
Apulejum  ynd  Zum  letzten  Zu  vnsr(er  zeit?)  eins  teyls  yerdeutst  durch 
denn  erfarnenn  Mathematicum  Andream  Alexandrum  ynd  darnach  yffs  ailer- 
leichtest  vnd  gruntlichst  wol  Zu  begreyfen  gefertigt  durch  Adam  Biesenn 
vom  Staffelstein".  Freilich  sind  hierin  böse  historische  Ungeheuerlichkeiten 
enthalten;  aber  hier  kann  doch  wohl  schon  als  richtig  das  abgeleitet  werden, 
dass  Biese  keine  italielienischen  Werke  benützt  hat,  dass  er  dagegen  der 
mehr  oder  weniger  unmittelbaren  Ableitimg  seiner  Quellen  ans  dem  An- 
bischen  sicher  war. 

Aber  Biese  lässt  es  auch  an  einer  namentlichen  Erwähnung  derselben 
nicht  fehlen:  „Yolgenn  hernach  die  Acht  equaciones  Algebre,  gezogenn 
ausz  seynem  ersten  buch  genant  gebra  vnd  almuchabola^^  —  das  sind  die 
Worte,  mit  denen  er  seine  Vorschriften  zur  Lösung  von  Gleichungen  ein- 
leitet (S.  12),  und  entsprechend  beschliesst  er  dieselben  (S.  16)  mit  dem 
Hinweis,  dass  „Algebras  ....  vns  vorlasenn  seine  acht  equaciones. 
Welche  ich  ausz  seinem  buch  gezogen^*. 

und  auch  in  der  Widmung  seiner  Schrift  an  den  „Achtpamn  Hoch- 
gelartenn  Em  Georgio  stortzen^'   schreibt  Biese  demselben  (S.  10):  „Vber 


*)  Ärithm,  int  fol.  226^:  ,,.  .  .  Algebram  (quam  persuastsH  honis  ratümilms,  a 
Gebro  AstronomOy  aiUore  eius,  üa  esse  nuncupatam)  ..." 
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das  alles  habtt  ir  mich  femer  gebetenn  vber  die  Algorithmi,  so  Algebrasz 
gesalzt,  Zu  beschreibenn ,  Dan  die  selbigenn  biszher  so  schwer  gcsatzt  in 
lateinischer  berichtung;  Das  selten  eyner  darausz  vorstand  hett  fassen 
mugenn/' 

Indem  wir  uns  vorbehalten ,  nachher  nochmals  auf  Riese  zurttckzu- 
kommen,  wollen  wir  noch  einen  Augenblick  Umschau  halten  bei  Widman, 
ob  wir  hier  noch  etwas  über  Quellen  erkunden  können.  Er  erwähnt 
freilich  (fol.  1')  „dasz  die  aide  mejster  der  kunst  der  Rechnug  Irenn 
nach  körnende  schwere  Regeln  tzuuomemen  vn  muesam  tzuuerfuren  gB- 
lassen  haben  Alsz  do  seynn  die  Regel  Algobre  oder  Gosse  genant  dasc 
buch.  Data  genant,  vn  die  Regel  proportionü  vnd  ander  der  gleychen** 
und  er  gesteht  auch  (fol.  2^^),  dass  er  sich  „gemuet  vn  mit  südern  vleysz 
tzusam  geklaubet  vn  gelesen  leichte  yn  nicht  szo  geringe  alsz  nutzpar  Re- 
geln der  Rechnung^*;  nach  welchen  Vorbildern  er  aber  gearbeitet,  gibt  er 
nicht  namentlich  an,  und  mit  Rücksicht  hierauf  nützt  es  uns  auch  wenig, 
wenn  wir  bei  Riese  lesen  (S.  10),  dass  er  selbst  „auch  das  ezemplar  ge- 
sehnn  Darausz  Widman  die  fragstuck  vnd  andersz  genumen*^ 

Aber  immerhin  lässt  sich  aus  den  angefühiiien  Stellen  einmal  als  höchst 
wahrscheinlich  das  folgern,  dass  um  1500  die  Werke  der  berühmteren 
Italiener^  dass  insbesondere  die  von  Leonardo  Fibonacci  und  von  Lucas 
Pacioli  in  Deutschland  nicht  bekannt  waren  und  das  erstere  also  wohl 
aach  zuvor  nicht  verbreitet  gewesen  war ;  mit  unbedingter  Sicherheit  können 
wir  aber  weiterhin  das  Resultat  al>leiten,  dass  die  geschichtliche  Herleitung 
der  Algebra  von  den  Arabern  allgemein  angenommen  wurde  und  dass  das 
diesen  Zweig  der  Mathematik  behandelnde  Hauptwerk  des  „Algebras**, 
d.  i.  des  Mohamed  ben  Musa  Alkharezmi,  in  lateinischen  Uebersetzungen 
bekannt  und  ziemlich  verbreitet  war,  und  dass  dasselbe  von  den  frühesten 
deutschen  Cossisten  als  Quelle  benutzt,  ja  geradezu  in  deutscher  Sprache 
bearbeitet  wurde. 

In  Üebereinstimmung  hiermit  befindet  sich,  dass  auch  in  Frankreich 
lateinische  uebersetzungen  jenes  Hauptwerkes  gebräuchlich  waren,  wie  denn 
Libri  in  Pariser  Bibliotheken  deren  drei  auffand ,  von  welchen  er  eine  ver- 
öffentlichte*), und  eine  hübsche  Bestätigung  unseres  vorhin  gefolgerten 
Schlusses  gewährt  das  oben  (S.  59)  erwähnte  und  theilweis  mitgetheilte 
deutsche  Bruchstück  eines  Auszuges  aus  der  Algebra  des  Mohamed  ben 
Musa,  das  aus  dem  Jahre  1461  stanunt  und  in  welchem  dieser  selbst  mit 
Namen  („Machmet^^)  eingeführt  wird. 

48.  Lddem  wir,  Dank  den  Bemühungen  von  Gerhardt,  das  genannte  Bruch- 
stück hier  vorführen  konnten,  haben  wir  schon  den  zweiten  Weg  betreten, 
auf  welchem  wir  behufs  Erforschung  der  Quellen  unserer  Coss  vordringen 


*}  Libri,  Higtaire  des  Sc.  matK  m  lialie  (1865),  I,  p.  253-297. 

Snppl.  z.  liiit.-]it.  Abtb.  d.  Zcitschr.  F.  Math.  u.  Phyu.  B 
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wollten.  Ob  noch  weitere  Bearbeitungen  der  Algebra  vorhanden  gewesen 
und  benützt  wurden,  ob  sich  solche  gar  noch  handschriftlich  vorfinden  — 
das  sind  die  zunächst  zu  stellenden  Fragen.  Dass  darauf  nicht  mit 
Nein  zu  antworten,  beweist  schon  das  zweite  von  Gerhardt  in  München 
aufgefundene  und  oben  bereits  erwähnte  Manuscript.  Direkte  Nach- 
forschungen in  den  Bibliotheken  würden  wohl  noch  mehr  zu  Tage  fördern; 
und  wenn  auch  Gerhardt  (a.  a.  0.  S.  141)  bemerkt,  dass  sein  Suchen  in 
Wien,  München  und  Nürnberg^  also  in  den  Städten,  wo  in  der  That  am 
meisten  Ausbeute  zu  erwarten  war ,  erfolglos  gewesen ,  so  wird  man  dennoch 
nicht  ganz  die  Hoffnung  aufgeben  dürfen,  da  an  den  genannten  Plätzen 
und  an  vielen  anderen  Orten  bei  genauerer  Katalogisirung  immerhin  noch 
Manches  ans  Licht  gezogen  werden  kann. 

Es  wird  sich  selbstverständlich  empfehlen,  in  unserem  Suchen  durch 
etwaige  Angaben  der  Schriftsteller  jener  Zeit  uns  leiten  zu  lassen.  D& 
möchte  ich  nun  zunächst  hervorheben^  dass  Biese  (S.  13)  u.  a.  auch  ,,zu 
besserm  verstantt  ein  exempel  setzt  so  im  11  Capitel  des  dritten  bncb 
Quadripartita  Numerorum  gesatztt".  Das  Einzige,  was  ich  über 
dieses  Buch  hier  beibringen  kann,  ist  der  Aufschluss,  welchen  Chasles*) 
darüber  gibt.  Derselbe  sagt:  ,^e  citerai  ,  .  .  un  exceUent  traüe  d^Aräh- 
mäique  et  d'Algebre  que  les  historiens  des  maihematiques  paraissent  namr 
pas  comm.  Cet  ouvrage,  intitule  „QuadripartUum  numerorum^  a  ete  com- 
pose  dans  la  premidre  moUie  du  XIV  »ie.de  par  Jea/n  de  MuriSy  chanoiw 
de  Paris  .  .  .  Cfe  traue  d* Algehre  est  le  seul,  avec  celui  de  Jordan^  quf 
Regiamontamis  ait  designS  en  parlant  des  plus  savants  ouvrages  de  Vanii- 
quüe  et  du  moyen  äge:  y^Hahäur  apud  nostros  QuadripartUum  nufnerorum, 
opus  insigne  admodum,'^  Au  XV  siccle  les  AUemands  äaient  dejd  tres-verscs 
dans  la  pratique  de  V Algehre;  Vexpression  „opus  insigne  admodum"  estdonc 
d'un  grand  prix  de  la  pari  de  Begiomonianus ,  le  premier  geometre  de  son 
si^de,"  Es  trifft  sich  gut,  dass  das  eine  Beispiel,  welches  Riese  aus  dem 
genannten  Werke  auswählte,  einen  Bückschluss  auf  dessen  Inhalt  zu 
machen  erlaubt:  da  es  sich  dabei  nämlich  um  die  Lösung  der  Gleichung 
x^  '\'  21  ^^  lOx  handelt,  so  folgern  wir  einmal;  dass  der  dem  14.  Jahr- 
hundert angehörige  Verfasser  die  quadratischen  Gleichungen  behandelt  hat, 
und  dann;  dass  er  sie  im  Anschluss  an  Mohamed  ben  Musa  behandelte; 
denn  genau  dasselbe  Beispiel  und  nur  dieses  eine  verwerthet  letzterer  [ed. 
Rosen  p.  11  und  17;  Libri  I,  p.  257  und  261),  um  die  rechnerische  Lö- 
sung und  deren  geometrische  Begründung  daran  durchzuführen.  Also  auch 
von  dieser  Seite  aus  finden  wir,  dass  die  Vorarbeiten  für  unsere  Coss  und 
darum  diese  selbst  aus  arabischem  Samen  entsprossen  ist. 

Auf  andere  Quellen  werden  wir  geführt,   wenn  wir  das  auf  S.  113 

*)  Campt  es  Bendus  (1841),  Bd.  13,  p.  611. 
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mitgetheilte  Citat  aas  Widman  genauer  beachten.  Wenn  er  da  „die  Begel 
Algobre  oder  Gösse  genant^'  erwähnt,  so  werden  wir  wohl  nicht  zu  weit 
fehl  gehen,  wenn  wir  darunter  Mohamed  ben  Musa's  Algebra  verstehen, 
und  in  Betreff  seiner  „Begel  proportionum'^  ist  die  Yermuthung  erlaubt, 
dass  damit  der  im  J.  1868  von  Curtze  herausgegebene  „Algorismus  Pro- 
portionum  von  Nicolaus  Oresme*^  gemeint  sei^  welcher  freilich  mit  Lösung 
Ton  Gleichungen  Nichts  zu  thun  hat,  aber  als  Beispiel  ftir  schwer  ver- 
ständliche Abhandlungen  gewiss  gelten  kann. 

Es  bleibt  in  Widman's  Citat  noch  übrig  „dasz  buch.  Data  genant^S 
welches  auch  bei  Biese  (Beriet  S.  26)  Erwähnung  findet.  Da  nun  letzterer 
eine  „Verdeutschung  aus  den  Datis  Jordani*^  ausgearbeitet  hat;  welche  von 
seiner  eigenen  Hand  geschrieben  und  zugleich  mit  seiner  Coss  sich  heute 
noch  gut  erhalten  vorfindet,  so  liegt  der  Oedanke  nahe,  dass  jenes  „Buch 
Data"  identisch  sei  mit  dem  von  Chasles  besprochenen  bis  jetzt  noch  nicht 
veröffentlichten  Werke  „De  numeris  datis"  von  Jordanus  Nemorarius, 
dessen  Lebenszeit  lange  ziemlich  unbestimmt  gewesen  ist,  dann  aber  von 
Chasles  „gegen  das  Ende  des  12.  Jahrhunderts"  angesetzt  wurde,  bis  es 
Boncompagni  gelang,  durch  einen  wohl  sicheren  Nachweis  *)  den  Anfang  des 
13.  Jahrhunderts  festzustellen.  Da  ich  hoffte,  dass  ich  aus  der  eigenen 
Einsichtnahme  eines  der  Manuscripte  des  genannten  Werkes  Aufschluss  er- 
halten könnte  über  die  Quellen  unserer  Cossisten,  so  liess  ich  mir  das 
der  Basler  Bibliothek  gehörige  kommen ,  schrieb  es  ab  und  hoffe  durch  die 
im  Anschluss  an  die  vorliegende  Arbeit  geschehende  Veröffentlichung  allen 
für  die  Geschichte  der  Mathematik  sich  Interessirenden  einen  Dienst  zu  er- 
weisen. Ich  muss  hier  kurz  erwähnen,  dass  des  Jordanus'  Werk  in  den 
Pariser  Manuscripten  „in  vier  Bücher  eingetheilt  ist^  welche  zusammen  113 
Fragen  umfassen'^  (Chasles),  dass  aber  das  in  Basel  aufbewahrte  ohne  be- 
sondere Hauptabtheilungen  unmittelbar  auf  einander  folgend  95  Aufgaben 
behandelt.  Nun  citirt  Biese  die  „23.  proposicion  des  andern  Buchs",  und 
ein  Yergleich  zeigt  die  genaue  üebereinstimmung  seiner  Aufgabe  mit  der 
in  Nr.  52  des  unten  folgenden  Textes  enthaltenen ,  so  dass  in  diesem  letz- 
teren einfacher  Bückrechnung  zufolge  zwischen  den  Nummern  29  und  30 
ein  gewisser  Abschnitt  sein  müsste  —  ein  Besultat,  welches  durch  die 
Einsichtnahme  des  Textes  seine  volle  Bestätigung  findet.  Dass  Biese 
ausser  dem  einen  Beispiele  auch  andere  theils  wörtlich  aus  Jordanus  ent- 
nommen, theils  nur  in  den  gewählten  Zahlen  umgestaltet  hat,  zeigt  die 
unten  gegebene  Nebeneinanderstellung**),  lässt  sich  übrigens  auch  erwarten, 


*)  üeber  diesen  vgl.  unten  S.  125  ff. 

**)  Ich  bezeichne  dabei  die  voUständige  Üebereinstimmang  durch  das  Zeichen  ^ 
und  die  Yerwerthnng  einer  Aufgabe  so,  dass  nur  die  Zahlen  geändert  sind,  durch 
(a).    Demnach  können  wir  ansetzen: 

$* 
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wenn  man  beachtet,  dass  Biese,  wie  schon  erw&hnt,  von  des  Jordanus' 
Werk  selbst  eine  „Verdeutschung"  angefertigt  hat.  Das  Beigebrachte  wird 
nun  wohl  als  Bestätigung  angesehen  werden  können  für  die  von  mir  aus- 
gesprochene Vermuthung,  dass  das  von  Widman  citirte  „buch.  Data  genant'' 
kein  anderes  als  das  in  gewissem  Sinne  algebraische  Werk  des  Jordanns 
sei.  Dass  lurir  aber  mit  der  Auffindung  dieser  Quelle  wiederum  zu  der 
freilich  nur  mittelbaren  Einwirkung  der  arabischen  auf  die  deutsche  Mathe- 
matik gelangt  sind ,  zeigt  die  in  den  Nummern  56  und  57  des  Textes  Yon 
Jordanus  geschehende  Erwähnung  der  Araber  und  die  daselbst  dargelegte, 
gerade  von  den  letzteren  vielfach  verwerthete  Anwendung  der  sog.  Begel 
vom  falschen  Satze. 

49.  Wir  sprachen  oben  die  Absicht  aus,  auch  noch  auf  einem  dritten  Wege 
versuchen  zu  wollen,  ob  Aufschluss  zu  erlangen  sei  über  die  Quellen  der 
deutschen  Coss,  so  nämlich,  dass  wir  den  Inhalt  des  von  unseren  Cos- 
sisten  Gebotenen  analysiren. 

Denn  was  die  Form  desselben  betrifft,  so  ist  unser  ganzer  erster  Ab- 
schnitt ein  sprechender  Beweis  dafür,  dass,  wie  ja  auch  Hutton  und 
Chasles  anerkannten,  die  Leistungen  der  deutschen  Mathematiker  des  15. 
und  16.  Jahrhunderts  die  der  übrigen  weit  überragen:  die  Einföhrnng 
und  stete  Anwendung  der  Zeichen  -|~  ^^^  — y  ^^^  Einführung  und  all- 
mählige  praktischere  Gestaltung  des  Wurzelzeichens  begründen  die  alge- 
braische Zeichensprache  und  lassen  schon  die  Erkenntniss  wach  werden, 
dass  von  einer  solchen  die  Ausgestaltung  der  Wissenschaft  selbst  abhängig 
sei.  Also  in  dieser  Beziehung  hatte  die  deutsche  Mathematik  vom  Aus- 
land zunächst  Nichts  zu  lernen,  sie  war  selbständig  erfindend  vorge- 
gangen ,  und  so  vermögen  wir  von  hier  aus  auch  keine  Aufklärung  zu  ge- 
winnen über  den  Punkt,  mit  dem  wir  uns  hier  beschäftigen. 

Anders  steht  es  dagegen  mit  dem  Inhalt.  Wenn  wir  uns,  um  diesen 
zu  prüfen,  zunächst  dem  obigen  zweiten  Abschnitte  zuwenden,  dem  vom 
Algorithmus  der  Coss,  und  wenn  wir  damit  vergleichen,  was  einerseits 
Mohamed  ben  Musa,  anderseits  z.  B.  Lucas  Pacioli  über  den  näoüidien 
Gegenstand  lehren,  so  kommen  wir  sofort  zu  dem  Resultate,  dass  in  der 
genannten  Beziehung  die  deutsche  Coss  vor  Stifel  im  Wesentlichen  den- 
selben Inhalt  bietet,  wie  die  italienische  am  Ende  des  15.  Jahrhunderts. 
Aus  Mohamed's  Algebra  konnte  sie  hierauf  Bezügliches  nicht  entnehmen, 
da  diese  ja  selbst  fast  Nichts  hierüber  enthält;  wohl  aber  zeigen  uns  die 
zwei  ersten  Traktate  der  achten  Distinction  von  Pacioli's  Summa  (fol  111 
bis  119)  nach  Inhalt  und  Anordnung   des  Stoffes  das  Nämliche,  was  um 

,/  19  (=»)  Ä  1  (2,  3,  4)  J47(=:)  JBIOOO  /  14—  5  68      J66{H-B*^- 

Ji     =  Äö  J44(=)-B23  Jl9(=)72  7a      ./66  «  ÄI2C 

J  1    (=-)  i?  6  J  64  =  22  31  J  36  (=)  JB  75 

/26(=)J2  9  ./47   =   22  49  /52   =   Ä93 
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in  abgekürzter  Weise  unsere  ersten  deutschen  Cossisten,  Grammateus  und 
Rudolf,  ebenfalls  bieten;  eine  unmittelbare  Abhängigkeit  der  letzteren  von 
jenem  ist  aber  gleichwohl  auch  hier  nicht  zu  behaupten. 

Was  soeben  Tom  Inhalt  unseres  obigen  zweiten  Abschnittes  gesagt 
wurde;  gilt  in  gleicher  Weise  auch  vom  dritten,  in  welchem  die  Lehre 
von  den  Irrationalen  ihre  geschichtliche  Betrachtung  fand:  von  Wenigem 
abgesehen,  geht  ja  Pacioli  so  wenig  als  Leonardo  Fibonacci  über  Euklid's 
zehntes  Buch  hinaus,  und  die  Regeln,  welche  diese  über  Addiren  und 
Sübtrahiren,  über  Multipliciren  und  Dividiren  von  Wurzeln  des  zweiten, 
dritten  und  höchstens  vierten  Grades  geben  ^  wir  finden  sie  wieder  in  Bu- 
dolfTs  Abschnitten  „de  surdis  quadratorum ,  cubicorum  und  quadratorum  de 
qlIadratis*^  Aber  eine  direkte  Abhängigkeit  scheint  sich  auch  hier  nicht 
nachweisen  zu  lassen ;  wie  die  geschichtliche  Beziehung  hier  gedacht  werden 
muss,  wollen  wir  erst  weiter  unten  erörtern,  wenn  wir  noch  mehr  That- 
sacben  werden  kennen  gelernt  haben,  welche  solcher  Erörterung  die  er- 
wünschte Grundlage  verschaffen. 

60«  Dei-artige  Thatsachen  werden  wir  auffinden ,  wenn  wir  nun  noch  auf 
unseren  letzten  Abschnitt  eingehen,  welcher  von  den  Regeln  der  Coss, 
von  den  zur  Lösung  von  Gleichungen  dienlichen  Vorschriften  und  deren 
Verwerthung  bei  gegebenen  Beispielen  handelt. 

Betreffs   der   Regeln   selbst  ist  der   Zusammenhang  mit  den  voran- 
gegangenen  Jahrhunderten  unverkennbar.     Mohamed    ben   Musa  hatte   die 
Fälle    unterschieden,    welche    in    unserer    heutigen    Schreibweise    sich    so 
darstellen : 
az^  =  hx  ,     ax^  =  &  ,     aa;  =  5  ,     a?^  +  &a;  =  c  ,     it'^  +  c  =  5x  , 

a;2  =»  6a;  +  c  5 
imd  Leonardo  Fibonacci  war  dabei  stehen  geblieben,  dass  „radix,  quadra- 
ins  ä  numerus  simplex  in  solutionihtts  qu^iontim  inter  se  equantur  sex 
modis  ex  quihus  tres  sunt  simplices  et  tres  compositi*'  (I,  406); 
Pacioli  aber  begnügt  sich  nicht  damit  (fol.  144^)  zu  sagen  „cÄc  in  sei 
modi  fra  loro  sipossano  aguagliare  .  ,  ,  ,  E  per  rispedo  de  questi.  6.  agua- 
gliamenti  sonno,  6.  regole  formale,  Quäli  el  vulgo.  Li  sei  capitoli  de  Ja 
cosa  appella  .  .  .  ^\  sondern  er  fügt  auch  bei  (fol.  148),  dass  ^^li  prischi 
antecessori  lor  forze  operative  harmo  streite  a  sei  capitoli  ^  aUi  qualipoipre- 
portionaliter  infiniti  aUri  si  possano  formare  ....**  und  diese  seine  capi- 
toU  proporzionali  bezeichnen  wir  heute  als  die  folgenden: 
o;*  ==  a  ,     x^  ^  ax  y    X*  <=  ax^ ,    x*  -\-  a  =^  hx^  ,     x*  +  hx"^  =  a  , 

a;4  -=  a  _|_  2>a;'  , 
ja  Pacioli  behandelt  auch  (fol.  GS«^  und  94*")  die  Gleichung: 

x^  +  öta?*  «=  h  , 
und  schliesst  mit  der  Erklärung:  „E  queUo  che  äbhiamo  dedutio  di  censo  de 
censo  se  hdbi  a  intendere  de  qwxhmca  aUra  dignitd  proportionäbüiter.^^ 
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Wie  stellt  sich  nun  hierzu  das ,  was  wir  bei  unseren  Cossisten  finden? 
Schon  die  acht  Begeln,  welche  der  Text  des  aus  der  Mitte  des  15.  Jahr- 
hunderts stammenden  Wiener  Manuscriptes  (Nr.  5277)  behandelt,  zeigen 
einen  deutlichen  Fortschritt  gegen  Fibonacci  und  beweisen^  dass  auch  nach 
Deutschland  schon  lange  vor  Pacioli  die  Kunde  von  der  Lösung  höherer 
auf  quadratische  rückftihrbarer  Gleichungen  gedrungen  war,  und  die  in 
demselben  Wiener  Manuscripte  enthaltene  Zusammenstellung  von  24  Glei* 
chungsformen,  wie  auch  die  von  Biese  ausführlich  angegebenen  24  Regeln 
thun  deutlich  kund ,  dass  man  jenen  Fortschritt  klar  erkennend  die  ein- 
zelnen überlieferten  Begeln  nun  in  systematische  Reihenfolge  zu  bringen 
bestrebt  war^  und  ich  kann  es  nur  als  einen  weiteren  Fortschritt  be- 
zeichnen ,  wenn  man  darauf  jene  24  Begeln  durch  Zusanmienfassen  gleich- 
artiger Fälle  vereinfachte  und  sie  durch  die  acht  Equadonen  ersetzte, 
welche  dann  auch  nicht  nur  die  früheren,  sondern  beliebig  viele  neue 
Einzelfälle  umspannten ;  falls  nur  die  Unbekannten  eine  gewisse  „propordo- 
nalistische  ordenung*^  einhielten.  Ich  kann  mich  also  nicht  mit  Rudolf 
einverstanden  erklären ,  welcher  meint,  dass  die  24  Begeln  ,,haben  vnsere 
vorfaren  gezogenn  ausz  denn  acht  equacionibus  Algebre",  sondern  ich  glaube 
das  Umgekehrte  begründet;  wenigstens  wahrscheinlicher  gemacht  zu  haben; 
dass  aber  die  „acht  regeln  der  Cosz  schon  von  den  alten  gesetzt*^  worden, 
d.  h.  dass  sie  ziemlich  lange  vor  Budolff  schon  ausgebildet  worden  waren, 
gebe  ich  gern  zu,  und  es  widerspricht  dem  nicht,  was  Cardanus  hierüber 
sagt:  „Post  nrnUa  vero  temporum  intervaUa  tria  capitula  derivatim  iüis^ 
qime  Leonardus  Pisanus  reMquU,  addita  sunt  incerto  authare  .  .  •"  Wann 
jedoch  jene  Weiterentwicklungen  stattgefunden  haben,  ist  im  Einzehien  an- 
zugeben unmöglich,  immerhin  scheint  mir,  dass  aus  den  Spuren  der  deut- 
schen Algebra  die  einzelnen  Stationen  nachträglich  leichter  zu  erkennen 
sind;  als  aus  den  bis  jetzt  bekannt  gewordenen  der  italienischen. 

61.  Es  bleibt  ims  noch  übrig,  auch  die  als  Beispiele  verwendeten 
Aufgaben  einer  näheren  Betrachtung  zu  unterziehen. 

In  dieser  Beziehung  wird  es  sich  empfehlen ,  vor  Allem  in  der  ältesten 
umfangreicheren  Beispielsammlung  Umschau  zu  halten,  im  Liher  Abbau 
des  Fibonacci:  es  ist  eine  lange  Beihe  von  Aufgaben  der  verschiedensten 
Axt  und  der  manchfaltigsten  Einkleidimg,  die  wir  da  vor  uns  haben;  Auf- 
gaben, von  denen  manche  nur  in  Einer  Weise,  manche  aber  auch  mehr- 
fach gelöst  sind,  durch  Schlussrechnung  oder  durch  die  Begel  vom  fal- 
schen Satz  oder  auch  durch  Algebra. 

Vergleichen  wir  mit  diesen  Aufgaben  diejenigen,  welchen  wir  bei 
Widman  begegnen,  so  gewinnt  des  letzteren  Bechenbuch  neues  Interesse: 
eine  ganze  Beihe  von  Widman's  Aufgaben  ist ,  was  Drobisch  in  leicht  erklär- 
licher Weise  entgangen  ist,  ganz  deutlich  denen  von  Fibonacci  nachgebildet, 
wir  finden  sie  wieder  mit  ganz  derselben  charakteristischen  Einkleidung  und 
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Dar  geSnderten  Zahlwertben,  ja  manche  erscheinen  geradezu  wie  wörtlich  aus 
des  Pisaners  grossem  Werke  übernommen.  So  finden  wir  den  durch  Zwei  oder 
Mehrere  zu  bewerkstelligenden  Kauf  von  Pferden ,  wozu  jedes  Einzelnen  Geld 
nicht  ausreicht ,  auch  bei  Widman  mehrfach  vertreten ;  so  auch  die  Quciestiones 
arhorum,  die  von  Cantor  sog.  Brunnenaufgaben,  das  eigenihümliche  Yer- 
mSchtniss  eines  Sterbenden  an  seine  Kinder,  die  in  einem  Brunnen  auf- 
und  niedersteigende  Schnecke,  den  Wanderer,  welcher  in  einem  Garten 
Aepfel  aufliest  und  beim  Verlassen  desselben  an  die  Thürhüter  davon  aus- 
theilt;  den  Brunnen,  in  welchen  ein  vierkantiger  oder  ein  cylindrischer 
Stein  geworfen  wird;  den  Thurm,  an  welchen  man  eine  Leiter  anlehnt; 
den  zwischen  zwei  Thttrmen  von  verschiedener  Höhe  befindlichen  Brunnen, 
zu  welchem  von  den  Thurm  spitzen  aus  zwei  Vögel  in  gleicher  Zeit  fliegen; 
den  in  einiger  Höhe  Ober  der  Erde  abbrechenden  Baum,  dessen  Gipfel 
dann  den  Boden  berührt;  die  Arbeiter,  welche  für  jeden  wirklichen  Arbeits- 
tag einen  gewissen  Betrag  erhalten,  für  joden  Tag  des  Feierns  dagegen 
dem  Bauherrn  einen  eben  solchen  heranszahlen  müssen;  den  „leb  wolff 
und  bunt  (7co,  leopardus,  ursus)  die  mit  eynander  1  schaff  essen'^  —  diese 
und  ähnliche  Aufgaben*)  sind  gewiss  deutliche  Anzeichen  der  Vererbung 
aus  dem  Anfang  des  dreizehnten  bis  zum  Ende  des  fünfzehnten  Jahrhunderts 
und  weiterhin**).  Nun  hat  freilich  Leonardo's  Name  bei  keinem  unserer  Cos- 
sisten  Erwähnung  gefunden;  aber  wir  sind  offenbar  genöthigt  anzunehmen^ 
dass,  wenn  nicht  sein  Abbacus  selbst,  so  doch  Auszüge  aus  demselben  oder 
Verarbeitungen  zumal  von  dessen  Aufgaben  verbreitet  waren  und  auch  ihren 
Weg  nach  Deutschland  fanden.  Dass  wir  das  Erstere  mit  Sicherheit  an- 
nehmen dürfen,  geht  auch  aus  Libri's  Angabe  (11,44)  hervor,  wonach  in 
Toscana  eine  blühende  Schule  Fibonacci's  bestand,  und  aus  der  Thatsache, 
dass  Pacioli  und  Cardanus  vier  Jahrhunderte  später  wieder  an  ihn  anknüpfen, 
und  die   letztere  Annahme  findet  ihre  Bestätigung,   wenn   wir   auch  noch 

*)  Ich  füge  hier  für  eine  Reihe  von  Aufgaben  den  Vergleich  bei,  indem  ich 
dabei  wieder  die  vollständige  Gleichheit  durch  das  Zeichen  =  und  die  offenbare 
Bildung  von  Aufgaben  nach  solchen  von  Fibonacci  durch  (=»)  andeuten  will.  Es 
entsprechen  sich  z.  B.: 

Wi^y  (=)F229 

W  196'  (H  F  142 

Tri96^  (=)-F242,  847 

1^224(225)  (=)F403 
1^2-28  (=)^'397 

1^228  {^)F39S 


W  52*  H)  F  175 

W  98'(«)F278 

Wnv(^)Fm 

H^llS'  =  ^190 
W  120'  (-=)  F  331 
W  lZ4r  {==,)  F  ISS 
W\^r    =   JP182 

Dabei  bezeichnen  die  nach  W  und  F  folgenden  Zahlen  die  Folien  des  VSTidman- 
sehen  Buches,  bezw.  die  Seiten  von  Fibonacci's  Abbacus  nach  Boncompagn^s 
Auggrabe. 

^)  üeber  die  Rückbeziehung  solcher  Aufgaben  auf  die  frühere,  z.  6.  indische 
Mathematik  haben  wir  hier  nicht  zu  handeln. 


W  VSr  (=-)  F 160 

TT  140'  (=«)F186 

Tri42f  ==  F279 
W  147  (148,  149')  (=-)  F  173 

W  157'  («-)  F 165 

TT  193'  (HF  284 

Tri95'  (— )-^240     j 
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die  Aufgaben  prüfen;  an  welchen  die  nfichsten  Nachfolger  Widman's,  Bu* 
dolff  und  Riese,  die  Kunst  der  Coss  deutlich  gemacht  haben. 

Ueber  Budolff  ging  ja  bald  nach  Erscheinen  seines  Buches  die  Bede 
um,  dass  er  „seine  Exempla  ausz  der  Librey  zu  Wien  gestolen".  Schon 
Stifel  hat  ihm  die  Veröffentlichung  der  Beispiele,  auch  wenn  er  sie  nicht 
selbst  gebildet,  zum  Verdienste  angerechnet;  wie  ungerecht  jener  Vorwarf 
aber  gewesen,  wird  sich  noch  deutlicher  herausstellen,  wenn  wir  nach- 
weisen, dass  er  sie  grossentheils  sogar  aus  gedruckten  Schriften  entnehmen 
konnte  und  entnommen  hat.  Uns  interessiren  hier  zunächst  diejenigen 
Aufgaben,  welche,  bei  Widman  nicht  vorkommend,  bei  Rudolff  in  ent- 
sprechender Weise  wie  bei  Fibonacci  sich  finden.  Denn  eine  solche  Iden- 
tität wird  sich  doch  wohl  behaupten  lassen,  wenn  letzterer  (J,  p.  177)  am 
Fuss  und  an  der  Spitze  eines  100  Palmi  hohen  Thurmes  je  einen  Wurm 
(serpens)  annimmt,  der  täglich  ^  Palmus  hinauf-  und  ^  herab-,  bezw.  \ 
herab-  und  ^  hinaufkriecht,  während  Budolff  (I,  Nr.  118)  den  Thurm  zu 
99^^  Ellen  Höhe  annimmt  und  einen  Wurm  „vnden  am  Turn  der  kreucht 
alle  tag  vber  sich  einer  halben  ein  hoch.  Vnd  alle  nacht  kreucht  er  wider 
herab  -^  ein  Vn  glejch  auff  denselbige  tag  desz  morgens  fahnt  ein  schneck 
an  zu  kriechen  zu  oberst  herab  {  alle  tag  ^  ein  .  vnd  alle  nacht  wider  hin- 
auff  ^  ein  .  .  .^\  und  die  Identität  wird  wieder  hervortreten  in  der  andern 
wunderbaren  Einkleidung  (I,  Nr.  116),  wo  von  zwei  um  40  Meilen  von 
einander  entfernten  Städten  ^^zwen  hotten  zu  glejch  ausz  gehn  Der  ein 
geht  täglich  5  meyl  |  wirt  yede  nacht  im  schlaff  von  einem  geyst  hinder 
sich  gefOrt  2  meyl  u.  s.  w.^^  Dieses  eine  Beispiel  diene  für  mehrere,  welche 
in  gleicher  Weise,  wie  vorhin  angegeben  wurde,  die  mittelbare  Abhängigkeit 
auch  Budolff's  von  Fibonacci  deutlich  genug  darthun. 

Noch  sicherer  werden  wir  dieselbe  behaupten  können,  wenn  wir  BudolfPs 
Abhängigkeit  von  Widman,  auch  in  solchen  Beispielen;  die  letzterer  mit 
Fibonacci  gemeinsam  hat,  zu  erweisen  im  Stande  sind.  Dass  Rudolff,  was 
bis  jetzt,  soviel  ich  sehe,  noch  Niemand  hervorhob^  sogar  unmittelbar  nach 
Widman's  Buch  gearbeitet  hat,  ergibt  die  in  der  Anmerkung*)  durchgeführte 
Gegenüberstellung  von  Aufgaben,  die  Rudolff  nach  solchen  seines  Vor- 
gängers gebildet  und  von  der  grossen  Zahl  solcher,  die  er  völlig  gleichlautend 
von  diesem  übernommen  hat.  Dass  darunter  in  der  That  solche  sind,  die 
auf  den  Pisaner  zurückweisen,  ergibt  die  Vergleichung  mit  der  voran- 
gehenden Anmerkung. 


*)  Es  kommen  dabei  von  solchen  Aufgaben  Rudolff's,  welche  zu  einer  anderen 
als  der  ersten  Regel  der  Coss  gehören,  etwa  Nr.  4  und  6  aus  der  zweiten  Regel 
in  Betracht,  welche  mit  WbV,  bezw.  ITC?'  übereinstimmen;  die  übrigen  hier 
identificirten  sind  sämmtlich  den  zur  ersten  Regel  der  Coas  gehörigen  Beispieleii 
Budolff's  entnommen  und  mit  ihren  betreffenden  Nummern  bezeichnet,  nämlich: 
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52.  Reichere  Aufschlüsse  werden  wir  aus  Ri  es  e 's  Coss  gewinnen *).  Hier 
(S.  16)  sagt  Riese  selbst,  er  wolle  „in  disem  buch  die  exempel  erclemn 
In  masenn  ich  sie  In  eynem  altenn  lateinischen  für  viel  Jaren  geschribenn 
buch  gefunden  hab";  und  nachdem  er  37  solcher  Exempel  (Nr.  1—37)  mit- 
getheilt  und  gelöst,  fthrt  er  weiter  (S.  20):  „Nach  disen  itzt  erclertenn 
exempelnn  habe  ich  im  beruerten  alten  Buch  gefanden  am  rande  andere 
exempel  auch  auff  die  erste  regel  gehörende,  eyner  andemn  handschriefft, 
wer  der  mathematicus  gewessen  Ist  mir  verporgenn  diewejl  ich  seynen 
namen  nicht  weyss,  wil  dir  doch  erzelenn  vnd  crdemn  die  exempel,  welche 
er  gesetzt  hat.**  Und  nun  folgen  weitere  16  Aufgaben  (Nr.  38 — 53),  nach 
deren  Erledigung  Riese  abermals  des  lateinischen  Buches  Erwähnung  thut. 

Naturgemäss  wirft  sich  hier  die  Frage  auf,  welches  jenes  „alte**  oder 
wie  Riese  in  der  Widmung  sagt,  jenes  „alte  verworffene  buch**  gewesen 
sei.  Beriet,  der  Herausgeber  von  Riese's  Coss  (S.  20,  Anm.)  versteht*"^) 
unter  demselben  das  geschriebene  Buch  des  in  der  Einleitung  von  uns 
erwähnten  (oben  S.  12)  Andreas  Alexander  und  will  seine  Ansicht  be- 
gründen durch  den  Hinweis  auf  das  Riese'sche  Exempel  Nr.  93,  wo  Riese 
von  der  Zeit  spricht,  „ehe  mir  das  alte  buch  ader  die  exempla  Andree 
Alexandri  Zu  banden  komen  seint*'.  Das  hier  gebrauchte  „ader**  und  die 
vorhin  angegebene  Stelle  ^  wo  er  von  seiner  Unkenntniss  des  Verfassers 
redet,  weisen  aber  Beriet's  Ansicht  zurück.  Stichhaltiger  scheint  mir  eine 
andere  zu  sein,  auf  welche  man  bei  näherer  Betrachtung  der  erwähnten 
ersten  53  Exempel  wohl  kommen  kann.  Es  stehen  da  zunächst  die 
Theilungen  der  Zahl  10  in  zwei  Theile  von  gegebener  Beziehung  zu  ein- 
ander, also  Aufgaben,  welche,  wenn  auch  nicht  mit  denselben  Zahlwerthen, 
bei  Mohamed  ben  Musa  vorkommen,  aber  auch  in  Fibonacci's  Werk  einen 
breiten  Raum  einnehmen;  dann  kommen  die  Aufgaben  14 — 21,  welche 
nach  dem  Einen  oder  Andern  gebildet  sein  können;  kennzeichnend  aber 
sind  weiter  folgende  Aufgaben,  welche  in  des  Arabers  Buch  sich  nicht 
finden,  wohl  aber  in  dem  des  Pisaners,  und  hier  mit  derselben  Einkleidung, 

Ät*68  =-  TT  149'  1  BuUe  =  TTlAO^ 

RulA  =  Wl&V      Ät*  147(148,149;    {^)WUV 

-Bu89  =-  Tri66'  I  IJwlöO  (=)  1^133' 

BulOl  =«  TT  142'      J?ttl51(l52— 156)   {^)W\7b-\S0 

BullO  =  Tri42' 

Ät«  123  (124— 126)  =  Tri96' 
RuV27  =.  Tri96' 

12ttl32(133— 140)  =  TTllS' 
Btil42  (144,  145)    =-  Wisr 
*)  Dass  in  dieser  Beispiele  aus  Widman's  Rechenbuch  vorkommen,  lässt  sich 

nach  dem  oben  Gesagten  als  selbstverständlich  erwarten. 

**y  Gerhardt  (Monatsber.  d.  Berl.  Akad.  a.  d.  J.  1867,  S.  49)  achliesst  sich 

Beriet  an. 
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jedoch  geänderten  Zahlwerthen,  oder  auch  wörtlich  gleichlautend.  Die  gleiche 
Beziehung  lässt  sich  auch  für  die  letzten  25  von  Biese's  sämmtlichen  144 
Aufgaben  leicht  ermitteln *"). 

Diese  Thatsachen,  in  Verbindung  mit  dem  aus  Widman's  Beispielen 
Gefolgerten,  scheinen  die  Annahme  wie  aufzudrängen,  dass  in  dem  yon 
Riese  benützten  „alten  yerworffenen  Buch'*  zum  mindesten  eine  Blomen- 
lese  von  Beispielen  nach  Fibonacci's  Abbacus  enthalten  gewesen  ist. 

Ich  sage  mit  Absicht,  dass  in  dem  Bache  das  Genannte  enthalten  war 
—  denn  dass  der  von  Biese  benützte  Manuscriptenband ,  wie  wir  wohl 
füglich  jenes  Buch  bezeichnen  können ;  auch  noch  Anderes  enthielt,  zeigen 
die  Worte,  mit  welchen  Riese  seine  Beispiele  von  Nr.  54  ab  einleitet  und 
zeigen  auch  diese  Beispiele  selbst. 

Libri  hat  nämlich  in  Paris  drei  lateinische  Handschriften  eines  Werkes 
aufgefunden  und  veröffentlicht  *");  welches  von  einem  gewissen  Abraham  (nach 
Libri  vielleicht  Abraham  Ebn  Ezra?)  „sccundum  sapientes  Indos"  ausgearbeitet 
wurde;  in  diesem  wird  eine  Reihe  von  25  auf  Gleichungen  des  ersten 
Grades  führenden  Textaufgaben  gestellt  und  durch  den  sog.  falschen  Satz 
gelöst:  nicht  weniger  als  dreizehn  dieser  Aufgaben,  in  derselben  Reihen- 
folge, mit  demselben  Wortlaut  und  mit  denselben  dabei  gegebenen  Z&hl- 
werthen  enthält  nun  Riese's  Coss  (Nr.  54 — 67)!  Hierdurch  erklären  sich 
denn  auch  Riese's  Worte,  welche  er  diesen  Aufgaben  vorausschickt  (S.  22): 
„Volgenn  hernach  andere  exempel  so  ich  Adam  Ries  eyner  anderen  schrifft 
Im  lateinischen  buch  an  einer  andern  stel  gefunden  Die  selbigen  Ins  Dentsch 
gebracht  also  .  .  .'*  —  und  es  begründet  sich  damit  meine  Ansicht  betreff» 
des  alten  Buches,  welches  Riese  als  Quelle  diente. 

Freilich  konnten  unsere  Cossisten  Aufgaben,  wie  die  genannten^  nicht 
unmittelbar  übernehmen;  für  sie  war  nur  die  Hauptsache,  dieselben  mit 
Hülfe  der  Coss  zu  lösen,  und  wie  hoch  man  solches  Lösen  schätzte,  eingibt 
sich  z.  B.  schon  daraus,  dass  Riese's  Freund,  Hans  Conrad,  für  eine  solche 


•)  Ich  füge,  von  den 

erklärten  Abkürzungen 

Gebrauch  machend 

,  folgende 
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**)  Libri,  Histoire  des  Sciences  nuxtkemati^^s  en  Itcdie.  I,  p.  124  n.  p.  304 
bis  369  unter  dem  Titel:  „Lt^er  aingmenti  et  diminuiionis  vocatus  numerntio  divi- 
nationis,  ex  eo  quod  sapientes  Indi  posuertmt,  quem  Abraham  oompüavit  et  sectm- 
dum  librum  qui  Indorum  dicttts  est  composuit.^^ 
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Lösung  ,,bat  gegebenn  eynem  scbwartzen  municb  prediger  ordens,  welcher 
aquinas  genant  wartt  1  flj* 

Aehnlicb  mussten  auch  algebraische  Lösungen  aufgesucht  werden  für 
Aufgaben,  die  man  aus  anderen,  bisher  noch  nicht  erwähnten  Quellen  ent- 
nahm. Besonders  kennzeichnend  sind  in  dieser  Beziehung  gewisse  Aufgaben, 
die  wir  bis  jetzt  absichtlich  noch  nicht  hervorgehoben  haben.  Da  wird 
z.  B.  eine  gewisse  -Stückzahl  Vieh  von  drei  Arten,  jede  zu  bestimmtem 
Preis,  im  Ganzen  um  eine  der  Stückzahl  gleiche  Anzahl  von  Münzen  ver- 
kauft, —  oder  von  zwei  Geldbesitzenden  wünscht  jeder  vom  anderen  die 
Münzeinheit  zu  erhalten  und  sagt,  dass  er  dann  2,  bezw.  3  mal  soviel 
als  der  andere  habe,  —  oder  das  Alter  Jemandes  wird  dadurch  angegeben, 
dass  es  heisst,  das  doppelte  Alter  vermehrt  um  das  Halbtheil  und  ein 
Drittheü  plus  1  gebe  die  Summe  gleich  100  Jahren, . —  oder  ein  Hund  ver- 
folgt einen  Hasen  bis  zum  Einholen,  —  oder  ein  Sterbender  hinterlSsst 
eine  schwangere  Wittwe  und  den  letzten  Willen  betreffs  der  Vermögens- 
tbeilang,  falls  sie  einen  Sohn  und  falls  sie  eine  Tochter  gebäre  ^  während 
sie  in  Wahrheit  dann  Zwillinge,  Sohn  und  Tochter,  zur  Welt  bringt.  Diese 
und  noch  wenige  ähnliche  Aufgaben  finden  sich  bald  bei  allen,  bald  nur 
bei  einzelnen  unserer  Cossisten  und  lassen  sich  bis  zu  Fibonacci,  ja  noch 
weiter  zurück  verfolgen:  sie  alle  finden  sich  schon  unter  den  spätestens 
dem  10.  Jahrhundert  angehörigen  und  gewöhnlich  dem  Alcuin,  dem  Zeit- 
genossen Karls  des  Grossen,  zugeschriebenen  „Aufgaben  zur  Verstandes- 
schärfnng^^  Besonders  interessant  sind  unter  den  angegebenen  die  erste 
und  die  letzte:  die  erste,  weil  bei  Alcuin  (Nr.  38,  39)  von  100  Ochsen, 
Eseln,  Schafen  die  Bede  ist,  welche  zusammen  um  100  verkauft  werden, 
während  Fibonacci  (I,  165)  beide  Zahlen  auf  30  erniedrigt,  während  die 
Deutschen  dagegen  wieder  zu  der  ursprünglichen  Stückzahl  100  zurück- 
kehren, also  wohl  die  alcuinischen  Aufgaben  oder  deren  Aequivalente  selbst 
benützt  haben  —  und  die  letzte,  weil  Cantor  überzeugend  nachgewiesen 
hat*),  dass  sie  entschieden  römischen  Ursprunges  und  durch  Einführung 
aus  Rom  auf  deutschen  Boden  gekommen  ist. 

58.  Wenn  wir  nun  zum  Schlüsse  das  Ergebniss  unserer  Untersuchung  zu- 
sammenfassen, so  können  wir  anknüpfen  an  das,  was  wir  oben  in  der  Vor- 
geschichte (S.  5  ff.)  dargelegt  haben.  Von  den  Arabern,  und  zwar  von 
dem  berühmten  Werke  des  Mohamed  ben  Musa,  geht  der  Hauptantrieb 
zur  Betreibung  der  Algebra  aus,  und  wie  dieses  zunächst  ftlr  Italien  der 
(rnmdstein  wurde,  welchen  der  grosse  Meister  Fibonacci  in  seinen  Bau 
übernahm  und  auf  welchem  er  den  ganzen  von  der  Algebra  handelnden 
Theil  desselben  errichtete  und  ausführte,  so  ist  jenes  Werk  auch  in  den 
folgenden    Jahrhunderten    für   Deutschland   von   grundlegender  Bedeutung 

*)  Cantor,  Die  röm.  Agrimensoren  und  ihre  Stellung  in  der  Geschichte  der 
Feldmesakunst;  S.  146-149. 
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geworden,  indem  man  hier  auch  später  wieder  zurückkehrte  zu  ihm,  das 
vielleicht  schon  im  13.  Jahrhundert  —  ob  aus  Italien  oder  auf  dem  Um- 
weg über  Spanien  und  Frankreich^  ist  vorerst  nicht  zu  entscheiden  — 
nach  Deutschland  kam  und  in  lateinischen  Uebersetzongen  daselbst  bekamit 
blieb.  Es  wäre  aber  fast  wunderbar,  wenn  bei  den  vielfachen  Beziehangen 
zwischen  Deutschland  und  Italien  Werke  und  Leistungen  Leonardo  Fibo- 
nacci's  den  über  die  Alpen  südwärts  Gewanderten  unbekannt  geblieben 
wären,  da  ja  er  selbst  einst  vor  dem  Kaiser. Friedrich  IL  erschien,  „dem 
es  gefiel ,  von  den  Subtilitäten  der  Geometrie  und  der  Zahlen  zu  hören''  *) 
und  da  er  diesem  sein  Liber  quadratorum  übersandte,  weil  er  hörte,  „dass 
Kaiserliche  Majestät  sein  Liber  äbaci  zu  lesen  würdigte^',  und  gar  erst  im 
15.  Jahrhundert,  wo  die  bedeutendsten  deutschen  Mathematiker  nach  Italien 
pilgerten  und  sich  oft  lange  daselbst  aufhielten!  Freilich  eine  direkte  Er- 
wähnung seiner  ist  mir  bis  jetzt  unbekannt  geblieben,  und  so  mag  es  Wohlsein, 
dass  dritthalb  Jahrhunderte  nach  seinen  Lebzeiten  sein  Name,  vielleicht 
auch  seine  Werke  nicht  mehr  bekannt  waren;  dann  müssen  wir  aber  dem 
oben  Nachgewiesenen  zufolge  annehmen,  dass  der  Inhalt  seiner  Algebra, 
zum  mindesten  seine  Aufgaben,  in  Bearbeitungen  nach  Deutschland  ge- 
langten. Was  aus  dieser  Quelle  zufloss,  wurde  im  Anschlüsse  an  Mohamed's 
Algebra  und  nach  deren  Methode  allmählig  verarbeitet,  zugleich  mit  dem, 
was  aus  anderen  Quellen  kam,  bezw.  was  auf  anderen  Wegen  früher  ge- 
kommen war  und  in  Bruchstücken  sich  erhalten  hatte. 

Denn  so  müssen  wir  doch  wohl  sagen,  wenn  wir  einige  von  Alcoin's 
Aufgaben  zur  Verstandesschärfiing,  und  gerade  die  der  Einkleidung  nach 
am  meisten  charakteristischen,  bei  Fibonacci  durch  Raisonnement  gelöst, 
bei  unseren  Cossisten  aber  als  Beispiele  zur  Anwendung  der  Coss  verwerthet 
finden.  Und  war  hier  ein;  soweit  wir  bis  jetzt  zu  sehen  vermögen,  dem 
römischen  Boden  entsprossenes  Element  mit  aufgenommen  worden,  so  fehlte 
es  auch  nicht  an  einem,  welches,  wenn  unsere  Quellen  die  Wahrheit  sagen, 
weitab  davon  erwachsen  war:  ^^secundum  sapktUes  Indos^'  will  ja  der  ge- 
nannte Abraham  gearbeitet  haben,  so  dass  sich  jetzt  nach  Jahrhunderten 
wieder  eine  Spur  beigemischt  hätte  nahezu  unmittelbar  dem  Gedanken- 
kreise entnommen ,  aus  dem  die  Araber  selbst  wohl  ihr  ganzes  Wissen  ?on 
Algebra  geschöpft  haben. 

Wir  sehen  so,  wie  sich  eine  Beihe  verschiedener  Ingredienzien  dem 
arabischen  Safte  beinüscht,  wie  aber  die  einzelnen  Bestandtheile  nicht  lose 
neben  einander  liegen  bleiben :  es  tritt  ein  Assimilirungsprocess  ein,  dessen 
Ergebniss  in  Budolffs  und  Biese's  Coss  sich  zeigt,  doch  so,  dass  es  Stifel's 
Geist  vorbehalten  bleibt,  die  ganze  Entwickelung  zu  einem  vorläufigen  Ab- 
schlüsse zu  bringen. 

•*)  Scriiti  di  Leon.  Pia.  ed,  Boncompagni.  II.  p.  253. 
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Vorwort. 

In  meinem  unmittelbar  vorangehenden  Aufsatze  über  „die  deutsche 
Coss^'  habe  ich  bereits  angegeben,  wie  ich  bei  meinen  Nachforschungen 
bezüglich  der  Quellen,  aus  welchen  die  deutsche  Algebra  beim  Anfange 
der  Neuzeit  geschöpft  hat,  auf  das  von  Widman  (1489)  citirte  „buch.  Data 
genant''  aufinerksam  wurde,  und  wie  ich  nachträglich  Bestätigung  fand  für 
meine  Vermuthung,  dass  jenes  Buch  kein  anderes  sei  als  des  Jordanus 
NemorariuB  Traktat  ,jDe  numeris  datis^y  von  welchem  ich  manchmal  freilich 
den  Titel,  aber  kaum  je  eine  genauere  Inhaltsangabe  gelesen  hatte. 

Den  Inhalt  dieses  Traktats  im  Einzelnen  kennen  zu  lernen,  musste 
mein  Bestreben  sein:  so  Hess  ich  mir  denn  die  Baseler  Handschrift  des- 
selben kommen  und  bringe  nun,  was  diese  enthält ,  auf  den  nachfolgenden 
Blättern  zum  Abdruck,  weil  ich  glaube^  dass  es  der  mathematisch-histo* 
rischen  Forschung  nur  angenehm  sein  kann^  wenn  solche  Dokumente  zur 
Veröffentlichung  gelangen. 

Zuvor  möchte  ich  aber  noch  einige  Bemerkungen  vorausschicken,  Be- 
merkungen, welche  sich  auf  die  Persönlichkeit  des  Verfassers  unseres 
Traktats  und  dann  auf  den  Inhalt  des  letzteren  selbst  beziehen  sollen. 

Was  man  über  die  Persönlichkeit  des  Jordanus  Nemorarius  bis  jetzt 
als  der  Wahrheit  vermuthlich  am  nächsten  kommend  wusste,  findet  sich  in 
den  Mittheilungen,  welche  Chasles  im  J.  1841  hierüber  machte  {Comptes 
Bendus  des  sicmces  de  VAcad.  des  sciences  ä  Paris ,  tarne  13,  p.  520  u.  506) 
und  welche  ich  hier  in  üebersetzung  beifüge.  ,^Jordanus  Nemorarius  —  so~ 
sagt  Chasles  —  hat  unter  dem  Titel  De  numeris  datis  eine  Abhandlung  über 
Algebra  verfasst,  in  welcher  er  eine  grosse  Anzahl  von  Gleichungen  des 
ersten  und  zweiten  Grades  auflöst.  Dieses  Werk,  welches  die  Historiker 
wenig  citiren  und  von  dessefl  Gegenstand  man  vielleicht  noch  niemals  ge- 
sprochen hat,  ist  gleichwohl  von  grosser  Wichtigkeit  in  der  Geschichte  der 
Algebra.  Es  hatte  die  Aufmerksamkeit  von  Eegiomontanus*)  auf  sich  ge- 
zogen, dann  die  von  Maurol jcus ,  welche  sich  beide  vornahmen,  es  heraus- 


*)  Regiomontan  sagt  von  diesem  Werke:  „2Ve9  libros  de  dtUis  numeroruin 
pukherrimos  edidit  JordantM'^  (Oratio  in  praelectiane  Alfragani,  Narimbergae  1637). 
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zugeben*).  Die  Methode  des  Verfassers  ist  sehr  bemerkenswerth ;  er  macht 
alle  seine  Ueberlegungen  an  Buchstaben,  eine  Methode ^  welche  er  auch 
in  seiner  Abhandlung  über  den  Algorismus  befolgte.  Das  Werk  ist  ein- 
getheilt  in  vier  Bücher,  welche  zusammen  113  Fragen  umfassen**). 

„Jordanus  war  ein  sehr  gelehrter  Geometer,  welcher  über  alle  Zweige 
der  Mathematik  geschrieben  hat,  selbst  über  die  Statik,  denjenigen  Theil, 
in  welchem  er  erst  sehr  spät  Nachahmer  fand.  Man  weiss  nicht  genau  das 
Datum  seiner  Werke.  Man  hat  ihn  in  das  11.,  12.  und  endlich  in  das 
13.  Jahrhundert  versetzt,  indem  man  sich  dabei  auf  eine  Thatsache  stützte, 
welche  ich  für  ungenau  halte,  dass  nämlich  Jordanus  den  Campanus  citirt 
habe;  und  die  Verfasser  der  Histoire  lüt^aire  de  la  France  sagen,  dass  er 
seine  Arbeiten  ein  wenig  nach  118ö  begonnen  und  seinen  Lebenslauf  im 
Jahre  1235  beendigt  haben  kann,  so  dass  er  also  ebensowohl  dem  12.  als 
dem  13.  Jahrhundert  angehören  würde.  Ein  eingehendes  Studium  einiger 
seiner  Werke,  besonders  seines  Algorismus,  hat  mich  überzeugt,  dass  sie 
früher  sind  als  die  von  Fibonacci ,  von  Alexander  von  Villedieu ,  von  Sacro- 
bosco,  von  Campanus  etc.^  sämmÜich  Schriftsteller  des  13.  Jahrhunderts. 
Deshalb  habe  ich  Jordanus  in  meinem  Memoire  über  die  Buchstabenalgebra 
gegen  das  Ende  des  12.  Jahrhunderts  angesetzt." 

Diese  Angabe  von  Chasles  über  des  Jordanus'  Lebenszeit  wäre  auch 
das  Einzige  gewesen,  was  ich  mitzutheilen  vermochte,  wenn  ich  nicht  durch 
Prof.  Cantor  in  Heidelberg  erfahren  hätte,  dass  der  um  die  Geschichte 
der  Mathematik  so  verdiente  Fürst  Boncompagni  zu  Rom  im  Besitze  ge- 
nauerer Nachweise  über  unseren  Gegenstand  sei.  Auf  meine  Bitte  fiber- 
sandte mir  dann  Fürst  Boncompagni  mit  liebenswürdiger  Bereitwilligkeit 
Nachrichten  von  den  Ergebnissen  seiner  Forschungen  und  veranlasste  zu- 
gleich Prof.  Cantor,  mir  die  Briefe  zur  Verfügung  zu  stellen,  in  welchen 
er  selbst  Letzterem  schon  früher  ausführlichere  Mittheilungen  über  unseren 
Gregenstand  gemacht  hatte.  Mit  ausdrücklicher  Ermächtigung  des  Fürsten 
Boncompagni  —  dem  ich  wie  Prof.  Cantor  deshalb  auch  hier  meinen  besten 
Dank  sage  —  entnehme  ich  nun  jenen  am  19.  und  21.  December  1876 
und  am  13.  Januar  und  2.  November  1877  an  Cantor  gerichteten  Briefen 
und  dem  an  mich  gerichteten  vom  20.  November  1878  die  nachstehenden 
Aufklärungen. 

Boncompagni    macht    da  zunächst   aufmerksam   auf  eine   (ihm  selbst, 


*)  Vgl.  das  Leben  des  Regiomontan  von  Gassendi,  p.  88;  Weidler,  Eist. 
Asiron.  p.  311.  —  Und  die  Liste  der  Arbeiten,  welche  MaurolycuB  henuiigeben 
wollte  ...  bei  Libri  III,  p.  243. 

**)  Dieses  Werk  ist  Manuscript  geblieben ;  es  ezistiren  davon  drei  Abschriften 
in  den  Pariser  Bibliotheken ,,  nämlich  Manttscrits  8680  Aj  anc.  fonds  et  Besidu 
Saint-Oermain,  paquet  2,  Nr.  6  der  königl.  Bibliothek,  und  Manuter.  Nr.  1258 
der  Bibiioihique  Maearine. 
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wie  er  sagt,  schon  seit  sehr  langer  Zeit  bekannte)  Stelle  im  Chronicon 
des  Nicolas  Trivet,  eines  englischen  Schriftstellers  des  14.  Jahrhunderts. 
Diese  bedeutsame  Stelle  lautet  wörtlich*)  wie  folgt: 

„Hoc  anno  ( —  i.  e.  1222  — )  in  Capitulo  Fratrum  Praedicatorum  ge- 
nerali tertiOj  quod  Parisiis  cdebratum  esty  successor  heati  Dominici  in  Ma- 
gister io  Ordinis  Frairvm  Praedicatorum  f actus  est  f rater  lordanus^  natione 
Tetdonicus,  dioecesis  Moguntinae,  gui  cum  Parisiis  in  sdentiis  saeculari- 
hus  d  praecipue  in  Mathematicis  magnus  häberetur,  libros  duos  admo- 
dim  utüesy  unum  de  Ponderi  —  (sie!)  et  cdium  de  Lineis  datis  dicitur 
edidisse.  Postea  ad  Studium  Theologiae  se  transferens  tandem  ad  praedi- 
eationem  Fratris  Reginäldi  de  qu^  supra  facta  est  mefUio,  ordinem  Praedi- 
catorum ingressus  in  die  Cinemm^  dum  Fratres  iUam  Antiphonam  ^Immu- 
temur  Habitus  decantarent," 

Schon  diese  eine  Stelle,  welche  nicht  oberflächlich  nur  einen  gewissen 
Jordanus,  sondern  ihn  als  Mathematiker  erwähnt,  und  selbst  zwei  der  in 
der  That  ihm  zukommenden  mathematischen  Werke  hervorhebt,  schon 
diese  eine  Stelle  beweist,  sofern  man  überhaupt  Urkunden  der  genannten 
Art  als  beweiskräftig  annehmen  will,  die  Identität  des  Meisters  vom  Prediger- 
orden und  des  Mathematikers  Jordanus,  und  sie  gibt  selbst  bestimmten 
Aofschluss  über  die  Nationalität  und  die  Lebenszeit  unseres  Jordanus. 

Hiermit  stimmt  überein ,  was  Boncompagni  aus  dem  Chronicon  quinque 
^orum  ordinis  magistrorum  quod  vulgo  dicitur  chronicon  Eumherti  an- 
fahrt :  „ .  .  .  f\iit  Teutonicus  de  Saxonia  villa  quae  dicitur  Boreberge  in  dioe- 
cesi  Moguntina  oriundus*'. 

Boncompagni  hat  aber  auch  noch  andere  Zeugnisse  ausfindig  gemacht, 
welche  mit  den  besprochenen  durchaus  im  Einklänge  stehen. 

So  verweist  er  auf  das  Manuscnpt  I.I.  32.  der  Magliabechiana  zu  Flo- 
renz, welches  aus  der  St.  Marcus-Bibliothek  ebendaselbst  stammt  und  am 
obem  Bande  des  Blattes  124''  die  Notiz  trägt: 

*)  Boncompagni  hat  mir  sowohl  als  Cantor  eine  doppelte,  ja  dreifache  Ab- 
schrift der  obigen  Stelle  übersandt.  Der  Wortlaut  der  ersten'  ist  entnommen 
aus:  Nicolai  Triveti  Dominieali  Annales  Sex  Begum  Angliae  E  prae- 
stantissimo  codice  Glastoniensi  nunc  primum  emendate  edidit  Antonius  Hall 
A,  M,  Coli  Reg,  Oxon.  Socius.  Oxonii,  E  Theatro  Sheldoniano.  M.DCC.XIX. 
p.  177—178.  —  Der  Wortlaut  der  zweiten  Abschrift  stammt  aus:  Veter  um 
Aliquot  Scriptorum  gut  in  Gailiae  Bibliothecis  maxime  Benedictinorum  latue- 
rant  Specilegium  2'omtts  Octauus  coniinet  etc,  Prodewnt  nu/nc  primum  in  lucem 
opera  et  studio  Domni  Lueae  Acherii  e  Congregatione  Sancti  Maurt  Monachi 
Benedictini,  Parisiis.  CIO.IOC.LXVIII.  p.  572-673.  —  Die  dritte  erwähnte  Ab- 
schrift der  gleichlautenden  SteUe  ist  einer  spätem  Ausgabe  des  eben  genannten 
Werkes  entnommen,  mit  dem  Titel:  Spicilegium  Siue  Collectio  Veteruvi 
Aliquot  Scriptorum  Qui  in  Galliae  Bibliothecis  Delituerant  Olim 
tditum  operä  ac  studio  D.  Lucae  d'Acherey  .  .  .  .per  Ludovicum  Franciscum 
Joseph  De  La  Barre,    Tomus  III.  Parisiis.  M.DCC.XXIIT.  p    188. 

Sappl.  z.  hiit.-lit.  Abth.  d.  Ztscbr.  f.  Math.  n.  Phys.  9 
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Uh  iordani  de  thngul  de  oLmania;" 
und  als  dem  entsprechend  citirt  Boncompagni  den  von  Montfaucon  mitge- 
theilten  *)  Katalog  der  zur  St.  Marcus-Bibliothek  zu  Florenz  gehörigen  Mana- 
scripie,  wo  jene  Schrift  aufgeführt  ist  mit  den  Worten: 
„Liber  Jordani  de  Alamama  de  trmngidis^. 

Wie  vorsichtig  man  übrigens  bei  solchen  Citaten  sein  müsse  und  wie 
nöthig  oft  eine  specielle  Nachprüfung  sei,  hat  Boncompagni  gelegentlich 
unseres  Falles  dargethan. 

Antoine  Marie  Zanetti  schreibt**)  nämlich  (1741)  in  Bezug  auf  das 
der  St.  Marcus- Bibliothek  zu  Venedig  angehörige  Manuscript  Nr.  COCXXXÜ, 
welches  jetzt  als  „Klasse  XI.  (codices  lattUß^Jy  Nr.  6*'  catalogisirt  ist,  es  sei 
darin  enthalten  „lordam  de  Nemore  de  Alamania  Aiithmetica*'  —  und 
Tiraboschi***)  entscheidet  hiemach  (1774)  über  die  Nationalität  des  Jor- 
danus  —  und  ganz  neuerdings  führt  Joseph  Valentinelii  f) »  wahrscheinlich 
Zanetti  folgend,  jenes  selbe  Manuscript  an  mit  den  Worten:  „Iordani  de 
Nemore,  cUemanni,  de  elementis  arühnieticae  artis  lihri  decem".  Boncompagni 
ersucht  nun  Andr6  Tessier  in  Venedig ,  diese  Angaben  zu  verificiren ,  erhält 
aber  von  diesem  die  von  einer  Beschreibung  der  Handschrift  begleitete 
briefliche  Mittheilung  (8.  Jan.  1877),  er  habe  in  derselben  den  Jordanus 
Nemorarius  weder  als  „de  alemania*^  noch  auch  als  „äletnanni^  bezeichnet 
auffinden  können.  Wenn  es  sich  vielleicht  gar  auch  mit  der  einem  Oxforder 
Manuscript  beigelegten  ff)  Benennung  „Iordani  [de  Saxonia]  liber  de  pon- 
deribus  ..."  in  gleicher  Weise  verhalten  sollte,  so  ist  doch  durch  die 
vorhin  beigebrachten  Angaben,  wie  mir  scheint,  im  höchsten  Grade  wahr- 
scheinlich gemacht,  wenn  nicht  bewiesen,  dass  der  zweite  Ordensgeneral 
vom  Predigerorden  Jordanus  und  der  Mathematiker  Jordanus  ein  und  die- 
selbe Persönlichkeit  ist,  welche  aus  dem  Gebiete  der  Mainzer  Diöeese  stammt. 

In  voller  Uebereinstimmung  hiermit  und  mit  der  durch  Chasles  aus 
„eingehendem  Studium  einiger  seiner  Werke  ^'  abgeleiteten  Lebenszeit 
(=  um  1200)  steht  das,  was  uns  über  Leben  und  Tod  des  Ordensgenerales 
Jordanus  überliefert  ist.     Dass   derselbe    im   J.    1222   zum   Ordensmeister 

♦)  Bibliotheca  Bibliothecarum  manuscnptorum  noua,  totn.  L    Parisiis  1739, 
p.  419-429,  iasbes.  427  Zeile  30. 

**)  In  seinem  Katalog  der  Manuscripte  der  St.  Marcua-Bibliothek  zn  Venedig: 
Laiina  et  itälica  D.  Marci  Bibliotlheca  etc.     1741,  p.  141,  Z.  20. 

•*•)  Storia  della  letteratura  üdLiatia,  t.JV,  Modena  1774.  p.  137:  ,,Ma  fiml- 
mente  mi  e  awenuto  dt  osservare^  che  in  un  codice  della  Biblioteca  di  S.  Marco 
in  Venezia  (,,Codic.  Latin.  Bibl.  S.  Mard,  p.  141")  egli  e  chiaramente  detto  Tedeseo: 
Jordani  de  Nemore  de  Alemania  Ärithmetica;  e  not  perciö  non  abbiam  piü  alcun 
diritto  ad  ammoverarlo  tra  i  nostri.^^ 

t)  BibliotJieca  manttsci-ipta  ad  S.  Marci  Venetiarum,     Codices  Mss.  Latini 
tom.  IV,,  Venetiis  1871,  p.  218. 

ff)  Berichtet  in:  Scriptorcs  Ordinis  Praedicatorum  etc,  tom.  /.,  p.  97,  Zeile 6 -9. 
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erwählt  wnrde,  habe  ich  schon  oben  angegeben^);  und  dass  er  am  13.  Fe- 
bruar 1236  starb,  ist  uns  ebenfalls  sicher  überliefert. 

Wir  werden  also  in  Zukunft  die  Blüthezeit  des  Jordanus  Ne- 
morarius  auf  den  Anfang  des  dreizehnten  Jahrhunderts  fest- 
setzen müssen. 

Wenn  ich  nun  auf  den  Inhalt  desjenigen  Werkes  unseres  Jordanus 
eingehe,  welches  weiter  unten  zum  ersten  Male^  freilich  nicht  ganz  voU- 
stSodig,  zum  Abdruck  gelangt,  so  habe  ich  zunächst  über  meine  Quelle 
mich  zu  Sussem.  Als  solche  benutzte  ich  den  der  Stadtbibliothek  zu  Basel 
gehörigen,  unter  F.  II.  33  verzeichneten  Folioband  von  Manuscripten, 
weich  letztere  im  Allgemeinen  dem  14.  Jahrhundert  angehören  und  meist 
mathematischen  oder  astronomischen  Inhaltes  sind.  Speciell  unser  Manu- 
script  ist  wohl  in  den  Jahren  zwischen  1350  und  1380  geschrieben 
und  findet  sich  auf  fol.  138""  bis  145^  des  genannten  Bandes. 

Es  zeigt,  zunächst  rein  fiusserlich  betrachtet,  auffällige  Unterschiede 
gegenüber  den  vorhin  mitgetheilten  Angaben:  während  Begiomontan  von 
drei  und  Chasles  von  vier  Büchern  redet,  aus  welchen  das  ganze  Werk 
bestehen  soll,  zeigt  imser  Manuscript  durchaus  keine  grösseren  Abthei- 
lungen, welche  als  Bücher  oder  Kapitel  sich  bezeichnen  Hessen,  sondern 
es  sind  fortlaufend  an  einander  gereiht  lauter  einzelne  Abschnitte,  deren 
jeder  im  ersten  Satze  fast  regelmässig  einen  arithmetischen  Lehrsatz  aus- 
spricht, welchem  eine  Erklärung  oder  ein  Beweis  sammt  Zahlenbeispiel 
nachfolgt.  Die  Numerirung  dieser  Abschnitte  ist  offenbar  von  späterer 
Hand  und  in  leichtsinniger  Weise  beigefügt-,  denn  der  Abschnitt  z.  B., 
welchem  ich  im  Abdruck  des  Textes  Nummer  50  gegeben  habe,  trägt  im 
Manuscript  41  trotz  anfänglich  richtiger  Numerirung,  und  im  weiteren 
Verlaufe  bringt  dieses  nach  der  auf  fol.  142^  stehenden  Nummer  49  auf 
dem  Anfange  der  nächsten  Seite  als  folgende  Nummer  nochmals  40  statt 
50.  So  konunt  es,  dass  der  Traktat  im  Manuscripte  scheinbar  nur  83 
Abschnitte  enthält.  Ich  habe  nun  die  Nummern  richtig  gestellt,  und  so 
^hlt  der  unten  folgende  Text  im  Ganzen  95  einzelne  Abschnitte^  deren 
letzter  mitten  im  Satze  mit  dem  Worte  rintfleie  abbricht ,  vermuthlich  dem 
Namen  (Bintfleisch)  des  Abschreibers  unseres  Manuscriptes.  So  zeigt  sich, 
dass  dieses  den  Traktat  des  Jordanus  nicht  vollständig  gibt;  wie  viel  an 
demselben  fehlt,  würde  eine  Yergleichung  der  drei  Pariser  Handschriften 
zeigen,  welche  mir  jedoch  nicht  möglich  war.  Es  gibt  übrigens  die  oben 
mitgetheilte  Aussage  von  Chasles,  dass  das  ganze  Werk  „113  questione^*^ 
umfasse ,  der  Vermuthung  Baum ,  dass  unserem  Manuscripte  nicht  zu  Vieles 
fehlt:  es  würden  also  im  Ganzen  18  Abschnitte,   d.   h.   wenn  auch  nicht 


*)  Bemardus  Guidonis:  Scriptares  Ordinis  Praedicatorum  j  tom.  /.,  p. 
Jdibw  februani  anno  Dm  MCCXXXVL', 
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nach  Umfang  und  Bedeutung,  so  doch  der  Anzahl  nach  etwa  16  Procent 
des  gesammten  Traktates  fehlen. 

Ich  möchte  noch  beifügen,  dass  das  Manuscript  Spuren  genug  zeigt, 
aus  denen  sich  schliessen  iSsst,  dass  der  Schreiber  desselben  kein  sach- 
verständiger Mann  war.  An  manchen  Stellen  des  Manuscriptes  hat  de&s- 
halb  schon  eine  spätere  zweite  Hand  ZufUgungen  oder  Veränderungen  vor- 
genommen, welche  ich  in  [  ]  eingeschlossen  und  in  den  Text  aufgenommen 
habe.  An  anderen  Stellen  habe  ich  offenbare  Yerschreibungen  richtig  ge- 
stellt und  meine  Lesart  in  runden  Klammern  (  )  beigefügt;  gab  letztere 
Zweifeln  Raum,  so  fügte  ich  meiner  Lesart  ein  ?  bei ;  wollte  ich  eine  eigene 
Lesart  nicht  geben,  obwohl  ich  die  vorhandene  für  unrichtig  hielt,  so  habe 
ich  im  Ausdrucke  nach  dem  betreffenden  Worte  ein  (?)  eingeschaltet  Die 
Literpunktion  des  Manuscriptes  wurde  beibehalten,  doch  habe  ich  an  einigen 
Stellen  zur  Erleichterung  des  Verständnisses  einen  Trennungspunkt  (.)  ein- 
geschoben. Dass  die  §§18  und  42  wohl  Verstümmelungen  des  Texte.^ 
zeigen,  ist  leicht  zu  vermuthen. 

Geht  man  nun  näher  auf  den  Inhalt  ein,  so  erweist  sich  dieser  als 
eine  Zusammenstellung  einer  ganzen  Reihe  von  Fällen,  in  welchen,  und 
der  gleichzeitigen  Angabe  der  bezüglichen  Bedingungen,  unter  welchen 
jedesmal  eine  einzelne  oder  mehrere  jenen  bekannten  Bedingungen  ge- 
nügende Zahlen  selbst  als  bekannt  anzusehen  sind.  Der  Ausspruch  einer 
solchen  Thatsache  steht  regelmässig  am  Anfange  des  einzelnen  Abschnitten, 
ist  im  Manuscripte  fast  immer  durch  besondere  stehende  Schrift  herror- 
gehoben  und  wurde  entsprechend  auch  bei  der  Wiedergabe  des  Texte» 
durch  gesperrten  Druck  ausgezeichnet.  Auf  die  Anführung  des  betreffen- 
den Lehrsatzes  folgt  dann  stets  eine  Verdeutlichung  desselben,  welche  wir 
im  Sinne  des  Autors  als  einen  Beweis  zu  betrachten  haben,  dessen  Sinn 
sich  aber  oft  genug  nur  erschliessen  lässt  aus  dem  jedesmal  als  Drittes  im 
Bunde  nachfolgenden  Zahlenbeispiele.  In  Bezug  auf  jenen  Beweis  hat  nun 
Chasles  als  besonders  bemerkenswerth  hervorgehoben,  dass  der  Ver&^er 
des  Traktates  „alle  seine  üeberlegungen  an  Buchstaben  macht'^  Nun  möchte 
es  im  ersten  Augenblicke  scheinen,  als  ob  an  dieser  Bezeichnung  von  Zahlen 
durch  Buchstaben  nichts  besonders  AufföUiges  sei:  ein  Blick  in  den  Liber 
Ähhaci  des  Leonardo  Fibonacci  (1202)  oder  in  den  vielleicht  gleichzeitigen 
Algorühmtis  demonstratus ,  den  man  lange  genug  fälschlicherweise  dem 
Regiomontanus  zuschrieb,  der  aber  vielleicht  eben  unserem  Jordanus  zuzu- 
weisen ist;  belehre  uns,  dass  jene  Buchstaben  eigentlich  Bezeichnungen  sind 
für  die  geometrisch  dargestellten  Strecken,  welche  die  Grösse  der  in  Be- 
tracht kommenden  Zahlen  versinnlichen;  in  den  beiden  genannten  Werken 
seien  diese  Strecken  stets  mitgezeichnet;  bei  Jordanus  dagegen  ansgehissen. 
Aber  doch  ist  ein  beträchtlicher  Unterschied:  denn  Jordanus  bezeichnet 
nicht  nur  die   zu  Anfang  einer  Aufgabe  auftretenden  gegebenen  oder  die 
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gesuchten  Zahlgrösben  durch  Bachstaben,  sondern  er  steUt  auch  bei  den 
Zwischenrecbnungen  die  Ergebnisse  der  einzelnen  Rechnungsarten  je  durch 
besondere  Buchstaben  dar,  benutzt  aber  auch  die  einfache  Nebeneinander- 
steUung  der  Summanden,  um  deren  Summe  anzudeuten.  Da  übrigens 
des  Fibonacci  Erwähnung  gethan  wurde,  so  sei  hier  gleich  beigefügt^  dass 
Manches  in  unserem  Texte  an  des  grossen  Pisaners  Liber  Ählxici  erinnert: 
so  etwa  die  §§  21  und  22  an  Stellen  der  von  Libri  veröffentlichten  Redaktion 
(Libri  II,  p.  436  und  468;  11  ^  474),  insbesondere  aber  die  in  den  ersten 
29  Paragraphen  nicht  weniger  als  21  mal  beliebte  Wahl  des  Beispieles  einer 
Theilung  der  Zahl  10  in  zwei  Theile;  dass  dies  auf  arabischen  Ursprung 
hinweist,  habe  ich  oben  (S.  121)  hervorgehoben  Das  Verfahren^  zur  Lösung 
za  gelangen,  besteht  meist  darin,  dass  die  complicirteren  Aufgaben  auf 
zuvor  behandelte  einfachere  zurückgeführt  werden,  und  eben  in  dieser 
BfickfÜhrung  zeigt  der  Verfasser  oft  genug  Klugheit  und  Gewandtheit,  die 
entschieden  einer  besonderen  Erwähnung  würdig  ist.  .  Gerade  auf  diesen 
Umstand  ist  beim  Streben  nach  Verständniss  seiner  Ausführungen  haupt- 
sächlich zu  achten,  und  es  wäre  wohl  angezeigt  gewesen,  wenn  ich  den 
Text  mit  erläuternden  Bemerkungen  in  der  heute  üblichen  Zeichensprache 
b^leitet  hätte;  doch  wäre  dadurch  der  Umfang  des  vorliegenden  Heftes 
noch  mehr  als  schon  geschehen  und  ursprünglich  bewilligt  ausgedehnt  worden, 
so  dass  ich  vielleicht  ein  ander  Mal  hierauf  zurückkommen  werde. 

Verfolgt  man  den  Inhalt  des  im  Texte  Gebotenen  ins  Einzelne,  so 
sieht  man  leicht,  dass  die  29  ersten  Paragraphen  einen  besonderen  Ab- 
schnitt bilden,  in  welchem  die  Möglichkeit  aufgezeigt  wird,  dass  und  wie 
aas  bekannten  Beziehungen  der  Theile  eines  Ganzen  unter  einander  und 
etwa  noch  zu  gegebenen  Zahlen  die  Theile  selbst  bestimmt  werden.  Der 
Paragraph  30  geht  dann  über  zu  Verhältnissen  von  Zahlen  und  zu  der 
daraus  möglichen  Ableitung  anderer  Verhältnisse  und  der  Grösse  der 
Zahlen  selbst,  und  ich  möchte  den  mit  §  30  beginnenden  Abschnitt  bis 
§  68  (exclus.)  ausdehnen,  von  wo  ab  der  Text  sich  speciell  mit  Pro- 
portionen beschäftigt.  Dass  jedenfalls  mit  §  30  das  zweite  „Buch**  unseres 
Traktates  beginnt,  geht  aus  dem  oben  schon  (S.  115)  mitgetheilten  Citate 
des  Adam  Biese  hervor,  welcher  das  Beispiel  des  §  52  unseres  Textes 
geradezu  als  die  „23.  proposicion  des  andern  bucliB*^  in  seine  Coss  auf- 
genommen hat.  Besondere  Erwähnung  verdient  hier,  dass  Jordanus  zur 
Lösung  seiner  Aufgaben  31,  56  und  57  die  schon  von  den  alten  Indern  be- 
nutzte Regel  vom  sog.  falschen  Satze  verwendet  und  dabei  ausdrücklich 
diese  Methode  als  „opus  arahum  in  partibusl"  (56)  und  (in  §  57)  als  „opus 
pardum  quo  vtufUur  arahes"  namhaft  macht,  und  dass  an  der  genannten 
Stelle  unser  Manuscript  auch  indisch-arabische  Zahlzeichen  enthält,  ja  diese 
auch  in  unmittelbarer  Zusammenstellung  mit  dem  römischen  X  unter  Be- 
nutzung des  Stellcnwerthes.    Ob  man  dann  das  dritte  Buch  unseres  Traktates 


Digitized  by 


Google 


-     134    - 

bis  §  85  erstrecken  *)  oder  ob  man  ihm  von  §  58  ab  den  ganzen  Best  zu- 
weisen will,  ist  mehr  Sache  des  Beliebens;  doch  hätte  man  mit  ersterer 
Wahl  vielleicht  das  Bichtigere  getroffen^  da  von  der  genannten  Stelle  ab 
bis  zum  Schlüsse  wenigstens  unseres  Manuscriptes  die  rein  und  gemischt 
quadratischen  Gleichungen  in  compakter  Masse  auftreten;  bezfiglich  deren 
Lösung  und  der  ihnen  zugeschriebenen  Anzahl  von  Wurzeln  muss  ich  auf 
den  Text  verweisen. 

So  ist  es  möglich,  aus  dem  ohne  Hauptabtheilungen  uns  vorliegenden 
Texte  dennoch  drei  oder  gar  vier  Bücher  herauszulösen  und  damit  der  An- 
gabe von  Begiomontanus  oder  der  von  Chasles  Genüge  zu  leisten.  Sicheren 
Aufschluss  bieten  wohl  die  Pariser  Manuscripte,  und  ich  dachte  mir,  man 
könne  solche  vielleicht  auch  gewinnen  aus  der  (nach  Beriet's  Angabe)  von 
Adam  Biese  veranstalteten  deutschen  „üebersetzung"  unseres  Traktates, 
welche  noch  handschriftlich  vorhanden  ist  und  der  Kirchen-  und  Schul- 
bibliothek zu  Marienberg  in  Sachsen  angehört.  Ich  Hess  mir  daher  den 
von  Biese's  eigener  Hand  geschriebenen  Sammelband  kommen,  fand  darin 
auch  (S.  507 — 531)  dessen  ,,Exempla  ausz  den  Datis  Jordani  Durch  die 
Coss  gemachet";  fand  aber  keine  üebersetzung,  sondern,  wie  auch  schon  die 
angegebene  Ueberschrift  zeigt,  eine  Bearbeitung.  Biese  citirt  stets  den  in 
unserem  Abdruck  schräg  gedruckten  Anfang  einer  jeden  Nummer  in  latei- 
nischer Sprache ,  fast  durchgehends  wörtlich  übereinstimmend  mit  dem  Texte 
der  Baseler  Handschrift  **);  fügt  sofort  eine  deutsche  Üebersetzung  des  be- 
treffenden Lehrsatzes  bei  und  wählt  das  bei  Jordanus  stehende  Beispiel, 
um  dieses  dann  mit  Hülfe  der  cossischen  Bezeichnungen  und  Begehi  zu 
lösen. 

Leider  reicht  Biese's  Bearbeitung  nicht  weiter  als  bis  Nr.  33  onseres 
Textes,  doch  so^  dass  die  letzten  drei  Nummern  schon  durch  1,  2,  3  be- 
zeichnet sind ,  was  also  eine  Bestätigung  ist  dessen ,  was  ich  oben  Aber 
die  Ausdehnung  des  ersten  Buches  angegeben  habe.  Eine  weitere  Be- 
stätigung liegt  auch  in  den  Worten  Biese's,  mit  welchen  er  zu  der  ge- 
nannten neuen  Nummer  1  übergeht:  „Volget  also  der  ander  tractat  von 
den  proportionibus". 

Zum   Schlüsse  habe  ich   noch   beizufügen,   dass   mir  beim  Lesen  des 


♦)  Vgl.  übrigens  die  in  ^*  93  sich  findende  Verweisung:  „ .  . . .  Becundum 
operaciooem  decime  presentis  . .  /'  Dieselbe  scheint  ebenfalls  für  ein  „Vierte» 
Buch"  zu  sprechen,  kann  sich  aber  doch  wohl  nur  auf  §  90  beziehen;  wie  aber 
dann  die  Numerirung  gemacht  werden  muss,  weiss  ich  nicht  —  es  sei  denn,  dsisä 
man  eine  Auslassung  von  (5)  Paragraphen  anzunehmen  hätte. 

•*)  Die  Biese^Bchen  Nunamem  1  —  16,  18-20,  23,  25,  26,  30  entsprechen  bexug- 
lieh  den  Nummern  1—16,  17—19,  23,  24,  25,  29  bei  Jordanus;  seine  Nummern 
21,  22,  28,  29  hat  Kiese  vereinfacht  abgeleitet  aus  22,  23,  27,  21  unseres  Textes 
von  Jordanus,  als  Nr.  27  hat  er  eine  unbestimmte  Aufgabe  aufgenommen,  nnd 
auch  seine  überaus  einfache  Nummer  17  hat  Riese  eingeschaltet 
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Baseler  Manuscriptes  mein  gelehrter  Freund  und  ausgezeicbneter  Hand- 
scfarütenkenner^  Herr  Hof-  und  Landesbibliothekar  Dr.  Holder  in  Karlsruhe, 
behfllflich  war,  dass  er  insbesondere  das  Alter  der  Handschrift  bestimmte 
und  mit  mir  die  Collation  meiner  Abschrift  derselben  vornahm.  Ich  sage 
ihm  dafdr  auch  hier  meinen  herzlichen  Dank. 


Jordanus  De  numeris  datis. 


/ol.l98r 


1)  Numerus  datus  est  cuius  quantitas  nota  est,  §.  Numerus  ad  cdium 
Mus  est  cum  ipskts  ad  älum  est  praporcio  data,  §.  Data  est  a^Uem  pro- 
porcio  cum  ipsius  denominacio  est  cognita,  §.  Si  numerus  datus  in  duo 
äuidatur  quorum  differenda  data  est  utrumque  ecrum  datum,  §.  Quia  enim 
minor  proporcio  et  di£ferencia  faciunt  maiorem  tunc  minor  porcio  cum  5 
sibi  equali  et  cum  differencia  facit  totum  sublata  ergo  differencia  de  toto 
remanebit  Duplum  minoris  datum  quo  diuiso  erit  minor  porcio  data  est  et 
maior.  §.  Uerbi  gracia  .  X  .  diuidatur  .  in  duo  quorum  di£ferencia  duo  que 
si  aoferatur  de  .  X  .  relinquentur  octo  cuius  medietas  est  quatuor  et  ipse 
est  minor  porcio  altera  sex.  lo 

2)  Si  numerus  datus  diuidatur  .  per  quocUibet  quorum  continuc  differencie 
date  fuer'mt  quodlihet  eorum  datum  erU.  §.  Datus  numerus  sit .  a  .  qui  diui- 
datur in  .  b  .  c  .  d  .  e  .  sit  que  e  minimus  et  quisque  eorum  continue  sit 
diffinrencie  date  singulorum  ad  c  .  date  erunt  differencie  .  sit  igitur  .  f .  diffe- 
rencia .b.ad.e.et.g.h.  differencie  .  c .  ad .  e  .  et.  d  .  ad  .  e  .  et  quia .  e .  cum  15 
singulis  illorum  facit  singula  istorum  .  manifestum  est  quod  triplum  e  .  cum  . 

f .  g  .  h  .  facit  illos  tres  .  Quadruplum  ergo  .  e  .  cum  f .  g  .  h  .  facit .  a  .  sin- 
gulis iis  ergo  demtis  de  .  a  .  remanebit  quadruplum  .  e  .  datum  .  quare  .  e  . 
datum  erit  et  per  addicionem  differenciarum  erunt  reliqua  data.  §  hoc  opus 
est  .  uerbi  gracia  .  XL  diuidantur  per  111  quorum  per  .  ordinem  differencie  su 
sint  nU  .  UI .  duo.  Differencia  ergo  primi  ad  ultimum  .  IK  .  et  secundi  ad 
illom  .  Y  .  et  tercij  ad  eum  duo  que  simul  faciunt .  XYI .  quibus  demptis  de  . 
XL  .  remanebunt .  XXIIH  .  quorum  quarta  pars  .  VI  .  et  hoc  erit  minimus 
IUI .  additis  .  a  .  IX  .  V  .  et  duobus  prouenient  ceteri  tres  .  VIII  ,  XI .  XV. 

3)  Dato  numero  per  duo  diuiso  si  quod  ex  ductu  unius  in  aUerum  pro-  25 
ducüur  datwm  fuerit  et  utrumque  eorum  datum .  esse  necesse  est,  §  Sit  nu- 
merus a  b  c  .  diuisus  a  b  et .  c  .  atque  ex  .  a .  b  .  in .  c .  fiat  d  .  datus  itemque 
ex  a  b  c  in  se  fiat  e  sumatur  itaque  quadruplum  .  d  .  qui  sit .  f .  quo  de  e  (sub- 
lato?)  remaneat  g  .  et  ipse  erit  quadratum  differencie  a  b  ad  .  c .  extrahatur  ergo 
radix  ergo  et  sit  b  .  eritque  b  .  differencia  a  b  .  ad  c  .  tum  quod  sit  b  c  so 
datum  erit  et  c  et  a  b  datum.  §  Huius  opera  facile  .  constabit  huius  modi 
nerbi  gracia  sit  X  .  diuisus  in  numeros  duos  atque  ex  ductu  unius  eorum 

in  alium  fiat .  XXI  .  cuius  quadruplum  et  ipsum  est .  LXXXIIII .  tollatur  de 


Digitized  by 


Google 


J 


-     136     - 

quadrato  .  X  .  hoc  est  C  .  et  remanent  .  XVI  .  cuius  radix  extrahatur  que  erit 
quatuor  et   ipse  est  differencia  ipsa  toUator  de  .  X  .  et  reliquam  est  VI . 
dimidietur  eritque  medietas  .  m  et  ipse  est  minor  porcio  et  maior .  VIL 
4)  Si  numerus  datits  fuerit  in  duo  diuisus   quorum  quadraia  pariier 

5  accepta  sint  data  erU  utrumquc  dutum  modo  premisso.  §  Si  enim  g  .  s  .  (?)  qua- 
drata  coniunta  fuerit  notus  erit  et  e  .  subtrahendo  quadrata  parcium  conianrta 
de  quadrato  totius  numeri  remanebit  .  h  ,  quadratum  differencie  cuius  radii 
extracta  .  c  .  sit  .  numero  erunt  omnia  data  §  opus  idem  diuisus  quippe  sit . 
X  .  in  duo  quorum  quadrata  sint  LVIII  quo  .  c  .  (?)  remanebunt  .  XVI  radix 

10  cuius  est  IUI  et  ipse  est  differencia  porcionum  que  fient  VII  .et  HI  vt  prius. 
ö)  Si  nmnerus  in  duo  diuidatur  quorum  differencia  data,  atque  c«  duäu 
unius  in  reliquum  prouenerit  numerus  datus  numerum  quoque  dktisum  da- 
tum  esse  conueniet,     §  Maneat  superior  disposicio  et .  1  .  differencia  porci- 
onum sit  datus  (!)  et  si  hoc  .  d  .  qui  est  productus  ex  eis  .  cuius  duplum  est . 

15  e  .  sed  et  e  duplicato  addatur  .  hie  (buic?)  qui  est  quadratum  differencie  et  con- 
positus  sit  .  f  .  qui  erit  quadratus  .  a  .  b  .  c  .  datus  quare  et  a  b  c  datus  est 
§  uerbi  gracia  .  differencia  porcionum  sit  VI  .  et  ex  ipsis  proueniat  XYl . 
cuius  duplum  XXXII  illius  quoque  duplum  LXIIII  huic  addatur  .  XXXVI . 
s  .  quadratum  .  VI .  et  sicut  C  .  cuius  radix  extracta  erit  .  X  .  numerus  diuisus 

20  in  Vni  et  duo. 

6)  Si  uero  differencia  data  fuerint  et  quadrata  eorum  coniundim  data 
nmnerus  et  totus  datus  erit»  §.  Quadrata  eorum  coniuncta  erant .  g  .  qui 
sit  datus  de  quo  toUatur  .  hie  quadratus  differencie  si  hoc  datus  et  remanebit 
e  datus  qui  est  duplum  unius  in  alterum  addid  (addito)  .  e  .  ad  .  g  .  fiet  f . 

25  quadratus  diuisi  extracta  ergo  radice  f  .  erit  totus  .  a  .  b  .  c  .  datus.  §  üerbi 
gracia  .  LXVIU  sint  duo  quadrata  .  a  .  quibus  toUatur  .  XXXVI  .  qui  est  qua- 
dratus differencie  et  remanebunt  .  XXXII  .  qui  est  duplum  unius  in  alterum 
coniunctis  itaque  .  LXVIII .  et  XXXII  .  prouenient  C  .  huius  radix  est  I . 
et  ipse  erat  diuisus  in  VIII  et  duo. 

3i)  7)  Si  diuidatur  numerus  in  duo   quorum   alterum  tanium   datum .  w 

numero  dato  auicm  in  se  et  in  datum  prouenerü  numerus  datus  erit  ci 
numerus  qui  diuisus  fuerat  datus.  §  Sit  numerus  diuisus  in  a  et  b  .  sit- 
que  b  datus  atque  ex  .  a  .  in  se  et  in  .  h  .  (?)  hoc  est  in  totum  a  b  proueniat . 
d  .  qui   sit  datus    addatur  .  a  .  c  .  ad  .  a  .  b  .  et  ipse   sit  equalis   a  .  ut  sit 

35  totus  a  b  c  diuisus  in  a  b  et  c  .  qui  igitur  ex  ab  in  .  c  .  fit  .  d  .  datus  at- 
que differencia  a  b  ad  c  .  s  .  b  est  datus  erit  a  b  c  .  et  c  .  datus  similiter 
et  a  etiam  ab.  §  Hec  operacio  est  §  üerbi  gracia  sit .  VI  .  unum  diai- 
dencium  et  ex  reliquo  in  se  et  in  .  VI  .  fiant  .  XL  .  quorum  duplum  id 
est .  LXXX  .  duplicetur  et  erunt  .  CLX  .  quibus  addatur  quadratum  VI .  boc 

40  est  XXXVI  .  et  fient  .  CXCVI  .  cuius  radix  est  XIIII  de  quo  sublatis .  sex 
et  reliquo  mediato  fient  .  IUI  .  qui  est  reliquum  erit  quod  (eritque)  totus 
diuisus  .  X  .  coniunctis  IIII  et  VI.    || 
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8)  Si  nufnerus  daius  in  duo  diuidcUur  .  et  ex  dudu  tocius  et  in  differen-/ot.idQ^. 
ciam  et  minoris  diuidencium  in  se  prouenerit  numerus  datus  erit  et  utrumquc 
iüorum  datum,  §  IIa  .  enim  .  coniuncta  sunt  tamquam  quadratiim  maioris 
vnam  extracta  radice  illius  habebis  malus  diuidencium  et  ita  reliquum  § 
uerbi  gracia  diuidatnr  .  X  .  in  duo  et  ex  ductu  ipsius  in  differenciam  et  5 
mineris  porcionis  in  se  fiant .  LXIIII .  radix  cuius  est  VIII  .  qui  erit  maior 
porcio  et  duo  minor. 

9)  SI  uero  ex  ductu  tocius  in  differenciam  et  maioris  diuidencium  in  se  . 
fiat  numerus  daius  utrumque  etiam  datum  erit.    §  Esto  a  b  .  diuisus  in  a  et  in 

b .  quorum  differencia  .  c  .  atque  ex  .  a  b  .  in  c  .  fiat  .  d  .  et  ex  a  qui  est  maior  10 
in  se  fiat .  e  .  eritqve  totus  d  e  datas  est  (sed  ?)  et  •  a  .  b  .  in  se  faciat .  f .  quare 
totus  .  d  .  e  .  et  f .  datus  est .  sed  quia  a  b  c  id  est  duplus  est  a  .  erit .  d  . 
f .  qnod  fit   ex  .  a  .  b  .  in   duplum  a  .  Erit   ergo  .  d  .  f  .  quod  fit  ex  duplo 
a .  b  in  a  .  sie  igitur  .  d  e  f  .  erit  quod  proiienit  ex  a  in  se  et  in  duplum  . 
a.b.  cumque  d  .  e  .  f .  sie  datum  est  et   duplum  .a.b.  erit  et  .  a  datus  15 
et  ideo  .  b.    §.  Uerbi  gracia  .  X  in  differenciam  porcionum  .  et  maior  porcio 
in  86  faciant  .  L7I  .  quibus  iungantur  .  C  .  et  erunt  .  CLVI  .  quorum  duplum 
hoc  est  CCC  .  Xn  .  duplicetur  et  fient  .  D  .  CXXIIII  .  quibus  addatur  quadra- 
tum  .  XX  .  qui  est  duplum  .  X  .  et  fient .  M  .  CC  .  XXIIII .  (MXXim)  huius  radix 
XXXII  .  de   quo  tollatur  .  XX  .  et  remanebunt  .  XII .  cuius   dimidium   est  .  so    • 
VI .  et  ipse  est  maior  porcionum  .  et  reliqua  est .  IIII  . 

10)  Qttod  si  quüdrata  diuidencium  amho  cum  eo  quod  ex  toto  in  differen- 
ciam fecerint  numerum  datum  quemlihct  eorum  datum  esse  necesse  esse  (!)  est, 
§  Omnia  .  enim  hec  sunt  tamquam  duplum  quadrati  maioris  diuidcntis  .  dimi- 
dietur  itaque  et  dimidii  extrahatur .  radix  et  habebitur  .  maior  porcio.  §  Uerbi  fö 
gi-acia  diuiso  .  X  .  quadrata  porcionum  et  quod  fit  .  ex  .  X  .  in  eorum  dif- 
fciam  .  omnie  sunt .  XCVIII .  cuius  medietas  est .  XLIX  .  cuius  radix  e&k  Vit . 

et  ipse  est  maius  diuidens  minor  uero  est  III  . 

11)  Si  item  qui  ß  ex  toto  in  differenciam  cum  eo  qui  ex  uno  diuidencium 

in  reliquum  producitur  fuerit  datum  orunt  singula  eorum  data,     §  Cum  sit  so 
autem    totum    ex    differencia  et    duplo   minoris  diuidencium    conpositum  . 
tantum  erit  totum  in  se  quantum  seaüm  (totum?)  in  differenciam  et  minor 
porcio  hiis  in  ipsum  (??)  sed  (nam?)  minor  in  totum  tantum  est  qiiantum 
in  maiorem  et  in  se  .  est  (si?)  ergo  quod  fit  ex  toto  in  differenciam  cum  eo 
([uod  ex  minore   diuidencium   in  reliquum  toUantur  (tollatur)  de  quadrato  35 
tocius  remanebit  .  quod  fit  ex  minore  in  se  et  in  totum  datum  sie  ergo  ex 
premissis  et  ipsum  datum  erit  et  reliquum  §.  Operis  execucio  Uerbi  gracia  . 
quod  fit  ex  .  X  .  in  differenciam  cum   eo   quod   ex   uno   diuidencium   in  al- 
terurn  faciat  .  LXXXIX  .  quo   sublato    de   C  .  remanent  XI  cuius   duplum 
duplicetur  .  et  fiet  ^lUI   que   cum  .  C  .  sunt  C  .  et  XLIIII  quorum  radix  4o 
est  xn  huius  ad  X  differencia  est  duo  quorum  medietas  est  unum  et  ipse 
minus  diuidens  et  maius  .  IX  . 
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12)  81  numero  dato  ;per  duo  diuiso  qtiadrata  ipsorum  cum  quadrato  dif- 
ferencie  fuerint  data  tUrumque  eorum  datum  erU.  §  Detractis  siquidem  omnibuB 
hijs  de  quadrato  .  tocius  remanebit  minus  duplo  unius  in  altemm  .  quantom 
est  quadratum  .  differencie  (.)  quare  minus  duobus  quadratis  diuidenciom  .  du- 

5  plo  eiusdem  quadrati  minus  ergo  toto  detracto  eius  triplo  .  Cum  ergo  ipeiun 
residuum  de  detracto  sublatum  faerit  reliqui  sumatur  .  terda  caius  radix 
erit  differencia  et  data  .  omnia  ergo  data  §  üerbi  gracia  diuiso  .  X  .  in  dao 
sint  quadrata  eorum  cum  quadrato  differencie  LYI .  qui  tollatnr  de  C .  et 
remanebunt  XLIIII  .  et  hie  auferatur  .  de  LVI  et  relinquntur  .  XII  quormn 

10  tercia  est .  IIII  .  Huius  radix  est  duo  et  ipse  est  differencia  porcionum  Maior 
itaque  erit  .  VI  .  et  minor  IIII . 

13)  Qui  uero  qui  fit  ex  ductu  äUerius  in  aUerum  cum  quadrato  diffe- 
rencie fu€rit  datum  datum  erü  et  utrumque  ipsorum.  §  Totum  daplicetnr  et 
fient  tamquam   duo   quadrata   et   quadratum   differencie   que   quoniam  data 

15  sunt  data  sunt  etiam  et  que  proponuntur  (queruntur?)  .  §  Uerbi  gracia. 
ductum  vnius  in  alterimi  cum  quadrato  differencie  sunt  XXVIII  .  que  du- 
plata  faciunt .  LVI  .  que  sunt  quadrata  ut  supra  et  eodem  modo. 

14)  Si  numerus  datus  in  duo  diuidatur  .  ä  quadrato  minoris  de  qua- 
drato  maioris  detracto  reliquum  datum  fuerit   erunt  et  ipsa   data.    §  Dlo 

iQ  enim  detracto  de  quadrato  .  tocius  relinquitnr  (duplum?)  quadratum  minoiis 
b  et  quod  fit  ex  ipso  in  reliquum  .  b  .  (  .  a  .  ?)  si  ipsum  igitur  dimidietor 
proueniet  medietas  .  quadratum  minoris  semel  et  quod  fit  ex  ipso  in  maias . 
et    hoc  tantum  est   quantum    si  ducatur  .  totum   in  minorem  porcionem . 

o 

Diuidatur  ergo  porcionum  (?  medietas  ?)  et  exibit  minus  diuidencium  .  §  Mo- 
35  dus  operis  uerbi  gracia  diuisus  sit  iterum  .  X  .  in  duo  et  quadrato  minoris . 
detracio  de  quadrato  minoris  (maioris)  reliquuntur  .  LXXX  .  quod  minuit . 
XX  .  de  G  .  cuins  medietas  est  .  X  .  quo  diuiso  per  X  .  exit  vnum  et  ipsum 
est  minus  diuidencium  et  IX  .  raaius  diuidencium  VII  et  DI.  („VE  et  IIl.'^ 
gehört  an  das  Ende  von  Nr.  15  verschoben). 

30  15)  Nuinero  dato  per  duo  diuiso  quadratis  eorumdem  differenda  addiia 

si  numerum  datum  fecerit  singula  eorum  data  enmt,  §  numero  de  quadrato 
tocius  si  detractum  fuerit  manifestum  est  reliqui  minus  detracto  quantum 
est  differencia  bis  cum  quadrato  ipsius  hoc  est  quod  fit  ex  ipso  in  se  et  in 
binarium  qui  est  datus  quare  et  differencia  data  erit  .  §  Uerbi  gracia  diuisus 

35  sit  iterum  .  X  .  per  duo  quorum  quadratis  addita  differencia  fiant  LXII  ists 
toUantur  de  .  C  .  remanebunt .  CCCVIII  (XXXVDI)  .  he  si  auferantur  de 
LXII .  relinquentur  XXTTTI  qui  fit  ex  ductu  differencie  in  se  et  in  binarinm  . 
huius  ergo  dupletur  duplum  et  fient  XCVI  quibus  addantur  .  Dil  quod  est 
quadratum  binarii  et  fient .  C  •  huius  radix  est  .  X  .  de  quo  subtractis   duo- 

40  bus  reliqui  dimidium  hie  Ell  erit  differencia  sunt  ergo  (VII .  et  IQ). 
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16)  Quod  si  addUa  eadem  diffefencia  ei  quod  fit  ex  vno  in  reliquum 
fuerü  totum  datum  .  datum  erit  singulum  eorum.  §  Sit  ab  numerus  di- 
uisos  et  quod  fit  ex  a  in  b  addita  differencia  sit  c  et  ipsum  duplicatum  sit 
d  .  quadratnm  autem  tocius  sit  est  (e)  de  quo  detracto  .  d  .  remaneat .  f 
qai  si  fuerit  minor  .  d  videatur  quanto  quia  si  minor  .  differencia  (differen-  0 
cie?)  emnt  duo  si  tribus  differencia  erit  III  uel  vnum  est  hoc  deteriori  (?) 

non 

non  uero  preter  si  equalis  fuerit  d  et  f .  differencia  erit  |IIII  si  uero  f .  ex- 
cedat  d  uideatur  quanto  sit  que  g.  quod  fit  ex  ductu  illius  quod  differencia 
excedt  duplum  binarii  in   se  et   in  illud  .  duplum   quare   et  ipsum   datum 
erit  et  tota   differencia   a  .  ad  b  data  .  §  hoc  opus  est  buius  uerbi  gracia  10 
diuidatur  .  IX  .  in  duo    et   ex  ductu  vnius  in  alterum  .  addita    differencia 
fiant  .  XXI  .  cuius    duplum    quod    est   XLII  tollatur   de  .  LXXXI  .  et  re- 
manebt .  XXXIX  .  que  minuunt .  III  .  de  .  XLII .  potest  ergo  esse  differencia  . 
I  et  III  et  utrumque  contingit  vnnm  erit  et   diuisus  fuerit .  IX  .  in  .  V  . 
et  mi  .  et .  V  .  in  IIII  addito  vno  et  faciunt  XXI  .  Tria  ||  erunt  diuiso  ./oi.m\ 
IX  .  in  .  VI  .  et  in  et  si  hoc  III  in  .  VI  additis   tribus  facient .  XXI .  In  16 
hoc  error  incidit.    Item  diuiso  IX  proueniant  .  XIX  .  cuius  duplum  XXXVIII . 
hie  si  auferatnr   de  LXXXI    relinquentur  .  Xlilll  qui  illum  .  excidit .  V  . 
haius  duplum  duplicetur  et  fient .  D  .  X  .  (XX)  huic  quadratum  additur  IIII 
qai  est  duplum  duorum  et  erunt  XXXVI  .  cuius  radix  .  VI  .  de  quo  actrato  so 
(detracto)IIU  reliqui   dimidium    erit  vnum  et  hie  cum  IUI  .  facit .  V  .  et 
ipse  est  est  differencia  porcionum  que  sunt  .  VII  .  et  duo. 

17)  Dato  numero  in  duo  diuiso  d  qui  fit  ex  uno  in  rdiquum  per  dif- 
ferenäam  diuidcUur  et  quod  exigerit  fuerü  datum  erit  et  utrumque  diuidencium 
datum.  §  Quia  enim  quod  fit  ex  yno  in  reliquum  quater  continue  in  qua-  »5 
drato  tocius  cum  quadrato  differencie  erit  ut  differencia  ducta  in  se  et  in 
qaadruplum  dati  numeri  qui  exigeatur  faciat  quadratum  numeri  diuisi 
data  ergo  erit  et  differencia.  §  uerbi  gracia  diuidatur  .  X  .  in  duo  et  quod 
fit  ex  vno  in  reliquum  diuiso  per  dffciam  exeat .  XII  .  huius  quadruplum 
est  XLVin  dupli  igitur .  C  .  sumatur  .  duplum  huic  addatur  quadratum  .  so 
XLVm  quod  est .  n  .  CCCxmi  (n  .  CCCmi)  et  fient  .  II .  DCC  .  xim 
(n  .  DCC  .  im)  .  cuius  radix  est  LII  de  quo  subtracto  XL VIII  reliqui  me- 
dietas  est  duo  et  ipse  est  differencia  porcionum. 

18)  81  uero  quadrata  eorundetn  coniunda  per  differendam  dinidontur  et 
quod  exigerit  fuerü  datum  et  eorum  quodlibet  datum  erü.    Sit  datus  numerus  35 
a  b  diuisus  in  a  et  in  b  quorum  quadrata  sint .  c  .  et  differencia  eorum  .  d  . 
cuius  quadratum   est  et  quadratum  e  et  f  sunt  duplum  .  c  .  erit  ut  d  .  in 

h  .  1 .  faciat  e  .  f  .  sit  a  .  1  equale  d  .  et  quia  1  in   se  faciat  .  e  esse  .  1  . 
in .  h  .  faciat  f  qui  est  notns  et  quia  h  1  est  notus  erit  et  1 .  et  h  datus 
sit  que  .  d  .  et  omnis  §  uerbi  gracia  diuisus  sit  .  X  .  in  duo  quorum  qua-  40 
drata  diuisa  per  differenciam  reddant  XXVI  .  cuius  duplum  est  LII   huius 
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quadratum  IIDCC  .  et  Uli  ab  faoc  tollatar  .  C .  quater  et  remanebt  IICCCIIU  . 
cuius  radix  est  XLVU  (m)  hie  detrahatur  a  .  LH  .  et  reliqui  medieUs 
que  est  dao  est  differencia  porcionum. 

19)  SI  numerus  dolus  in  duo  diuidatur  .  unoque  eorum  per  rdiguum . 
5  diuiso  exigerit  numerus  datus  et  ipsa  data  esse  ostendetur.   §  Diuidatur  a  per 

b  et  exeat .  c  .  datum  cui  addito  yho  fiat  .  d  .  et  quia  .  b  .  in  c  faciat  a . 
et  c  in  .  d  .  faciat  a  b  .  Diuidatur  ergo  a  b  per  d  .  et  exibit .  b  .  §  oerbi 
gracia  .  diuidatur  .  X  in  duo  et  vno  diuiso  per  reliquum  fiat  IUI  cui  addito 
vno  fient  .  V  .  per  quod  diuisus  .  X  .  faciet  duo  qui  est  porcio. 

20)  Quod  si  utrumque  per  reliquum  diuidatur  et  que  exierint  coniunda 
10  däi  quid  feceritU  erunt  et  ipsa  si  hoc  (!)  data.    §  Diuidatur  a  per  .  b  .  et  exeat . 

c  .  et  b  .  per  a  .  et  prodeat  d  .  singule  etiam  vnitates  addantur  (ad?)  .  c  .  et  d  . 
et  fiant  e  et  f  .  et  atque  ex  .  a  .  in  .  b  .  fiat  .  g  .  quia  igitur  .  a  .  in  .  f . 
facit  .a.b.  atque  .  b  .  in  e  facit  a  .  b  .  et   eht  e  .  ad  .  f  .  sicut .  a  .  ad  .  b . 

imi 

quare  ef  ad  f  sicut  ab  .  ad  b  .  et  per  unitatim  (uicissitudinem?)  ab  adef* 
15  sicut .  b  .  ad  .  f  .  et  quia  a  in  .  b  .  et  in  f  facit  g  et  a  .  b  .  erit  .  g  .  ad  a . 
b  .  sicut  b .  ad  .  f  .  quare  g  .  ad  a.b.  sicut  a  b  .  ad  .  e  f  Quadratum  igitar . 
a  b  .  diuidatur  per  e  f .  quod  est  datum  et  exibit  g  datum  erit  ergo  et  a 
et  b  .  datum  §  Opus  ergo  bene  §  uerbi  gracia  .  diuidatur  .  X  .  in  duo  qno- 
rum  utrumque  per  reliquum  diuidatur  .  et  quod  exigit  totum  sit  duo  et 
so  sexta  quibus  addatur  duo  et  fient*  IUI  et  sexta  per  quod  diuidatur  .  C  .  et 
exibunt  XXIIII  et  ipsum  fit  ex  vna  porcione  in  reliquum  quater  ergo  ut 
solet  detrahatur  .  de  .  C  .  et  remanebt  Uli  cuius  radix  est  duo  et  ipse  est 
differencia  diuidencium  que  sunt .  VI  .  et  IUI . 

21)  Dato  numero  in  duo  diuiso  si/Cper?)  utrumque  eorum  quüihet  numerus 
25  diuidatur  .  et  que  exigerint  fecerint  numerum   datum  eorum  quodlihä  datum 

erit,  §  c  numerus  datus  per  a  et  b  diuidatur  .  et  exegat  (1)  coniunctim  .  d . 
e  datum  Iterum  que  .  c  .  per  a  b  diuisus  reddat  .  f .  et  quia  quod  fit  ex . 
f .  in  quadratum  a  b  quod  facit  .  g  .  est  quantum  quod  fit  ex  .  d  e  .  in  pro- 
ductum  ex  .  a  .  b  .  quod  .  sit  .  h  .  itemque   quod   fit  ex  f  in  g  est  quantum 

30  quod  est  ex  a  .  b  .  in  .  c  .  ideo  ducatur  .  a  .  b  .  in  .  c  .  et  productnm  dioi- 
datur  per  d  .  e  .  et  exibit  .  h  .  datum  quare  a  et  b  datum  erit  §  uerbi  gracia 
diuiso  .  X  .  in  duo  per  utrumque  diuidatur  .  XL  .  et  exeat .  XXV  .  ducatur . 
a  .  (autem?)  X  .  in  .  XL  .  et  productum  diuidatur  .  per  XXV  .  et .  exibit . 
XVI  et  ipse  fiet  ex  vno  diuidencium  in  reliquum • 

35  22)  Si  uero  ex  ductu  wnius  in  reliquum  prouenerU  aliquod  datum  utrum- 

que eorum  datum  esse  conueniet,  Fiat  enim  .  f  .  ex  d  in  e  atque  ex  .  a  .  in  . 
b  .  fiat  h  .  quia  igitur  ex  h  in  b  .  et  .  d  .  fiunt  .  h  (a !)  .  et  o  .  erit .  c  .  ad . 
h  .  sicut  d  a  (ad)  b  Itemque  quia  ex  .  e  •  in  .  b  .  et  d  .  fiunt  c  |.  et  f  .  erit  f 
ad  c  .  sicut  d  ad  .  b  .  et  sicut  c  .  ad  .  h  .  si  ergo  quod  fit  ex  .  c  .  in  se  diui- 

40  datur  .  per  f  exibit  h   §  uerbi  gracia  diuiso  .  X  .  L  .  per  porciones  X  .  et 
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vüo  in  aliud  dnctu  fiant .  C  .  per  quod  si  diuidatur  .  quod  fifc  ex  .  X  .  L  .  in 
se  ezibit .  XVI  nt  prius. 

23)  Quod  si  ummi  eorum  per  reliquum  diuidatur  .  et  quod  prof*enerit 
datttm  fuerit  sinffuhim  eorum  datum  erit.  §  Esto  ut  prius  quod  cum  (c)  diui- 
datur .  per  a  .  et  .  b  .  et  proueniant  d  .  e  .  atque  d  .  diuidatur  per  .  e  .  et  5 
ezeat .  f  .  datum  et  qaia  .  quod  facit  ex  a  .  in  .  d  .  est  quantum  quod  ex  b  . 
in .  e .  8  (siue) .  c  .  erit  a  .  ad  •  b  .  sicut  e  .  ad  .  d  .  Diuiso  ergo  .  d  .  per  e  tan- 
tum  erit .  §  quantum  si  .  b  .  diuidatur  per  a  .  quod  c  datum  sit  palam  quia 
(quod)  omnia  data  esse  constat  §  uerbi  gracia  diuiso  .  X  .  in  duo  per  utrum- 
que  diuidatur  .  XL  .  et  eorum  quod  exigerint  vno  diuiso  per  alterum  exeat  .  lo 
quarta  erunt  ergo  porciones  .  X  .  duo  et  Vlll  . 

24)  Numero  dato  per  duo  diuiso  si  alterum  per  aUerum  diuidatur  et 
üBkus  quod  exierit  qucialihet  pars  diuiso  addatur  ut  totum  datum  sit  lärutnque 
eorum  datum  erit, 

Diuidatur  .  a  .  per  .  b  .  et  quod   exierit  sit  c  .  cuius  medietas  (d)  adda-  ii> 
tor  .  a  .  ut  fiat  a  d  ^  datum  perpende  igltur  utrum  sit  maius  .  a  b  .  an  .  ad  . 
sit  que  ut  a  b  .  et  maiori  super  addatur  tota  pars  ynius  quota  pars  .  || 

c  additur  .  a  .  ut  a  .  b  e  .  sit  quod  .  e  .  dimidium  unius  quia  igitur  d  ./oluo^. 
in  b  .  bis  &cit  a  .  et  in  e  bis  facit  d  precipuum  erit  ut  in  e  b  .  bis  ductum 
faciat  totum  .  a  .  d  .  proposito  ergo  quod  g  .  sit  differencia  .  a  .  b  .  e  super  a  .  20 
d  .  itaque  d  bis  in  se  et  in  g  facit  .  ad  .  semel  ergo  ductum  in  se  et  in  g 
faciet  dimidium  ad  .  et  ita  si  hoc  dca  .  erit  vo  (omnia  erunt  nota  .  )  si  uero 
a  d  .  et  a  b  .  sunt  equalia  erit  ut  .  b  .  in  se  et  in  dimidium  ynius  quod  est . 
e .  faciat  dimidium  .  a  d  .  et  sie  eadem  racio  erit  §  sed  hoc  etiam  et  opus 
triplex  contingt  uerbi  gracia  diuiso  X  .  in  duo  ponatur  .  alterum  per  alterum  35 
diuidi  et  medietas  eins  quod   prodierit   addatur  .  diuiso  ut   si  (sie?)  totum 

OT 

IIU  .  et  tercia  cuius  ad  X  .  et  dimidium  differencia  est .  VI  .  et  sexta  .  Itaque 

or 

IUI  et  tercia  dimidiet  (dimidietur)  et  dimidium  ut  solet  quadruplicetur  .  cui 
addatur  .  quod  facit .  ex  sex   et  sexta  in  se  et  erit  46*)  et  due   tercie  et 

XXXYI  cuius  radix  est  |  VI .  et  due  tercie  et  sexta  ad  (ab)  hoc  toUantur  .  w 

VI .  et  sex  et  relinquentur  .  due  tercie  cuius  dimidium  tercia  est  qua  sublata 

'  or  .  ^ 

Iin  et  tertia  .  remanebt  Uli  et  ipse  est  altera  porcionum. 

25)  Dato  numero  in  duo  diuiso  et  aUero  diuidencium  per  datum  numerum 
muUipUcato  produdoque  per  atterum  diuiso  si  eius  quod  exigerit  quotacumque 
pars  prodttdo  addita  totum  fecerit .  doifa  singula  esse  necesse  est.     §  Vt  si  35 
a  per  .  c  .  datum  numerum  multiplicetur  .  et  proueniat  d  qui  diuidatur  per  . 


*)  Die  Handschrift  bietet  hier  zwei  Zahlzeichen,  welche  46  bedeuten  solleu; 
das  eine  derselben  (4)  stimmt  auch  in  der  That  mit  der  sonst  aus  dem  14.  Jahr- 
hundert überlieferten  Form  überein,  das  ^ndere  (6}  weniger. 
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b  .  et  exeat .  e  .  cuius  pars  qaotalibet  sit .  f .  que  addatur  .  d  .  ut  fiat  d  . 
f  .  numeras  datus  qui  totus  ditddatur  .  per  c  et .  prodeat  g  .  h  .  sicque  g 
equalis  .  a  .  erit  que  .  h  .  qui  multiplicatus  per  c  .  faciat .  f  .  et  quia  c  ad  .  b  . 
sicat  est  [c]  ad  a  et  quia  .  c  .  in  .  h  .  facit .  f .  erit  ut .  b  .  in  .  h  .  faciat  tofam 
5  partem  a  et  quia  totum  g  h  .  datum  erit  et .  a  h  .  et  ob  hoc  et  a  et  b . 
datum  §  uerbi  gracia  diuidatur  .  X  .  in  duo  quorum  altemm  per  V  .  multiplice- 
tur  .  et  producto  per  reliquiun  diuiso  medietas  eius  quod  exigitur  eidem  pro- 
ducto  addatur  .  ut  sit  totum  L  .  quod  diuidatur  .  per  .  V  .  et  ezibunt .  X  . 
restatque  nunc  opus  premisse  ubi  incidt  equalitas  (.)  medietas  itaque .  X . 
10  quadruplicetur  et  fiet  .  XX  .  cui  addatur  quadratum  .  dimidii   hoc  est  qnarta 

.or 

et  erunt  .  XX  .  et  quarta  cuius  radix  est  IIII .  et  medietas  unius  de  quo 
sublato  .  dimidio  et  reliquo  mediato  .  exibunt  duo  et  ipse  est  vnam  dioi* 
dencium  . 

26)  SI  numerus  datus  in  duo  diuidatur  .  que  per  singulos  datos  numeros 
15  diuidantur  et  que  proue9ieri{n)t .  coniunda  datum  numerum  constüuant  quem- 

Übet  eorum  datum  esse  conueniet  .  §  A  per  c  .  et  b  .  per  d  datos  numeros 
diuidantur  et  exigant .  e  .  et  f  .  sitque  e  f  .  datum  maior  aut  minor  c  .  et 
d  .  sie  c  .  cuius  ad  .  d  .  differencia  sit  g  ducatur  .  ita  que  d  in  e  f .  et  fiet  . 
.  .  .  ut  enim  .  sit  equalis  h  [b]  est  quo  in  minus  est  .  a  .  fit  1  (ducatur  itaque 

90  d  in  ef  et  fiat  productum  eorum  equale  .  h  .  et  id  quo  .  h  .  minus  est .  a  b  . 
sit  .  1  .  ?)  .  diuidatur  .  que  .  1  .  per  g  .  et  exibit  .  e  datum  quare  et  a .  et  b 
data  .  §  uerbi  gracia  ut  solet  .  X  .  in  duo  secetur  .  quorum  alterum  diaidatur 
per  in  et  alterum  per  duo  et  exeant  quatuor  .  in  que  ducantur  .  et  duo  et  fient 
octo  et  reliquo  (i)  duo  de  •  X  .  diuidantur  per  vnum  quod  est  differencia  triiun 

S5  ad  duo  et  erunt  duo  in  que  ducantur  .  tria  et  fient .  VI  .  que  est  vna  porcio. 

27)  SI  uero  alterum  in  alterum  ducatur  .  fuerit  que  productum  d^üum 
I  omnia  data  esse  demonstrahUur,  §  Ducatur  e  in  f  .  et  fiat  .  g  .  datum 
ducatur  que  c  in  g  et  fiat .  h  .  quod  tantum  erit  quantum  si  f  ducatur  in 
productimi  ex  .  c  •  in  e  .  hoc  est  in  a  ducatur  .  Item  .  d  .  in  h  et  producetur . 

80  1 .  quod  etiam  tantum  erit  quantum  si  a  ducatur  .  in  productum  ex  d  .  in  f 
hoc  est  in  b  quod  cum  sit  datum  erit  et  a  et  b  datum  .  §  uerbi  gracia  diuiso 

or 

ergo  .  X  •  in  duo  unum  quod  per  Uli  alterum  per  duo  parciatur  .  et  quod 
exierit  unum  ductum^  in  alterum  .  faciat  duo  '  que  duo  multiplioentur . 
per  IIII  et  productum  per  duo  et  exibunt  .  XVI  .  et  ipse  erit  qui  fit 
35  ex  ductu  .  vnius  diuidencium  in  reliquum  .  que  ex  hinc  constabit  tsse 
VIII  et  duo. 

28)  Diuidatur  aUerum  per  alterum  .  tunc  si  exierit  qui  dat  amma  data 
esse  consequetur,  Diuidatur  .  e  .  per  f  et  exeat .  h  .  datum  diuidatur  item  . 
h  .  per  d  et  prodeat  k  multiplicetur  per  c  .  et  .  fiet .  1  .  quia  .  igitur  .  f  in 

40  h  .  fact .  e  etiam  .  b  in  .  k  .  faciet  .^ .  et  sit  b :  in  .  1  .  producet .  a .  si .  eigo  . 
a  .  diuidatur  per   b  .  exibit .  1  •  quod  .  c  .  sie  datum   erit  .  a  .  et .  b  .  data 
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§  oerbi  gracia  .  X  .  diuidatur  .  in  duo  et  quarta  vnias  diuidatur  per  dimidium 
alterios  et  exeat  tercia  .  ciiius  dimidium  quadruplicetur  exibit  quod  dae 
tercia  diaidatur  .  ergo  ut  solet .  X  .  per  vniim  et  duas  tercias  et  prooenient . 
VI .  et  ipse  est  vna  porcio  .  X  . 

29)  SI  numerus  dolus  in  duo  diuidatur  .  atque  quod  fit  ex  ioto  in  al-  5 
terum  equale  sit  quadrato  alterius  erit  utrumque,  datum  ad  proximum.    §  Sic 
vt  ex  a  b  .  in  .  b  .  sie  (sit)  quantum  ex  a  .  in  se  et  quia  quod  ex  .  a  b  in  se 
est  quantum   quod  ex  .  a  .  b  .  in  a  .  et  in  .  b  .  erit  et  quantum   quod  ex  . 

a .  in  se  et  in  .  a  .  b  cumque  sit .  a  .  b  .  datum  et  a  .  et  .  b  .  datum  .  §  uerbi 
gracia  .  X  .  diuidatur  in  duo  .  ita  quod  .  X  •  in  alterum  si  (sit)  quantum  lo 
reliquum  in  se  atque  .  X  .  in  se  faciat  .  C  .  cuius  dupli  duplum  sumatur 
et  erunt  .  GCCC  .  buic  addatur  .  ut  solet  quadratum  .  X  .  et  erunt  .  D  . 
cuius  extrahatur  .  radix  .  ad  proximum  et  erit  .  XXII  .  et  tercia  de  quo 
toUatur  .  X  .  et  reliqui  medietas  erit  .  VI  .  et  sexta  et  ipsum  erit  maior  . 
porcionum  que  ducenda  est  in  se.  i5 

30)  Si  fuerit  IUI  numeri  proporcionales  et  tres  eorum  dati  fuerint  et 
quartus  datus  erit .  §  Facta  enim  altera  multiplicatione  idem  numerus  pro- 
ducitur .  similiter  ergo  alternatim  quoniam  duo  sunt  dati  alter  in  alterum 
ducatur  .  et  productus  per  vnum  reliquornm  qui  datus  est  diuidatur  .  et 
exibit  reliquus  datus  qui  prius  fuerat  non  datus  .  §  .  uerbi  gracia  sint  .  so 
XX  .  ad  aliquod  sicut  V  ad  IUI   quia  igitur  ducemus  est  antecedens  datus 

in  consequentem  alterius  data  .  ducatur  .  XX  .  III  (Y)  .  IIII  .  et  fient .  LXXX  . 
qui  diuidatur  per  V  .  qui  (o)  erit  consequens  .  XX  (XVI)  .  prius  non  datus. 

31)  SI  doli  numeri  ad  aliquod  fuerit  proporcio  data  .  et  iUum  datum 
esse  consequÜur  .  §  In  multiplici  proporcione  ubilibet  facile  in  alijs  qui  facile  ^-'^ 
quidem  si  consequens  datur  quoniam  ad  referuntur  partes  quas  datas  esse 
hanc  absurdum  (?).  Ipsum  ergo  multiplicabitur  .  si  necesse  fuerit  et  partes 
qaas  omnes  adiunguntur  .  et  habebitur  antecedes  si  uero  antecedes  detur.  idem 
diuidetur  per  denominacionem  et  exibit  compositus  .  Vel  aliter  sumetur  numerus 
qui  huius  partes  .  habeat  .  ponatur  .  quod  consequens  et  inuenietur  .  ante-  ^^ 
cedens  in  illa  proporcione  et  sit  premissa  operacio  §  uerbi  gracia  .  sit  nume- 
ms  qui  cum  tanto  et  iterum  tanto  atque  dimidio  et  dimidii  dimidio  faciat  . 

C  .  Diuidatur  ergo  .  C  .  per  tria  et  dimidium  ||  et  quartam  et  exibunt .  XXVI  Joi.uo" 

a 

et  due  terde  et  hoc  est  compositus  Item  est  numerus  cuius  quarta  et  .  LX 

IQl  am 

XXVI  et  due  tercie  .  sumatur  .  numerus  qui  habeat  quartam  .  LX  et  ipse  est  so 
LX  .  est  XVI  Ducatur  ergo  .  LX  .  in  XXVI  .  et  duas  tercias  et  fient .  M  . 
D  .  0  hie  diuidatur  per  XVI  .  et  exibit .  C  .  qui  est  compositus. 

32)  Si  primi  ad  secundum  fuerit  propordo  data  et  secundi  ad  primum  . 
pr(^orcio  data  erit.  §  Diuidatur  .  enim  vnum  per  denominaciones  propor- 
cionis  primi  ad  secundum  et  quod  exierit  erit  denominacio  secundi  ad  primum  4o 
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§  uerbi  gracia  primum  continet  secundum  bis  et  eius  duas  tercias  per  duo 
ergo  et  daas  tercias  diuidatur  vnum  et  exibunt  tres  octane  erit  ergo  secun- 
dus  tres  .  ociaue  primi  insuper  terciam  („insuper  terciam^'  gehOrt  an  das 
Ende  von  33). 

5  33)  Si  tocius  ad  detradum  proporcio  data  et  residui .  ad  detradum  pro- 

porcio  data  .  quod  auiem  residui  ad  detradum  dota  fuerU  proporcio  d  todus  ad 
ddradum  simüiter  data  erit.  Hoc  facile  est .  si  enim  a  proporcione  todus 
ad  detractum  .  toUatur  .  unum  remanebit .  proporcio  residui  ad  detractiun 
si   item    proporcioni  quod    est   residui    ad    detractum   addatur  .  vnum  fiel 

10  proporcio  tocius  ad  detractum  §  uerbi  gracia  .  X  continet  tria  ter  et  eomm 
terciam  itaque  .  YII .  continet  tria  bis  et  eorum  terciam  conuerso  modo  . 
VII .  continet  tria  bis  et  terciam  .  ergo  .  X  .  continet  tria  ter  .  (insuper 
terciam). 

34)  Si  tocius  ad  ddradum  fuerU  proporm  data  d  tocius  ad  resiämm 

15  erit  proporcio  data.  Si  enim  tocius  ad  detractum  fuerit  data  .  et  residui  ad 
detractum  erit  data  .  quare  detracti  ad  residuum  ergo  et  tocius  .  ad  resi- 
duum  §  .  X  .  continet  .  VI  .  et  eius  duas  tercias  Uli  et  due  tercie  .  Diuida- 
tur .  ergo  unum  per  duas  tercias  et  exibt  vnum  et  medietas  quare  .  VI . 
continet .  IIII  semel  .  et  dimidium  .  ergo  .  X  .  bis  et  dimidium  . 

20  35)  Si  numerus  datus  diuidatur  in  duo  quorum  proporcio  fuerit  dda. 

lürumque  eorum  datum  erit.  Si  enim  proporcio  vnius  ad  reliquum  data 
fuerit  et  tocius  ad  idem  data  erit  .  proporcio  Cum  ergo  totum  sit  datiun  erit 
et  illud  datum  et  ob  hoc  reliquum  .  §  uerbi  gracia  diuidatur  .  X  .  in  duo  quoruni 
vnum  quadruplum  alteri  itaque  .  X  .  erit  ei  .  quintuplum  et  ipsum  est  duo. 

25  36)  Si  primum  ad  secundum  datum  et  ad  qtwd  secundum  hahd  proporcio- 

nem  datum  (datam)  erit  datum  quod  si  ad  illud  datum  d  ad  secundum  datum  erit. 
§  Denominacio  enim  proporcionis  primi  ad  secundum .  in  denominacioneiu 
proporcionis  secundi  ad  tercium  ducatur  .  et  fiet  proporcio  primi  ad  tercium  . 
Item  proporcio  secundi  ad  tercium  diuidatur  .  proporcioni  primi  ad  terciuin  et 

so  exibit .  proporcio  primi  ad  secundum  §  uerbi  gracia  Primum  continet  secundum 
et  eius  tres  septimas  et  secundum  tercium  et  eius  duas  quintas  .  Ducatur . 
ergo  vnum  et  tres  sepÜme  in  vnum  et  duas  quintas  et  prouenient  duo  quare 
primum  .  Qst  duplum  .  tercio  .  Item  duo  diuidantur  .  per  vnum  et  duas  quintas 
et  exibunt   vnum  et  tres   septime  .  Itaque  alijs   positis  primum  continebit 

35  secundum  et  eius  tres  septimas  . 

37)  iSi  quilihd  numeri  ad  unum  proporcionem  hahuerint  datam  et  totuw 
eorum  ad  eundem  piopordonem  .  hahehit  datam,  §  Denominaciones  propor- 
cionem omnium  ad  illum  coniugantur  .  et  compositum  erit  denominacio  to- 
tius  ad  illud  §  uerbi  gracia  Primum  contineat  quartum  semel  et  terciam  se- 

40  cundum  bis  et  quartam  tercium  bis  et  dimidium  .  quod  faciunt .  VI .  et  duo- 
decim(am)  quare  primum  et  secundum  et  tercium  continebunt  quartum  et 
sexies  et  eius  diiodecimam. 
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38)  Si  unius  (unus)  numents  ad  quotUhet  proparcionem  hahuerit  datam  et 
ex  iUis  compositum  proporcionem  häbehit  datam,  Si  enim  iUe  ad  illos  et 
ipsi  ad  eum  proporcionem  habebunt  datam  quare  et  compositus  eorum  ad 
eundem  ergo  et  ipse  ad  compositum  üerbi  gracia  Sit  ut  vnum  contineat  et  eius 
duas  tercias  et  alium  et  eius  dimidium  .  Diuidatur  .  itaque  vnum  per  vnum  ^ 
et  dnas  tercias  et  exibunt  tres  quinte  et  iterum  per  vnum  et  dimidium  . 
et  exibunt  due  tercie  coniunctim   erunt  vnum   et  quinta  et  quintadecima  . 

e  e 

per  hec  diuidatur  vnum    XV  .  XIX  .   Itaque   illud  erit  .  XV  .  XIX  illorum 
coniunctorum. 

39)  SI  a  duöh\is  numeris  datis  dtw  numeri  detrahantxir  fuerüqne  de-  lo 
traäojpim  .  et  residuomm  prqporcio  .  data  non  autem  qtie  tocius  ad  tohmi  . 
erit  ä  quodtihet  eorum  datum.  §  Sint  numeri  dati  .  a  .  b  .  c  .  d  .  detracta  (i)  . 

a .  c  .  et  quia  a  .  ad  .  c  .  non  sicut  totum  .  ad  totum  .  non  erit .  a  .  ad  c  . 
sicut  d  .  ad  .  b  .  sie  igitur  .  ad  e  .  sicut  .  b  .  ad  d  .  erit  ergo  .  a  b  .  ad  .  cd  . 
sicnt .  b  .  ad  d  .  et  quia  a  b  .  datum  sunt  hoc  et  c  .  d  .  quare  et  differencia  i& 
c  .  ad  e  .  data  proporcio  data  erit  et  ad  g  (?)  .  est  g  dat  quare  et  a  (etiam) 
singula  ergo  data .  §  üerbi  gracia  sint  dati  numeri .  XX  .  et  XII  et  detractum 
XX  sit  duplum  detracta  (i)  XII  et  residuum  .  XX  .  sesqualterum  residuum 
XII  sit  autem  .  XX  .  duplum  ad  quiddam  et  ipsum  est .  X  .  cuius  differencia 
ad  .  Xn  .  est  duo  et  quia  siquid  est  sesqualterum  ad  totum  et  duplum  ad  20 
detractum  est  sescuplum  ad  reliquum  erit  residuum  .  XX  .  sescuplum  ad  duo 
erit  erit  ergo  XII  .  et  detractum  .  VIII  et  detractum  uero  .  XII  .  erit  .  IUI  . 
et  residuum  ipsius  erit  VIII  . 

40)  Si  duo  numeri  fuerint  ad  inuicem  dati .  numeroqtie  dato  ah  äUero 
detracto  aUerique  addUo  .  eittsmodi  proporcionem  hahuerint  datam  ut  prius  25 
sumpta  data  erunt  ,  §  Sint  dati  numeri  .  a  .  b  .  c  .  et  ab  .  a  .  b  detrahatur  . 

a  datus  numerus  (?)  et  c  addatur  .  d  datus  numerus  ut .  sit .  et  (a?)  b  .  ad  .  c 
.  d  .  (cd)  proporcio  data  sie  item  .  e .  ad  .  a .  sint  (sicut)  .  c  .  d  ad  .  b  .  quare  c 
.  d  .  e  .  ad  .  a  b  erit  proporcio  data  est  c  .  ad  .  a  .  b  .  proporcio  data  ergo  et 
d  .  e  .  ad  .  a  b  .  proporcio  data  .  atque  d  .  e  .  est  datus  ergo  et  a  .  b  .  c  .  dati  so 
erunt .  §  uerbi  gracia  sit  maior  minori  sesquitercius  maiorumque  detracto  . 
VII .  et  alg  addito .  VI  sit  totum  minorum  duplum  residuo  alterius  .  sit  igitur 
numerus  duplus  .  VII .  et  ipse  est  .  XIIII  .  qui  addatur  .  toti  minorum  .  et 
compositus  fiet  duplus  maiorum  additque  super  minorem  .  XX  .  et  quia  minor 
est  tres  quarte  maiorum  auferantur  .  tres  quarte  et  duobus  remanebt .  V  .  35 
quarte  .  §  Itaque  .  XX  .  continet  maiorem  semel  et  quartam  et  ipse  est  . 
XYI .  minor  itaque  erit  XII  . 

41)  Si  duohus  numeris  dati  numeri  aUematim  addantur  et  detrahantur 
et  post  mutuam  addicionem  et  detractionem  sint  super  ad  inuicem  dati  uter- 
que  erit  datus,     §  Sint  numeri   a  b  [c]  .  d  e  .  dati  quia  enim  a  .  b  c  .  est  «o 
ad  .  e  detracto   que  ab   eo  Itaque  que   dati  .  c  .  et  f  .  si    ergo  a  b  c  .  fuerit 
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foi. \M\ datuB  t  ad  .  e  .  et  d  .  et  d  .  et  e  .  et  f  ad  be  a  .  b  et  d  .  e  .  (??)  et  data  sint  a . 
et  d  dati  quia  .  enim  a  .  bc  .  est  |  est  datus  ad  e  .  detrsctoqne  ab  eo  dato 
numero  .  a  .  c  et  alteri  dato  addito  qui  est  d  .  f  .  fit  d  .  ef .  ab  datas  per 
premissam  operare(m)  .  §  uerbi  gracia  .  minori  detrahatur  .  Uli  et  alij  addiüs 
5  duobus  sit  totum  minoris  duplum  residuo  alterios  atque  minori  additis 
tribus  et  maiori  demptis  IIII  sit  totam  residuo  sesqniterciam  per  operam 
ergo  preini8se(am)  totum  minoris  erit  XVI  .  et  maioris  residuum  .  HI 
malus  et  minus  XIII  non  coequales. 

42)  Sl  a  duolms  numeris  datis  duo  wumeri  ad  inuicein  dati  detrahantur, 
10  ü  (et)  remduorum  sit  differencia  data  singulu  eorum  data  esse  necesse  est.  §  Sint 

dati  numeri  a  .  b  .  et  c  d  .  adque  (?)  ad  e  .  datus  et  differencia  b  .  ad  .  d  .  data 
que  fit  e  .  sit  que  f  differencia  quam  addit  a  b  .  super  cd  .  et  differencia  a 
et  c  .  sit  g  .  si  igitur  b  .  et  (est)  minus  d  .  atqae  e  .  maior  f  siue  minor 
que  eorum  diffcia  eorum  et  a  .  et  c  .  quod  si  b  minus  d  .  ec  .  e  .  et  f . 

15  facient  g  quare  s  per  g  .  dat  ergo  et  a  et  b  .  sitque  g  b  .  et  d  .  (Z.  13 
bis  15  =B  ??)  §  uerbi  gracia  dati  sunt .  XY  .  et  IX  .  detractum  antem  a . 
XV  .  sit  triplum  .  ad  detractum  .  de  IX  et  differencia  residui  IX  ad  resi- 
duum .  XV  .  sit  duo  que  addantur  .  super  differenciam  .  XV  .  ad  IX .  et 
fient  octo    qui  est  diffcia   detractorum    ideoque   erit  (erunt)  .  XII  .  et  IIII 

20  residua  .         III  et  V. 

43)  Si  a  duohus  numeris  datis  numeri  demantur  .  qui  sint  ad  se  dati 
et  ex  reliquo  in  reliquum  datus  numerus  .  prou^nicU  quüibet  eorum  datus 
erit  .  §  Sint  dati  numeri  a  .  b  .  d  .  e  et  a  .  ad  .  d  .  datus  et  quod  fit  ex  b . 
in  e  sit  datum  quod  fit  f .  sit  autem  sicut  a  .  ad  .  d  .  ita  .  a  .  b  c  .  ad  .  d  .  e . 

25  quare  .  b  .  c  .  ad  .  e  .  dat  e  ergo  quod  fit  ex  b  .  in  .  b  .  c  .  sit  dat  ad  f .  et 
diffcia  b  .  c  .  ad  .  b  .  que  est  e  .  sit  data  erit  et  b  .  et  bc  .  datum  et  sie 
omnia  .  § .  uerbi  gracia  .  sint  dati  XII  et .  X .  demptumqne  a .  XII .  ad  demptom 
ex  .  X  Sit  sesqualterum  et  ex  reliquo  in  in  reliquum  fiant  XXXVI.  est 
autem  .  XV  .  ad  X  .  sequalterum  et  LIIII  ad  XXXVI  sequalterum  qui .  C 

30  .  contineatnr  .  sub  duobus  numeris  quorum  differencia  III  que  est  XV  ad  XII . 
erit  vnus  IX  .  et  alter  VI  qui  est  vna  porcio  XII  .  et  alia  VI  porcioneä 
que  X  .  erunt  IIII  et  VI  .  dimidium. 

44)  Si  numerus  in  quotlibet  diuidatur  quorum  numeri  dati  et  ad  rdi- 
quorum  singula  propordonem  häbuerit  datam  .  erit  totus  numerus  datus.   §  Si 

95  enim  ad  singula  eorum  proporcionem  habuerit  datam  et  ad  conposicionem  ex 

eis  quare  et  ad  .  residuum  et  quia  illud  est  datum  erit  ipsum  totum  datam. 

§  üerbi  gracia  .  diuidatur  .  totum  in  .  IIII  .  quorum  vnum  eins  terda  alterum 

quarta  alterum  quinta  et  relinquentur.  VI  et  dimidium  est  (•)  tercia .  quarta .  et 

•  •         -^» 

quinta  .  sunt  .  XL VII  .  LX  .  erunt  ergo  VT  .  et  dimidium  XIII  .  LX  .  est  iTn. 

40  (igitur  numerus?)  XXX  .  ergo  .  XXX  .  diuisus  est  cuius  i>orciones  (X)  .  XVII 
(•tc.r) 
.  et  dimidium  sex  .  et  . 
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45)  Numero  in  quotUhd  diuiso  si  nutneri  eorum  cum  dato  numet^o 
fecerU  (fecerint)  numerum  qui  ad  Mum  sit  datus  religuis  ad  ipsvm  datas  ha- 
hentüms proporciones  ipse  numerus  datus  diuisus  datus  ervt,  §  Cum  enim  singula 
eorum  ad  diuisum  proporciones  habeant  datas  et  conpositus  ex  omnibus  ad 
enm  proporcionem  habebit  datam  quare  et  residanm  quod  est  datus  nu-  & 
merus  habebit  .  ad   eum  proporcionem    datam    quare    et   ipse    datus    erit. 

§  uerbi  gracia  .  dinidatur  numerus  in  tria  quorum  vnum  sit  tercia  alium 
quarta  reliqnum  cum  temario  sit  eius  due  tercie  quare  omnia  cum  ter- 
nario  continebunt  eum  et  eius  quartam  temarius  ergo  eius  quarta  et  ipse 
erit .  Xn.  10 

46)  Diuiso  numero  in  quoUibet  &i  eorum  quod  (?)  eum  numero  ad  totum 
Mum  fecerU  numerum  datum  et  reliqua  ad  totufn  proporciones  datas  habuerint 
ipsum  numerum  diuisum  datum  esse  conueniet.  §  Cum  enim  ad  singula 
reliquorum  proporcionem  datam  habeat .  et  adiuucta  habebit  .  et  sie  ad  prius 
sumpt  et  e  ad  ei  dadic  (?)  et  ad  conpositum  habebit  proporcionem  .  datam  i5 
quod  c.  sit  dat  et  ipsum  datum  erit .  §  uerbi  gracia  .  diuidatur  ut  priüs  in 
tria  et  vnum  sit  medietas  et  vnum   tercia  .  et  tercium  cum  eius  quarta 

faciat .  V  .  et  quia   dimidium    et  tercia   sunt  .  V  .  sexte  erit  reliquum  sex 

.  que  quoniamcum  quarta  .  facit  .  V  .  erit .  V  .  eius  quarta  et  sex  hie  est . 

y  .  xn  .  quare  ipse  est  XU.  20 

47)  Si  numerus  daius  in  quotUhet  diuidatur  que  continue  proporcionem  ha- 
buerint datam  erit  quodlihet  eorum  datum,  §  .  Diuidatur  .  LX  .  in  tria  quo- 
mm  maius  duplum  secundo  .  secundum  triplum  tercio  quare  primum  sescuplum 
tercio  quare  secundum  et  tercium  due  .  tercie  primi  .  Totum  ergo  continet 
primum  et  eius  duas  tercias  .  erit  ergo  illud  .  XXXYI  .  secundum  .  XYIII .  25 
tercium  .  VI  .  que  simnl  ÜEiciunt  .  LX.  —  §  Demonstracio  quia  .  enim  .  pri- 
mum ad  secundum  datum  et  secundum  ad  tercium  .  erit .  primum  ad  ter- 
cium datum  .  quare  simul  ad  secundum  et  tercium  .  et  ob  hoc  totum  ad  tercium 
datum  et  erit  totum  datum  .  sie  erit  etiam  et  primum  et  ideo  secundum  atque 
tercium.  30 

48)  Numero  dato  per  quotUhet  diuiso  .  si  singulis  eorum  daH  numeri 
addantur  ut  conposüorum  sie  continue  proporcio  data  (•)  erit  prius  superiorum 
diuidenmim  proporcio  simüUcr  data  et  ipsa  data.  §  Numeri  dati  additi  pariter 
.  dato  numero  diuiso  addantur  et  fiet  numerus  totus  datus  .  quod  constat 
diuisum  esse  in  numeros  ad  se  continue  .  datos  qui  constat  ex  condiuidentibus .  35 
primi  numeri  et  numeris  datis  .  quare  conpositos  illos  datos  esse  constat 
ex  quibus  si  dati  numeri  auferantur  relinquentur  poroiones  propositi  (nume)ri 
date(i)  .  §  uerbi  gracia  .  XX  •  diuidatur  in  tria  quorum  vni  addantur  .  Uli  . 
aljj  vnum  aljj  .  V.  ut  sit  primum  secundo  sesqualterum  .  secundum  tercio  duplum 

.  Itaque  IUI .  V.  vnum  addantur  .  XX  .  quod  si  diuisus  fuerit  secundum  illas  40 
proporciones  exibunt  XV  .  X  .  et  .  V.  auferantur  .  ab  illis  .  dati  numeri  .  a  . 

lü* 
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XV .  im  .  et  .  a  .  X  .  V  .  et  a  .  V  .  viium  et  remanebimt .  XI  .  V  .  1111 .  in 
que  coustat  diuistim  esse  .  XX  . 

49)  SI  sumantur  quilibet  numeri  quorum  precedentes  cum  datis  numeri^ 
ad  sequ^ntes  hahuerini  proporciones  datas .  üa  ut  et  uUirmis  adiwicto  dato  nutnero 
^  hdbeat  proporcionem  datam  ad  primum  (•)  singulos  eorum  datos  esse  demon- 
strahitur,  §  Sint  tres  numeri  .  a  .  b  .  c  .  et  dati  numeri  totidem  .  d  .  e  .  f . 
sitque  a  .  d  .  ad  .  b  .  et  .  e  b  .  ad  c  .  et  .  f .  c  .  ad  .  a  .  dati  sicut  igitur  est 
a  d  .  ad  .  b  .  ita  sie  .  g  .  ad  .  e  ut .  sie  totus  .g.d.a.ad.e.b.  sicut .  d . 
a  .  ad  .  b  .  hoc  .  datus  .  c[um]  ergo  sit  .  e  .  b  .  ad  .  c  .  datus  erit  .  g  .  d  .  a . 

»[i] 

^0  etiam  datus  ad  .  c  .  sic(ut)  .  h  .  ad  .  f  .  sicut  .  g  .  d  .  a  .  ad  .  c  .  eritque .  h 
g.d.a.ad.f.c.  datus  est .  f  .  c  .  ad  .  a  .  datus  .  ergo  .  h  .  g  .  d  .  a .  ad . 
a  .  [est]  datus  quare  et  h  .  g  .  d  .  ad  .  a  .  datus  est  .  h  .  g  .  d  .  datus  .  ergo . 
et .  a  .  datus  .  si  hoc  .  b  .  etc.  §  uerbi  gracia .  sint  numeri  III .  sie  quod  piimns 
cum  .  VI  .  contines  secundum  .  et  eius  duas  .  tercias  .  secnndus  cum  .  IUI . 
/o/.i4i^continens  tercium  bis  .  tercius  cum  duobus  sit  .  ||  quinque  septime  priini  et 

^^  quia  .  VI  .  et  due  tercie  continent  .  IIII  .  et  eius  duas  tercias  addantur 
primo  .  ut  sit  ipse  et  XII .  et  due  tercie  continens  secundum  tum  (cum) .  IUE . 
et  eorum  duas  tercias  continebt  ergo  tercium  ter  et  eius  terciam  .  est  et . 

[o] 

VI  .  et  due  tercie  continent  due  ter  et  eius  terciam  •  Itaque  primus  com . 
^  XIX  .  et  tercia  continet  tercium  cum  duobus  ter  et  eius  terciam  est  quia 
tercius  cum  duobus  est .  V  .  septime  primi  primus  et  .  XIX  .  et  tercia  con- 
tinebunt  primum  bis  et  eius  duas  septimas  et  duas  vicesimas  primas  . 
quare  .  XIX  .  et  tercia  continebunt  eum  semel  etiam  erit  ergo  .  XTIII  et  se- 
cundus  XII. tercius  autem  VIII. 

25  50)   Si  numerus  datus  in  duo  diuidatur  quorum  äUrum  ud  numents 

ad  ipsum  datus  cum  numero  ad  reUquum  dato  fecerit  numerum  datum  utrumgue 
datum  erit.  §  Diuidatur  .  a  .  b  .  et .  sit .  c  .  datum  ad  .  b  .  atque  a  .  c.  sit 
numerus  datus  cuius  differencia  ad  a  .  b  .  sit  .  e  .  dat-a  .  et  ipsa  est  differenda 
et  quia  c  .  ad  b  .  datum  .  erit  .  e  .  ad  b  .  datum  cumque  sie  e  datus  erit  et .  b . 

30  et  .  a .  datus .  §  uerbi  gracia  .  XII .  diuidatur  .  in  duo  quorum  ynum  cum  tercia 
reliqui  faciat  .  VI  .  cuius  ad  XII  differencia  est  .  VI  .  que  etiam  est  differencia 
tercie  ad  totum  suum  quare  .  VI  due  tercie  et  totum  .  IX  .  residuum  tres 
quod  cum  tercia  .  IX  .  hoc  est  cum  tribus  facit .  VI  . 

Öl)  Numero  dato  in  duo  diuiso  si  aUerum  ud  numerus  ad  ipsum  datus 
35  cum  numero  dato  fecerit  nmnerum  ad  reliquum  datum  utrumque  eorum  dolus 

erit,    §   Vt   prius  .a.b.  datus   parciatur  in   a  .  et  b  .  atque  .  a  .  cum  .  c  . 

dato   faciat  .  a  .  c  .  numerum   ad  .  b  .  datum  .  addatur  .  ergo  .  c  .  ad  .  a .  b . 

ut   sit  totus  datus  .  b  .  a  .  c  .  qui  diuisus  est  in  b  .  et .  a  .  c  .  quoram  pro- 

porcio  data  vtrumque  ergo  datum  .  uerbi  gracia  .  XII  diuidantur  in  doo  quo- 
40  rum  alterum  cum  duobus  faciat  tres  quartas  reliqui  (•)  duo  iungantar .  XII  «t 
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fient  Xim.  qui  diuisus   erit  secundum  iilam  proporcionem  .  quare  alterum 
erit .  YJil  .  alterum  .  VI  .  a  quo  snbtractis  .  dnobua  remanent .  IUI  . 

52)  Si  fiumenis  dattis  in  quotUhet  äiuidatur  quorum  quodUbet  sumpto  (um?) 
precedens   semper  ad   compositum   ex   rdiquis  proporcionem  hdbeat  datam  . 
Quodlibet  eorum  datum  erit.   §  Dioidatur  .  datus  nameras  .in.a.b.c.d.  5 
atqoe   a  .  ad   b  .  c  .  et  b  .  ad  .  c  .  d  .  et    d  .  ad  .  a  b  .  proporcionem    habeat 
datam  .  Diaidator  .  ergo  a  .  in  e  .  et .  f  .  sie  .  que  b  .  ad  .  e  et  c.  ad .  f  .  sicut 

b  .  c  .  ad  a  .  Item  quia  b  .  ad  .  c  d  .  habet  proporcionem  datam  atque  b  . 
et  (ad)  e  .  erit  e  ad  .  c  .  d  .  datum  quod  diuidatur  .  in  g  .  h  .  secundum  propor- 
cionem .  c  .  ad  .  d  .  Cum  igitur  .  f .  g  .  ad  c  .  sit  datum  atque  c  .  ad  d  .  a  .  10 
erit  et .  f  .  g  ad  .  d  .  a  .  datum  resolua(n)tar  g  in  k  1.  secundum  proporcionem 
ad  .  d  .  a  .  [d  ad  .  a]  erit  que  .  a  .  tamquam  ad  .  h  .  k  .  1  .  cumque  sit  1  . 
ad  a  datum  erit  si  quis  et  h  .  k  .  secundum  h  .  k  .  ad  .  d  .  datum  quare  d  . 
ad .  a  .  atque  d  .  ad  a  .  b  quare  .  a  .  ad  b  .  et  similiter  a  .  c  .  omnia  ergo  ad 
se  et  ad  totum  quare  singula  data  (•)  quod  si  quinque  fuerint .  vt  .  a  .  b  .  c  .  i5 
d  .  e  .  resoluetur  numero  dato  .  a  .  in  d  .  e  .  a  .  quare  in  d  .  e  atque  eundem 
racionem  .  e  .  in  d  .  c  .  et  d  .  in  c  .  b  .  et  .  c  .  in  •  b  .  a  .  et  sit  .  a  .  in  .  b  • 
a .  erit  itaque  .  a  .  ad  b  .  datum  et  sie  de  terciis  (Z.  16  u.  17  =»  ?)  .  §  uerbi 
gracia  .  ut  sit  exemplum  .  (numerus)  in  .  im  .  diuidatur .  siquidem  .  XXXII 
in  im  quorum  primum  sit  septima  secundi  et  tercii  (•)  secundum  quinta  so 
tercii  et  quarti  .  tercium  medietas  quarti  et  primi  .  Ducatur  itaque  septima  . 
in* .  Y  quintam  et  erit .  XXXY  et  septima  in  dimidium  .  et  fiet .  XIIII .  et 
XXKV  .  in  dimidium  et  fiet  .  LXX  fiet  que  primum  tamquam  sua  .  LXX  .  et 

Xmi  hoc  est  VI  .  LXX  .  et  LXX  .  et .  XXXV  .  et  .  XIIH  quarti  .  hoc  est 
Vm  .  LXX  .  Itaque  LXmi .  LXX  .  primi  sunt  Vm  .  LXX  .  quarti  et  quia  «5 

•  a  a 

.  vm  est  vm  .  LXim  erit  primus  VIII  quarti  (•)  est  et  primus  .  VII  .  se- 
cundi et  tercii  .  quare  .  quartus  continet  secundum  et  tercium  et  eorum  septi- 
mum  sed  secundus  est  quinta  tercii  et  quinta  quarti  (•)  et  (sed)  quinta  quarti 

a 

tamquam  quinta  et  .  XXXV  secundi  et  quinta  .  et  .  XXXV  tercij  quare  secun- 
dus  est  tamquam  quinta  et  XXXV  .  sui  .  hoc  est  Vm  XXXV  et  due  quinte  so 

a  e 

et  XXXV  tercij  hoc  est  (tercii)  .  XV  .  XXXV  .  Itaque  eins  (equal .  ?)  .  X  .  X  . 

e  

Vn .  XXXV .  terc\j  (secundi . )  secundus  ergo  ad  tercium  sicut  XV  .  ad  .  XXVII 
.  sed  secundus  ad  tercium  et  quartum  ut  .  XV .  ad  .  LXXV  .  erit  igitur  ad 
qnartum  ut .  XV  .  ad  XL  VIII  (•)  est  primus  ad  quartum  sicut .  VI  .  ad  . 
XLVm  quare  primus  ad  secundum  vt  .  VI  .  ad  .  XV  et  quia  VI  .  XV .  XXVII  30 
.  XLVm  faciunt  .  XCVI  .  qui  est  triplus  .  XXXII  .  erit  XXXII .  diuisus  in 
düo  (•)  quinque  .  IX  .  .  XVI  .  est  sumptas  (secundum  eas?)  habitudines. 

53)  Si  sumantur  quiHbet  numeri  quorum  aiUer  cum  numero  dato  ha- 
hierit  proporcionem  datam  ad  conpositum  ex  reliquis  omnibus  (•)  sinnlos  eorum 
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(dolos)  esse  necesse  est.  §  Siut  numeri  .  IUI .  a  .  b  .  c  .  d  .  datiis  numerus  est 
(e  Bit)  et  quia  .  a  .  e  .  est  datus  ad  .  b  .cd.  esto  a  .  e  dioisiis  in  .  f .  g .  h .  vt . 
sit  .  f  .  ad  .  b  .  et  g  .  ad  c  .  et  b  .  ad  .  d  .  datus  sicut  .a.e.ad.b.c.d. 
sit  CG  (etiam  ?)  k  .  ad  .  e  .  sicut .  f  .  ad  .  b  .  et  quia  b  .  e  .  est  ad  c  .  d .  a.datns 

5  atque   f  .  k  .  ad  .  b  .  e  .  erit  .f.k.ad  c.d.a.  datus  .   Diuidatur  ergo  se- 
cundum  proporcionem  eorum  in  .  1  .  m  .  n  .  sit  que  cc  .  c  .  ad  a  .  sicut  g . 
ad  c  .  quare  .  k  .  e  .  a  .  c  .  erit  ut .  c  .  n  .  l .  g  .  m  .  h  est  e  .  b  .  ad  .  a .  c 
d  .  est  datus  atque  a.e.d.ad.n.c.l.g.m.b.cuiest  equalis  .  k  .  e 
a  .  c  .  quare  .eb.ad.k.e.a.c.  datus  erit  est  k  .  e  .  a  .  c  .  ad  .  e  .  a .  est 

10  datus  quare. e  .  b  .  ad  .  ea  .  datus  similiter  .  e  .  a  .  ad .  ec .  atque  e.d.Itaqoe 
ea  .  ad  triplum  .  e  et .  b  .  c  .  d  .  datus  est .  e  .  a  .  ad  .  b  .  c . datus . quare .  tri- 
plum  .  est  ad.b.c.d.datum  ipsum  ergo  datum  et.a  .  datum  et  sie  de  omnibtis 
diuisim  .  §  uerbi  gracia  .  datus  numerus  .  VI .  sintque  Uli  numeri  quorum  pri- 
mns  et  .VI .  sit  nona  reliquonim .  secundus  et  .VI.  sit  tercia  reliquorum  (•)  ter 

15  cius  et .  VI  .  sit  tres  quinte  residuorum  .  quartus  vero  et .  VI .  sit  reliquis  con 

»  a 

iunctis  equalis  .  Ducatur  itaque  tercia  in  nonam  et  fiet  XXVII  .  Itaque  tercia 

a 

ducatur  in  vnum  et  nonam  et  fiet  tercia  et  XXVII  que  dinidantnr .  per 
nonam  et  .  XXVII  .  et  exibunt  duo  et  dimidium  quare  secundus  et .  VI . 
continet  primum  et .  VI  .  bis  et  eins  dimidium  .  Itaque  nona  dnca(n)tnr .  in 

a 

SO  tres  quintas  et  exibit  .  XV .  atque  tres  quinte  in  vnum  et  nouam  et  enmt 

»  am 

tres  quinte  et  XV  .  que  diuidantur  per  nonam  .  et  XV  .  et  exibunt  tres  et 
tres  quarte  (•)  quare  tercius  et  sex  continent  primum  et  VI  .  ter  et  tres . 
quartas  .  quia  uero  quartus  et  VI  .  sunt  ut  residua  semel  (•)  ducenda  erit . 
nonum  (nona)  in  vnum  et  fiet .  nona  .  quod  si  etiam  vnum  ducatur  in  ynam  et 
S5  nonam  fiet  vna  et  nona  que  diuidantur  .  per  duas  .  nonas  et  exibunt .  V. 
quare  quartum  et .  VI  est  quintuplum  primo   cum  .  VI .  Itaque  secundum 

tercium  quartum  et  ter  .  VI  .  continet  primum  et  VI  .  XI  .  et  quartam  (•) 
sed  illa  tria  continent  ea  nonies  .  quare  ter  .  VI  .  hie  (hoc)  est  .  X  .  et 
VIII  .  continet  primum  et  VI  .  bis  et  quartam  (•)  sunt  ergo  VIII  dem- 
so  ptisque  .  VI  .  remanent  duo  quod  est  primum  est  et  secundum  et .  VI .  erit 
.  XX  .  quare  secundum  est  XIIII  .  tercium  .  cum  .  VI  .  XXX  atque  ipsum 
.  XXIIII  .  quartum  cum  .  .  VI .  XL  .  quia  quintuplum  .  Vlll  .  ipsum  ergo 
Mi42r.XXXIIII.  II 

54)  Si  proponantur  in  ordme  quotUhet  numeri  quürum  singidi  am 
35  nti^nero  ad  proximum  sequentem  dcUo  datum  numerum  constituani  quiUbel 
eorum  datus  erit  §  Sit  datus  numerus  .  e  .  et  .  IIII  numeri  a  .  b  .  c  d . 
atque  .  f  .  datus  ad  .  a  .  et  g  .  ad  b  .  et  h  .  ad  c  .  et  k  .  ad  .  d  atque  .  a  .  cum 
g  .  et  b  .  cum  h  et  c  .  cum  k  et  d  .  cum  .  f  .  faciat  .  e  .  sicnt  a  .  g .  ad .  b 
ita  .  sicut  b  .  ad  .  h  .  et  sic[ut]  1  ad  c  .  ita  .  m  .  ad  k  .  et  sicut  m  .  ad  .  d . 
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iia  n  .  ad  .  f .  itaqae  g  .  1  .  ad  1  m  .  et  m  .  n  daii  erunt  et  quia  quod  est 
differenda  a.g  ad  .  g  .  b  .  ea  est  .  a  .  ad  .  1  erit  difierencia. a.ad  1  .data  simili- 
ter .  differeneia  1 .  ad  .  n  .  quare  et  differencia  .  a .  ad .  n  data  est  t[er]  sie  a .  ad  • 
n  .  datus  erit  vterqne  ergo  datus  cumque  sit .  a  datus  si  detrabatur  .  abe  . 
relinquittir  .  g .  datus  quare  et  b .  datus  erit  et  reliqui  similiter  quod  si  quinque  5 
fuerunt  primus  .a.g.l.m.n.c.  t[er]  sie  differencia  a  .  ad  .  1 .  data  atque 
1  ad  .  n  erit  et  a  .  ad  .  u  differencia  data  cumque  .  n  .  c  .  dat  sit  si .  sit  a .  nu- 
merus .  n  et  dato  numerus  ipso  deti'acto  .  de  .  n  .  t  .  dato  remanebt  .  t .  a  . 
datiis  quare  vtrumque  datum  .  si  vero  maius  quia  dato  maius  .  ipso  addito 
ad  .  nc  .  fiet  a  .  t .  similiter  dat  et  vtrumque  datum.  §  uerbi  gracia  .  datus  lo 
nuinerus  sit  CXIX  .  sint  que  alij  IUI  numeri  quorum  primus  cum  dimidio 
secundi  faciat  .  CXIX  .  secundus  cum  tercia  tercii  tercius  cum  quarta  quarti 
qnartus  cum  quinta  primi  constituat  ipsum  (•)  ducatur  .  itaque  medietas  in 

a 

terciam   et  erit  sexta  et  sex  in   quartam   et  fiet  XXIII I  .  et .  XXI III  .  in 

qiiintam    et    proueniet .  CXX  .  quia    igitur    primus   et  medietas   secundi   ft  ^^ 

» 
CXIX  .  et  medietas  secundi  et  sex  .  tercii  sunt .  LIX .  et  dimidium  (•)  primus 

tAm  » 

excedit .  VI    tercii  .  LIX  .  et   dimidio   et  quia   sex   tercii  et   XXIIII   quarti 

»  a 

simt .  X[IX]  et  IX  .  et  quinque  sexte  et  XXIIII ,  quarti  et  CXX  primi  sunt 

Uli  et  XXIII  .  XXIIII  quod  si  multiplioetur  .  CXX  .  fiet .  VIII .  milia  . 
D .  C  (CCCC)  .  et  XXV  .  quia  primus  ad  illud  sicut .  CXX  .  ad  .  CXIX  .  si  pro-  20 
dnctus  diuidatur  per  CXIX  .  exibit  .  LXXV  .  et  ipse  est  primus  .  quo  de- 
tracto  .  de  .  CXIX  .  remanebt .  XLIIII  quo  duplicato  fiet  secundus  LXXXVIII . 
secundo  tunc  dempto  de  .  CXIX  relinquentur  .  XXXI  .  quo  triplicato  fiet 
tercius  XCIU  .  et  isto  sublato  .  de  .  CXIX  .  residuus  erit  XXVI .  quo  quater 
sampto  fiet  quartus  .  CIIII  •  et  si  iste  auferatur  .  de  .  CXIX .  remanebt  •  25 
XV  que  est  quinta  .  LXXV  qui  est  primus. 

55)  Propositis  quoüihet  numeris  si  quüihef  eorttm  cum  numero  ad  con- 
posUwm  ex  rdiquis  dato  fecerint  ntimerum  datum  singuli  eorum  dati  erunt.  §  Si 
datus  nuinerus  etiam  et  numeri  propositi  a  .  b  .  c  .  d  sitque  .  e  .  f .  g  .  ad 
a .  b  .  c  .  qui  cum  d  .  faciat  .  etiam  .  atque  .  h  .  k  .  1  .  datus  ad  .  b  .  c  .  d  .  sc 
qni  cum  .  a  .  faciat .  etiam  est  et  m  .  n  .  0  datus  ad  .  d  .  c  .  a  .  et  ipse  cum  . 
b  .  fadat  etiam  atque  p  .  k  .  r  .  datus  ad  .  d  .  b  .  a  .  qui  cum  .  e  .  faciat 
etiam  sitque  .b.k.l.ad  b.c.d.  minor  .  proporcio  quam  m  .  n  .  0  .  ad  . 
b  .  c  .  d  .  a  .  et  istorum  minor  quam  .  p  .  q  .  r  .  ad  .  d  .  a  .  b  .  et  horum 
minor  quam  e.f.g.ad.a.b.c.  quia  igitur  k  .  1  .  minores  st  quam  .  35 
no  .  toUantur  ab  eis  et  remanent  s  .  t .  eruutque  a.b.  maius  m  .  b  .  sed 
81  h  est  maius  .  b  .  erit  a  .  minor  .  m  quoniam  maior  est  proporcio  .  m  ad  . 
a .  quam  h  .  ad  .  VI  ablatis  ergo  .  a  .  de  .  m  et  b  .  de  b  remaneant  .  XV  . 
eritque  .  enim   tamquam  .  X  .  sit  et  quia  .  m  .  0  .  minus  .  p  .  r  •  et    b  . 
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minor  .  h  .  erit  .  c  .  minor  n  et  quia  p  .  q  .  minus  e  .  f .  et .  c  .  minus  g 
qnia  minor  .  n  erit  .  d  .  minor  .  r  .  sie  ergo  quia  .  V  .  resoluitur  in  X .  s . 
t .  qua  sunt  data  ad  a  .  c  .  d  similiter  et  b  resoluetur  in  tria  data  .  ad  .  a . 
c  .  d  .  et  quodlibet  e////  dat  in  tria  data  et  a  .  b  .  d  .  est  et  quodlibet  da^ . 
5  d  .  in  tria  data  ad  a  .  b  .  c  .  et  sit  tantum  .  a  .  non  resoluitur  Atque  si .  h . 
esse  numerus  .  b  .  fitque  a  .  maior  .  m  .  et  cc  a  .  b  .  c  .  resoluentur  in  reliqna . 

(i)  .  _  - 

u  .  d  .  si  ergo  .  a  .  non  resoluitur  .  quodlibet  reducetur  in  dat .  ad  .  a  .  et  dat 
ad  ynum  reliquorum  .  Est  enim  V  tamquam  X  .  s  .  t  sed  sunt  tamquam  . 
1  .  z  .  7  .  data  ad  .  c  .  a  .  b  .  Dempto  ergo  .  y  .  de .  b  .  remanet  f .  e  .  eritque 

10  f  .  e  .  vt  X  .  z  et  c  .  i  .  similiter  .  t .  i  .  erit  ut .  ne  pc  .  data  .  i  .  p  .  e  dat 
ad  .  a  .  erit .  b  .  dat  ad  a  .  et  item  quodlibet  eorum  dat  ad  .  a  .  erit  ergo  . 
a  .  dat  ad  h  .  k  .  1  .  quare  et  ad  z  conpositum  singula  igitur  eorum  data . 
§  uerbi  gracia.  sit  datus  numerus .  XXYUI  et  sint.IUi  numeri  quorum  primus 
cum  triplo  reliquorum  faciat  XXVIII  (•)  secundus  autem  cum  triplo  .  reliquo- 

15  rum  et  quarta  .  tercius  cum  triplo  residuorum  et  Uli  septimis  (•)  quartus  cam 
quadruplo  .  reliquorum  XXYm  constituat  .  ablatis  ergo  primo  de  tripio  et 
quarta*)  atque  tribus  de  tribus  et  quarta  .  secundo  autem  de  triplo  ipsios 
remanebit  duplum  secundi  quantum  duplum  primi  et  quartum  (quarta)  atque 
quarta  tercii  et  quarti.  Eadem  racioni  duplum  tercij  et  quarta. erit  ut  daplum 

e 

»  secundi  et  IUI  VII  .  et  .  IX  .  XXVIII  primi  et  quarti  et  quia  duo  et  quarta 

e 

continent  quartam  nouies  (•)  si  diuidatur  per  nouem  duo  et  IUI  VII .  et .  IX  . 

e  e  (») 

XXVni  fiet  quarta  tercii  ut  11 .  VII  (secundi  et)  XXVTTI  primi  et  quarti .  demptis 
quoque  duobus  .  VU  .  de  duobus  fient  unum  et  V  (septimae)  secundi  tamquam 
duplum  primi  et  quarta  et  XXVIII  .  itemque  quarta  .  et  XXVIII  quarti .  verum 

e 

25  quia    duplum    quarti   et   quatuor  .  VII  .  quarti    sunt    ut    triplum  .  tercii  et 

e  e 

tres  .  VII  .  primi  et  secundi  et  quia  duo  et  IIII  .  VU  continent  quartam  et. 

(»> 
XXVin  nouies(-)erit  quarta  et  (X)  XVm. quarti  quantum  tercia  tercii  et XXI. 

primi  et  secundi .  et  quia  duplum  tercii  et  quarta  continet  terciam  .  sexie^ 

(•)  • 

et  eins  ti'es  quintas  (quartas)  erit  tercia  tercii .  vt .  VIII .  XXI .  secundi  et  vna  X5I . 

30  primi  et  quarti .  sublata .  igitur .  XXI .  quaiid  de  quarta  et  [XjXVIII  remanebunt 
.  XX  .  LXXXmi  quarti  u*  (quantum?)  IX .  XXI .  secundi  et  due  XXI  primi **). 

»nf  Bmut  (e) 

et  due  tibi  b  .  eiusdem***)  .  quia  igitur  secundum  semel .  et .  V  .  VÖ  .  sunt 

*)  Am  Rande  steht  (aus  dem  16.  Jahrh.} :  sui  |  atque  triplum  tercy  et  triplam 
4*  de  triplis  et  quartis  eorum. 

**)  16.  Jahrh. :  igitur  quarta  .  et  secunda  4>  hoc  est  24  octuagesimo  quarto  suo 
sunt  tamquam  (3)  proportio  .  et  tres  trigesimo  quinto  pro'  .  et  duo  XX!**  et  dao 
CV  .  .  .  primi. 
***)  et  .  .  .  eiusdem]  einfach  auszulassen. 
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Umquam  duplum   et  quarta  et .  XXVIII  .  primi   atque  quarta  .  et  XXV III 

i« 

quarti .  sublatis  tribus  septimis  et  tribus  XXXV  .  de  uno  .  et .  V  .  septimis 

»  e 

remanebit  vnnin  et  VII  et  due  .  XXXV  .  secundi  tamquam  daplum  primi  et 

a  e 

quarta  .  et .  XXVIU .  et  due  XI  [XXI]  .  et  due .  C  quin[te]  eiusdem  hoc  est .  vt 
D .  et  IIII  CCCC .  XX .  secundi  u«  (quantum)  mille .  VIII .  eorum  (CCCC)  XX  primi  5 

[e]  e  (»QS  OT) 

et  qaia  M  .  VIII  continent[ur]  .  bis .  D  .  UU .  erit  secundus  duplus  primi .  et  quia 

e  e  

secundum  semel  et .  V.VTE  (minus  bis  primum  et  11 .  VII  ?) .  hoc  est  XXXII .  XX . 

at 

Vm.  quantum  quarta  et  XXVIII  quarti  hoc  est  VIII  XXVIII  ||  et  quia  XXXII  ./of.i«! 
est  quadruplus  .  VIII .  erit  quartus  quadruplus  primo  et  quia  duplum  secundi . 

or 

et  IUI  .VII  .  atque  .  IX  .  XXVIII .  primi  et  quarti  sunt  ut  (quantum)  primum  lo 
sexies  et  tres  quarte  (•)  erit  duplum  terc^'  et  quarta  .  tantumdem  et  quia  .  VI . 
et  tres  .  quarte  est  triplum  .  duobus  et  quarta  (•)  erit  tercium  triplum  primo 
.  Triplum  igitur  secundi  tercij  quarti  est  .  vt .  XXVII  ad  vnum  que  C  (con- 
iunctim?)  faciant  .  XXVIII  erit  primum  vnum  et  ob  hoc  secundum  duo  . 
tercium  tria  .  quartum  quatuor.  i5 

56)   Opus  autem  arabnm  in  partibus  tantum  consistit  est  que  huius  . 

OT 

Eiempli  causa  sumendi  sunt .  IIII  .  numeri  quonim  primus  cum  medietate 
reliquorum  fadat  .  XXXVII  .  secundus  cum  tercia  .  tercius  cum  quarta  . 
quartus  cum  quinta  .  omnium  reliquorum  faciat  XXXVII  .  ponatur  igitur 
numerus  partes  ex  hijs  partibus  habens  ut  est .  XII  .  cuius  medietas  est.  so 
VI .  toUaturque  de  XII  numerus  qui  cum  tercia  .  reliqui  faciat .  VI  .  et 
ipse  est .  in  .  Item  alius  qui  cum  quarta  .  residui  constituat .  VI  .  et  hie 
est  im  tercius  quoque  qui  cum  quinta  .  reliqui  faciat  ipsum  .  VI  .  qui  erit 
IIII  et  dimidium  .  coniunganturque  .  III  .  im  .  IIII  .  et  dimidium  et  facient 

Ic    oc 

XI  et  dimidium  quod  si  nominarent  (ipsi  nominarunt)  ad  XII .  in  po  esse  ß'(in  25 
positione  esse  falsi).  Beliquum .  igitur  ad  XU  hoc  est  dimidium  parciatur .  per  tria 
et  eueniet  sexta  et  habebimus  loco  primi  .  sextam  loco  secundi  tria  .  et  sextam 
loco  tercii  .  mi  et .  sextam  loco  quarti .  IIII  dimidium  et  sextam .  Cumque  sex 

es 

qui  est  dimidium  .  XII .  cum  sexta  continet  sextam  .  XXXVII .  de  quesitis 
numeris  primus  erit  vnum  secundus  XIX  .  tercius  XX  .  V  .  quartus  XXVm  .  ^ 
Demonstracio  .  sint .  Uli  .  numeri  .  a  .  b  .  c  .  d  .  sitque  in  ter  partes  maioris 
denominacionis  .  e  .  que  cum  .  a  .  facit  datum  numerum  .  sitque  .  f .  vt .  b  . 
cd.  erit  igitur  .  a  .  minimum  .  Esto  enim  .  g  .  pars  a  .  c  .  d  .  que  cum  V 
[b]  coniungetur  .  et  quia  pars  .cd.  quarta  .est  e  .  est  maior  .  qua  pars 
eorum  quota  est  g  .  erit  e  .  et  pars  a  .  quota  .  est  g  maius  quam  a  .  cum  sö 
parte  V  [b]  quota  .  est  e  .  Demptis  igitur  illis  partibus  de  •  a  .  et  b  .  erit 
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residuum  .  b  .  maius  re8idu[o]  a  .  quare  et  parti  Bimili  g  .  detracta  .a.b. 
quia  minus  est  residuum  quoque  malus  etiam  residuo  .  a  .  Itaque .  b . 
maior  .  a  .  et  .  alij  simili  modo  .  Auferantur  ergo  a  .  singulis  equalia  .  et  sint . 
h  .  k  .  1  .  reliqua  m  .  n  .  o  .  quia  igitur  .  b  .  cum  parte  .  a  .  c  .  d  .  fecit  a . 
5  e  et  .  m  cum  tota  .  parte  .  eorundem  faciet  .  e  •  quia  .  b  .  equale  .  m  .  et 
ideo  .  m  cum  tota  parte  .  [A]  et  c  .  d  .  hoc  .  est  cum  tota  parte  residui  8ui . 
ad  .  f  ,  faciet  .  e  .  similo  enim  cum  parte  qüe  adiuncta  .  e  .  £acit  a  .  e  .  fucit . 
e  .  hoc  .  es|;  cum  parte  .  k  .  d  .  b  .  quod  est  reliquum  ad  .  f  .  atque  o  cum 
parte  que  cum  .  d  .  facit  a  .  e  .  faciet  .  e  .  hoc  est  cum  parte  .  1 .  b  .  c . 
10  quod  est .  residuum  ad  .  f  .  detractis  .  que  m  .  n  .  o  .  de  .  f  .  remanebt .  h . 
k  .  1  .  quod  si  diuidatur  per  numerum  .  b  .  c  .  d  .  fient  .  h  .  k  .  1 .  equalia . 
a  .  abebimus  ergo  a  .  et  adiunctis  .  h  .  k  .  1  .  cum  m  .  n  .  o  .  fient .  b  .  c .  d . 
secundum  quod  in  opere  factum  est. 

67)  Non  cUs^mUi  modopreter  opusprecedere  (praecedens)  in  quaUbäpropor' 
15  cione  admntorum.  }u>c  preostenso  que  omnia  ad  iuncta  ud  simäUer  erunt  maiora 

le 

hijs  ad  que  data  sunt.  Si  enim  est  alteri  po  ponatur .  sint  que  quatuor  .  numeri 
vt  superius  .  a  .  b  .  c  .  d  .  atque  .  a  .  cum  .  e  .  f .  g  .  dato  .ad  .  b  .  c  .  d . 
faciat  .  t  .  atque  b  .  cum  h  .  k  .  1  .  dato  .ad  c  .  d  .  a  .  facient  .  eundem . 
sitque  ,  e  .  f .  g  .  maior  .b.c.d.eth.k.l.  minor  .  c  .  d  .  a  .  Maior  . 
80  est  igitur  .  e  .  quam  b  .  addatque  •  m  .  Itaque  .  a  .  cum  m  f  .  g  .  fa^ .  h  . 
k  .  1  .  et  quia  a  .  maior  .  h  .  erit  .  k  .  1  .  maior  .  m  .  f .  g  .  est .  f  .  g  .  maior . 
c  .  d  .  et .  c  .  d  .  maior  .  k  .  i  .  quare  .  f .  g  .  maior  .  m  .  f .  g  .  quod  est  in 

lo 

po  .  Reducamus  igitur  suprapositum  exemplum  in  quo  primus  cum  triplo  reli- 
quorum  trium  facit  .  datum  numerum  .  sumamus  itaque  .  XXVlJLl  .  loco .  XII . 

*^5  superius  posito  sit  que  super  primum  quod  cum  illo  additur  .  quod  ad  re- 
liqua minorem  .  habet  proporcionem  si  fuerit  maius  ut  hie  triplum  .  sit . 
igitur  triplum  .  XXVIII  .  LXXXllII  .  et  minuamus  numerum  .  a  .  XXVIII 
qui  cum  triplo  et  quarta  .  residui  faciat  .  LXXXIIII  .  et  ipse  est  tres  et 
nona  .  itemque    alium  .  qui   cum  tripla(o)   et  IIU   septimis  residui  faciat . 

30  LXXXIIII  .  et  hie  est  .  VI  .  ot  due  none  .  tercium  etiam  qui  cum  quadruple 
residui  faciat  .  LXXXIIII  .  et  ipse  .  IX  .  et  none  .  que  similiter  iuncta  faciunt . 
XVin  .  et .  VI  .  nonas  super  que  .  XVm  .  et  addit .  IX  .  et  tres  nonas  cuius 
tercia  .  est  tres  et  nona  .  et  hie  erit  proprimo  Ipsum  etiam  addatnr  singulis 
aliorum   et  fiet  loco  secundi .  VI  .  et  due  .  none  .  loco  tercij  .  IX  .  et  tres 

36  none  .  loco  quarti  .  XII  .  et  IUI  none  .  imo  .  que  est  proporcio  innenta .  In 

non  (?) 

ista  autem  operatione  uero  erit  .  8X  .  quasi  numerus  datus  est  quod  aggre- 

I  nonum  (7) 

gatnr  .  ex  ipso  et  primo  inuento  .  s  .  8A  .  et  .  i.\  primum  .  sicut  paiet  et 
proporcionem  et  per  rationem  .  et  istius  aggregati  ad  primum  propositoo 
inuentum   considerabitur  .  propordo  .  s  .  8  A  .  et .  i  .  q  [9*]   ad  3  .  et .  i . 
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am  auf  BiMiir 

[9]  .  et  est  uigetupla  octupla  .  et  talis  erit  .  [28]  ad  primum  suorum  .  s  . 
ad  ynitatem  .  et  hoc  loanifeste  docet  in  opere  parcium  quo  ytuntur  .  arabes 
comparat .  enim  .  VI  .  et  qua  tamquain  numerum  datum  inuentum  qui  compo- 

nitar  .ex  .  0  .  et .  VI .  ad  VI  .  quod  est  loco  primi  ut  sunt  .  inueniatur  pro- 
porcionum   3  A.  *^^  •  I-  ^ 

58)  Trium  numerorum  eontinue  proparcianalium  si  duo  extremi  daii 
fuerint  et  medius  datus  erit.  Extremus  in  extremum  ducatur  .  et  tantum 
erit  quantnm  medius  in  se  ductus  .  Ulius  ergo  radix  .  extrahatur  .  et  habe- 
bitor  medius  .  uerbi  gracia  .  IX  .  et  IIII  extremi  sint  .  ducatur  que  vnus  in 
alinm  et .  XXXVI  •  cuius  radix  est .  VI  .  et  ipse  est  medius  in  continua  pro-  lo 

l)orcionalitate  mi  .  IX  .  et  im  . 

69)  SI  trium  numerorum  eontinue  praparcionaUum  medius  cum  altera 
citremorum  datus  .  fuerit  et  reliqus  dcUus  erit.  Si  enim  medius  in  se  du- 
catur .  et  productum  per  alterum  extremorum  datum  .  diuidatur  .  exibit 
reliqus  .  uerbi  gracia  .  sit  IUI  .  alter  extremorum  .  et  .  VI  .  medius  .  15 
Ducatur  .  ergo  .  VI  .  in  se  et  fient  .  XXXVI  .  qui  diuidantur  per  .  IIII 
.  abent  .  IX  .  et  ipse  est  tercius  in  continua  proporcionalitate  post .  IIII  . 
et .  VI  . 

60)  8i  trium  nvmerorum  eontinue  proporcionalium  primi  ad  secundum 
fnerii  praporcio  .  data  et  primi  ad  tercium  data  erit,    Proporcio  siquidem  »> 
primi  ad  secundum  in  proporcionem  secundi  ad  tercium  fa^  proporcionem  j| 
primi  .  ad  tercium   in  se  ergo  ducta  fa*  eandem  .  c  .  ergo  ipsa  nota  sit  in/o<-i43! 
se  ducta  faciet  extremorum   proporcionem  datam  .  uerbi  gracia  .  proporcio 
primi  ad  secundum  sit  sesquitercia  .  Ducatur  ergo  ynum  et  tercia  in  se  et 

fient  vnum  et  due  tercie  et  nona  .  primum  ergo  continebit  tercium  et  duas  25 
tercias  et  nonam  ipsius. 

61)  Trium  numerorum  eontinue  prqporcionalitatis  (tum)  siprhni  ad  tercium 
fuerit  proporcio  data  (•)  et  primi  ad  secundum  data  erit,  Quia  enim  proporcio 
primi  ad  secundum  (in)  se  ducta  facit  proporcionem  primi  .  ad  tercium  si  pro- 
porcionis  primi  ad  tercium  radix  extrahatur  •  habebitur  .  proporcio  primi  ad  so 
secundum  data  .  uerbi  gracia  .  primus  contineat  tercium  bis  et  eius  quartam 
.hoc  est .  IX  .  quartas  eius  radix  est  tres  medietates  quare  primus  continet 
äeeundum  semel  et  medietatem. 

62)  Si  trium  numerorum  eontinue  prqporcionalium  medius  datus  fuerit 

et  ampositus  ex  reliquis  (  )  mnguU  eorum  dati  erunt.    Sit .  a  .  ad  .  b  .  sicut  b  .  35 
2Mi .  c  .  sitque  .  b  .  datus  et  a  c  .  datus  et  quia  quod  fit  ex  .  b  .  in  se  tantum 
est  quantum  quod  ex  .  a  .  in  .  c  .  producitur  .  datum  quare  vtrumque  datum  . 
uerbi  gracia  .  sit  XII  .  medius  et  conpositus  ex  extremis  sit  XXVI .  qui  (in) 
se  ductus  faciet  .  D  .  C  .  LXXVI  .  vnus .  a  .  ductus  in  alium  faciat .  C  . 
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XLIIII  quo  quater  detracto  ,  de  .  D  .  C  .  LXXVI  .  reznanebit  C.  cuius  radii . 
est  X  et  ipse  est  differencia  extremorum  enint  ergo  .  VIII  et  XVlll . 

63)  Trium  nmneronim  propordonaUum  si  compositum  ex  primo  ä  ierm 

datus  fuerit  ad  medium  uterque  ad  ülum  datus  erU,     Sit  a  .  c  .  ad  .  b . 

&  datus  et  quia  ipsi  ad  .  b  .  est  proporcio  conposita  .  ex  propordone  .  a  .  ad  . 

auf  8 

b  .  et  proporcione  c  .  ad  .  b  .  c  .  [f]it  proporcio  .  a  .  ad  .  b  .  ad  vnum  .  sicut 
vnum  ad  proporcionem  que  est  c  .  ad  .  b  .  c  .  sicut  vnum  quod  est  medium 

Bitis  (?)  _ 

datum  et  conponitur  ex  illis  proporcionibus  dat.  erit  ytraque  data  .  uerbi  grada. 
conpositum  .  ex  extremis  .  contineat  medium  bis  et  eius  .  XII  .  Itaqne  .  duo 

e 

10  et .  Xn .  ducantur .  in  se  et .  fient  IIII  et XLIX .  C .  LXIIII  (XLIIII) .  dempto  ergo 

or  e 

quod  fit  ex  vno  in  se  quater  .  id  est  IIII  remanebunt .  XLViUI  .  C  .  XLIIII . 

e  

eius  radix  .  est  VU  .  XII  .  ipsum  si  tollatur  .  a  duobus  .  et  XII .  relinquentur . 
vnum  et  due  quarte  cuius  medietas  est  tres  quarte  .  quare  minor  .  erit  ires 
quarte  medii  .  et  medio  (medius)  similiter  maioris. 

15  64)  Trihus  numeris  propordonalibus  si  äUer  extremorum  fuerit  datus  n- 

liquusquc  cum  mcdio  fecerit  numerum  datum  quüihet  eorum  dolus  erit .  Sint 
proporcionales  a  .  b  .  c  sicque  .  a  .  datus  et  b.c.  faciat  numerum  datom 
ducaturque  .  a  .  in  .  b  .  c  .  et  .  fiat .  d  .  e  .  ut  sit .  d  .  ex  duetu  .  a .  in  b . 
et .  e  .  ex  ductu  .  a  .  in  .  c  .  itemque  et  ipse  fiet  ex  .  b  .  in   se  quare  qood 

20  fit  ex  .  b .  in  se  et  a .  qui  datus  est  erit  datum  (•)  ipse  ergo  datus  .  uerbi  gracia  . 
Alter  extremorum  sit  .  IX  .  et  conpositus  ex  reliquis  XXVllI  .  Ducatur 
itaque  .  IX  .  in  XXVIII  et  fient .  CC  .  LII  .  quod  quater  sumptum  facit . 
mille  .  et  .  VIII  .  quibus  addatur  .  quadratum  .  IX  .  et  fient  mille  .  LXXXG . 
cuius  radix  est  .  XXXITI  .  sublato  .  IX   remanent .  XXIIIT  .  cuius  dimidium 

25  est  XII  et  ipse  est  medius  trium  .  terciusque  erit  .  XVI. 

65)  Si  aUerum  extremorum  cum  medio  ad  retiquum  extremorum  datvm 
fuerU  .  rärumque  ad  medium  datum  erit.  Ut  sit .  a  .  b  .  ad  .  c  .  proporcio 
data  .  atque  ipsa  constat  ex  proporcione  .  a  .  ad  .  c  .  et  b  .  ad  .  c  .  est  pro- 
porcio .  a  .  ad  .  c  .  ad  proporcionem  .  b  .  ad  •  c  .  sicut  proporcio  .  b  .  ad  .  c . 

30  ad  vnum  .  propter  missa  ergo  ytrumque  earum  data  erit .  Uerbi  gracia  .  sit  alte- 
rum  extremorum .  cum  medio  sescuplum  ad  tercium .  itaque  sex  quater  somptam 
facit  .  XXIIII  .  cui  addito  vno  fient .  XXV.  cuius  radix  .  V  .  de  quo  dematar . 
vnum  et  reliqui  dimidium  erunt  duo  .  quare  medium  minori  et  maius  medio 
duplum  erit. 

85  66)  Si  duplus  medii  cum  uno  datum  numerum  fecerit  rdiquo  extremorum 

exeunte  (?)  dato  (•)  svnguti  ipsorum  dati  erunt.  Ut  si  .  a  .  cum  duplo  .  b. fecerit 
numerum  datum  atque  c  .  datus  fuerit .  Ducatur  ergo  .  c  .  in  se  et  fiat .  d  .  et 
in  a  .  et  fiat .  e  .  et  in  b  .  bis  et  fiant .  f  .  g  .  eritque  totos  .  d  .  e  .  f .  g . 
datus  est  et  quia  e  .  quantum   quod  ex  .  b  .  in  se  erit  .  d  .  e  .  f .  g  .  qtiod 
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sit .  ex  .  b  .  c  .  in  se  .  Eztracta  igitur  radice  habebimus  .b.c.  datum  et  quia 
c .  datus  et  .  b  .  atque  •  a  •  Uerbi  gracia  .  Alter  extremorum  sit  duo  duplum 
qne  medii  cum  reliquo  faciat  .  XVI  .  Dacatur  ergo  duo  in  se  et  XVI .  et  fient . 
XXXVI  .  cuius  radix  est  .  VI .  dempto  que  binario  remanent  .  IIII  et  ipse 
mediüs  (•)  tercius  VIII    (•)  .       5 

67)  Tribus  numeris  proporcionäliter  sumptis  si  canpositus  ex  omnihis 
dolus  fuerit  extremarumgue  proporcio  data  quüibet  eorum  dolus  erit.  Si 
enim  proporcio  fuerit  data  .  et  extremi  ad  medium  et  medii  ad  tercium  . 
erit  proporcio  .  data  conpositus  ergo  secundum  hoc  proporcionäliter  diuidatur 

.  et  habebimus  illos  tres  .  Uerbi  gracia  .  conpositus  ex  tribus  fit  (sit) .  XIX .  et  lo 
extremorum  alter  alterum  contineat  bis  et  quartam  (•)  duorum  .  ergo  et  quai-te 
extrahatur  radix  et  erit  vnum  et  dimidium  .  Diuidatur  igitur  .  XIX  .  per  tria 

t   flo     t  or 

u  p  .  s  .  secundum  scsqualtemm  et  secundum  .  tercio  et  fient .  IIII  .  VI  .  IX  . 

68)  Si  cofnposUtts  ex  tribus  numeris  prqporcionabüihus  fuerit  datus  atque 
cxtreworum  differencia  data  ipsi  etiam  dati  erunt,  Data  autem  differencia  aufera-  i& 

tiir .  et  item  addatur  .  ||  conposito  et  prouenient  data  duplum  minoris  trium/^Mi^y 
cum  medio  itemque  duplum  maioris  cum  medio  .  vnimique  in  alterum  ducetur 
.  et  quia  quod  ex  duplo  minoris  in  duplum  maioris  ducitur  .  est  quantum  quod 
ex  medio  in  se  quantus  (quater)  erit  quod  producitur  .  quantum  quod  ex  medio 
in  se  ter  et  in  compositum  .  bis  datum  (•)  quare  quod  fit  ex  medio  in  se  et  in  ^ 
daas  tercias  compositi  datum  eiit  cumque  tercia  sicut  data  erit  medium  datum 
.  et  sit  extrema  .  Uerbi  gracia  .  (Compositum  ex  tribus  sit)  XXXVIII.  differencia 
extremorum.  X.  quo  detracto  aXXXVIII.et  addito  fient  XXVIII.  et  XL  VIII.  vno 
quod  in  alterum  ducto  fient.  M.CCC.XLini .cuius  tercia .  CCCC  .  XLVIII .  hec 
quadruplicetur  et  erunt.M.DCCXC  (II)  .  cui  addatur  quadratum  duarum  ter-  «5 
Ciarum  .  XXXVIII .  hoc  .  XXV  .  et   tercia  et  fient  .  II  .  CCCC  .  XXXIII    et 

(•) 
due  tercie  et .  IX  .  cuius  .  radix  est .  XLIX  .  et  tercia  de  quo  ablatis  .  XXV  . 

et  tercia   reliqui   medietas   est  .  XII   et  ipse   est   medius  conpositusque   ex 

reliquis  .  XXVI  .  quare  vnus  .  VIII  .  et  alter  .  XVIII. 

69)  Tribus  numeris  proporcionalUer  stimptis  si  conpositus  ex  duobus  3o 
extremis  .  itemque   conpositus  ex  minimo  extremorum  et  medio  dati  fuerint. 
omnes  eos  datos  esse  conueniet.    Sint  tres  numeri  proporcionales  .  a  .  b  .  c  . 
maximo  .  a  .  sintque  dati  .  a .  c  .  et .  b  c .  medietas  quod  (que)  differencie  a.  ad . 

c  .  sit  .  d  .  manifestumqne  quod  c  .  d  .  est  medietas  .  a  .  c  .  quadratum  . 
itemqne  .  c  .  d  .  est  u^  quadratum  .  b  .  et  quadratum  .  d  .  quantum  quadratum  .  35 
c  .  d  .  est  u'  quadratum  .  d  .  et  quod  fit  ex  .  d  .  in  .  c  .  et  .  c  .  d  .  in  c  .  est  . 
cd .  cum  .  d  .  fac'  .  a  .  atque  .  a  .  in  .  c  .  u^  .  b  .  in  se  et  quia  c  .  b  (über  a) 
tot .  et  c  .  d  .  dat  erit  differencia  eorum  data  .  que  est  differencia  .  d  et .  b . 
quare  cum  quadrato  eorum  data  conpositus  ex  eis  et .  yterque  datus  erit . 
cumque  sit  •  b  .  datus  .  et .  a  .  c .  erit  et  a  .  etc .  datus  .  Uerbi  gracia .  conpositus  4o 
ex  maximo   et  minimo  fit  XXXHII .  et  ex  medio  et  minimo  .  sit  XXIllT  . 


Digitized  by 


Google 


-     158    — 

atque  medietas  .  XXXliil  .  est  XYII  .  cuius  quadratum  est  CG  .  et  LXXXIX . 
et  ip8um  constat  ex  quadratis  medii  et  dimidie  differencie  extremomm  quo- 
rum  etiam  differencia  est .  VII .  quadrato  igitur  VII  .  hoc  .  est  XLIX  sublato . 
de  .  CC  .  LXXXIX  .  remanebt  .  CC  .  XL  .  cui  cum  aliis  iimeti  faeient .  D . 
5  XXIX  cuius  radix  XXVIII  (XXIII)  ,  de  quo  ablato  VIT  .  reliquo  que  demidiato 
fient .  Vm  .  et  residuum  de  XXm  .  erit .  XV  .  qui  est  medius  et  sie  duo  ex- 
tremi  prouenient .  IX  .  et  XXV. 

.    70)  Si  uero  canposüus  extremis  Uemque  ex  nMximo  .  et  inediiii(o)  daii 
fuerint  ter(m)inos  praporcianales  dwjfHicUer  assigtkxri  continget,     üt  si  ac . 

e 

10  et  a  .  b  .  sint  dati  posil  (positione?)  .  erit  dupliciter  sumi  a  .  b  .  c  .  Este .  enim 
.  quod  .  d  sit  medietas  .  differencie  porcionum  a  c  .  que  sint  .  e  .  maior  et . 
f  .  minor  .  semper  enim  a  .  c  .  maior  .  duplo  .  b  .  Dico  ergo  quod  d  .  pro- 
porcionalis  erit  inter  c  et  f  .  atque  c  .  d  .  quantum  .  [f]  .  b  .  et  enim  f .  b 
est  medietas  a  c  .  erit  quadratum  eins  tamquam  quadratum  .  b  .  et  d  .  re- 
iß manet  ergo  quadratum  ..  d  .  quantum  quod   fit  ex  .  b  in  .  f  b[i8  et  f]  in  f 

Utem?) 

et  quia  f  .  b  •  et  [i]  e  b  .  sunt  ut  e  .  erit  quadratum  .  [d]  quod  fit  ex  .  e  .  in . 
f  .  quare  .  d  in  ter  c  .  et  f .  est  et .  c  d  .  constat .  ex  dimidio  [ac]  .  et  b .  et  d . 
et  a  .  b  .  simili  modo  equalia  ergo  sunt  data  .  cum  erunt .  d  .  et .  b  .  Com 
enim  a.b.  dati  atque  dimidium  datum  erit  .  d  .  b  .  est  quadrata .  eorum  data 
20  .  vtrumque  ergo  datum  .  ob  hoc  etiam  et  e  .  f  .  atque  .  a  .  et  .  c  .  data  erunt 
.  üerbi  gracia  .  Conpositum  ex  maximo  .  et  medio  .  sit  .  XXVIII  .  et 
maximo  et  minin^o  XXV  .  Dimidium  autem  .  XXV  .  est  XII .  et  dimidium 
cuius  quadratum  est  C  .  LVI  et  quarta  .  eiusdem  differencia  ad  .  XXVlll . 
[est]  .  XV  [et]  dimidium  .  Huius  quadratum  est  CC  .  XL  .  et  quarta .  de 
85  quo  toUatur  CLVI  et  quarta  et  relinquentur  .  LXXXTITf .  cuius  ad  .  C  .  LVI . 
et  quartam  differencia  est  LXXII  .  et  quarta  cuius  radix  .  Vlil  et  dimidium . 
quo  dempto  •  XV  .  et  dimidio  et  reliquo  mediato  exibunt  tria  et  dimidium  . 
quod  cum  XU  iacit  ipsum  igitur  .  tam  .  XU  quam  tria  et  dimidium  potest 
esse  dimidium  et  si  fiierit  XII  erunt  extrema .  XVI  et  noaem  si  tria  et  di- 
so midium  ei*unt  extrema  .  XXllll  .  et  dimidium  maius  et  dimidium  iantnm 
erit  minimum.  ^^ 

71)  Si  fuerint  IUI  numeri  propordonaks  fueri/ntque  primus  et  guartns 
dati  atque  conposUus  ex  secundo  et  terdo  omnes  quoque  dati  erunt,  Quia 
enim  primus  et  quartus  dati  et  quod  fit  ex  primo  in  quartum  quantum 
35  quod  ex  tercio  in  secundum  erit  quod  ex  tercio  in  secundum  produeitur 
datum  .  et  c  (cum  ?)  .  conpositus  ex  ipsis  datus  sit  vtrumque  eorum  datos  erit 
Uerbi  gracia  .  primus  .  XV  .  quartus  .  VI  .  conpositus  ex  secundo  et  tercio . 
XIX  .  ducatur  ergo  .  XV  .  in  .  VI .  et  erunt .  IX  (XC)  est  et  quadratum  .  HX 
•  est .  CCC  .  LX  .  I .  de  quo  quater  tollatur  .  X  .  C  .  et  remanebit  vnum  cuio.^ 
40  radix  ynum  et  ipsum  est  differencia  tercij  et  secundi .  quae  ipsa  enmi .  X  . 
IX  .  sed  non  est  distincio  quod  sit  tercium  quod  secundum. 
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72)  Prhno  ofutem  et  secundo  datus  (quario  dato)  si  differenda  ä  secundi  et 
tercii  data  fuerit  uterque  eorum  datus  erU.  £adeiii  enim  de  causa  qua  et  priufi 
quod  fit  ex  secundo  in  tercium  datum  erlt  est  ergo  sie  eorum  differencia  data 
consequitur  eos  datos .  esse  .  Uerbi  gracia .  primus  XU .  quartus  tres  (•)  difiPerencia 
est  secundi  et  tercii  quinque  .  Itaqiie  ex  ductu  .  Xu  .  in  tria  fiunt  .  XXXVI  .  s 
quod  quater  sumptum  cum  quadrato  V  .  faciet .  CLXIX  .  cuius  radix  est  . 
Xm .  de  quo  dempto  .  V  .  reliqui  medietas  .  erit  IUI  .  qui  est  unus  et  re- 
üquus  .  IX  .  erit  sed  indistincte  quis  tercius  quis  secundus. 

73)  Ä*  üem  prhnus  et  quartus  dati  fuermt  et  proporcio  secundi  ad  ter- 
dum  data  quilibet  eorum  datus  erit,  .  Si  enim  dati  sunt  primus  et  quartus  lo 
erit  eorum  proporcio  data  que  constat  ex  proporcione  primi  ad  tercium  et 
secimdi  ad  quartum  sed  est  proporcio  tercij  ad  secundum  data  .  sit  diuisa 
per  ipsum  proporcionem  primi  ad  quartum  (•)  data  erit  et  conposita  ex  pro- 
porcione primi  ad  tercium  et  secundi  ad  quartum  Totius  ergo  radix  extrahatur 

et  habebitur  proporcio  primi  ad  tercium  quare  tercium  datum  est  et  proporcio  i^ 
secundi  ad  quartum  et  ob  hoc  secundum  .  datiun  .  Uerbi  gracia  Primum  sit 
.  XYIU  .  quartum  duo  .  ||  secundum  quadruplum  tercio  .  secundum  (primum) /«/.lu! 
[X]  VIU  continet  duo  nouies .  Itaqne  neuem  diuidantur  per  quartam  et  exibunt . 
XXXYI  cuias  radix   extrahatur  et  erit .  VI  .  Primum  ergo  continebit  sexies 
tercium  .  cum  igitar  tercius  tres  et  secundus   sexies  duo  et  ipse  secundum  20 
hoc  erit  XII  . 

or 

74)  Si  fuerint  IUI  numeri  proporcionäles  primus  que  et  quartus  dati 
fuerint  conpositus  que  ex  primo  et  secundo  ad  tercium  datus  (•)  singulos  eorum 
datos  esse  canueniet.     Sint  proporcionäles  numeri  a  .  b  .  c  .  d  .  datique  sint . 

a .  et .  d  .  et  .  a  .  b  .  ad  .  c  .  datus  et  quia  proporcio  .  a  .  b  .  ad  .  c  .  constat  25 
ex  proporcione  a.b.  [ad]  .  a  .  et .  a  .  ad  .  c  .  sed  proporcio  .  a  .  b  •  ad  .  a  . 

auf  b 

sed  uero    proporcio  .  b  .  ad  .  a  .  et  vnum  .  erit  ut  proporcio  .  a  .  ad  .  [c  .  ] 
ducta  in  proporcione[m]  .  b  .  [ad  .  a  .  ]  et  in  vnum  faciat  proporcionem  a  . 

b .  ad  .  c  .  sed  proporcio  .  a  .  ad  .  [e]  .  ducta  in    proporcionem  .  e  .  ad  .  d  . 
fact  proporcionem  .  a  .  ad  .  d  .  sicut  ergo  proporcio  .  a  .  ad  .  d  .  ad  propor-  so 
cionem  .  a  .  b  .  ad  .  c  .  ita    proporcio  .  c  .  ad  .  d  .  ad  proporcionem  .  b  .  ad 

a .  et  ad  vnum  .  sed   quia  proporcio  .  c  .  ad  •  d  .  ad  vnum   sicut  vnum  ad 
proporcionem  .  b  .  ad  a  .  vtrumqne  ad  medium  datam  esse  consequitur  .  quare 
vtraqne  data  et  sie  .  b  .  et  .  c  .  data  erunt  .  Uerbi  gracia  .  Primum  sit  .  XVI  . 
quartum  tria  atque   primns  et  secundus  quadruplum  .  sicut  tercio   cumque  35 
sit .  XV  (XVI) .  Gontine(n)s .  lU  quinqnies  et  eins  terciam .  V .  et  tercia  continebit 

a  or 

Iin  .  et   eorum   quartam    et  XU  et  Uli  erit  in   quarte  quinarii   et  vnus 
tercie  .  Itaque  tres  quarte  quater  sunt  tria  quibus   addatur  .  vnum   et  fient 

or  « 

im  cuius  radix  est  duo  de  quo  subtracto  .  vno  et  reliquo  mediato  proueniet 
medietas  vnius  (•)  secundus  ergo  medietas  .  XVI  .  et  est  VIII .  tercius  duplns  40 
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tribus  et  est .  VI  .  Aliter  sumatur  quarta  XVI   que  est  Uli  .  sicot  terdos 

*  est  primi  et  secundi   et  ducatar  .  III  .  in  .  IIII  .  et  fient .  XU  .  cwaa  qaa- 

druplum  addito   quadrato    IIU    faciet   LXUU  .  cuius   radix  .  VIII  .  de  qao 

or 

demptis  IUI  et  reliquo  mediato  fient  due  que  cum  IIU  facient  .  VI .  et  ips€ 

or 

5  est  tercius  seeundus  VUI  quartus  IIU  .  , 

75)  QwjUiior  numeris  proporciofuüibus  sed  conpo8Üus(o)  ex  primo  ä  sf- 
cundo  üemque  ex  terdo  et  IIII  dato  .  fuerint  prinmsque  ad  quartum  datv.< 
singulos  eorum  dolos  esse  necesse  est*  Quum  enim  compositi  daü  sunt  et 
proporcio  eorum  data  est  que   proporcio  conpositi  ex  primo  et  seeondo  ad 

10  conpositum  ex  tercio  et  quarto  .  ea  primi  ad  tercium  ergo  data  cumqne 
primi  ad  quartum  data  .  erit  piimi  ad  conpositum  ex  tercio  et  quarto .  d&- 
tum  .  Datum  primum  sie  que  tercium  que  secundum  et  quartum  .  üerbi 
gracia   .   conpositum   •   ex   primo   et   secundo  .  XXV  .  e(t)  .  ex   tercio  et 

quarto  X  .  est  et  quartus  sit  IUI  .  XV  .  primi  cumque  sit  X  .  due  .  V . 

e 

15  XXV  .  erunt  quartus  tercius  .  XXV  .  primi  cumque  tercius  et  quartus  sit .  X 
.  erit  primus  XV  .  seeundus  X  .  tercius  .  VI  . 

76)  Si  uero  cowposvtus  ex  primo  et  quarto  atque  ex  secundo  tercio  daii 
fuerint  et  proporcio  primi  ad  tercium  data  qi^ütbet  eorum  datus  erU.  üt  si . 
a  .  d  .  atque  .b.c.  dati  cc  que   proporcio  .  a  .  ad  .  c  .  data  erit  ergo  pro- 

20  porcio  a  .  b  .  ad  .  c  .  d  .  data  cumque  totus  a  .  b  .  c  .  d  datus  ert .  a  .  b  .  et 
c  .  d  dati  .  Differencia  ergo  .  b  .  ad  .  d  .  data  .  atque  differencia  .  a  .  ad  .  c  . 
est  que  proporcio  differencie  ,  a  .  ad  .  c  .  ad  differenciam  .  b  .  ad  .  d  .  ea  est 
proporcio  .  a  .  c  .  ad  .  d  .  b  toto  ergo  a  .  b  .  c  .  d  .  dato  dati  ert  .  a  .  c  .  et . 
b  .  d  .  cumque  differencie  .  a  .  ad  .  c  .  et  b  et  d  .  dato  sint  eis  omnes  datos 

25  esse  consequitur  .  üerbi  gracia  .  sit  primus  cum  quarto  .  XVI  .  seeundus  eoiu 
tercio  XUII  atque  primus  sequaliter  (sesquialter)  tercio  .  Juncto  igitur  ono 
cum  vno  et  dimidio  (totus  ?)  erit  conpositus  ex  omnibus  .  hoc  est  XXX  ■ 
atque  conpositum  ex  tercio  et  quarto  compositus  dnplus  sesqualter  (?)  ipse 
ergo  erit  XII  .  est  (et)  quartus  cum  primo  erat  .  XVI  .  ergo  primus  superat 

so  tercium  .  IIU  .  ergo  quartum  est  dimidium  tercii  ipse  ergo  erit  Vlll  et 
primus  XII  seeundus  VI  .  quartus  IIU  . 

77)  Si  fuerint  quatuor  numeri  prqporcionaies  toto  que  ex  omnibus  con- 
posito  dato  fuerint  diffei'encie  primi  ad  secundum  et  tercii  ad  qiiortum  datf  [■> 
omnes  eos  datos  esse  demonstrahitnr.    Si  enim  differencie  primi  ad  secundum 

35  et  tercii  ad  quartum  date  fuerint  erit  .  differencia  primi  et  tercii  ad  secondom 
et  quartum  .  data  .  quare  (uero  ?)  est  conpositus  ex  omnibus  datus  (•)  sie  uter- 
que  eorum  datus  erit  que  vnius  ad  alium  proporcio  (data?)  ea  primi  ad  secoBdnm 
et  tercii  ad  quartum  primus  ergo  ad  secundum  e^ tercius  ad  quartum  est  dato^ 
primus  igitur  et  tercius  ad  differencias  suas  ad  illos  dati  erunt .  cumque  sint 

40  differencie   date   et  ipse(i)   erunt  dati   et  reliqui  .  üerbi  gracia  .  conpositus' 
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es  omDibos  sit .  XXXV  .  et  differencia  primi  ad  secundum  .  V  .  et  tercii  ad 
quartum  .  duo  (•)  primi  ergo  et  tercii  .  differencia  ad  secundum  et  quartum  ^ 
erit  VII .  quo  subtracto  de  .  XXXV  .  residui  medietas  erit  XIIII  .  qui  con- 
ponitur  ex  secundo  et  quartus(o  •)  conpositus  que  ex  primo  et  tercio  XXI  que 

c  .  sit  triplus  ad  VIT  .  que  est  differencia  ipsius  ad  XIIII .  erit  pn(m)us  triplus  5 
ad  .  V  .  et  tercie  (us)  ad  due  que  sunt  differencie  ipsortim  ad  secundum  et 
quartum  primus  ergo  XV  .  secundus  .  X  .  tercius  VI  quartus  IUI  . 

78)  Quatuor  numeris  proporcionalUer  disposüis  et  conposUo  ex  omnibtts 
dato  si  differencie  primi  ad  quartum  et  secundi  ad  terdum  date  ftterint  (•)  sin- 
gidos  eorum  datos  esse  cansequUur.  Conposito  ex  .  a  .  b  .  c  .  d  .  dato  sit  e  lo 
differencia  .  a  .  ad .  d  .  et  h  .  differencia  .  b  .  ad  .  c  .  data  (•)  posito  quod  a  .  sit 
maximus  et .  b  .  maior  .  c  .  quia  igitur  differencia  .  a  .  ad  b  .  et .  b  .  ad  .  c  .  et .  c  . 
ad  .  d  .  si  de  e  toUatiu*  .  h  .  remanebit  differencia  .  a  .  ad  .  b  .  cum  differencia 

c  .  ad .  d  .  faciens  quiddam  datum  quod  erit  differencia  .  a  .  c  .  ad  .  b  .  d  .  data 
cumque  totus  .  a  .  b  .  c  .  d .  sit  datus  .  erit  .  a  .  c  .  et  .  b  .  d  .  dati  erunt .  b  .  i5 
et .  c  .  similiter  .  b  .  et  d  .  dati  .  üerbi  gracia  .  sit  conpositus  ex  omnibus  . 
XLV  .  differenciaque  primi  ad  quartum  .  VII  et  secundi  ad  tercium  duo  Dem- 
ptis  ergo  duobus  .  de  .  VU  .  remanient  .  V  .  quibus  detractis  de  XLV  reliqui 
medietas  erit  XX  et  ipse  conponitur  ex  secundo  et  quarto  primusque  et 
tercius  erunt  .  XXV  .  Iterum  .  Juncta  VII  .  cum  duobus  faciunt  IX  .  quibus  «o 
demptis  de  .  XLV  .  residui  dimidium  erit  XVm  qui  constat  ex  tercio  et 
quarto  et  XXVII  .  et  (ex)  primo  et  secundo  et  quia  XXV..  addt .  sio  (con- 
tinet?)  .  XX  (et)  eius  quartam  (  .  simili  modo)  primus  continebit  secundum 
et  eius  quartam  Itaque  XXVII  .  continet  secundum  bis  et  eius  quartam  ipse 
ergo  erit  XII  et  pri(m)us  XV  sicque  tercius  .  X  .  et  quartus  .  VIII  .  ||         /o/.iu\ 

79)  Si  tres  numeri  proporcionäles  tribus  aliis  contvnue  proporcionaHibus  2« 
comperafUur  primtts  ad  primum  atque  tercii  ad   tercium   fuerit  proporcio  . 
data  (•)  medius  quoque  ad  medium  datus  erit .  üt  si  .  a  .  ad  .  b  .  sicut .  b  .  ad  . 

c  .  itemque  .  d  .  ad  .  e  .  sicut .  e  .  ad  •  f .  sitque  proporcio  .  a  .  ad  .  [d  .  ]  et . 
[c .  ]  ad  .  f .  data  (•)  erit  .  b  .  ad  .  e  .  proporcio  data  .  continuentur  .  enim  pro-  so 
porcio  .  a  .  ad  .  d  et  proporcio  .  c  .  ad  .  f .  et  conposite  extrahatur  radix  et 
ipsa  proporcio  •  b  .  ad  .  e  .  üerbi  gracia  .  primus  contineat  primum  et  eius 
octauam  .  tercius  sit  duplus  tercie  Ducantur  ergo  duo  in  vnum  et  octauam  et 
fient  duo  et  due  octaue  quod  erit  denominatio  proporcionis  .  conposite  si  conti* 
nentur  .  eius  extrahatur  radix  et  prouenient  XII .  et  VIII  hoc  est  vnum  et  35 
dimidium  .  Itaque  medium  continet  medium  semel  et  eius  medietatem  (•)  pro- 
porcio enim  ex  proporcionibus  extremorum  continuata  est  tamquam  proporcio 
mediorum  duplicata. 

80)  Si  quotlihet  numeri  continue  proporcionäles  todidem  äliis  contimie 
proporcionalihus  conpeicntur  fuerint  que  primi  ad  primum  (•)  sectmdi  ad  secun-  4o 
dum  propordones  date  (•)  reliquorum  ad  rcliquos  pei'  ordinem  porciones  data 
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esse  conuenkt,  Quot  enim  differencia  proporcionis  primi  ad  primum  ad  pro- 
porcionem  secundi  ad  secandam  ea  .  erit  proporcionis  primi  ad  secundom 
ad  proporcionem  primi  ad  secundum  ea  etiam  proporcionis  secundi  ad  ter- 
cium  .  ad    proporcionem   secundi   ad    tercium   et  ita  per  ordinem  est  que 

5  differencia  proporcionis  secundi  ad  tercium  ad  proporcionem  secundi  ad 
tercium  ea  proporcionis  secundi  ad  secundum  ad  proporcionem  tercii  ad 
tercium  .  quare  continue  que  differencia  proporcionis  primi  ad  primam  ad 
proporcionis  secundi  ad  secundum  ea  proporcionis  secundi  ad  secundum  ad 
proporcionem  tercii  ad  tercium  similiter  in  addendo  et  diminuendo  et  ista 

10  ad  extremes  lila  ergo  differencia  continue  dempta  .  relinquetur  relinquomm 
ad  inuicem  proporcio  .  Uerbi  gracia  .  quatuor  comparantur  ad  .  IUI .  primos 
continet  primum  et  eius  terciam  secundus  est  secundo  «qualis.  Itaque  per 
vnum  a  quo  denominatur  .  equalltas  diuidatur  unum  et  tercia  et  exibont 
vnum   et  tercia  et  per   vnum   et  terciam   diuidatur  .  vnum  et  exibunt  tres 

16  quarte  .  tercius  ergo  tercii  erit  .  tres   quarte   atque  tres  quarte  diuidantur . 

c 

per   vnum   et  terciam   et    exibunt .  IX  .  XYI  .  quartus    igitur    quarti   erit . 

IX  .XVI. 

81)  Si  duo  numeri  per  alios  duos  diuidantur  et  istorum  et  iUarum  fuer'mi 
proporcianes  date  (•)   diuidencia  quoque  proporcionem  ad  inuicem  hdbehini 

20  datam,  XJt  si '.  a  .  et  .  b  .  per  .  c  .  et  .  d  .  diuidantur  et  exeant  .  e  .  et .  f . 
fueritque  .  a  .  ad  .  b  .  et  c  datum  .  ad  .  d  .  diuidatur  proporcio  .  a  .  ad  .  b .  (per) 
proporcionem  c  .  ad  .  d  .  et  exibit  proporcio  .  e  .  ad  .  f .  quam  proporcio  .  a . 
ad  .  b  .  continuatur  ex  proporcione  .  c  .  ad  .  d  .  et  proporcione  .  e  .  ad  .  f . 
Uerbi  gracia  .  diuisoris  ad  diuisorem  sit  proporcio  dupla  .  et  in  ter  diuiso& 

25  sit  dupla  proporcio  .  Diuidantur  ergo  tria  per  duo  et  exibunt  vnum  et  dimi- 
dium  quare  in  ter  diuidencia  .  erit  proporcio  sesqualtera  .  nota  quod  diuisor 
uocatur  .  hie  numerus  per  que(m)  fit  diuisio  numerus  diuidens  uocatur  nu- 
merus quociens. 

82)  Quot  si  inter  diuisores  et  diuidencia  fuerint  date  proporciones  et  numeri 
so  diuisi  erunt  ad  inuicem  dati,     Ducatur  .  siquidem  altera  in  alteram  et  pro- 

ducetur  illorum  (proporcio)  simili  de  causa.  Uerbi  gracia  .  diuidens  diuidenti 
est  sesqualterum  .  et  diuisor  diuisori  sesquialterius  (sesqui tercius?)  Itaque 
vnum  et  dimidium  in  vnum  et  terciam  ducantur  .  et  fient  duo  quare  nume- 
rus diuisus  alii  duplus  erit  atque  diuidencia  differencia  . 

35  83)  Si  numerus  datus  per  duos  numeros  diuidatur  quorum  differcficie 

date  fuerint  ipsi  etiam  daii  erunt.  Sit  numerus  datus  .  a  .  qui  diuidatur . 
per  .  b  .  et  c  .  quorum  differencia  .  d  .  data  et  exeant  .  e  .  et  f .  quorum 
differencia  g  .  data  sitque  sicut  .  b  .  ad  .  d  .  ita  .  h  .  ad  .  c  .  est  sicut  b . 
ad  .  d  .  ita  .  f  .  ad  .  g  .  quare  .  f  .  ad  .  g  .  sicut    h  .  ad  .  c  .  est  .  f .  in  .  c  . 

40  facit  .  a  .  ergo  .  et  h  .  in  g  fait  .  a  .  Iterum  .  b  .  in  .  c  .  faciat  .  1  .  igitur  et 
d  in  b  .  faciet  .  1  .  Itaque  a  .  ad  1  .  sicut .  g  .  ad  .  d  .  quare  .  a  .  ducatur  in  . 


Digitized  by 


Google 


—    163    — 

d  .  et  diuidatar  .  productum  per  g  et  exibit  1 .  datum  .  quare  .  c  .  differen- 
da  .  b  .  ad  .  c  sie  data  erit .  b  .  et  c,  data  et  ob  hoc  . b  .  et . f .  Uerbi  grada . 
XXini  diuidatur  per  dnos  nuineros  quorum  differencia  sit  vnum  et  exeant 
doo  numeri  quorum  differencia  duo  Ducatur  ergo  vnum  in  XXUII  et 
enint .  XXTTII  .  que  ducantur  (diuidantur)  per  duo  et  fient  XII  quorum  qua-  5 
druplo  addatur  quadratum  vnius  fientque  XLIX  cuius  radix  .  VII  de  quo  sub- 
lato  vno  et  reliquo  mediato  prouenient  tria  et  ipse  erit  minor  diuisorum 

or  

maior  IIII  diuidencia  .  Vm  et  VI  . 

84)  SI  uero  diuidentium  differenda  data  fuerü  conpositusque  ex  diui- 
soribus  datus  quüibet  eorum  datus  erü,    Disposicio  superior  remaneat  preter  10 
quod  .  b  I  c  .  datus  est  et  non  d  .  sed   etiam  proporcio  .  a  .  ad  .  g  .  que  .  1  . 
ad  .  d  si  igitur  1  diuidatur  per  .  d  perueniet  quoddam  datum  cumque  d  .  sit 
differencia  e  (c)  .  et  b  qui  faciunt  vnum  datum  et  b  fient  ex  c  in  b  .  erit  . 

a .  et  b  .  datum  et  sie  .  e  .  et  f  .  data  .  erunt  .  Uerbi  gracia  .  XX  diuidan- 
tur per  duos  numeros  ex  quibus  conponitur  VIT  et  prouenerint  duo  nu- 15 
meri  quorum  differencia  est .  VI  ,  diuidatur  ergo  .  XX  .  per  VI .  et  exibunt 
tria  et  tercia  cuius  quadruplum  est  XIII  et  tercia  .  cuius  quadratum  si  ad- 
datar .  quadruple  quadrati  VII  .  fient  (C)  CO  .  LXXIII  .  et  VII  none  cuius 
radix  est  XIX  et  tercia  .  de  quo  subtracto  XIII  .  et  tercia  .  reliqui  medietas 
est  m .  quo  subtracto  de  VII  reliqui  dimidium  est  duo  qui  est  unus  diuisorum  20 
(0  reliquus  .  V  .  diuidencia  quoque  .  X  .  et .  HU. 

85)  Si  duo  fuerint  numeri  ad  inuicem  dati  et  wms  in  cdium  duäus 
fecerit  wumerum  datum  (•)  täerque  eorum  datus  erit .  üt  si  .  a  .  ad  .  b  .  datus  et 
vnus  in  alium  fecerit  .  c  .  datum  esto  ergo  aliquis  ad  .  c  .  sicut .  a  .  ad  •  b  . 
qui  fit .  d  .  et  datus  atque  ipse  fiet  ex  a  .  in  se  (•)  extracta  ergo  radice  illius  25 
habebitur  a  .  datus  et  sie  .  b  .  datus  erit  üerbi  gracia  .  vnus  alteri  sit  ses^ui- 
tercius  vnusque  in  alium  faciat  XLVIII  addatur  ergo  XL VIII  .  sua  tercia  et 
fient .  LXIIII  cuius  radix  est  VIII  et  ipse  est  ille  vnus  et  reliquus  erit  VI. 

86)  Ihwhus  numeris  ad  se  datis  si  quadrata  eorum  fecerint  numerum 
datum  ipsi  etiam  dati  erunt  .  Ut  .  a  .  et .  b  .  datus  et  ex  .  a  .  in  se  fiat  .  c  .  so 
et  ex  .  b  .  in   se  fiat  .  d  .  sitque  .  c  .  d  .  datus  .   Est  autem   c  .  ad  .  d  .  pro 
porcio  a  .  ad  .  b  .  duplicata  quare  et  data  (est)  .  et  c  .  et  d  .  datum  erit.    üerbi 
gracia  .  alter   alteri   duplus   erit  et   quadrata  eorum  coniuncta  faciunt  .  D  . 

quia  ergo  vnum  vni  quadruplum  erit  erit  .  D  .  eidem  quintuplum  ||  et  ipsum/o<.Ii5^ 
erit  C  .  cuius  radix  est .  X  .  et  ipse  est  minor  maior  autem  erit  .  XX  .  duo  35 
et  reliquus  .  IV  .  („duo  et  reliquus  .  IV  ."  gehört  an  das  Ende  von  87.) 

87)  Baiis  numeris  duobus  ad  inuicem  si  quot  fit  ex  conposito  ex  ips(is)  in 
eorum  differenciam  datum  fuerit  uterque  eorum  erit  datus.    Quod  enim  fit  ex 
conposito  in  eorum  differenciam  est  quod  addit  quadratum   maioris   super 
quadratum  minoris  .  cumque  quadrati  ad  quadratum  sit   proporcio   data  et  40 
illius  ad   ipsum   data  erit  (•)   quai'e  quadratum   datum  ob  hoc  oblatus  eius 
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(datum  ipsum?)  et  simpliciter  reliquum.  üerbi  gracia  .  altemm  alteri  tii- 
plmu  est  et  conpositum  ex  ipsis  in  eorum  .  differenciam  facit  XXXII .  com 
ergo  quadratum  quadrato  sit  nonuplum  et  ipsum  erit  eidem  octuplum  quare 
quadratum  minoris  erit  Uli  et  ipse  erit .  (duo  et  reliquns  .  lY  .) 

6  88)  Si  quadratus  (m)  cum  addicione  radicis  sue  per  datum  numerum  mvUi- 

plicate  datum  numerum  fecerit  ipse  etiam  datus  erit,  Sit  quadratus  .  a  .  radix 
eius  .  b  .  multiplicata  per  .  c  .  d  .  ut  .  et  c  .  et  d  .  sit  eius  medietas  .  atque 
ex. .  b  .  in  .  c  .  d  fiat  .  e  .  sitquc  .  a  .  e  datiis  quia  igitnr  b  .  c  .  d  secundum 
b  .  multiplicatus  facit .  a  .  e  .  quadrato  .  d  .  adiuncto  .  ad  .  a  .  e  .  fiat  a .  e  f . 

10  eritque  .  a  .  e  f  .  quod  fit  ex  b  c  in  .  se  cum  que  sit  .  a  e  .  f  .  datus  erit  et 
b.c.  datus  subtacto  igitur  .  c  .  remanebit .  b  .  datus  et  sie  .  a  .  datus  erit . 
Uerbi  gracia  .  Est  quadratus  cuius  radix  si  multiplicetur  per  .  V  .  et  produ- 
ctum  .  ei  .  addatur  .  fient  XXXVI  cui  addatur  quadratum  duorum  et  dimi- 
dium  .  et  fient  XLII  .  et  quarta  cuius  radix  est  sex  et  dimidium  de  quo  ab- 

15  latis  duobus  et  dimidio   remanent  .  Uli  .  qui   est  radix   et   quadratus  XVI. 

89)  Quadratum  qui  (si)  cum  addicione  dati  numeri  facU  numerum  quemt 
radix  ipsius  per  datum  numerum  multiplicata  producit  cantingü  dupliciier 
assignari.  Sit  enim  idem  quadratus  .  a  •  radix  .  b  .  numerus  datus  additus . 
c  .  atque  d  .  e  datus  in  quem  b  .  ductus  facit  .  a  .  c  .  cuius  medietas  d  .  et 

80  ipsius  quadratum  .  f  .  atque  differencia  .  b  .  ad  .  d  .  sit  .  g  .  quia  igitur .  b . 
in  .  d  [e]  facit .  a  .  c  addunt  a  .  et  f  .  super  .  a  .  c  quadratum  g  Itaque  a . 
vtrobique  dempto  .  addit  f  .  super  c  .  quadratum  g  .  Dempto  ergo  .  g  .  de  . 
d  .  potest  remanere  .  b  .  et  addito  .  g  .  ad  [d]  potest  fieri  .  b  .  qoare  do- 
plic(ab?)itur  assignabitur  .  a  .    üerbi  gracia  .  Sit  quadratus   qui  cum  addi- 

25  cione  Vm  .  faciat  numerum  quem  radix  sua  per  .  VI .  multiplicata  producit. 
Medietas  ergo  sex  que  est  III  in  se  ducta  facit .  IX  .  qui  addit  vnum  super 
VIII  .  cuius  radix  vnitas  que  erit  differencia  radicis  predicti  quadrati  et  ter- 
narij  .  Hac  igitur  differencia  dempta  et  addito  temario  habebimus  duo  et 

or 

IUI  .  quorum  quadrata  IUI  .  et  .  XVI.  Vtrique  igitur  addantur  VDI .  et  fient. 
30  Xn  et  XXIIII  .  qui  fiunt  ex   ductu  senarii  in    duo  et  quatuor  secundum 
quod  propositum  fuerat . 

90)  Si  ex  muUiplicatione  radicis  sue  per  datum  numerum  addito  dato  nu- 
mero  fiat  quadratus  ipse  etiam  datus  erit.  Sit  ut  prius  .  a  .  et .  b  radix  et 
c  .  d  .  datus  numerus  multiplicans  et .  c  additus  differencia   igitur  .  b  .  ad  . 

35  c  .  d  .  sit  g  ut  sit  g  .  c  .  d  .  tamquam  .  b  .  et  quia  b  .  in  se  facit .  a  .  quam 
etiam  producit  in .  c  .  d  .  addito  e  .  constat  .  e  .  fi(eri?)  ex  .  b  .  in  g  et  quia 
g  c  .  in  se  est  quantum  .  b  .  in  g  .  [c]  .  d  .  in  se  [i]g[itur]  erit  etiam  quan- 
tum  d  .  in  se  cum  e  qt  (quot)  data  sint  erit  et .  g  .  c  datum  qoare  et  g . 
datum  utque  g  .  c  .  d  .  qui  est  b  .  sitque  .  a .    üerbi   gracia  .  est  quadratus 

40  qui  fit  ex  addicione  .  XU  .  super  multiplicationem  radicis  sue  per  Uli .  Itatjue 
quadrati  dimidii  IUI .  quod  est  IUI  .  addatur  super  XII .  et  fient .  XVI .  cuius 
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radix  est  IUI  .  de   quo   dimidio   IUI  .  dempto  remanebunt  duo   que   addita 
simili  modo  IUI  .  faciunt  .  VI  .  et  ipse  est  radix  quadratus  que  XXXVI  . 

dl)  Si  numerus  ad  quadratum  datus  cum  addicione  numerl  ad  radicem  ipsi 
daH  fecerü  numerum  datum  et  quadratum  et  radicem  datos  esse  consequetur. 
Sit .  a  .  radix  et .  b  .  quadratus  et  .  c  .  datus  ad  .  a  .  et  d  .  datus  .  ad  .  b  .  & 
ut  sit  c  .  d  .  datus  Esto  .  autem  sicut  .  b  .  ad  .  d  .  ita  sit  g  .  ad  c  .  Itaque 
g .  b  .  ad  .  c  .  d  .  sit  b  .  ad  .  d  .  qi^re  .  b  .  g  datus  est  autem  et  g  ,  ad  . 
a .  datus  ipsius  que  ad  illum  proporcio  sit  e  quare  .  a  .  in  e  datum  faciet  g  . 
qui .  c  .  b  .  quadrato  facit  numerum  datum  erit  igitur  et  a  .  et  b  datus  . 
Uerbi  gracia  .  Tercia  radicis  et  quarta  quadrati  faciunt  .  XI  .  igitur  qua-  lo 
dratus  cum  radice  et  tercia  eius  faciet .  XLIUI  .  Huic  itaque  addatur  qua- 
dratum duarum  terciarum  que  sunt  dimidium  unius  et  tercie  et  fient 
XLnn  .  et  nn  nono  cuius  radix  .  est  XX  tercie  hoc  est  VI  .  et  duo  tercie 
ablatis  igitur  duobus  tercijs  manent  VI  et  ipse  est  radix  quadratus  uero 
XXXVI .  15 

92)  Si  numerus  ad  quadratum  daUus  cum  numero  dato  fecerit  numerum 
datitm  ad  radicem  et  radix  et  quadratus  datus  erit.  Sit  ut  prius  .  a  .  radix 
et .  b  .  quadratus  et  .  d  .  datus  ad  .  b  .  qui  cum  .  c  .  dato  numero  faciet  . 
c  .  d  .  datum  ad  .  a  .  sicut  igitur  .  b  .  ad  d  .  sit .  e  .  ad  c  .  quare  c  datus  at- 
({ue  .  b  .  e  .  erit  numerus  datus  ad  .  a  .  erit  ergo  simili  modo  et  a  .  et  b  .  so 
datus.  Uerbi  gracia  .  Vicesima  pars  quadrati  cum  XXV  .  faciat  triplum  radi- 
cis Itaque  quadratum  cum  quingentis  faciet  sexagincuplum  radicis  .  Me- 
dietas  igitur  LX  .  in  (se)  facit  DCCCC  qui  addit  CCCC  super  .  D  .  cuius 
radix  .  XX  .  et  ipse  est  differencia  radicis  quadrati  et  XXX  addita  ergo  . 
hac  differencia  et  ea  .  dempta  .  a  .  XXX  .  habebitur  radix  et  X  .  et .  L  .  25 
quorum   quadrata  .  C  .  et  ÜD  (•)   de  utriusque   vicesima   sumatur  que   sunt 

V    et    CXX(V)    vtrique    additis    XXV  .  fient   binc  .  XXX  .  triplum    X  .  et 
llinc  .  CL  .  triplus  ut  propositum  fuerat  . 

93)  Si  numero  ad  radicem  dato  addatur  numerus  ut  proueniat  numerus 
(id  quadratum  datus  uterque  sed  hoc  (sed  hoc  =*»  eorum?)  datus  erit,     Dis-  so 
posicio  eadem  sit  preter  quod  .  d  .  sit   datus  ad  .  g  .  et  .  c  .  d  .  totus  datus 
ad  .  b  .  Eodem  autem   modo   sit  .  b  .  ad  .  c  .  d  .  ita  sit   f  .  ad  .  c  .  et  f  .  ad 

d  .  quare  e  datus  et  .  f  .  ad  .  a  .  datus  atque  e  f .  equalis  .  b  .  itaque  ex  hoc 
et  a  et  b  .  datus  .   Uerbi  gracia  .  triplum   radicis   cum  XU  .  facit .  sesqual- 
terum  quadrato   ergo   duplum  radicis   et   Vm  .  facit  quadratum  secundum  35 
operacionem  ergo  decime  presentis  proueniet  radix  IIII .  et  quadratus  XVI  .  ||  /of.145''. 

94)  Si  conpositus  ex  duobus  numcris  fuerit  ad  tercium  datus  quique  ex 
illis  produdtur  ad  quadratum  ipsius  datus  uterque  ipsorum  ad  eundem  datus 
erit.    §  Ut  si  .  a  .  sit  .  b  .  c  .  datus  atque   ex  a  .  in   se  fiat  .  d  .  et  ex  .  b  . 

in  .  c  .  fiat  e  .  datus  ad  .  d  (•)  sit  autem  proporcio  .  b  .  c  .  ad  a  .  (equalis)  .  ^o 
f .  g  .  conposita  ex  proporcione  .  b  .  ad  .  a  et  c  .  et  a  .  proporcio  .  autem  . 
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e  .  ad  .  d  .  bit  .  h  .  et  ipsa  producitnr  ex  .  f  .  in  g  .  Cum  ergo  .  f  .  g  .  daium 
et  ex  .  f  .  in  .  g  .  fiat  datum  (•)  erit  et  f  et  g  .  datum  .  Itaque  et  b  .  et  e 
ad  a  datum  .  Uerbi  gracia  .  Sit  conpositus  ex  duobus  ad  tercium  quintnplos 
et  quod  ex  vno  in  alterum  fit  sie  quadrato  eins  sescuplum  igitur  VI  .  tolla- 
5  tur  quater  de  quadrato  .  V  .  et  remanebit  vnum  cuius  radix  vnum  quod 
tollatur  de  .  y  et  reliqui  medietas  erit  duo  vnum  ergo  illi  duplum  et  re- 
liqum  .  erit  triplum. 

95]  Si  uero  conpositus  ad  tercium  datus  et  qmdrata  eorutn  simüUer  ad 
quadratum  iUitts  data  (•)  Uta  quoque  ad  ipsum  data  erunt,    §  Disposicio  supe- 

10  rior  remaneat  preter  quod  quadrata  .  b  et  «c  sint  e  et  (o?)  .  atque  ex  .  f  in 
se  .fiat .  h  .  et  ex  g  .  in  se  fiat  1  .  erit  .  h  .  proporcio  e  ad  .  d  .  et .  1  .  pro- 
porcio  0  (?)  ad  .  d  sie  que  h  .  1  .  datum  erit  cumque  .  f  •  g  datum  erit  et  f 
g  datum.  Ita  et .  b  .  et .  c  .  erit  datum  ad  e  (a)  .  §  üerbi  gracia  .  con- 
positum  sit  triplum  illi  et  conpositum  quadratis  sit  simili  modo  quadratum 

15  (quintuplum)  quadrati  ,  eius  etc  . 


Digitized  by 


Google 


Q 


Zur  Geschichte  der  Mathematik. 


I.    Das  Trapez 
bei  Euklid,  Heron  und  Braßmeg-upta 


von 


Dr.  H.  Weissenborn, 

Profeuor  am  Grossheriogl.  Bealgymnasinm  su  Risenaoh. 


Digitized  by  VjOOQIC 


Digitized  by  VjOOQIC 


Das  Trapez 
bei  Euklid,  Heron  und  Brahmegupta. 

Wenn  ich  diese  gewiss  Manchem  auff&Uig  erscheinende  Ueberschrifi  für 
die  erste  dieser  Abhandlangen  wähle,  so  geschieht  es  nur  deshalb,  weil 
alle  Fragen  ,*^edenken  and  Ansichten,  welche  den  Gegenstand  des  Folgenden 
bilden,  mehr  oder  weniger  direkt  mit  der  Betrachtung  des  Trapezes  zu- 
sammenhängen^ und  weil  sich  alle  an  letztere,  ohne  dass  diese  doch  gerade 
den  Schwerpunkt  bildete^  als  an  einen  leitenden  Faden,  freilich  oft  lose 
genug,  aufreihen  lassen. 

Die  Figur  des  Trapezes,  d.  h.  des  von  zwei  parallelen  und  zwei  nicht- 
parallelen Seiten  gebildeten  Vierecks,  tritt  uns  schon  auf  dem  ältesten  uns 
bekannten,  Geometrie  überhaupt  und  speciell  ägyptische  Geometrie  be- 
handelnden Documente  entgegen^  auf  dem  nunmehr  veröffentlicht  vor- 
liegenden Papyrus  Rhind^).  Wir  ersehen  aus  demselben,  pag.  125 — 129, 
dass  die  alten  Aegjpter  sich  bei  ihren  Flächenberechnungen  häufig  des 
gleichschenkligen  Dreiecks  und  des  durch  eine  Parallele  zur  Basis  aus  diesem 
entatehenden  gleichschenkligen  Trapezes  bedienten,  und  dass  sie  zur  Er- 
mittelung der  Fläche  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  mit  der  Basis  a  und 
dem  Schenkel  6,  sowie  der  eines  gleichschenkligen  Trapezes  mit  den  parallelen 

Seiten  a  und  c  und  den  nicht-parallelen  h  die  Formeln  bezüglich  —  und 

h{a  +  c) 

— anwandten.    Dass  aber  diese  irrigen  Methoden  nicht  blos  in  den 

frühesten  Zeiten,  sondern  bis  zu  denen  der  Ptolemäer  angewandt  wurden, 
wird  durch  eine  zweite  Urkunde  bewiesen,  durch  eine  Inschrift  an  dem 
von  diesen  wieder  aufgebauten  Tempel  zu  Edfu  (ApoUinopolis  magna). 
Wann  diese  Wiederherstellung  erfolgte ,  ist  genau  bekannt,  denn  Brugsch 
theilt  mit^):  „Es  ist  inschriftlich  erwiesen,  und  zwar  nach  Jahr  und  Tag, 


1)  Ein  mathematisches  Handbuch  der  alten  Aegypter,  übersetzt  und  erklärt 
von  A.  Eisenlohr.  Leipzig,  Hinrichs.  1877.  Vergl.  Hankel:  Die  Geschichte  der 
Mathematik  im  Alterthum  und  Mittelalter.  Leipzig,  Teubner.  1874,  p.  84. 
Cantor:  Die  römischen  Agrimensoren.  Leipzig,  Teubner.  1875,  p.  32.  Letzteres 
Werk  soll  im  Texte  kurz  mit  A.  bezeichnet  werden.  —  Siehe  Anmerkung  7)  der 
folgenden  Abhandlung. 

2)  Brugsch-Bey:  Geschichte  Aegyptens  unter  den  Pharaonen.  Leipzig,  Hin- 
richs. 1877,  p.  258. 
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dass  unter  den  Ptolemäern  zum  Wiederaufbau  des  grossen  Sonnentempels 
zu  Edfu,  des  besterhaltenen  im  ganzen  heutigen  Aegjpten^  auf  dem  Ge- 
biete der  alten  Stadt  Gross- Apollinopolis ,  mit  geringen  Unterbrechungen 
im  Fortgange  der  Arbeit,  die  Werkmeister  volle  180  Jahre  3  Monate  und 
14  Tage  Zeit  gebrauchten,  vom  Jahre  237  bis  zuiq  Jahre  67  vor  Christi 
Geburt."  In  diese  Zeit  also,  und  zwar  in  die  Jahre  107 — 88  v.  Chr., 
A.  34 — 35 ,  fällt  das  Anbringen  der  Inschriften ,  in  denen  der  Grundbesitz 
d^r  Priester  dieses  Tempels  genau  angegeben  wird.  Auch  hier  finden  wir 
dieselben  unrichtigen  Methoden  wie  auf  dem  Papyrus  Bhind,  selbst  der 
Flächeninhalt  eines  unregelmässigen  Vierecks ,  in  welchem  a  und  c ,  6  und  A 
je  gegenüberliegende  Seiten  sind,  wird  berechnet  nach  der  Begel 

a  +  c     h+_d 
2  2' 

zugleich  aber  auch  wird  hier  in  höchst  eigenthümlicher  Weise  das  Dreieck 
als  ein  Viereck  betrachtet,  dessen  eine  Seite  die  Länge  Null  besitzt, 
A.  34  —  35,  Hankel  86  —  87.  Gegen  das  Ende  dieses  Tempelbaues  nun, 
im  zweiten  Jahrhundert  v.  Chr.  bis  in  das  erste,  jedoch  nicht  bis  zur  Mitte 
des  letzteren^),  lebte  Heron  von  Alexandria,  der  Verfasser  eben  so  wichtiger 
als  interessanter  Schriften,  welche  herausgegeben  zu  haben  das  nicht  hoch 
genug  anzuschlagende  Verdienst  Hultsch's'*)  ist.  Derselbe  nimmt  an,  Heron 
habe  seine  Schriften  „im  Auftrage  der  Regierung"  verfasst,  Z.  227 — 228, 
da  die  Ptolemäer  die  alt-ägyptische  Weisheit  mit  der  griechischen  Wissen- 
schaft zu  verschmelzen  und  das  daraus  gebildete  System  der  praktischen 
Geometrie  eben  so  populär  zu  machen  suchten ,  als  es  bisher  die  Regeln  der 
einheimischen  Landesvermesser  waren.  Auch  Cantor,  A.  30  —  31,  tritt 
dieser  Ansicht  bei,  indem  er  in  den  Heronischen  Werken  ein  officielles 
Lehrbuch  erblickt,  welches  die  ägyptische  Regierung,  gesonnen  der  An- 
wendung der  falschen  Regeln,  welche  mehrere  Tausende  von  Jahren  be- 
standen und  sich,  wie  zumal  die  Tempel- Inschriften  in  Edfii  beweisen, 
immer  noch  erhielten,  ein  Ende  zu  machen  und  dieselben  durch  richtigere 
zu  ersetzen,  abfassen  liess.  So  wenig  nun  auch  Jemand  die  Möglichkeit, 
dass  sich  dieses  so  verhalten,  leugnen  wird,  so  möchte  ich  es  doch  noch 
nicht  als  gewiss  ansehen,  da  ich  für  die  Ansicht,  Heron  habe  sein  Werk 
„im  Auftrage  der  Regierung^^   geschrieben,   weder   in   den  genannten  noch 


3)  Hultsch:  Metrologicorum  scriptorum  reliquiae.  Vol.  I,  IL  Lipsiae,  in 
aedibus  Teubneri,  1864—66,  I.  p.  9;  A.  8—9. 

4)  Hultsch:  Heronia  Alexandrini  geometricorum  et  stereometricoriun  reliquiae. 
Berolini.    Apud  Weidmannos  1864. 

HultBch:  Der  Heroniache  Lehrsatz  über  die  Fläche  des  Dreiecks  als  Funktion 
der  drei  Seiten.  Im  19.  Band  von  Scblömilch'a  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  225- 
249.    Dieser  Aufsatz  aoU  im  Texte  kurz  mit  Z.  bezeichnet  werden. 
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in  einer  anderen  Schrift^),  bestimmte  auf  sie  hinweisende  Gründe  und 
Thatsacfaen  gefanden  habe;  ich  glaube  daher  einstweilen  bei  dem  Natür- 
lichsten und  Nächstliegenden  verbleiben  zu  sollen ,  bei  der  Meinung,  Heron 
habe  sein  Werk  aus  eigenem  Antriebe  verfasst.  Sei  dem  aber,  wie  ihm 
wolle,  jedenfalls  geben  Cantor's  Worte  zum  Denken  Veranlassung.  Sie 
lauten,  A.  35  —  36:  „Das  (Beibehalten  der  falschen  Regeln)  war  zu  viel 
der  AnhSnglichkeit  an  Hergebrachtes  in  einem  Lande,  welches  200  Jahre 
früher  einen  Euklid,  100  Jahre  früher  einen  £rato8thenes  zum  Bürger  hatte^S 
imd,  A.  42:  y,Gerade  das  gleichschenklige  Trapez  upd  das  rechtwinklige 
halten  wir  für  so  echt  heronisch,  wie  irgend  einen  Theil  seiner  Schriften. 
Jenes,  die  Lieblingsfigur  der  ägyptischen  Feldmesser,  durfte  er  unter 
keinen  umständen  unbesprochen  lassen ;  dieses  behandelte  er ,  um  zu  zeigen^ 
dass  es  in  der  That  einen  Fall  gebe,  in  welchem  wenigstens  das  arith- 
metische Mittel  eines  Seitenpaares  vervielfacht  zwar  nicht  mit  dem  Mittel 
des  anderen  Seitenpaares ,  aber  mit  einer  der  beiden  anderen  Seiten  wirklich 
den  Flächenraum  des  Vierecks  genau  angebe/'  Diese  Worte  also  geben 
zum  Nachdenken  Anlass.  Wohl  erscheint  es  auf  den  ersten  Anblick  wun- 
derbar, dass  noch  zwei  Jahrhunderte  nach  Euklid's  epochemachenden 
.,Elementen^^  in  Aegypten  die  unrichtigen  Regeln  sich  behaupten  konnten; 
betrachten  wir  aber  dieses  sein  wichtigstes  Werk  genauer,  so  finden  wir 
zwar  viele  die  Vergleichung  der  Flächen  enthaltende  Sätze,  Lehren^  wie 
sich  Dreiecke  von  gleicher  Qrundlinie  und  verschiedener  Höhe,  und  um- 
gekehrt femer,  wie  sich  Dreiecke  zu  Parallelogrammen^  wie  sich  Parallelo- 
gramme unter  einander  verhalten  u.  s.  w. ,  und  der  Kundige  kann  sich 
aus  denselben  leicht  die  Regeln  für  die  Berechnung  der  Flächen  ableiten, 
nicht  so  aber  der  Ungeschulte  und  Ungeübte.  Von  einem  solchen  kann 
es  nicht  allzu  sehr  Wunder  nehmen,  wenn  er  mit  den  allgemeinen  Theo- 
remen Euklid's  im  concreten  Falle  nichts  anzufangen  weiss,  wenn  es  ihm 
nicht  gelingt,  die  geometrischen  in  Rechen-Regeln  umzusetzen,  und  wenn 
er  daher  bei  den  ihm  bekannten  und  verständlichen  Yerfabrungsweisen  be- 
harrt. Wenn  femer  Euklid  den  Gnomon,  eine  lebhaft  an  den  bei  prak- 
tischen Arbeiten  zur  Anwendung  kommenden  Winkelhaken  erinnernde  Figur, 
aosftihrlich  betrachtet,  muss  es  nicht  auffallen,  dass  er  das  Trapez,  diese 
in  der  Praxis  so  häufig  sich  darbietende  Figur,  einer  Betrachtung  gar 
nicht  würdigt,  ja  dasselbe  gar  nicht  erwähnt?  Denn  nicht  das  Viereck 
mit  zwei  parallelen  Seiten,  sondern  ganz  allgemein  jedes  von  Quadrat,  Ob- 
longum^  Rhombus  und  Rhomboid  verschiedene  Viereck  nennt  er  in  seiner 
34.  Erklärung  Trapez.  Des  eigentlichen  Parallel-Trapezes  aber  gedenkt  er 
nicht ,  und  noch  weniger  des  gleichschenkligen  insbesondere ,  obschon  dieses 


5)  Haltech:   Griechische   und  römische  Metrologie.     Berlin.  Weidmann*8che 
Bachhandlung.    1862. 
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doch,  wie  Cantor  mit  Recht  bemerkt,  die  Lieblingsfigur  der  ägyptischen 
Feldmesser  war,  uiid  bei  der  Flächenvergleichung  finden  wir  weder  das 
eine  noch  das  andere  berücksichtigt.  Müssen  wir  nicht  femer  die  Frage 
aufwerfen:  Wenn,  woran  wohl  nicht  zu  zweifeln,  jene  falschen  Methoden 
der  Flächenberechnung  zu  Euklid's  Zeiten  im  Gebrauche  waren,  waram 
berichtigte  er  dieselben  nicht?  Sollten  sie  ihm  unbekannt  geblieben  sein? 
Es  wäre  nicht  zu  glauben.  Wollte  er  grundsätzlich  alle  Logistik  von 
seinem  Werke  ausschliessen  ?  Er  brauchte  ja  kein  Zahlenbeispiel  vonn- 
bringen,  sondern' nur  etwa  in  einem  Zusätze  das  Bestehende  als  falsch  zu 
bezeichnen  und  das  Richtige  anzugeben.  Die  Befolgung  verkehrter  Me- 
thoden in  einem  ganzen,  grossen  Lande,  in  welchem  Einkünfte  und  Steuern 
so  wesentlich  vom  Grundbesitze  abhingen,  war  gewiss  wichtig  genug,  in 
wenigen  Zeilen  besprochen  zu  werden.  Hielt  ihn  National-  oder  Gelehrten- 
stolz ab?  Derselbe  würde  hier  besonders  übel  angebracht  gewesen  sein. 
Zweifelte  er,  dass  seine  Belehrung  Beachtung  finden  würde?  Glaubte  er, 
den  Hass  der  Priesterkaste  befürchten  zu  müssen  ^  wenn  er  Neuerungen 
einführte?  Oder  welches  waren  sonst  die  Gründe,  welche  ihn  abhielten? 
Das  sind  Fragen^  welche  ich  nirgends  aufgeworfen  finde,  und  welche  zu 
beantworten  ich  selbst  ausser  Stande  bin. 

Während  also  Euklid  in  seinen  Elementen  ^  wie  es  scheint,  geflissent- 
lich Alles  vermeidet,  was  zur  Aufklärung  der  bei  den  ägyptischen  Feld- 
messern herrschenden  Irrthümer  führen  kann ,  ist  im  Gegentheil  eine  solche 
zu  geben  gerade  das  Ziel,  welches  sich  Heron  gesteckt.  Allein  seine  Be- 
mühungen hatten  nicht  den  erwarteten  Erfolg,  und  trotz  seines  Werkes 
und  trotz  der  weiten  Verbreitung,  die  dasselbe  erlangte,  erhielten  sich  die 
falschen  Methoden  noch  lange  Zeit.     Ja,  der  unrichtigen  Formel 

2*2 
für  die  Fläche  des  Vierecks  begegnen  wir  sogar  bei  Ueron  in  dessen 
„liber  geeponicus",  212,  15 — 20,  und  haben  die  Wahl,  ob  wir  mit  Cantor, 
A.  43,  192  Note  87,  190  Note  69,  diese  als  in  früher  Zeit  eingeschmuggelt 
und  den  liber  geeponicus  fUr  eine  der  meist  entstellten  Sammlungen  in 
Hcron's  Schriften  halten,  oder  ob  wir,  in  Hinsicht  darauf,  dass  Hnltsch, 
Heron.  Praef.  XVII,  den  liber  geeponicus  als  einen  „liber,  qui  non  ulti- 
mum auctoritatis  locum  inter  Heronianas  reliquias  obtineat^*  bezeichnet, 
einen  Irrthum  Heron's  annehmen  wollen.  Welche  dieser  beiden  Meinungen 
das  Wahre  trifft,  bin  ich  nicht  im  Stande  zu  entscheiden.  Offenbar  liegt 
dagegen  ein  Irrthum  vor,  wenn  Cantor  A.  191  Note  84  behauptet,  bei 
Heron  bedeute  ^yTtagakkfikoyQafifiov^*^  ohne  Zusatz  das  Rechteck,  da  dieser 
doch  in  seiner  Geometrie  84—91  das  Rechteck  stets  als  jyicaQalXfjloyifttUfiov 
o^oyoiviov^*^  bezeichnet  und  letzteres  Epitheton  nur  dann  weglässt,  wenn 
er  dasselbe   {^yTca^kkriXoyQccfifiov  to  avro*^)  Parallelogramm ,   welchec^  er 
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bereits  ein  für  alle  Mal  als  yjO^oyciviov^*  charakterisirt  hat,  noch  einmal 
betrachtet.  Zn  weiteren  Betrachtungen  aber  führt  die  Behandlung  des 
Trapezes  bei  Heron.  Abweichend  von  Euklid  versteht  er  unter  „Trapez^^ 
dasselbe  wie  wir  jetzt  gewöhnlich,  nämlich  ein  Viereck  mit  zwei  parallelen 
und  zwei  nicht-parallelen  Seiten,  und  unterscheidet  in  seiner  Geometrie  das 
rechtwinklige,  98—103,  das  gleichschenklige ,  103 — 108,  das  spitzwinklige, 
108—109,  das  stumpfwinklige,  109.  Für  jedes  der  beiden  letzteren  giebt 
er  nur  ein  Beispiel,  und  zwar  für  das  spitzwinklige  die  folgenden  Längen- 
zahlen: die  Basis  (eine  parallele  Seite)  habe  die  Länge  6,  die  kleinere 
(nicht-parallele)  Seitenlinie  die  Länge  5,  die  grössere  Seitenlinie  die  Länge  12, 
die  Scheitellinie  (andere  parallele  Seite)  die  Länge  13,  die  Diagonale,  welche 
Ton  der  Ecke  ausgeht,  welche  die  Seiten  5  und  13  bilden,  ebenfalls  die 
Länge  5.  Mit  Recht  hat  Cantor,  A.  191  Note  85  darauf  aufmerksam  ge- 
macht, dass  bei  den  hier  angegebenen  Maassen:  ii^  >»  6  , 
BC=  12,   CD=  13,   AD  =  BD  =  6,   die  Basis  und  c 

Scheitellinie  nicht  parallel  sein  können,  und  nimmt  daher,         ^T"^    ' 
soweit  sich  nach  einem  einzigen  Beispiele  urtheilen   lässt,    ^/  V^ 
an,    das    spitzwinklige  Trapez    bezeichne    bei   Heron    ein 
Viereck,   in  welchem   eine  Diagonale  einer  Seite  gleich  sei,   vergl.  A.   42. 
Und  in   der  That,  hält   man   sich   streng   an  das  vorliegende  Beispiel,  so 
bleibt  kaum   eine  andere  Annahme   übrig;    und   doch   will   dieselbe  keine 
rechte  Befriedigung  gewähren.     Denn  nach  der  Definition  von   „Trapez^^ 
21,  10,   wäre  nicht  einzusehen,   wie  eine   solche  Figur  unter  die  Trapeze 
gerechnet  werden  könnte,  andrerseits  lässt  auch  die  bestimmte  Eintheilung 
in  spitz-,  recht-  und  stumpfwinklige  Trapeze  annehmen,   Heron  habe  wohl 
bemerkt,  dass,  wie  an  einem  Dreieck,   so  auch  an  einem  Trapez  drei  ver- 
schiedene Formen 

möglich  sind,  näm-  ^'      ^  J^'      ^  M^    ^ 

V  iTj  -^      1  ^/ S^  -D. V        D, (^ 

lieh  das  von  ihm  als  "^         ^  '  ^  ^  ^ 

spitzwinklig  be- 
zeichneteTrapez  I., 
in  welchem  an  der 

einen  parallelen  Seite  zwei  spitze,  an  der  anderen  zwei  stumpfe  Winkel  liegen, 
mit  dem  Specialfall  des  gleichschenkligen  Trapezes,  dann  IL  das  recht- 
winklige, in  welchem  an  der  einen  parallelen  Seite  ein  rechter  und  ein 
spitzer,  an  der  anderen  ein  rechter  und  ein  stumpfer  Winkel  liegt,  und 
das  von  ihm  als  stumpfwinklig  bezeichnete,  HI.,  in  welchem  an  jeder  der 
parallelen  Seiten  ein  spitzer  und  ein  stumpfer  Winkel  sich  befindet.  In 
Bezug  auf  das  recht-  und  stampfwinklige  Trapez  nun  lassen  Heron's  An- 
gaben keinen  Zweifel  übrig,  bei  dem  spitzwinkligen  aber  mag  ein  Ver- 
sehen mit  untergelaufen  sein.  Der  Umstand,  dass  in  jenem  erstgenannten 
für  ein  spitzwinkliges  Trapez  ausgegebenen  Viereck  das  Dreieck  DBG  ein 
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bei  B  rechtwinkliges  ist,  denn  die  Seitenlängen  5D==5,  JBC=12, 
CB'=  13  bedingen  ein  solches,  lassen  mich  yermuthen,  Heron  habe  be* 
absichtigt  ^  aus  zwei  sog.  rationalen  oder  Pythagorischen  rechtwinkligen 
Dreiecken  ein  spitzwinkliges  Trapez  zusammenzasetzen,  in  welchem  der 
leichteren  Bechnung  wegen  eine  Diagonale  und  eine  Seite  gleich  sei.  Hat 
man  nämlich  z.  B.  die  beiden  rationalen  rechtwinkligen  Dreiecke ,  das  eine 
mit  den  Seiten  9,  12^  15,  das  andere  mit  den  Seiten  5,  12,  13,  so  iXsst 
sich  aus  dem  ersteren,  indem  man  es  um  die  Seite  12  dreht,  das  gleich- 
schenklige Dreieck  ABB  mit  der  Grundlinie  ii^  <»  18,  den  Schenkeln 
AD  =^  BD  <»  15,  und  der  Höhe  12  bilden;  nimmt  man  aber  von  dem 
ersten  das  zweite  rechtwinklige  Dreieck  mit  den  Seiten  5,  12,  13  hinweg, 
so  erhält  man  ein  stumpfwinkliges  Dreieck  DCB  mit  der  kleineren  Seit« 
DC=9  —  5  =  4  und  der  zugehörigen  Höhe  12,  der  anderen  Seite 
^C7=13,  und  der  dem  stumpfen  Winkel  C  gegenüberliegenden  Seite 
BD  =  15.  Diese  beiden  Dreiecke  nun,  das  gleichschenklige  ABB  und 
das  stumpfwinklige  DCB  geben,  mit  der  gleichen  Seite  ^i>  an  einander 
gelegt,  ein  spitzwinkliges  Trapez  ABCDy  in  welchem  J^s»  IS,  BC^=V^y 
CD  »=  4^  AD  =  BD  =  15  ist.  In  gleicher  Weise  lässt  sich  ans  den 
rationalen  rechtwinkligen  Dreiecken  48,  20,  52  und  21,  20,  29,  aus  den 
rationalen  rechtwinkligen  Dreiecken  16,  12,  20  und  5,  12,  13,  aas  den 
rationalen  rechtwinkligen  Dreiecken  15,  8,  17  und  6,  8,  10  je  ein  spitz- 
winkliges Trapez ,  mit  den  Seiten  bezüglich  ul  JB  =  96 ,  JB  C  =  29 ,  CD  =  27, 
^D  =  i?D  =  52;  AB  =  32,  i?C=13,  CD—  11,  AD  —  DD  «=  20; 
AB  =30,  BC=  10,  CD=  ^,AD  =  BD  =  \1  zusammensetzen  u. s:  w., 
in  welchen  allen  sich  die  Höhe  rational  durch  die  Seiten  ausdrücken  iSs&t. 
Diesen  Weg  mochte  auch  Heron  haben  einschlagen  wollen,  und  sich  dabei 
in  irgend  einer  Weise  geirrt  haben.  Auffällig  ist  es,  dass  man,  obscbon 
man  so  häufig  rationale  rechtwinklige  Dreiecke  anwandte  und  aus  je  zwei 
solchen  ein  rationales  nicht-rechtwinkliges  Dreieck  zusammensetzte,  wie  das 
bekannte  mit  den  Seiten  13,  14,  15,  meines  Wissens  nicht  bemerkt  hat, 
dass  sich  aus  je  drei  rechtwinkligen  rationalen  Dreiecken,  welche  eine 
Kathete  gleich  haben,  je  vier  rationale  Trapeze,  zwei  spitzwinklige  und 
zwei  stumpfwinklige  zusammensetzen  lassen,  in  welchen  allen  die  grösst« 
Hypotenuse  eine  Diagonale  ist.  Denn  hat  man  z.  B.  die  drei  rechtwinkligen 
rationalen  Dreiecke  35^  12,  37;  5,  12,  13;  16,  12,  20,  so  lassen  siel 
das  erste  und  zweite  zu  zwei  rationalen  Dreiecken,  einem  spitzwinkligen 
mit  den  Seiten  35  -|-  5  «»  40,  37,  13,  und  einem  stumpfwinkligen  mit 
den  Seiten  35  —  5  =  30,  37,  13,  beide  mit  der  Höhe  12,  das  erste  and 
dritte  ebenso  zu  zwei  rationalen  Dreiecken,  einem  spitzwinkligen  mit  den 
Seiten  3b  -{-  l^  =  b\y  37,  20,  und  einem  stumpfwinkligen  mit  den  Seiten 
35  —  16  =  19,  37,  20,  beide  mit  der  Höhe  12  zusammensetzen.  Legt 
man  nun   das   zuerst   gebildete   spitzwinklige   und  das  zu    zweit  gebildete 
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stumpfwinklige ,  oder  das  zuerst  gebildete  stumpfwinklige  und  das  zuletzt 
gebildete  spitzwinklige  Dreieck  mit  den  Seiten  37  an  einander,  so  erhält 
man  ein  spitzwinkliges  Trapez;  legt  man  aber  das  zuerst  gebildete  spitz- 
winklige oder  stumpfwinklige  und  bezüglich  das  zuletzt  gebildete  spitz- 
winklige oder  stumpfwinklige  Dreieck  mit  den  gleichen  Seiten  37  an  ein- 
ander, so  erhält  man  ein  stumpfwinkliges  Trapez,  und  jedes  der  so  er- 
haltenen vier  Trapeze  ist  rational, 

d.  h.  seine  Höhe  lässt  sich  rational         :d  i»   C  üT  J*  B     js      ^-m  C 

dnrch  die  Seiten  ausdrücken.  Auf 
gleiche  Weise  erhält  man  aus  den 
drei  rationalen  rechtwinkligen  Drei- 
ecken 63,  60,  87;  11,  60,  61;  32, 
60,  68  die  spitzwinkligen  Trapeze 
mit  den  Seiten  ^-»=63+11=74, 
BC=68,  CD  =  63  — 32  =  31, 
iD  =  61,-BD  =  87;  ^^—63 
-  11  =  52,  50=68,  aD=63 

-f.  32  =  95 ,  AB  =  61 ,  BB  =  87,  und  die  stumpfwinkligen  ^-B  =  63 
-f  11  =  74,  jBC=68,  Ci>=  63  +  32  =  95,  ^i>  =  61,  52)  =  87; 
15=63  —  11  =  52,  5(7=68,  CD  =  63  —  32  =  31,  ^D  =  61, 
ß5  =  87;  aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken  36,  15,  39;  8,  15,  17; 
20,  15,  25  ergeben  sich  die  spitzwinkligen  Trapeze  -45  =  36  -f"  ^  =  ^^» 
5C=25,  CD=  36  —  20=  16,  ilD=17,  5D  =  39;  ^5=36 
-8  =  28,  5C  =  25,  CD  =  36 +  20  =  56,  ^D=17,  5D  =  39  , 
die  stumpfwinkligen  ^5  =  36  +  8  =  44,  5C  =  25,  CD  =  36  +  20 
=  56,  ^D=17,  5D  =  39;  ^5  =  36—8  =  28,  5C=  25,  CB 
=  36  —  20  =  16,  AB  =  17,  BB  =  39;  aus  den  rechtwinkligen  Drei- 
ecken 45,  24,  51;  10,  24,  26;  18,  24,  30  folgen  die  spitzwinkligen 
Trapeze  ^5=45  +  10  =  55,  5C=  30,  CD=  45—  18  =  27,  AB 
=  26,  5D  =  51;  ^5  =  45  —  10  =  35,  5C=  30,  CD  =  45  +  18 
=  63,  AB  =  26,  5D  =  51,  die  stumpfwinkligen  ^5  =  45  +  10  =  55, 
ßC7=30,  CD  =  45 +18  =  63,  ilD  =  26,  5D  =  51;  ^5=45 
^10=35,  5C=  30,  CD  =  45  —  18  =  27,  ilD  =  26,  5D  =  51; 
Q.  8.  w.  In  allen  diesen  Fällen  lässt  sich  die  Höhe  des  Trapezes  rational 
aus  den  Seiten  berechnen  (sie  beträgt  in  den  drei  letzten  Beispielen  be- 
züglich 60,  15,  24),  und  ein  Gleiches  gilt  offenbar  auch  von  der  Fläche. 
Wenn  es  also  auffällig  erscheint,  dass  man  auf  diese  Art,  Trapeze  mit 
Hilfe  rechtwinkliger  Dreiecke  zusammenzusetzen,  nicht  verfiel,  so  ist  es 
noch  mehr  zu  verwundern,  dass  Heron,  der  doch  die  Fläche  des  Dreiecks 
aus  den  Seiten  zu  finden  verstand,  nicht  erkannte,  dass  sich  auch  die  des 
Trapezes  durch  die  Seiten  ausdrücken  lässt,  ebenso,  wie  dies  bekanntlich 
beim  sog.   Kreisviereck   der   Fall   ist.      Dies   führt   auf  die   Betrachtungen 
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Brahmegupta^s.     Bevor  ich  jedoch  zu  diesen  übergehe,   will  ich  des  Fol- 
genden wegen  erst  Einiges  einschalten. 

Es  sei  in  einem  Viereck  AB  CD  der  Winkel  CAB^  welchen  die  Dia- 
gonale AC  mit  AB  bildet,  gleich  dem  Winkel  ACD,  welchen  dieselbe 
Diagonale  AC  mit  der  gegenüberliegenden  Seite  CD  bildet.  Dann  sind 
AB  und  CD  parallel,  und  das  Viereck  ist  ein  Trapez.  Die  Seiten  AB, 
BC^  CDy  AD  sollen  bezüglich  a,  6,  o,  d  heissen.  Zieht  man  nun  von 
D  eine  Parallele  D6r  zu  CBy  so  zerf&Ut  das  Trapez  in  ein  Dreieck -i&D 
und    ein  Parallelogramm  GBCD.     Die  Fläche  des  letzteren  ist  doppelt  so 

gross  als  die  des  Dreiecks  GBC  (wenn  man 
sich  GC  gezogen  denkt).  Heisst  nun  die 
des  Trapezes  Fy  die  des  Dreiecks  AGD  {, 
die  des  Dreiecks  GBC  f\  so  ist  also 
jfr^  =  /•  +  2/".  Aber  es  verhält  sieb  ( :  f 
=  GB  :  AG  oder  f"  :  f  =:  c  :  a  —  c,  also 

ist  /*   == '  f  und  F  ==  — ^t_  .  f  .    Wendet  man  nun  auf  das  Dreieck 

a  —  c  a  —  c 

AGD    mit    den   Seiten   a  —  c,    h,  d   den  Satz   Heron's,    die  PUfche  des 

Dreiecks  aus  den  drei  Seiten  zu  berechnen,  an,  so  erhält  man  als  Fläche  des 

Trapezes  mit  den  Seiten  a,  &,  c,  d 

F=^i . ^-^"^  y[{a--c)+h+d\[-la-c)+h+d\  ["(a-~o)-T+4K"^ö+^'^]^^'^' 
oder 

Es  sei  femer  in  einem  Viereck  AB  CD  mit  den  Seiten  AB=a^  BC=h, 
CD  =  c,  AD  =  d  und  den  Diagonalen  AC  =  e,  BD  =  f  der  Winkel 
BAC,  welchen  die  eine  Diagonale  e  mit  AB  bildet,  gleich  dem  Winkel 
CDB,  welchen  die  andere  Diagonale  f  mit  der  gegenüberliegenden  Seite 
CD  bildet.  Hieraus  folgt,  dass  auch  LDBA  =  LÄCD,  also  AÄOB 
c\)  ADOC  ist,  und  dass  sich  verhält  AG  :  DO^BOiCO.  Aus  dieser 
Proportion  und  der  Gleichheit  der  Winkel  ADD  und  BOC  folgt  AÄOD 
csjABOC,  und  somit  LCAD^LDBC,  L  ADB  =  LBCA. 
Die  Flächen  der  beiden  Dreiecke  ABC,  ADC  verhalten 
sich  nun  wie  die  von  B  und  D  auf  AC  gefällten  Per- 
pendikel ,  und  diese  wieder  wie  BD  i  DO]  also  verhält 
sich  Fläche  ABC  :  Fläche  ADC ^  BD  :  DO.  Nun  ist 
AAOBcoADOC,  also  AO:  DO  =  a:c,  und  ABOC 

^ ^      roAAOD,    also    BO:AO  =  b:d,    mithin    BOiBO 

^  ^  =ah:cd.     Also   verhält  sich  die  Fläche  ABC:  PlSche 

ADC  =  ah  :  cd,  oder,   wenn  man  beide  nach  dem  Heronischen  Lehrsatie 
durch  die  Seiten  ausdrückt, 
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i  Vit±^+  b)W7+T+b)  (e  -  a  +  b)  je  +  a  -  b)  ^  ^^  ^^^ 

i  Vi'  '+  «  +'<i)  (-  e  +  c+'d)  {e~  c  +  d){e  +V-\l)  '       ' 

folglich 

[{a+hy-'€^]le^-{a  —  by]:  [{c+dy-'e^][e^—{c-dy]=ran^:c^d^  . 

Multiplicirt  man  aos^  und  schreibt 

(«2 -j-ft2)^_ 4^22,2  für  (a^^h^)\  und  (c^  +  cPf  —  Ac^cP  tWr  {c'  -  d^)\ 

so  erhält  man: 

AaH^  —  [e^  —  (a^  +  6^)]* :  4c'(P  -  [e'  -  (c^  +  d^)]^  =  a'6^  :  c^cP , 
also  [e2  —  (a'  +  &2)]^  c^^p  =»  [e^  -  (c«  +  d2)]^a2  6«  . 

Nun  ist  LABC  =  LÄBD+  LCBD  =  LBCÄ+  LDÄC  =  ISO'' 
—  L  ADC.  Ist  also  L  ABC  spitz,  so  ist  L  ABC  stumpf,  und  umge- 
kehrt. Ist  LABC  spitz,  so  ist  (Euklid  H.  12,  13)  e^  <  «^  +  fe^  ,  also 
dann  zugleich  e^  >  c^  +  cP;  ist  L  ABO  stumpf,  so  ist  c*  >  a^  +  6*, 
also  dann  zugleich  e^  <  c^  -\r  ^^'  Es  folgt  also  dass,  wenn  man  aus  der 
letzten  Gleichung  die  Diagonale  e  berechnen  will,  das  Wurzelzeichen  auf 
einer  Seite  negativ  werden  mu^s.     Man  erhält  demnach 

[{cP  +  W)  —  e']cd  =  [e"  —  (c^  +  d'')]ah  , 

4.  1  .  7/(ac  +  hdÜäd^+Vc) 

woraus  folgt  e  =  /^ ' — r  -  ,- — — ' '  - 

'  ah  -\-  cd 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  Heronischen  Ausdrücke  für  l\ABC  und 
t^ADC  ein,  und  addirt  die  erhaltenen  Werthe,  so  ergiebt  sich  nach 
einigen  Umformungen  als  Fläche  des  Vierecks  AB  CD 


F=^y{—a+l  +  c  +  d){a---h  +  c+d){a+})'-c  +  d){a+h  +  c---dy   2) 

Zugleich  bemerkt  man,  dass  wegen  der  Gleichheit  der  oben  genannten 
Winkel  LBäC=^LCI)B,  LBBÄ  =  LACD,  LCäD=LBBC, 
L  ABB  =  L  BCA  sich  um  ein  solches  Viereck  ein  Kreis  beschreiben 
lassen  muss.     Man  erhält  also  den  Satz: 

Die  Fläche  eines  Vierecks  J.JBCi>  lässt  sich  durch  die  vier 
Seiten  ausdrücken: 

1)  wenn  die  zwei  Winkel  jB-AC,  DCA^  welche  dieselbe  Dia- 
gonale mit  den  beiden  Gegenseiten  AB,  CD  bildet, 
einander  gleich  sind.  Ein  solches  Viereck  ist  einTrapez; 

2)  wenn  die  zwei  Winkel  BAC,  CDB,  welche  die  ver- 
schiedenen Diagonalen  mit  den  beiden  Gegenseiten 
ABj  CD  bilden,  einander  gleich  sind,  um  ein  solches 
Viereck  lässt  sich  ein  Kreis  beschreiben. 

Die  Aehnlichkeit  der  Formeln    Ib)   und   2)   ist  offenbar,   und  in  der 
That  stehen  auch  die  beiden  soeben  unter  1)  und  2)  genannten  Vierecke 

Sappl.  z.  hist.-llt.  Ablh.  d.  Zeitsch».  f.  Math.  «.  Phya.  12 
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in   einer  gewissen  Beziehung  za    einander.     Denn    klappt    man  in  einem 
Trapeze  AB  CD  das  Dreieck   DOC  um   0  um,    so   dass   OD  nach  0D\ 

OC  nach  OC  föUt,  so  ist  L  OAB  =  L  OCD\ 
LOBÄ  =  LOD'C\  also  OAiOC  =  OB:0D\ 
mithin  A  OAC  csj  L  OBD\  also  LOAC 
=  LOBD'  oder  LD'AC  =  LCBL^]  d^ 
Viereck  ABC'D^  ist  also  eins  der  2.  Art,  d.  b. 
ein  solches,  in  welchem  zwei  Winkel  V AC\ 
^j9  CBD^,  welche  die  verschiedenen  DiagonaleD 
AC\  BD'  mit  den  beiden  Oegenseiten  Alf, 
BC  bilden,  einander  gleich  sind.  Bemerkt  mag  noch  werden:  Sollen  in 
einem  Viereck  AB  CD  die  Diagonalen  AG,  BD  in  0  auf  einander  senk- 
recht stehen,  so  muss  sein  AOf^  +  B(P  =  a\  BO^  +  CO^  =  h\  C(fi 
-}-  i)  0^  =  c',  -4  0'  +  D  0^  a^  cP.  Aus  den  beiden  ersten  dieser  Gleichungen 
folgt  AO^  —  00^  =  a^  —  b\  aus  den  beiden  letzten  AO^-- 00^  =  €p  ^  c^. 
Also  muss  sein  a^  —  &2  __  ^2  —  ^2^  ^^^^ 

a«  +  c2  „  2,2  ^  ^,  3) 

Gehen  wir  nunmehr  zur  Geometrie  des  Brahmegupta  über. 

In  dieser  zu  Anfang  des  7.  Jahrhunderts  n.  Chr.  verfassten  Geometrie^) 
nKmlich  begegnen  wir  sehr  bemerkenswerther  Weise  einmal  dem  oben  er- 
wähnten ägyptischen  Princip,  das  Dreieck  als  ein  Viereck  auficnfassen, 
dessen  eine  Seite  die  Länge  Null  besitzt,  sodann  der  Heronischen  Regel 
für  die  Berechnung  der  Dreiecksfläche  aus  den  drei  Seiten,  femer  den 
unrichtigen  ägyptischen  Formeln  für  die  Fläche  eines  Dreiecks  und  Vier- 
ecks, und  endlich  der  obigen  Formel  2)  für  die  Fläche  des  Vierecks,  aber 
ohne  Beweis,  und  nur  auf  eine  gewisse  Classe  von  Vierecken  bezogen. 
Der  erste  Artikel,  Art.  21,  der  Geometrie  des  Brahmegupta  nämlich  lautet, 
295—296:  ,;Das  Produkt  der  halben  (Summe  der)  Seiten  mit  (der  halben 
Summe)  der  Gegenseiten  giebt  die  ungenaue  Fläche  eines  Dreiecks  und 
Vierecks.  Die  halbe  Summe  der  Seiten  viermal  hingeschrieben  und  je- 
malig  um  die  Seiten  verkleinert;  (die  vier  Zahlen)  mit  einander  multiplicirt, 
(und)  aus  dem  Product  die  Quadratwurzel  gezogen,  giebt  den  genauen 
Flächeninhalt.'***)  Wir  sehen  also,  die  falschen  ägyptischen  Regeln  wer- 
den hier  ausdrücklich  als  rohe  und  ungenaue  Näherungsmethoden  bezeichnet 
Wenn  femer  oben  gesagt  ward,  Brahmegupta  habe  seine  als  genau  be- 
zeichnete,   der  obigen  Formel   2)    entsprechende    Begel    nur    auf  gewisse 

*)  Algebra  with  arithmetic  and  mensuration  from  the  sanscrit  from  Brah- 
megupta and  Bhä«cara.    Translated  by  Colebrooke.    London  1817. 

**)  „The  product  of  half  the  sides  and  countersides  is  the  gross  area  of  a 
triangle  and  tetragon.  Half  the  sum  of  the  sidea  set  down  four  times  and  sereraÜT 
lessened  by  the  sides,  being  multiplied  together,  the  squareroot  of  the  product 
is  the  exaet  area.** 
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Classen  von  Vierecken  beschränkt,  so  spricht  er  dies  zwar  nicht  ausdrück- 
lich aas,  es  geht  dies  aber  aus  dem  Folgenden  hervor,  denn  es  werden  in 
den  folgenden  Artikeln  bis  Art.  38  nur  das  Quadrat ,  das  Bechteck,  das 
gleichschenklige  Trapez,  in  welchem  auch  die  kleinere  parallele  Seite  gleich 
den  beiden  nicht-parallelen  ist,  und  eine  fünfte  Art  von  Vierecken,  von 
welcher  weiter  unten  die  Bede  sein  wird,  betrachtet,  und  die  an  ihnen  vor- 
kommenden Stücke  durch  die  Seiten  ausgedrückt.  Es  entsteht  nun  die 
Frage,  wie  Brahmegupta  seine  Regel  für  die  Berechnung  der  Vierecksfläche 
gefunden  habe,  eine  Frage,  welche  zuerst  von  Chasles*),  dann  wieder 
Yon  Hultsch,  Z.  238-241,  und  von  Hankel,  1.  c.  212—215  behandelt 
ward.  Indem  ich  auf  die  Ansicht  von  Chasles  nicht  näher  eingehen  zu 
mässen  glaube^  wende  ich  mich  zunächst  zu  der  von  Hultsch.  Dieser  meint 
mit  Martin,  Brahmegupta  könne  nicht  der  Erfinder  dieses  Satzes  sein,  denn 
er  „lässt  eine  Hauptsache  weg,  die  jeder  Kundige,  vor  allem  aber  der  Er- 
finder des  Satzes,  wahrhaftig  nicht  übersehen  konnte,  dass  das  Viereck  ein 
in  den  Kreis  eingeschriebenes  sein  müsse'^  Hultsch  meint  daher,  die  Quelle 
dieser  Regel. sei  bei  den  Griechen  zu  suchen,  vielleicht  bei  Heron,  denn 
es  sei  leicht  möglich,  dass  die  Formel  für  das  Viereck  von  diesem  erfunden, 
aber  wieder  verloren  gegangen  sei,  wie  wir  ja  auch  die  für  das  Dreieck 
nur  durch  einen  Zufall  kennten,  da  sie  sich  ausser  der  den  Beweis  ent- 
haltenden Stelle,  Heron  235—237,  Z.  233^236,  nur  i^och  einmal  ohne  Be- 
weis, aber  mit  der  Angabe,  wie  zu  verfahren  sei,  in  der  Geodäsie  finde 
(sie  kommt  jedoch  ausser  in  der  Geodäsie,  151,  noch  sechs  Mal  in  Heron's 
Geometrie,  71,  72,  109 — 112  vor).  Was  nun  den  ersten  Grund  für  diese 
Annahme  betrifft,  das  Viereck  müsse  ein  in  den  Kreis  eingeschriebenes  sein, 
so  ist  es  allerdings  die  gewöhnliche  Bedeweise,  zu  sagen,  für  jedes  Viereck, 
welches  sich  einem  £[reise  einschreiben  lasse,  gelte  obige  Begel  2);  man 
würde  aber  irren,  wenn  man  glauben  wollte,  die  Möglichkeit,  um  das  Vier- 
eck einen  Kreis  construiren,  und  die  Möglichkeit,  seine  Fläche  durch  die 
Seiten  ausdrücken  zu  können,  verhielten  sich  wie  Grund  und  Folge.  Beide 
Möglichkeiten  nämlich  sind  coordinirte  Folgerungen  aus  der  Bedingung, 
dass  zwei  Winkel,  welche  die  verschiedenen  Diagonalen  mit  den  beiden 
Gegenseiten  bilden,  einander  gleich  sind.  Aus  dieser  allein  fliesst  die  Be- 
gel 2),  bei  deren  Ableitung,  wie  sie  oben  gegeben  ist,  auch  nicht  eine 
einzige  Eigenschaft  des  Kreises  zu  Hilfe  genommen  worden  ist;  aus  ihr 
fliesst  aber  ebenso  als  zweite  Folge,  dass  sich  um  ein  solches  Viereck  ein 
Kreis  beschreiben  lassen  muss.  Es  wäre  daher  wohl  möglich,  dass  nur  die 
eine  dieser  Gonsequenzen  bemerkt  worden  wäre,  jedenfalls  ist  die  letztere 
nicht  die  conditio  sine  qua  non  für  die  Auffindung  des  Satzes  2).    Ebenso 


*]  ChasleB:   Geschichte  der  Geometrie.    Uebersetzt  von  Sohncke.   Halle  1839; 
465-480;  486-495. 
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ist  es  gewiss  im  Allgemeinen  richtig,  dass  der  Erfinder  vor  Allem  die  Be- 
dingungen  für  die  Giltigkeit  eines  von  ihm   aufgestellten   Theoremes  be- 
merken muss^  wenn  man  nämlich  unter  dem  Erfinder  denjenigen  versteht, 
der  durch  Schlüsse  und  Folgerungen  einen  neuen  Lehrsatz  aus  bekannten 
ableitet.     Es  giebt  jedoch  noch  einen  zweiten  Weg,   wie  ein  solcher  ent- 
deckt werden  kann,  ohne  dass  derjenige,    welcher  ihn  aufstellt,   sich  noth- 
wendig    aller    erforderlichen    Voraussetzungen     vollkommen    bewusst   sein 
müsste.     Bevor  ich  jedoch  hierauf  eingehe,   wende  ich  mich   zunSchst  zur 
Besprechung  der   Ansicht  HankeVs.     Dieser   weist  mit  Recht  auf  den  Ar- 
tikel 38  bei  Brahmegupta  hin^    in   welchem   derselbe   die  Constmction  der 
oben  noch  nicht  näher  bezeichneten  itlnften  Classe  von  Vierecken  angiebi 
Dieselbe  geschieht  folgendermassen:    Es   seien  zwei  rechtwinklige  Dreiecke 
gegeben,  das  eine  mit  den  Katheten  a,  ß^  und  der  Hypotenuse  /,    das  an- 
dere mit  den  Katheten  a',  ^,  und  der  Hypotenuse  /'.     Nun  werden  die 
Längenzahlen  der  Seiten  des  ersteren  zuerst  mit  der  Längenzahl  der  Kathete 
a'  des  anderen  multiplicirt  und  aus   den   so  erhaltenen  Längen   ein  recht- 
winkliges Dreieck   gebildet^   hierauf  werden  a,  ß,  y  ebenso   9iit  ßf    multi- 
plicirt,  und  gleichfalls   ein  neues  rechtwinkliges   Dreieck   gebildet.     Dnrch 
Multiplication  der   Seiten   des  anderen   gegebenen  rechtwinkligen  Dreiecks 
^\  ß\  y '  bezüglich  mit  u  und  ß  ergeben  sich  sodann  noch  zwei  neue  Drei- 
ecke.    Diese  vier  Dreiecke,    von   denen  je  zwei  eine  Seite  gleich  haben, 
werden  zu  einem  Viereck  AB  CD  zusammengesetzt,   dessen  Diagonalen  in 
0  senkrecht   auf  einander   stehen.     Die  auf  diese  Weise   entstehenden  on- 
regelmässsigen  Vierecke  bilden  die  erwähnte  fünfte 
Classe  Brahmegupta' s,   und   werden   von  ihm,  ab- 
y(f       weichend  sowohl  von  Euklid  als  von  Heron,  „Tra- 
peze'* genannt.     Nach  Hankel  hätte   Brabmegnpta 
fy    die  übrigen  vier  Classen   von  Vierecken  mit  dem 
Namen  Tetragone  bezeichnet,  und  sie  dem  von  ihm 
Trapeze    genannten    entgegengestellt,    so   dass  er 
„die  für  Tetragone  ausgesprochenen  Sätze  nur  auf 
jene,  die  für  Trapeze  nur  auf  diese  bezogen  wissen  wollte"  (Hankel  1.  c. 
213 — 214).     Allein  dem  ist   augenscheinlich  nicht  so.     Denn    sonst  würde 
ja  gerade  der  hier  in  Rede  stehende  Satz,  dessen  Wortlaut  oben  angefahrt 
ist^  da  in  demselben  nur   das  Tetragon  erwähnt   wird,   gar  nicht  ftlr  das 
Trapez  gelten.    Ferner  beginnt  Art.  23  mit  den  Worten :  ^,ln  any  tetragon 
but  a  trapezium",  und  Art.  26:  „The  diagonal  of  a  tetragon  other  tban 
a  trapezium",  und  Brahmegupta  würde  sicherlich  nicht  für  nöthig  gehalten 
haben,   in    diesen   das  Trapez  erst  besonders   auszuschliessen ,    wenn  er  & 
nicht  als  der  Regel  nach  unter  die  Tetragone  mit  eingeschlossen  betrachtet 
hätte.    Offenbar  bezeichnet  vielmehr  Tetragon  oder  das  in  der  Ueberschrifl 
gebrauchte   Quadr  Hai  erat    den    allgemeinen   Begriff,    und   Trapez  nur  eine 
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specielle  Art.  Wenn  nun  in  Bezug  darauf,  dass  Brahmegupta  die  Con- 
i>truction  der  von  ihm  behandelten  Drei-  und  Vierecke  erst  am  Ende  des 
betreffenden  Abschnittes  giebt,  wie  es  indische  Sitte  gewesen  sein  mag, 
wenn  also  Hankel  in  Bezug  hierauf  sich  so  ausspricht,  215:  ,, Verböte  es 
nicht  der  enge  Baum  an  diesem  Orte,  so  würde  ich  zeigen,  wie  natürlich 
sich  alle  diese  Sätze  entwickeln,  wenn  man  sie  in  umgekehrter  Reihen- 
folge aufeinander  folgen  iSsst*^,  so  muss  es  doch  zu  unnatürlich  erscheinen, 
die  Sätze  in  gerade  umgekehrter  Ordnung  aufzustellen.  Desgleichen  will 
es  nicht  wahrscheinlich  erscheinen,  Brahmegupta  habe  erst  die  Formeln  für 
das  Produkt  und  den  Quotienten  der  Diagonalen,  hieraus  die  Diagonalen 
selbst,  deren  Werthe  in  Art.  28  angegeben  sind,  und  aus  ihnen  seine  Flächen- 
forme] entwickelt  Denn  einmal  hätte  dann  Brahmegupta  seinen  an  die 
Spitze  gestellten  Satz  auf  einen  andern,  weder  am  Anfange  noch  Ende, 
sondern  in  der  Mitte  stehenden  gegründet,  und  sodann  lag  es  gewiss  viel 
näher,  die  Fläche  F  durch  die  kurze  Regel  F  =  ^  {ac  -{-  bd)  auszudrücken, 
alä  durch  jene  immerhin  complicirte  Formel.  Denn  zeichnet  man,  was 
auch  der  Scholiast  Chaturveda,  p.  301,  thut,  um  Brahmegupta'»  Trapez  ein 
Rechteck,  dessen  Seiten  also  gleich  den  Dia- 
gonalen AC  oder  e,  BD  oder  f  sind,  so  hat 
man  offenbar  F  =  ^  c/*  =  ^  (««'  +  ßß") 
(«jT  +  ßa')  =  i  (a^aß"  +  aßß'^  +  aßa^ 
+  ß'^'ßl  =  \  [(«^  +  ß^)  «'P'  +  (a-^  +  ß"^) 


\y 


aß\     Nun  ist  «2^/3^  =  y^,  a^  +  ß"^  =  y\ 
also   JP—  i  [y'a  jT  +  y'^aß]  =  ^  {ya'  •  yß' 

+  «/  •  ßy)y  <i-  l»-  F  =  i  U-ß  '  CD  +  ' 
AD  .  BD)  oder  F=^(ac+  hd).  Es  scheint 
daher  nicht  wahrscheinlich,  dass  Brahmegupta 
auf  diesem  Wege  zu  seiner  viel  weiter  ent- 
fernt liegenden  Regel  gekommen  sein  sollte,  vielmehr  muss  er  dieselbe, 
da  er  sie  an  die  Spitze  der  ganzen  Untersuchung  stellt;  auf  ganz  einfache 
Weise  und  ohne  Zuhilfenahme  der  späteren  Sätze  gefunden  haben.  Alle 
angeführten  Schwierigkeiten  aber  schwinden,  und  Alles  erklärt  sich  auf  die 
natürlichste  und  ungezwungenste  Weise,  wenn  man  annimmt,  Brahmegupta 
habe  aus  der  Heronischen  Regel  für  die  Fläche  des  Dreiecks 


F=  I  ^(a  +  5  +  c)  (—  a  +  ö  +  c)  (a  —  6  +  c) \a  +  i  —  c)     4) 

seine  Regel  durch  Induction  gefunden.  Dass  er  aber  dieselbe  auf  diesem 
Wege  durch  Rechnung  ohne  andere  geometrische  Hilfsmittel  als  den  Fjtha- 
gorischen  Satz  und  die  Dreiecksformel  entdecken  konnte,  liegt  auf  der 
Hand.  Denn  letztere  war  ihm  jedenfalls  bekannt,  mochte  er  sie  selbst 
gefunden  oder  von  den  Griechen  überkommen  haben.  Indem  er  nun,  wo- 
rauf das  Zusammenfassen  beider  Regeln  hinweist,  das  Dreieck  als  ein  Viereck 
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mit  einer  Seite  «=  0  ansah,  eine  Anschauung,  die  sicherlich  nicht  griechischen, 
sondern  eher  ägyptischen  ürsprangs  ist,  musste  ihm  auch  diese  Formel  4)  nur 
als  ein  specieller  Fall  der  allgemeinen  Formel  für  das  Dreieck  erscheinen; 
letztere  aber  musste  so  beschaffen  sein,  dass  sie,  wenn  man  eine  Seite, 
etwa  d  =  0  setzte,  sich  zur  Formel  4)  vereinfachte.  Diese  allgemeine,  für 
das  Viereck  geltende  Regel  nun  mag  Brahmegupta  auf  folgende  Weise 
durch  Induction  gefunden,  wenn  man  will,  errathen  haben:  Da  hei  der 
Dreiecksformel  vier  Factoren,  darunter  die  Summe  aller  Seiten,  unter  dem 
Wurzelzeichen  stehen,  lag  es  am  nächsten,  bei  der  fraglichen  Vierecksformel 
fünf  Factoren,  einen  mit  lauter  positiven  Gliedern,  oder  der  Summe  aller 
vier  Seiten,  und  vier  Factoren  mit  je  drei  positiven  und  einem  negativen 
Gliede  anzunehmen.  Wurde  aber  alsdann  d=^0  gesetzt,  so  erhielt  man 
aus  (ö  +  2>  +  c  +  d)  und  (a  +  5  +  c  —  d)  das  Quadrat  von  (a  -f-  &  +  f\ 
und  also  nicht  die  Form  4).  Wurden  aber  nur  vier  Factoren,  jeder  mit 
drei  positiven  und  einem  negativen  Gliede,  wie  in  2)  angenommen,  so  er- 
gab sich  für  (2  SB  0  sofort  die  Formel  4).  Es  galt  nun  bloss  noch,  die 
so  gefundene  Regel  2)  zu  verificiren.  Beim  Quadrat  und  Rechteck  zeigte- 
sich  ihre  Richtigkeit  sofort.  Beim  gleichschenkligen  Trapez  (Trapeg  hier 
nicht  im  Sinne  Brahmegupta's  verstanden)  mit  der  einen  parallelen  Seite, 
der  Basis,  a,  der  anderen,  der  Scheitellinie,  c,  und  den  beiden  nicht-parallelen 
Seiten  h,  ergab  die  Formel  2)  als  Fläche 

Wurde  nun,  um  dieselbe  auf  ihre  Richtigkeit  zu  prüfen,  das  Trapez  durch 
zwei,  von  den  Ecken  der  .Scheitellinie  auf  die  Basis  gefüllte  Senkrechte 
in  zwei  flächengleiche  rechtwinklige  Dreiecke  und  ein  Rechteck  zerlegt, 
die  Senkrechte  einstweilen  mit  h,  die  auf  der  Basis  liegende  Kathete  mit  g 
bezeichnet,  so  ergab  sich 


F=ch-{-2.{y(h  -\-b-fg)  (-  7i  +  &  +"^HA  -  b  +  g)  {h-\-b-g} 


oder  F=c-h  +  2-i  ^[(&  +  gf-  /.«]  [Ä-  -  (6  -  p)»]  . 

Nun    ist    aber    nach    dem   Pjthagorischen    Satze    h  =  ^ ^^— ^ — -•> 

(l  —  c 
g  ==  — - — ;  werden  diese  Werthe  eingesetzt,  so  ergiebt  sich  für  die  Fläche 

derselbe  Ausdruck  wieder,  der  oben  als  aus  2)  folgend  bezeichnet  worden 
war.  Es  gilt  demnach  letztere  Regel  auch  filr  das  gleichschenklige  Trapez, 
imd  mithin  auch  für  das  Trapez  mit  drei  gleichen  Seiten.  Sollte  endlich 
die  Formel  2)  für  die  von  Brahmegupta  mit  dem  Namen  „Trqpes"  be- 
legten Vierecke  geprüft  werden,  so  konnte  dies  leicht  so  geschehen:  Die- 
selbe lässt  sich  scj^reiben 
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Nun  ist  ^^  =  a  —  ya,  BC=  b  =  ßy\  CD  =  c->=' yß\  AD  =  d  =  ay 
zu  setzen,  und  man  hat  demnach 


Werden  die  Quadrirongen  ausgeführt,  so  erhält  man  in  jedem  der  heiden 
Factoren  unter  dem  Wurzelzeichen  drei  Glieder,  eines  mit  dem  Factor  7^, 
eines  mit  dem  Factor  /^,  und  eins  mit  dem  Factor  2yy,  Da  nun  nach 
der  Voraussetzung  y  und  /  die  Hypotenusen  rechtwinkliger  Dreiecke  sind, 
also  y^  =  a*  4"  Pi  /*  =*  ^'^  H"  ß'^  ^st,  80  erhält  man,  wenn  man  diese 
Werthe  einsetzt, 


Es  ist  aber  (««  +  ß^  («^  —  ^'«)  -  («»  -  /J«)  («'*  +  /J'»)  =  2  («»^»  -  (S»«'»), 
mithin 

oder  J'  =  -1  (« /T  +  /S  a)  y'y^y^  —  (« ^'  —  ßa'y  . 

Setzt  man  wieder  y'  =  «'  +  j}^,  y'*  =  «''  +  C')  so  ergiebt  sich  nach  ge- 
schehener Yereinfachong: 

F  =  i{aa+ßßri(^ß'  +  ßa'), 
oder,  der  Figur  zufolge,  F  =  ^  {AO  +  CO)  {DO  -{-  BO), 
oder  F=^'  ÄC'  BD, 

oder  IT»  =  ^  .  e  .  /*, 

also  der  Satz,  dass  die  Fläche  dieses  von  Brahmegupta  als  Trapez  bezeich- 
neten Vierecks  halb  so  gi'oss  ist  als  die  des  Rechtecks  aus  den  Diagonalen, 
ein  Resultat,  dessen  Richtigkeit  ein  Blick  auf  die  Figur  sofort  bestätigt. 
Auf  diese  Weise  also,  glaube  ich,  gelangte  Brahmegupta  zu  seinem  Satze, 
indem  er  ihn  durch  Induction  aus  der  Dreiecksformel  fand  und  nach- 
träglich verificirte.  Er  bedurfte  zum  letzteren  keiner  anderen  Kenntniss  als 
der  des  Pjthagorischen  Satzes,  insbesondere  aber  nicht  der  Kenntniss  eines 
der  erst  im  Folgenden  aufgestellten  Sätze,  und  einer  Gewandtheit  in  arith- 
metischen Umformungen,  wie  man  sie  einem  indischen  Rechner  wohl  zu- 
trauen kann.  So  erklärt  es  sich,  dass  dieser  Satz  gerade  an  die  Spitze 
aller  übrigen  gestellt  ward,  denn,  nachdem  es  ihm  gelungen  war,  die  Fläche 
von  Vierecken  durch  die  Seiten  auszudrücken,  lag  der  Gedanke  nicht  all- 
zufem,  ein  Gleiches  mit  den  übrigen  an  ihnen  vorkommenden  Stücken  zu 
versuchen.  Andere  Vierecke,  als  die  oben  genannten  fünf  Arten,  erwähnt 
Brahmegupta  nicht,  und  auch  sein  Scholiast  Chaturveda  kennt  nur  diese, 
während  Ganesa,  der  Commentator  zu  Bhascara's  Lilavati,  Ghapter  VI. 
p.  58,  Rule  133,  noch  andere  Formen  aufzählt.  Da  also  Brahmegupta 
nur  jene  fünf  Classen  berücksichtigt,  für  welche  seine  Regel  gilt,  und  an- 
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derer,  für  welche  dieses  nicht  der  Fall  ist,  nirgends  gedenkt,  so  bleiben 
wir  im  Ungewissen,  ob  er  in  der  That  nur  die  von  ihm  aufgeführten  kennt, 
oder  ob  ihm  ausser  diesen  auch  andere  Vierecke  bekannt  sind,  von  ihia 
aber  nicht  in  Betracht  gezogen  werden ,  eben  weil  sich  sein  Satz  auf  sie 
nicht  anwenden  lässt.  Jedenfalls  dürfen  wir  daraus,  dass  er  z.  B.  das 
Bhomboid,  den  Rhombus ;  das  allgemeine  Parallel-Trapez  nicht  erwähnt, 
nicht  mit  Bestimmtheit  schliessen,  diese  seien  ihm  unbekannt  gewesen, 
ebensowenig  wie  wir  von  Euklid,  da  er  ebenfalls  von  dem  Parallel-Trapez 
schweigt,  annehmen  müssen,  er  habe  von  demselben  nichts  gewusst.  Bhascara 
mochte  später  glauben,  Brahmegupta  habe  seine  B'egel,  die  übrigens  an  der 
betreffenden  Stelle,  Lilavati  Ohapt.  YI.  p.  72,  Rule  167,  dem  Sridhara  zn- 
geschrieben  wird,  auf  alle  Arten  von  Vierecken  ausgedehnt  wissen  wollen, 
und  sie  deshalb  für  ungenau  erklären.  In  der  That  konnte  es,  da  Brahme- 
gupta seinen  Satz  durch  Induction  fand,  kommen,  dass  ihm  die  Bedingungen 
für  die  Giltigkeit  desselben  unklar  blieben.  Dass  das  Senkrechtsteben  der 
Diagonalen  nicht  der  Grund  sein  konnte^  mochte  ihm  nicht  verborgen 
bleiben,  denn  die  Regel  gilt  fUr  die  von  ihm  angeführten  speciellen  Arten 
von  Farallel-Trapezen ,  obgleich  ihre  Diagonalen  nicht  auf  einander  senk- 
recht stehen;  sie  gilt  aber  nicht  für  den  Rhombus  (von  dem  wir  freilich 
nicht  wissen,  ob  er  Brahmegupta  bekannt  war),  obschon  hier  das  Senk- 
rechtstehen stattfindet.  Dass  aber  die  Gleichheit  der  Winkel  BÄC  und 
BDC  die  Bedingung  für  die  Giliigkeit  seines  Satzes  sei,  konnte  ihm  ent- 
gehen, einmal  weil  dieselbe  im  Laufe  der  Rechnung,  wenn  dieselbe  die 
oben  angegebene  war,  nicht  hervortritt,  und  sodann^  weil  bei  den  übrigen 
vier  Arten  (ausser  dem  Brahmegupta'schen  Trapez),  welche  die  Eigenschaften 
beider  von  mir  aufgestellten  Classen  von  Vierecken  in  sich  vereinigen, 
nicht  nur  LBAC  =  LBBC^  sondern  auch  LBAC  ^  LÄCD  ist. 
So  erkannte  Brahmegupta  bloss,  dass  seine  Regel  für  die  von  ihm 
aufgeführten  Vierecke  gilt,  er  erkannte  aber  offenbar  nicht,  dass  sie  auch 
noch  für  andere  als  die  in  diesen  seinen  speciellen  Fällen  enthaltenen, 
nämlich  für  alle  Vierecke  der  2ten  Art,  ihre  Richtigkeit  behält,  fir  erkannt« 
zwar,  dass  sich  um  die  von  ihm  betrachteten  Vierecke  ein  Kreis  beschreiben 
lasse,  denn  er  berechnet  in  Art.  26 — 27  den  Durchmesser  desselben,  er 
erkannte  aber  nicht  den  Zusammenhang  zwischen  diesem  und  seinem  Satze, 
er  sah  nicht,  dass  sich  nothwendig  um  jedes  Viereck,  für  welches  seine  Regel 
gilt,  auch  ein  Kreis  beschreiben  lassen  muss.  Dagegen  bemerkte  er  die  Un* 
genauigkeit  der  altägjptischen  Methode ,  die  Fläche  zu  berechnen,  wfih- 
rend  wir   derselben   selbst  in  späteren  Schriften  noch  mehrmals  begegnen. 
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IL    Die  Boetiuö -Frage 


von 


Dr.  H.  Weissenborn, 

Professor  am  Grosshersogl.  Realgymnasium  zu  Kisenach. 
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Die  Boetius-Frage.*) 

Eine  meine  Programm- Abhandlung:  „Die  Entwickelung  des  Zififer- 
rechnens.  Ostern  1877"  betreffende  Bemerkung  in  Z.  XXII.  Histor.-liter. 
Abth.  184,  sowie  eine  Stelle,  A.  130,  in  Cantor's  mir  durch  diese  Eecen- 
hion  erst  bekannt  gewordene  Schrift:  „Die  römischen  Agrimensoren^^  ver- 
anlassen mich,  die  immer  noch  nicht  endgiltig  entschiedene  Boetius-Frage 
hier  ausführlicher  zu  behandeln  und  meine  Ansicht  über  dieselbe  eingehen- 
der zu  begründen,  als  es  der  enge  Raum  eines  Programms,  in  welchem 
dieser  Gegenstand  ohnehin  nur  gelegentlich  zur  Sprache  kommen  konnte, 
gestattete.  Ich  glaube  aber  um  so  weniger  befürchten  zu  müssen,  mit 
einer  Wieder- Aufoahme  dieser  Controverse  etwas  üeberflüssiges  zu  thun, 
als  in  der  That  bei  den  Beweisen  für  die  ünftohtheit  der  Boetius-Schrift, 
wie  Cantor,  A.  130,  mit  Recht  bemerkt,  fast  stets  die  Abacus-Stelle  in 
den  Vordergrund  tritt,  und  von  dem  übrigen  Inhalt  nur  das  Eine  oder 
Andere  zur  Motivirung  herangezogen  wird,  während  ich  meinerseits,  so 
hoch  ich  auch  die  Resultate  der  durch  das  Abacus-Problem  hervorgerufenen 
Forschungen  schätze,  der  Meinung  bin,  eine  sichere  Entscheidung  könne 
nicht  auf  die  eine  oder  andere  Stelle,    sondern  müsse  auf  den  gesammten 

*)  In  dieser  Abhandlung  habe  ich  mich  ausser  den  in  der  vorigen  genannten 
folgender  Werke  bedient:  Für  die  Arithmetik  des  Nicomachus  der  Ausgabe  von 
Ast:  „Theolognmena  arithmeticae :  Accedit  Nicomachi  Geraseni  institutio  arith- 
metica.  Lipsiae  1817",  welche  von  p.  65  an  ^^Nixofiaxov  siaayoayi^  apt-O'fujTtxif" 
enthält,  sowie  der  Ausgabe  von  Hoche,  Leipzig,  Teubner,  1864,  auf  welche,  nach 
Seite  und  Zeile,  sich  die  Citate  bezieben;  für  die  Musik  des  Nicomachus  des 
Werkes:  Marcus  Meibomius:  Antiquae  musicae  auctores  septem.  Amstelodami. 
1652",  in  welchem  wir  u.  a.  auch  „EwiXsidov  elaaytoyrj  agfiovinrj*^  imd  „Nino- 
tidxov  rsQaarjvov  Tlv^ayogiiiov  UQfiovix^g  iyxBtQ£diov*^  finden;  f&r  die  Gromatiker, 
der  Lachmann'schen  Ausgabe  1848:  „Die  Schriften  der  römischen  Feldmesser, 
herausgegeben  von  Blume,  Lachmann  und  A.  Rudolff.  Vol  I,  11",  im  Texte  mit 
F.  bezeichnet;  für  Boetius,  der  Friedlein'schen  Ausgabe.  Lipsiae,  Teubner.  1867; 
auf  Seiten  und  Zeilen  derselben  beziehen  sich  die  Citate  im  Texte;  femer  Cantor: 
„Mathemat.  Beiträge  zum  Culturleben  der  Völker.  Halle  1863",  durch  C.  be- 
zeichnet; Kästner:  „Geschichte  der  Mathematik.  Bd.  I.  1796",  mit  K.,  undChasles: 
„Geschichte  der  Geometrie,  übersetzt  von  Sohncke",  mit  Ch.  bezeichnet.  Ein  Z. 
mit  nachstehender  Zahl  deutet  auf  einen  Band  der  „Zeitschrift  fiir  Mathematik 
und  Physik.    Herausgegeben  von  Schlömilch,  Kahl  und  Cantor". 
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Inhalt  der  strittigen  Schrift  begründet  werden.  Auf  diesen  also  vornehm- 
lich gehe  ich  ein,  und  man  wird  bemerken,  dass  derselbe  bei  aufmerksamer 
und  sorgfältiger  Prüfung  allerdings  Anhaltspunkte  genug  bietet,  welche  zur 
Stütze  eines  ürtheiles  dienen  können.  Bevor  ich  jedoch  auf  diesen,  meiner 
Ansicht  nach  wichtigsten,  Theil  der  Untersuchung  eingehe,  glaube  ich  erst 
Einiges  vorausschicken  zu  müssen.  Indem  n&mlich  den  Gegenstand  der 
vorliegenden  Erörterung  die  Frage  bildet: 

Ist  die  auf  uns  gekommene  Schrift  über  Geometrie, 
welche  den  Namen  des  Boetius  trägt ^  wirklich  Ton  die- 
sem Tcrfasstl 
sind  zunächst  einige  Vorfragen  zu  erledigen.  Die  erste  derselben  lautet: 
Haben  wir  Beweise,  dass  Boetius  überhaupt  eine  Schrift 
über  Geometrie  zu  verfassen  beabsichtigt  hat?  Hierüber  erhalten 
wir  Auskunft  im  Prooemium  zu  seiner  Arithmetik,  8 — 11.  In  demselben 
nämlich  unterscheidet  Boetius  als  Gegenstände  unserer  Erkenntniss  zwei 
Arten:  Mengen  und  Grössen.  Erstere  können  für  sich  allein,  oder  aber 
in  Beziehung  auf  etwas  Anderes  betrachtet  werden;  letztere  sind  entweder 
ohne  Bewegung  oder  in  Bewegung.  So  entstehen  vier  Wissenschaften,  das 
Quadrivium,  von  denen  zwei  die  Mengen,  zwei  die  Grössen  behandek. 
Die  ersteren  sind  die  „Arithmetik*^,  welche  „die  Menge  für  sich",  und 
die  „Musik**,  welche  die  „Menge  als  auf  etwas  Anderes  bezogen'*  be- 
handelt; die  beiden  letzten  sind  die  „Geometrie^*,  welche  die  „unbeweg- 
lichen**, und  die  „ Astronomie*',  welche  die  „bewegten  Grössen**  zum  Gegen- 
stande hat.  Von  diesen  vier  Disciplinen  ist  nach  Boetias  offenbar  die 
Arithmetik  die  erste,  denn  sie  muss  der  Musik  vorangehen,  da,  was  fllr 
sich  besteht,  früher  ist,  als  das,  was  auf  etwas  Anderes  bezogen  wird;  sie 
muss  auch  der  Geometrie  vorangehen,  denn,  hebt  man  den  Begriff  der  Zahl 
auf,  so  verschwinden  die  Begriffe  von  Drei -Eck,  Vi  er- Eck  u.  s.  W.  völlig, 
nicht  aber  umgekehrt  verschwindet  der  Begriff  der  Zahl,  wenn  die  Geo- 
metrie aufgehoben  wird ;  die  Astronomie  endlich  kann  erst  auf  die  Geometrie 
folgen,  da  sie  sich  zum  Theil  auf  dieselbe  stützt.  Boetius  schliesst  sein  Pro 
oemium  mit  den  Worten  12,  11—12;  „Quare,  quoniam  prior,  ut  daruit, 
arithmeticae  vis  est,  hinc  disputationis  sumamus  ei^ordium.^^  Diese  letsten 
Worte  nun  machen  es  wenn  nicht  gewiss,  so  doch  mindestens  wahrschein- 
lich, dass  Boetius  ein  Werk  zu  verfassen  beabsichtigte,  welches  in  der  voo 
ihm  angegebenen  Reihenfolge  Arithmetik,  Musik,  Geometrie,  Astronomie 
umfassen  sollte,  C.  184.  Es  würde  demnach  die  hier  in  Betracht  konmiende 
erste  Vorfrage  wohl  zu  bejahen  sein.  Die  beiden  ersten  Theile  des  ge- 
planten Werkes,  die  Arithmetik  und  Musik,  besitzen  wir,  daüss  sie  wiriElich 
den  Boetius  zum  Verfasser  haben,  ist  unbestritten,  die  Aechtheit  der  gleich- 
falls seinen  Namen  tragenden  Geometrie,  welche  also  den  dritten  Theil 
bilden  würde,   wird  angezweifelt.     Dass  er  aber  eine  solche  zu  schreiben 
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Willens  gewesen  ist;  ist  meines  Wissens  von  keiner  Seite  in  Abrede  gestellt 
worden.  Zwischen  schreiben -wollen  und  wirklich  schreiben  aber  be- 
steht immer  noch  ein  erheblicher  Unterschied ;  es  entsteht  daher  die  zweite 
Vorfrage : 

Haben  wir  sichere  Beweise  und  Zeugnisse,  dass  Boetius 
eine  Geometrie  wirklich  geschriebeu  hat?  Solcher  Zeugnisse  nun, 
die  hier  in  Betracht  kommen,  liegen  in  der  That  fünf  vor:  1)  Ein  Brief 
des  Theodorich  an  Boetius,  in  welchem  er  denselben  mit  der  Anfertigung 
einer  Wasser-  und  Sand-Uhr  beauftragt,  und  in  dem  wir  die  Worte  lesen, 
C.  183,  401,  Note  370:  ^^Translationibus  enim  tuis  Pythagoras  musicus, 
Ptolemaeus  astronomus  leguntur  Itali.  Nicomachus  arithmeticus,  geom^tri- 
CQS  Euclides  audiuntur  Ausoniis.  Plato  theologus,  Aristoteles  logicus  Quiri- 
nali  voce  disceptant.  Mechanicum  etiam  Archimedem  Latialem  Siculis  red- 
didisti.  Et  quascunque  disciplinas  vel  artes  foecunda  Graecia  per  singulos 
viros  edidit,  te  nno  auctore,  patrio  sermone  Boma  suscepit/'  Femer  2)  eine 
Stelle  Cassiodors,  C.  185,  402;  Note  376:  „Cigus  disciplinae  apud  Graecos 
Eaclides,  ApolloniuS;  Archimedes  nee  non  et  alii  scriptores  probabiles  ex- 
titerunt:  ex  quibus  Euclidem  translatum  in  latinam  linguam  idem  vir 
magnificus  Boetius  dedit.'^  Es  liegt  weiter  3)  eine  andere  Stelle  Cassiodor's 
voF;  welche  sich  in  einer  neuerdings  wieder  aufgefundenen,  im  Jahre  522, 
also  kurz  vor  Boetius'  Tode,  verfassten  Schrift*)  findet.  Sie  lautet,  U.  4: 
(ßoetius)  scripsit  librum  de  sancta  trinitate  et  capita  quaedam  dogmatica 
et  libmm  contra  Nestorium.  condidit  et  Carmen  bucolicum.  sed  in  opere 
artis  logicae  id  est  dialecticae  transferendo  ac  mathematicis  disciplinis  talis 
fnit,  ut  antiquos  auctores  aut  aequiperaret  aut  vinceret/^  Sodann  schreibt 
Gerbert,  C.  183,  185,  401.  Note  371:  ;,Reperimns  octo  volumina  Boetii 
de  Astrologia  praeelarissima  quoque  figurarum  Geometriae  aliaque  non  minus 
admiranda,^'  und  endlich  5)  eine  Bemerkung,  welche  sich  dem  Yatican- 
Codex  Nr.  3123,  »,  bei  Friedlein,  aus  dem  11.  oder  12.  Jahrhundert,  wie 
es  scheint  in  früher  Zeit,  eingeschrieben  findet,  U.  47:  ,;Euclide8  in  greco 
boetius  transtulit  in  latinum  commentatus  in  difficiliora  capitula,  dirigit 
autem  ad  simachum  socerum  suum  cum  prologo.  sicut  in  arithmetica  imi- 
tatus  nicomachum  dirigit  ad  eundem.  Yidentur  tamen  pocius  excerpta  a 
boetii  libro.*^  Betrachten  wir  nun  diese  Zeugnisse,  von  denen  namentlich 
die  drei  ersten,  als  von  Zeitgenossen  des  Boetius,  n&mlich  von  Theodorich 
und  Cassiodorus  Senator  herrührend,  von  besonderem  Belange  sind,  ge- 
nauer. Nach  1)  müssen  wir  annehmen,  Boetius  habe  seinen  Plan  wirklich 
ausgeführt,  und  ausser  der  Arithmetik  des  Nicomachus  und  der  Musik  eine 


*)  Festschrift  zur  Begrüssnng  der  32.  Versammlung  deutscher  Philologen  und 
Schulmänner  in  Wiesbaden.  Bonn,  Georgi.  1877.  Anecdoton  Holderi,  ein  Beitrag 
zur  Geschichte  Roms  in  ostgothischer  Zeit  von  H.  Usener,  p.  74.  Diese  Schritt 
soll  mit  U.  bezeichnet  werden. 
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Geometrie  nach  Euklid   und  eine   Astronomie  nach  Ptolemaeus  bearbeitet 
oder,  im  weiteren  Sinne  des  Wortes,   übersetzt)  ausserdem  noch  logische 
Schriften    des  Aristoteles,    theologische    des  Plato,    und   mechanische  des 
Archimed.     Von  dieser  sind  ausser  der  strittigen   Geometrie   erhalten  die 
Arithmetik,  Musik  and  logische  Schriften.     Cassiodor  stimmt  insoweit  mit 
Theodorich  überein^  als  er  an  .einer  andern  Stelle,  C.  185;  399,  Note  350 
mit  den  Worten:    „Beliqnae   indigent  Arithmetica  disciplina:    quam  apud 
Graecos  Nicomachns  diligenter  expo^uit.     Hone  primum  Madaurensis  Ap* 
pulejus  deinde   magnificus   vir  Boetius  latino  sermone  translatum  Bomaais 
contulit  lectitandum^^  der  Arithmetik  des  Nicomachus,  und  in  2)  der  üeber- 
setzung  des  Euklid  gedenkt.     Es  mnss  jedoch  auffallen,  dass  Cassiodor  ?on 
der  Uebersetzung    der  Werke   des  Archimed,    deren   Theodorich  gedenkt, 
schweigt;  namentlich  da  er  doch  den  Archimed  soeben  genannt  hat;  er  er- 
wähnt femer  in  3)  zwar   theologische   Schriften;   von  Plato  aber  sagt  er 
nichts.     Vergleichen  wir  femer  diese  Stelle  3),  so  sehen  wir:   Wfihrend  in 
1)  und  2)  ausdrücklich  von  üebersetzungen,  wenn  auch  in  weiterem  Sinne, 
die  Rede  ist;   wird  in  3)  das  „transferre",   offenbar  geflissentlich,  nur  auf 
die  Logik,  nicht  auf  die  Mathematik  bezogen,  und  von  Euklid,  den  Boe- 
tius nach  1)  und  2)  bearbeitet  haben  soll,  ist  in  3)  gar  keine  Bede.    Sind 
wir  femer  gewiss,  dass  die  in  1),  2),  3)  enthaltenen  Mittheilungen  ganz 
zuverlässig  sind?     Die   Sprache  des   Theodorich  bezeichnet   Cantor  selbst, 
C.  183;  als  „pomphaft'*;  sollte  die  des  Cassiodor  nicht  auch  etwas  schön- 
rednerisch  geförbt  sein?     Behauptet  er  doch  in  3),    Boetius  stehe  in  der 
Mathematik   den  Alten  gleich   oder  übertreffe  sie.     Wer   aber  ein  solches 
ürtheil  ausspricht,  muss  selbst  eben  so  tief  in  die  Wissenschaft  eingedrongen 
seiU;  als  die  Alten,  und  was  wir  in  dieser  Beziehung  von  Cassiodor  wissen, 
K.  8,  C.  176;  kann  uns  diese  üeberzeugung  nicht  verschaffen.    Wenn  aber 
Cassiodor  in   3)   beim  Fällen  eines  ürtheils   seine  Worte  nicht  so  genau 
nahm  —  er  konnte  ja  auch  nicht  ahnen,   dass  einst  auf  dieselben  etwas 
ankommen  werde  — ,  sollte  er  dies  in  2)  bei  Angabe  eines,   vielleicht  nur 
vermeintlichen,  Faktums  gethan  haben?    Endlich,  der  Brief  des  Theodoiich 
ist,  ü.  39,  spätestens  im  Jahre  506  geschrieben,  Boetius  war  aber,  ü.  40, 
„frühestens  480,    wahrscheinlicher  ein  oder  zwei   Jahre  später  geboren''. 
Ist  es  nun  wahrscheinlich,   dass  er,  wenn  auch  seine  Produktivität  schon 
in  frühem  Lebensalter  bezeugt  wird,   U.  40,   höchstens  26  Jahre  alt  alle 
die  von  Theodorich  aufgeführten  Werke  geschrieben  haben  sollte?    Wenn 
man  nun  femer  in   diesem  Briefe,  in  welchem  letzterer   den  Boetius  am 
Beschaffung  einer  Wasser-  und  Sonnenuhr  angeht,  U.  39,  „auch  nicht  ge- 
rade jedes  Wort  pressen  darf  und  neben  vollendeten  auch   blos  begonnene 
Schriften  angedeutet  sein  können",  liegt  nicht  der  Gedanke  nahe,  es  möch- 
ten in  1)  und  2)  auch  solche  Schriften  als  bereits  verfasste  aufgeführt  sein, 
von   denen  man,    vielleicht  auf  das  Prooemium  zur  Arithmetik  gestütxt» 
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glaubte,  dass  Boetius  sie  schreiben  wolle  [die  letzten  Worte  in  1)  erinnern 
an  die  Worte  der  Dedication  an  SjmmachuS;  3,  10  ),ea,  quae  ex  Grae- 
canun  opulentia  litterarum  in  Bomanae  orationis  thesanrum  sumpta  con- 
veiimus^'],  von  denen  man  ihm  zntraate,  dass  er  sie  schreiben  könne; 
wSre  es  so  midenkbar,  dass  sich  ans  dieser  Ansicht  bald  diejenige  ent- 
wickelt hätte,  dass  er  die  Geometrie  —  und  der  Name  Euklid's  mochte 
als  von  einer  solchen  unzertrennlich  erscheinen  —  schon  geschrieben  habe; 
sollten  sich  die  Aussagen  des  Theodorich  und  Cassiodor  in  1)  und  2)  nicht 
etwa  nur  auf  Hörensagen  gründen?  Beide  behaupten  zwar^  Boetius  habe 
eine  Uebersetzung  oder  Bearbeitung  des  Euklid  geliefert,  keiner  aber  be- 
stätigt, dass  er  dieselbe  gesehen  oder  gelesen  habe,  keiner  theilt  etwas 
Specielles  irgend  welcher  Art  über  dieselbe  oder  aus  derselben  mit. 
Ein  sicheres  Zeugniss  also,  dass  sich  Alles  so  verhalten  habe,  wie  wir  in 
1)  bis  3)  hören,  können  wir  das  Bisherige  nicht  nennen.  An  der  Stelle  4) 
nun  berichtet  Gerbert  in  einem  982  geschriebenen  Briefe,  er  habe  in  Mantua 
„octo  Volumina''  des  Boetius  über  Astrologie,  über  geometrischs  Figuren 
und  Anderes  gefunden.  Wie  schon  Cantor  angedeutet,  sind  wir  wegen 
mangelnder  Interpunktion  dem  Wortlaute  nach  nicht  einmal  sicher,  dass 
Boetius  als  Verfasser  nicht  nur  der  Astrologie,  sondern  auch  der  geometri- 
schen Figuren  und  des  übrigen  Bewundemswerthen  angesehen  werden  soll. 
Cantor  schliesst,  185,  wahrscheinlich  solle  Boetius  auch  als  Verfasser  der 
hier  genannten  Geometrie  gelten,  weil  die  Astrologie  desselben  sonst  den 
unverhältnissmässigen  Umfang  von  „acht  Bänden"  eingenommen  hfitte.  Wäre 
nun  hier  die  Rede  von  gedruckten  Werken,  und  dürften  wir  unsere  mo- 
derne Vorstellung,  nach  welcher  wir  unter  einem  „Band*'  ein  wenigstens 
nicht  allzukleines  Buch  zu  verstehen  gewohnt  sind,  hier  in  Anwendung 
bringen,  so  möchte  diese  Folgerung  etwas  für  sich  haben,  obschon  auch 
dann  tlie  kleine  Schrift  über  Geometrie  —  sie  umfasst  mit  den  Anmerkungen 
in  der  Friedlein' sehen  Ausgabe  nur  55  Seiten  klein  8^,  und  würde  ohne 
dieselben  wenig  mehr  als  3  Druckbogen  füllen  —  nur  einen  sehr  geringen 
Theil  der  acht  Bände  bilden  würde.  Allein  wir  haben  hier  selbstverständ- 
lich nur  an  Manuscripte  zu  denken,  und  es  fehlen  alle  Anhaltspunkte  fUr 
die  Abschätzung  dieser  „octo  volumina^S  und  somit  fUr  die  Annahme  der 
Wahrscheinlichkeit,  Gerbert  habe  982  eine  den  Namen  des  Boetiu?  tragende 
Geometrie  gesehen.  Gesetzt  aber  auch,  dies  wäre  wirklich  der  Fall  ge- 
wesen, so  könnte  ja  eine  Unterschiebung  einer  Pseudonymen  Schrift  bis 
zu  dieser  Zeit  sehr  wohl  stattgefunden  haben.  In  5)  endlich  begegnen  wir 
wieder  der  in  1)  und  2)  ausgesprochenen  Ansicht,  Boetius  habe  in  der 
That  den.  Euklid  in  das  Lateinische  übersetzt  und  die  schwierigeren  Stellen 
commentirt;  zugleich  aber  finden  wir  schon  hier  den  Zweifel  ausgesprochen, 
ob  denn  die  vorliegende,  fUr  die  Geometrie  des  Boetius  sich  ausgebende 
Schrift  diese  Bearbeitung   sein  könne,   ob  sie  nicht  vielmehr  als  ein  Aus- 
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zug  aus  derselben  gelten  müsse.  Fassen  wir  nun  Alles  dieses  zusammen, 
so  gelangen  wir  zu  der  Folgerung:  Aus  allen  genannten  Stellen  1)  bis  5) 
geht  zwar  hervor^  dass,  vielleicht  längere  Zeit  hindurch  und  weit  verbreitet, 
die  Meinung  bestand,  Boetius  habe  den  Euklid  übersetzt  und  commentirt; 
die  volle  Sicherheit  aber,  dass  er  dies  wirklich  gethan,  dass  er  überhaupt 
eine  Geometrie  wirklich  geschrieben  habe,  C.  185,  erhalten  wir  durch 
diese  Belegstellen  nicht.  Die  Möglichkeit  freilich,  dass  er  eine  solche 
verfasst  habe,  bleibt  immerhin  bestehen. 

Allein  die  Frage,  um  welche  es  sich  handelt,  ist  offenbar  die,  ob 
gerade  diese  vorliegende,  den  Namen  des  Boetius  tragende,  geometrische 
Schrift  von  ihm  herrühre  (er  könnte  ja  eine  Geometrie  geschrieben  haben, 
diese  aber  verloren  gegangen  sein),  ob  dieselbe  also  acht  oder  unScht  m. 
Da  nun  der  Beichenauer  Codex  ^  welcher  hierüber  Auskunft  geben  könnte, 
verschwunden  ist,  A.  130,  217,  N.  245,  so  bleibt  meines  Ei*achtens  nur 
der  eine,  ohnehin*  naturgemässeste ,  Weg  zur  Aufstellung  eines  sicheren 
ürtheils  zu  gelangen  übrig:  die  Prüfung  der  strittigen  Schrift  nach  Inhalt 
und  Form,  und  ihre  Vergleichung  mit  unbestritten  achten  Werken,  nament- 
lich der  Arithmetik  und  Musik,  desselben  Verfassers.  Ich  suche  also  zu- 
nächst die  Frage  zu  beantworten: 

Welchen  Inhalt  haben  wir  auf  Grund  der  als  Seht  aner- 
kannten Schriften  des  Boetius  über  Arithmetik  und  Musik  in 
einer  etwaigen  Geometrie  desselben  Verfassers  zu  erwarten? 
C.  187.  Betrachten  wir  zu  diesem  Zwecke,  nachdem  oben  bereits  der 
Hauptinhalt  des  Prooemiums  zur  Arithmetik  angegeben  ist,  nun  diese  selbst 
und  die  Musik,  so  erkennen  wir  alsbald  Boetius  als  einen  Anhänger  der 
Pythagoreisch-Platonischen  Schule.  Denn  welcher  andere  Grund  hätte  ihn 
dazu  bestimmen  sollen,  die  Arithmetik  des  gerade  dieser  Richtung  ange 
hörigen  Nicomachus  von  Gerasa  zu  bearbeiten  und  die  im  genannten 
Prooemium  angegebene  Anlage  und  Disposition  seines  Werkes  auf  Ge- 
danken zu  gründen,  welche  wir  ebenso  in  den  ersten  6  Kapiteln  des  Ni- 
comachus ausgesprochen  finden  ?  Dass  aber  Boetius  nicht  blos  objectiv  die 
Ansichten  desselben  wiedergiebt,  sondern  dieselben  theilt,  das  zeigt  die 
ganze  Behandlung  des  Gegenstandes.  Nicht  eine  wortgetreue  Ueber- 
setzung,  sondern,  wie  er  selbst  «agt,  4,  30,  eine  Bearbeitung  der 
Schrift  des  Nicomachus  haben  wir  vor  uns,  überall  tritt  die  Absicht  her- 
vor, nicht  sowohl  den  Wortlaut  als  den  Sinn  desselben  wiederzugeben,  ihn 
zu  erläutern  und  zu  erklären.  Indem  Boetius  an  manchen  Stellen^  wie  es 
nicht  anders  sein  kann,  übersetzt,  aber  frei  übersetzt,  an  anderen  hinweg- 
lässt,  an  wieder  anderen  hinzusetzt  und  weiter  ausftlhrt;  zeigt  er  sich  nir- 
gends als  sinn-  und  gedankenloser  Nachsprecher,  sondern  als  völlig  vertraut 
mit  dem  Stoffe  und  denselben  durchaus  beherrschend.  Die  Pythagoreisch- 
Platonische  Anschauung  des  Nicomachus  zur  seinigen  machend,   betrachtet 
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er  die  Zahl  als  das  Wesen  aller  Dinge  und  sucht  auf  die  Eigenschaften 
der  Zahlen  Alles  zurückzufüJuen  und  zu  gründen.  Seine  Arithmetik  ent- 
hält daher  Specnlationen  über  die  Natur  der  Zahlen,  über  die  verschiedenen 
Arten  derselben,  gerade  und  ungerade,  einfadie  und  zusammengesetzte,  ab- 
solute und  relative  Primzahlen,  es  wird  das  sog.  Sieb  des  Eratosthenes 
beschrieben,  mittelst  dessen  die  Primzahlen  ausgeschieden  werden,  es  wird 
der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  zu  finden  gelehrt,  es  werden  die  Pro- 
gressionen, die  Polygonal-,  Triangulär-,  Quadrat-,  Eubik-,  Pyramidal- Zahlen 
erlSatert,  welche  Boetius  durch  Hinzufügung  von  Zeichnungen  erlttntert, 
es  wird  die  Entstehung  der  Quadrat-  und  Kubik- Zahlen  angegeben,  und 
endlich  das  arithmetische  und  geometrische  Yerhältniss,  sowie  die  arith- 
metische ^  geometrische  und  harmonische  Proportion  besprochen.  Letztere 
bildet  offenbar  den  Uebergang  zum  zweiten  Theile,  der  Musik,  auf  welchen 
Gegenstand  Boetius,  wieder  ganz  im  Sinne  der  Pjthagoreer  und  Platoniker, 
grosses  Gewicht  legt.  In  den  fünf  Büchern  seiner  Musik  nun  bewegt  er 
sich  Y5llig  frei,  nur  hie  und  da  finden  sich  Anklänge  an  die  auch  an  um- 
fang weit  kleinere  Schrift  gleichen  Namens  in  zwei  Bänden  von  Nicomachus, 
und  wir  erhalten  den  Eindruck  eines  ganz  selbständigen  Werkes.  Die 
letzten  11  Kapitel  desselben  sind  leider  verloren;  und  es  ist  daher 
nicht  zu  entscheiden,  ob  sich  am  Ende  der  Musik  eine  Hinweisung  auf  die 
nun  folgende  Geometrie  gefunden  hat.  Die  noch  vorhandenen  Ueberschriften 
dieser  11  Kapitel  lassen  allerdings  nichts  der  Art  vermuthen,  allein  die- 
selben rühren  nach  Friedlein  Praef.  VI.  wahrscheinlich  nicht  von  Boetius 
her.  —  Welchen  Inhalt  nun  haben  wir  in  der  Geometrie,  mit  welcher  der 
Disposition  nach;  nachdem  in  der  Arithmetik  und  Musik  die  Mengen  be- 
bandelt waren,  der  zweite  Haupt- Abschnitt^  die  Betrachtung  der  Grössen, 
beginnen  sollte,  zu  erwarten?  Zunächst  gewiss  keine  Uebersetzung  im 
eigentlichen  Sinne,  denn  eine  solche  hätte  übel  zu  den  vorausgegangenen; 
äicb  frei  bewegenden,  Theilen  gepasst,  sondern,  wenn  sieh  die  Schrift  an 
einen  früheren  Autor  anlehnte,  eine  Bearbeitung.  Ferner  deutet  Boetius, 
wie  oben  bemerkt  ward,  zwar  an,  dass  er  eine  Geometrie  zu  schreiben 
beabsichtige;  was  aber  berechtigt  zu  der  Annahme,  dass  er  eine  solche 
nach  Euklid  habe  verfassen  wollen?  Es  liegt  mir  ferne,  eine  solche  des- 
halb für  unwahrscheinlich  zu  halten,  weil  doch  nicht  allzu  lange  vorher 
schon  Proklus,  412 — 485;  dessen  Lebenszeit  also  bis  in  die  des  Boetius 
hineinreichte,  seinen  bekannten  aus  4  Bänden  bestehenden  Commentar  zum 
1.  Buche  der  Euklidischen  Elemente  verfasst  hatte;  der  dem  Boetius,  sollte 
man  meinen,  doch  nicht  unbekannt  geblieben  sein  wird.  Nicht  deshalb 
also,  weil  derselbe  eine  nochmalige  Commentirung  des  Euklid  etwa  für 
überflüssig  hätte  halten  können,  finde  ich  dieselbe  unwahrscheinlich,  denn 
auch  die  Arithmetik  der  Nicomachus  war,  wie  an  der  einen  oben  angeführten 
Stelle  Cassiodor  berichtet,   von   Appulejus   aus    Madaura, 'C.   172,  in  das 
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Lateinische  übertragen,  ohne  dass  dies  den  Boetins  abgehalten  hfitte,  ein 
Gleiches  zu  thun.  Wohl  aber  muss  die  Annahme,  derselbe  habe  gerade 
Euklid  zu  commentiren  beabsichtigt;  deshalb  zweifelhaft  erscheinen ,  weil 
er  den  Namen  desselben  in  der  Arithmetik  und  in  der  Musik  auch  nicht 
ein  einziges  Mal  erwähnt.  Nirgends  in  der  Arithmetik,  wo  sich  doch 
Gelegenheit  genug  geboten  hätte,  gedenkt  er  der  arithmetischen  Abschnitte 
in  Euklid's  Elementen^  des  V. — IX.  Buches,  weder  bei  der  Lehre  von  den 
einfachen  und  zusammengesetzten  Zahlen,  noch  bei  den  Primzahlen,  noch 
bei  den  Polygonalzahlen  ,  noch  bei  den  Proportionen,  ja,  wie  wir  sehen 
werden,  nicht  einmal  bei  geometrischen  Dingen;  15  Mal  in  der  Arithmetik^ 
1  Mal  in  der  Musik  erwähnt  er  die  „geometria",  die  „geometrica  disci- 
plina^'  etc.,  aber  nie  den  Namen  des  Euklid,  14  Mal  in  der  Musik  berai\ 
er  sich  auf  Ptolemäus,  zwar  nicht  als  Astronomen,  sondern  als  Verfasser 
der  drei  Bücher  ciQfioviKcc  über  Musik,  aber  an  keiner  einzigen  Stelle  auf 
Euklid,  der  doch  auch  eine  Htsaycoyti  aQjiovtycri  geschrieben  hat.  Sollte  man 
nicht  meinen,  Boetius  hätte,  wenn  er  wirklich  gesonnen  gewesen  wäre,  das 
dritte  Buch  seines  Werkes  auf  Euklid  zu  gründen,  schon  in  den  beiden 
ersten  Büchern,  zumal  derselbe  wie  Proklus  11.  20  berichtet,  auch  der 
Platonischen  Richtung  huldigte,  wenigstens  durch  Nennung  seines  Namens 
den  Leser,  wenn  auch  nur  indirekt,  auf  das  Folgende  vorbereitet,  anstatt 
ihm  im  dritten  Theile  völlig  unerwartet  einen  bisher  noch  nie  erwähnten 
Autor  vorzuführen?  Wenn  daher  schon  aus  diesem  äusserlichen  Grande 
die  Annahme,  Boetius  habe  im  dritten  Theile  einen  Commentar  zum  Euklid 
geben  wollen,  bedenklich  erscheint,  so  muss  dieselbe  aus  inneren  Ursachen 
nicht  minder  zweifelhaft  werden.  Offenbar  nämlich  konnte  es  nicht  im 
Plane  des  Boetius  liegen,  im  dritten  Theile  eine  Uebersetzung  oder  vollends 
einen  Commentar  zu  Euklid's  vollständigen  Elementen  zu  bieten,  denn 
dieser  Abschnitt  würde  dann  einen  Umfang  erhalten  haben,  der  zu  dem 
der  beiden  ersten  in  gar  keinem  Verhältnisse  gestanden  hätte;  vielmehr 
konnte  er  bei  der  auf  ausgesprochen  Pythagoreisch-Platonischen  Anschauungen 
basirten  Anlage  seines  Werkes  nur  diejenigen  Partieen  der  Geometrie  her- 
vorzuheben beabsichtigen,  welche  aus  eben  diesen  Anschauungen  hervor- 
gegangen waren.  Dass  unter  solchen  Umständen  Boetius  keine  Veranlassung 
fand,  den  Euklid,  wenn  er  ihn  in  seiner  Geometrie  natürlich  auch  öfter 
erwähnt  haben  würde,  in  den  Vordergrund  zu  stellen,  liegt  auf  der  Hand. 
Was  wir  daher  in  einer,  den  dritten  Theil  des  Werkes  bildenden,  Geo- 
metrie zu  erwarten  haben,  dürfte  sein:  die  Construction  der  vierten  md 
mittleren  Proportionalen,  anknüpfend  an  die  Proportionen  in  der  Arith- 
metik, die  Lehre  von  der  Aehnlichkeit ,  der  Pythagoreische  Lehrsatz,  die 
Bildung  rationaler  rechtwinkliger  Dreiecke  nach  den  Begeln 
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wH  [(y)'—  l]'=  [(l)'+  0   ^^  ®^^  gerades  w,  nach  Plato         2) 

(und  welche  Gelegenheit,  auf  die  Speculationen  über  gerade  und  ungerade 
Zahlen  zarttckzuVerweisen  hätte  sich  hier  nicht  geboten?).  Dabei  sind  wir 
gewiss  berechtigt,  anzunehmen,  Boetius,  der  in  der  Arithmetik  und  Musik 
36  Mal  Pythagoras  und  die  Pjthagoriker,  11  Mal  Plato  und  die  Platoniker 
erwfihnt,  werde  bei  Besprechung  dieser  so  überaus  wichtigen  Sätze  die 
Kamen  ihrer  Entdecker,  des  Pjthagoras  und  Plato ,  die  schon  Heron  und 
nicht  minder  bestimmt  Proklus*)  IV,  111,  nennt,  nicht  verschwiegen,  son- 
dern dieselben,  wenn  irgendwo,  gerade  hier  gebührend  faeryorgehoben  haben. 
Wir  müssen  femer  erwarten,  in  seiner  Geometrie  noch  zu*  finden  die  Zu- 
sammensetzung mehrerer  rechtwinkliger  Dreiecke  zu  einem  nicht-recht- 
winkligen rationalen  Dreieck,  sodann  das  Iirationale,  die  commensurabelen 
und  incommensurabelen  Linien,  das  Auffinden  des  grössten  gemeinschaft- 
lichen Masses  zweier  Strecken  im  Anschlüsse  an  das  Auffinden  des  gxT^ssten 
gemeinschaftlichen  Theilers  in  der  Arithmetik;  ich  würde  noch  hinzusetzen: 
die  regelmässigen  Polygone  und  Körper,  wenn  dieselben  nicht  in  der 
Arithmetik  bei  Gelegenheit  der  figurirten  Zahlen  berücksichtigt  worden 
wären.  Dies  etwa,  und  vielleicht  noch  das  Eine  oder  Andere,  haben  wii* 
in  einer  Geometrie  des  Boetius  zu  erwarten.  Was  wir  aber  in  derselben 
sicherlich  am  Wenigsten  suchen  dürfen,  sind  Gegenstände  der  praktischen 
Feldmesskunst,  welch'  letztere  der  auf  das  Ideelle  gerichteten,  in  reinen, 
nicht  selten  mystischen,  Speculationen  sich  ergehenden  Pythagoreisch-Plato- 
nischen Schule  gewiss  ebenso  fem  lag,  als  der  Mechanismus  des  bürger- 
lichen, praktischen  Rechnens.  An  die  Geometrie  mochte  sich  als  vierter 
Theil  die  Astronomie,  vielleicht  im  Anschlüsse  an  den  Almagest  des  Pto- 
lemaeus,  anreihen,  C.  183,  es  mochte  der  Sphären-Musik  gedacht  werden, 
auf  welche  Boetius  schon  im  Prooemium  zur  Arithmetik  12,  1 — 3,  hin- 
deutet, und  deren  er  in  der  Musik  gedenkt  187,  26:  „Qui  enim  fieri  po- 
test,  ut  tam  velox  caeli  machina  tacito  silentique  cursu  moveatur?  Etsi 
ad  nostras  aures  sonus  ille  non  pervenit,  quod  multis  fieri  de  causis  ne- 
cesse  est,  non  poterit  tamen  motus  tam  velocissimus  ita  magnorum  cor- 
pomm  nullos  omnino  sonos  eiere",  es  konnten  femer  die  Zahlenverhältnisse 


*]  Die  Citate  aus  Euklid  beziehen  sich  auf  die  erste  gedruckte  Ausgabe  des 
Euklid:  „Evxlc/^oi;  axot%%iaiv  ßißX.  te  int  tSiv  Bimvo^  awovoimv.  Eis  rov  avtov 
xov  n(fmtoVf  i^riyrmaTotv  üqohXov  ßißX.  d.  Adjecta  praefatiuncula  in  qua  de  die- 
ciplinia  Mathematicis  nonnihil.  Basileae  apud  Joan.  Hervagium  anno  1683.  Mense 
Septembri."  Nach  Hankel  388  ist  der  Zusatz:  „^x  tmv  Giavog  avvovötmv*^  hand- 
schriftlich nicht  gesichert.  Wenigstens  sagt,  K.  248, 249,  Savilius,  derselbe  befinde 
sich  in  keinem  seiner  beiden  Manuscripte.  Der  dieser  offenbar  sehr  sorgfältig  auf 
Grand  zweier  Handschriften  besorgten  Baseler  Ausgabe  beigefügte  Gommentar 
des  Proklus  ist  selbständig  paginiri  Er  besteht  aus  4  Büchern.  Auf  die  Zahl 
des  betreffenden  Buches  und  der  Seite  beziehen  sich  die  Citate  im  Texte. 
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der  Abstände  der  Planeten,  der  Auf-  und  Untergang  der  Gestirne  behandelt 
werden,  u.  a.  Dann  würde  das  Werk  des  Boetius  ein  der  von  ihm  im 
Pythagoreisch-Platonischen  Sinne  angegebenen  Anlage  entsprechendes,  einen 
und  denselben  Grundgedanken  durchführendes  und  Wohl  geordnetes,  nicht 
ein  aus  vier  verschiedenen,  nur  äusserlich  zusammenhängenden  Theilen  be- 
stehendes, gewesen  sein.  Sehen  wir  nun  zu,  in  wie  weit  sich  unsere  Er- 
wartungen erfüllen,  und  gehen  wir  über  zu  der  Frage: 

Welchen  Inhalt  finden  wir  in  derjenigen  Schrift,  welche 
als  die  Geometrie  des  Boetius  gilt?  Dieser  Inhalt  nun  besteht  in 
Folgendem:  Boetius^  so  will  ich  den  Yerfasaer  derselben  einstweilen  be- 
zeichnen, begiimt  mit  dem  Versprechen,  er  wolle,  was  £uklid  „de  artiä 
geometricae  figuris*',  373,  22,  dunkel  vorgebracht,  erläutern,  und  es  scheint 
daher  in  der  That,  als  solle  eine  Bearbeitung  oder  Commentirung  des  Euklid, 
obschon  wir,  wie  erwähnt,  diesem  primo  loco  zu  begegnen  nicht  vermuthen 
können,  den  Haupt-Gegenstand  der  Schrift  bilden.  Freilich  sind  die  Worte 
;,de  artis  geometricae  figuris^  etwas  befremdlich.  Noch  mehr  aber  mnss 
es  auffallen,  dass'auf  die  ausgesprochene  Absicht  des  Boetius,  den  Euklid 
zu  erklären,  die  Definition  des  Feldmesser- Ausdruckes  „mensura"  folgt, 
und  zwar  übereinstimmend  mit  der  des  Isidor  von  Sevilla,  F.  I.  367: 
,^Mensura  est  quidquid  pondere  capacitate  longitudine  alütudine  animoque 
finitur**.  (Vergl.  Hultsch.  Metrol.  II,  11.  Note  1.)  An  diese  schliessen  sieh 
die  Worte :  „Principium  autem  mensurae  punctum  vocatur^',  erinnernd  an  den 
Satz  bei  Baibus  ad  Celsum,  F.  I.  97 :  „Omnis  autem  mensurarum  observatio 
et  oritur  et  desinit  signo.'^  Nim  aber  folgen  allerdings  die  35  Definitionen 
von  'E(uklid  Buch)  I,  fast  ganz  in  derselben  Ordnung  wie  in  der  Baseler 
Ausgabe  nach  Theon  von  Alexandria,  nur  die  13^^  und  14^^  umgestellt, 
die  19^^  fehlt.  Im  Uebngen  f^Ut  auf  den  ersten  Anblick  nichts  Bemerkens- 
werthes  auf.  Etwas  anders  jedoch  gestaltet  sich  die  Sache  bei  genauerer 
Prüfung.  Namentlich  giebt  die  üebersetzung  der  30^^"  und  31*^°  Definition 
zu  begründeten  Bedenken  Anlass,  und  zwar  ans  nachstehendem  Grunde: 
In  seiner  Arithmetik  behandelt  Boetius  im  Anschlüsse  an  die  Polygonal-, 
besonders  Quadrat- Zahlen,  auch  diejenigen,  welche  115,  8,  „vocanto  a 
Graecis  irBQ0(i7j%£tg^^.  Er  beruft  sich  also  hier  auf  die  Griechen  überhaupt, 
und  nicht  speciell  auf  Nicomachus.  Da  er  jedoch  des  letzteren  Arithmetik 
bearbeitet,  so  ist  leicht  zu  schliessen,  dass  er  diesen  wenigstens  unter  die 
„Graeci**  mit  einbegreife,  und  dies  ist  in  der  That  der  Fall,  denn  die  Theorie 
der  heteromeken  Zahlen  findet  sich  ebenso  wie  bei  Boetius  dargestellt  bei 
Nicomachus.  Dieser  nennt  in  seiner  Arithmetik,  54,  17,  20,  22;  108,  5,8; 
109,  2,  19,  23,  26  etc.  solche,  aber  nur  solche  Zahlen  heteromek,  welche 
das  Produkt  von  zwei  gerade  um  eine  Einheit  verschiedenen  Zahlen  sind,  wie 
1  •  2,  2  •  3,  11 .  12  etc.  Der  Grund  dafür,  dass  gerade  diese  Art  von  Zahlen 
eingekend  betrachtet  wird,  liegt  darin,  dass,  wie  die  Summe  der  n  ersten  un- 
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geraden  Zahlen  die  n*®  Quadratzahl  giebt,  so  die  Summe  der  n  ersten  geraden 

die  «''  heteromeke  Zahl  liefert,  denn  e8iat2-l  +  2-2  +  2-3H |-2.n 

s  n  (n  4"  1).  Es  haben  also  die  heteromeken  Zahlen  in  dieser  Hinsicht  eine 
gewisse  Aehnlichkeit  mit  den  Quadrat- Zahlen.  Solche  Zahlen  femer,  welche 
aus  dem  Produkte  von  zwei  nicht  gerade  um  eine  Einheit  verschiedenen 
Zahlen  bestehen,  nennt  Nicomachus  promek,  z.  B.  2  •  4,  3  •  6,  4  •  8,  Arithm. 
108,  20—109,  2;  113,  6— 16.  üeber  die  Natur  dieser  Zahlen  nun  handelt  er, 
unter  Berufung  auf  Physiker  und  Mathematiker,  112,  14,  ausführlicher.  Ob  er 
bei  der  Benennung  heteromek  an  die  geometrische  Figur  eines  Rechtecks  ge- 
dacht, lässt  sich  aus  seinen  Worten  nicht  mit  Bestimmtheit  erkennen.  Ge- 
nau dieselbe  Theorie  nun  finden  wir  bei  Boetius  in  der  Arithmetik,  56, 
115—126,  vorgetragen  und  ausführlich  erklärt.  Nur  bedient  er  sich  statt 
des  Nicomachischen  Ausdruckes  heteromek,  an  der  früheren  Stelle  56,  der 
Bezeichnung  „longüateru^" ,  an  der  späteren  durchgehends  „parte  altera 
hngvor**,  115,  7—13;  die  Polygonal- Zahlen  macht  er  durch  entsprechende 
Anordnung  paralleler  Striche,  87,  5 — 7,  „virgulae",  anschaulich,  wie  wir 
Punkte  anwenden  (Nicomachus  bedient  sich  in  seiner  Arithmetik,  84,  zur 
Bezeichnung  der  Einheit  des  Buchstabens  a)y  die  Quadrat-Zahlen  erscheinen 
(iaher  bei  diesem  Verfahren  als  in  quadratischer,  die  heteromeken  bei  glei- 
cher Darstellung  als  in  Form  eines  Rechtecks  angeordnete  Striche.  Gleich- 
wohl aber  nimmt  Boetius  seine  Bezeichnung  parte  dUera  longior  nicht  von 
der  geometrischen  Figur,  sondern  ausdrücklich  (vergl.  Nicom.  109)  aus 
Speculationen  über  die  Natur  der  Zweiheit,  des  „Alterum"  und  der  „Alteri- 
tas'' her,  117,  1 — 12.  Da  ich  auf  diese  nicht  ganz  klare  Pythagoräisch- 
mjstische  Stelle  später  noch  einmal  zurückkommen  muss,  setze  ich  sie  her. 
Sie  lautet:  „Alterum  enim  apud  Pythagoram  vel  sapientiae  ejus  heredes 
nulli  alü  nisi  tantum  binario  adscribebatur.  Hunc  alteritatis  prindpium 
esse  dicebant;  eandem  autem  naturam  et  semper  sibi  similem  consentien- 
temque  nuUam  aliam  nisi  primae vam  ingeneratamque  unitatem.  Binarius 
autem,  numerus  primuS;  est  unitatis  dissimilis,  idcirco  quod  primus  ab 
unitate  disjungitur.  Atque  ideo  alteritatis  ciyusdam  principium  fuit,  quod 
ab  illa  prima  et  semper  eadem  substantia  sola  tantum  est  unitate  dissimilis. 
Merito  ergo  dicentur  hi  numeri  parte  altera  longiores,  quod  eorum  latera 
unius  tantum  sese  adjecta  numerositate  praecedunt/^  Statt  des  ,;promek^' 
bei  Nicomachus  gebraucht  Boetius  entweder  „antdongior"  116,  22 — 117,  1 
oder  „anteriore  parte  longior^  124,  15,  an  welcher  letzteren  Stelle  124, 
13 — 23  er  sich  so  ausspricht:  y,Et  primo  quidem  distribuendum  est,  qui 
sint  hi,  quos  promeces  vocant,  id  est  anteriore  parte  longiores,  vel  qui,  quos 
ixBQOfii^Kitg  ^  id  est  parte  altera  longiores.  Est  enim  parte  aMera  longior 
numerus,  quicunque  unitate  tantum  lateri  crescit  adjecta  .  .  .  Anteriore 
vero  parte  longior  est,  qui  sub  duobus  numeris  hujusmodi  oontinetur,  quo- 
rum  latera  non  possidet  unitatis  differentia;  sed  aliorum  quommque  nume- 
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rorum/*    Endlich  fehlt  auch  bei  Boetius  die  Berufung  auf  die  Mathematiker 
nicht,  122,  22:  „quicimque  in  matheseos  disputatione  versati".    Wir  sehen 
also»   bei  Boetius  sind  parte  äUera  hngiar  und   anteJongior  oder  anteriore 
parte  longior  zwei  ebenso  verschiedene  Begriffe,   wie  die  gleichbedeutenden 
hcteromeJc  und  promeJc  bei  Nicomachus;  insbesondere  hat  häeromek  bei  letz- 
terem, und  parte  altera  longior  bei  Boetius  eine  ganz  bestimmte  specielle 
Bedeutung.     Nun  lautet  die  dO'*"   und  Sl^""  Definition  nach  Euklid:    „Tov 
6t  xExqttnXevQ&v  <Siri\Lcix(ov  TstQciymvov  ^iv  i(Sxiv^   o  laonXevQOv  dh  iöxi  %al 
OQ^oydvMv^  'ExsQOfirjKeg  ös^   o  OQd'oyoivwv  fiev,  ovn   MtcXevqov  dh'^    Bei 
Euklid   also   (wie   auch  mehrfach   bei  Heron,  z.  B.  43,  2;  52,  6;  84,  27; 
85,  5)  wird  diejenige  Figur,  die  wir  gewöhnlich  Rechteck  nennen,  'Enpd* 
lirixeg  genannt  ^   und  dasselbe  Wort  ist  auch   der   zu   dieser  Definition  ge- 
hörigen Figur  beigesetzt.     Wenn   wir  nun  in    der  Geometrie    des  Boetius 
dieselbe  30^*  und  31**»  Definition  übersetzt  lesen,  376,  14—17:    „Quadri- 
laterarum  vero  figurarum  quadratum  vocatur,   quod  est  aequilaterum  atqne 
rectiangulum.    Parte  altera  longius  vero  est,  quod  rectiangulum  quidem  est, 
sed  aequilaterum  non  est*^,   so   würde  diese  Uebertragung  bei  jedem  An- 
deren völlig  natürlich  und  unverfänglich  erscheinen,  denn  das  parte  altera 
longms   giebt    das    ixBQOfirjKBg    sinngetreu  wieder.     Boetius    aber   gerade 
konnte   so  nicht  übersetzen,   denn   das  Wort  ixs^fiipifig  bei  Euklid  hat 
eine  andere   und   allgemeinere  Bedeutung  als  dasselbe  Wort  bei  Nico- 
machus, da  es  das  ix€QO(iLt}%rig  und  das  TC^fujxrjg  des  letzteren  zugleich  um- 
fasst.     Hätte  dieser  Unterschied   dem  Boetius  entgehen  können,  ihm,  der 
den  Euklid  nicht  nur  verstehen,  sondern  auch  übersetzen  und  vollends  com- 
mentiren  wollte?     Wenn  er  denselben   aber  bemerkte,   vrie  hfttte  er  dann 
das  wenn  auch  nur  mehr  gelegentlich  4  Mal   in  der  Arithmetik,  56,  Tor- 
kommende  hngilaterus,  wie  aber  vollends  hatte  er  das  part^  altera  longior  hier 
anwenden  können,   welches  in  der  Arithmetik  nicht  weniger  als  55  Mal 
auf  37  Seiten,  115 — 151,   stets  in  der  typischen,  fest  und  bestimmt  an- 
gegebenen speciellen  Bedeutung,  und  nur  in  dieser  gebraucht  hat?    Mnssie 
er  nicht  einsehen,  dass  er  sich  eines  jeden  anderen,  nur  nicht  dieses 
Ausdruckes  bedienen  durfte,   durch  welchen   der   dritte  Theil  des  Werkes 
mit  dem  ersten  offenbar  in  Widerspruch  gerSth,  und  der  Leser  verwirrt 
wird,   wie   sich  auch  in  der  Folge  zeigen  wird?     Wollte  man  jedoch  ein- 
wenden, Boetius  habe  sich  des  seltenen,  jetzt  freilich  üblichen,  oUongus 
nicht  bedienen  mögen,  und  keine  andere,  als  weitläufigere  Umschreibungen 
des  Begriffes  ixsQOiiiptrig  zu  finden  vermocht,  so  wäre  zu  erwidern,  einmal: 
auch  Euklid  lässt  sich,  wo  es  sich  um  Deutlichkeit  handelt,  selbst  die  weit- 
läufigsten Umschreibungen,   und   noch   dazu  öfter,   anzuwenden  nicht  ver- 
driessen,   wie   z.   B.   das  Tta^XXrjXoyQajiiiov  iXXeütov  si6et   XEx^ymva  (zum 
ersten  Male  Buch  X,  Satz  17  Lemma,  und  öfter),  sodann:    Boetius  war 
augenscheinlich  sprachgewandt  genug,  so  dass  ihm  die  Bildung  neuer  Aos- 
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drücke  keine  Verlegenheit  verursachte,  und  endlich :  das  etepofii^xi/;  kommt 
bei  Euklid  nur  dieses  einzige  Mal  vor.  Es  lag  mithin  nicht  der  ge- 
ringste Grund  für  die  Wahl  dieses,  gerade  des  unpassendsten^  Ausdruckes 
vor.  Wenn  nun  also  Boetius  das  Euklidische  mpo/üT/xijs  nicht  durch 
parte  aUera  hngior  übersetzen  konnte,  bei  jedem  Anderen  aber  die  Wie- 
dergabe dieses  Wortes  durch  denselben  Ausdruck  so  natürlich  und  sinn- 
getreu erscheint;  dass  Niemand^  der  die  Arithmetik  des  Boetius  nicht  kennt^ 
daran  Anstoss  nehmen  kann,  so  liegt  es  nahe,  zuzusehen,  wie  Andere 
diese  Stelle  des  Euklid  wiedergeben  (vgl.  Ch.  468).  Die  römischen  Feld- 
messer geben  hierüber  keinen  Aufschluss;  es  bleibt  also  nur  übrig,  aus 
der  Zeit  nach  Boetius  Werke  zum  Vergleiche  heranzuziehen.  Nun  ist  in 
der  Zeit  nach  Boetius  eine  der  ältesten  Uebersetzungen  des  Euklid,  und  zwar 
aas  dem  Arabischen  in  das  Lateinische,  die  von  Campano  im  13.  Jahrb., 
welche  zum  ersten  Male  bei  Erhard  Badtolt  in  Augsburg  1482  ge- 
druckt erschien,  K.  290,  Chasles  548 — 549;  aus  dem  Griechischen  ward 
der  Euklid  zuerst  von  Bartholomaeus  Zamberti  in  Venedig  (um  1500)  in 
das  Lateinische  übertragen  (dass  derselbe  von  Mathematik  nichts  verstanden 
haben  sollte,  K.  257—259,  ist  gewiss  nicht  wörtlich  zu  verstehen).  Beide 
Uebersetzungen  neben  einander  wurden  zuerst  unter  den  Auspicien  von 
Faber  von  Etaples  (Faber  Stapulensis)  zu  Paris  bei  Stephan  1516,  und 
dann,  4  Jahre  nach  der  griechischen  oben  erwähnten  Ausgabe,  also  1537, 
bei  demselben  Verleger  Hervagen  in  Basel  gedruckt  herausgegeben,  E.  258, 
versehen  mit  einer  Einleitung  von  Melanchthon.  Letztere  Doppel-Ausgabe 
liegt  mir  vor.  Sie  trägt  den  Titel:  ,,Euclidis  Megarensis  mathematici 
elarissimi  elementorum  Geometricorum  lib.  XV.  Cum  expositione  Theonis 
in  priores  Xlil  a  Bartholomeo  Veneto  Latinitate  donato,  Campani  in  omnes, 
et  Hjpsiclis  Alexandrini  in  duos  postremos  etc.  Basileae  apud  Johannem 
Hervagium.  Mense  Augusto.  Anno  1537.  In  dieser  Ausgabe  nun  lautet 
die  30^®  und  BV^  Definition  bei  Campano  nach  dem  Arabischen:  „Figurarum 
autem  quadrilaterarum,  alia  est  quadratum,  quod  est  aequilaterum  atque  rectan> 
gulom.  Alia  est  iäragonus  longus,  quae  est  figui-a  rectangula,  sed  aequilatera 
non  est''  (bei  Bhombus,  Bhomboid  und  Trapez  behält  er  die  arabische  Be- 
nennung bei).  Bei  der  zugehörigen  Figur  steht  ebenfalls  täragonus  longus. 
Bei  Zamberti  lautet  -dieselbe  Stelle:  „Quadrilaterarum  autem  figurarum, 
quadratum  quidem,  est  quod  et  aequilaterum  ac  rectangulum  est.  Altera 
parte  hngius,  est  quod  rectangulum  quidem,  at  aequilaterum  non  est.^ 
Bei  der  Figur  steht  sonderbarer  Weise  ebenfalls  tetragomcs  longus  (das 
^^lutf^lXrikoyqaiii^iLOv  iXXBVJtov  etdst  UTQayciv^^'  im  X.  Buch  übersetzt  Zam- 
berti „deficiens  forma  quadrata'S  Campano  umschreibt  umständlicher).  Wir 
sehen  also,  Zamberti  übersetzt  das  iuQOfifixeg  des  Euklid  ebenso  wie  Boetius 
durch  parte  aUera  longius.  Es  kann  dies  nun  völlig  unabhängig  von  dem- 
selben  geschehen  sein,   denn  nichts  ist  natürlicher  als  diese  üebertragung; 
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doch  könnte  auch  Boetius  benutzt  sein.  Denn  der  Verleger  Henragen 
schreibt  in  der  Vorrede  an  den  Leser:  ^^CoUatum  est  itaqne  ex^npUr 
Jacobi  Fabri  Stapulensis  ductu  Parisiis  ante  aliqnot  annos  excosum,  ad 
üdem  Oraeci  exemplaris  a  doctiss.  viro  Christanno  Herlino  MathematicarDm 
disciplinarum  publice  apud  Argentinenses  professore,  cui  acceptam  feras 
quicquid  hie  aut  ad  Oraecum  eiemplar  aut  alioqui  docte  restitutnm  viderö." 
Es  ist  also  diese  Ausgabe  mit  dem  griechischen  Texte,  vermuthlich  der 
Baseler,  aber  auch  mit  der  zu  Paris  unter  der  Leitung  des  Faber  Stapu- 
lensis erschienenen,  und  wohl  noch  mit  anderen  Schriften  verglichen  wor- 
den. Faber  aber  hatte,  K.  88—911,  Ch.  527,  im  Jahre  1480  die  Arithmetik 
des  Boetius  herausgegeben,  er  scheint  auch  einer  Sammlung  yon  Schriften 
nicht  fem  gestanden  zu  haben ^  welche  1534  erschien  und  u.  a.  auch  die 
Geometrie  des  Boetius  enthielt,  K.  283.  Es  wäre  daher  immer  m5glicb| 
dass  die  Arithmetik  und  Geometrie  desselben  benutzt  worden  wäre.  Einiges 
scheint  dafür,  Anderes  freilich  dagegen  zu  sprechen.  Auf  alle  Fälle  keimte 
Zamberti  sehr  wohl,  Boetius  aber  keinen  falls  das  Euklidische  m^'- 
firiKtg  durch  parte  äUera  longius  übersetzen.  Verstärkt  wird  dieses  Bedenken, 
ob  Boetius  dies  geschrieben,  noch  durch  einen  andern  Umstand.  Be- 
trachten wir  nämlich  die  Uebersetzung  der  auf  Seite  376  enthaltenen  De- 
finitionen 24 — 35,  so  sehen  wir  nicht  nur,  dass,  wie  nicht  anders  zu  er- 
warteu;  hier  unter  Trapez,  ebenso  wie  bei  Euklid,  ein  unregelmässiges  Viereck, 
nicht  ein  sog.  Parallel-Trapez  verstanden  wird,  sondern  es  muss  uns  aaeh  die 
häufige  Zusammenstellung  der  griechischen  mit  den  lateinischen  Bezeichnungen 
auffallen.  Wir  finden  z.  B.  auf  der  genannten  Seite:  ^orthogonium  id  est  recii- 
angulum^^^  ,^ambl7gonium  vero,  quod  latine  obtusiangulum  dieitur'\  oxjgo- 
nium  yerO;  id  est  acutiangulum^^,  „trapeziae  id  est  mensulae*',  ^^parallelae  id 
est  altemae'S  und  wenn  wir  diese  Stellen  durchlesen,  so  erhalten  wir  den 
Eindruck,  als  seien  die  griechischen  Namen  bereits  im  Gebrauche  gewesen, 
der  Uebersetzer  aber  habe  beabsichtigt,  dieselben  durch  lateinische  za  er- 
setzen, und  um  Missyerständnisse  zu  yerhttten  die  griechischen  Worte,  als 
die  bekannteren  (bei  den  römischen  Feldmessern  werden  die  Arten  des 
Dreiecks  fast  ausschliesslich  mit  den  griechischen  Benennungen  bezeichnet) 
wiederholt,  wir  erhalten  also  den  Eindruck,  als  beabsichtige  der  Uebersetzer 
die  griechische  Benennung  durch  eine  lateinische  zu  ersetzen,  statt  der 
schwankenden  Bezeichnung  eine  feststehende  einzuführen,  und  diese  durch 
consequente  Anwendung  in  seiner  Uebersetzung  einzubürgern.  Es  ist  nicht 
ohne  Interesse,  dies  eingehend  zu  y erfolgen:  In  dem  Theile  der  Geometrie 
nun,  welcher  die  Uebersetzung  eines  Stückes  des  Euklid  enthält,  also  (s.  n.), 
mit  Ausnahme  der  yerdorbenen  Worte  auf  387,  in  dem  Theile  374—386; 
388,  3  —  389,  16;  390,  11—25;  391,  8  —  392,  4;  392,  13-22,  finden 
wir  für  Punkt,  bei  Euklid  arifiitov,  stet«  (12  Mal)  punctum;  für  FlBche, 
intg>ccv€uc,  stets  (2  Mal)  superficies;  für  Figur,  o%fj^y  stets  (16  Mal)/^tfr(i; 
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fQr  Dreieck,  t^lymvov,  stets  (32  Mal)  triangtUum  oder  triangulus,  nnr  an 
2  verdorbenen  Stellen^  386,  17;  387,  17  trigonum;  für  Quadrat,  xix^ymvov, 
stets  (24  Mal)  quadratum;  für  Fünfeck,  ntvxdymvfyif^  stets  (2  Mal)  quin- 
quangulum;  für  gleichseitig,  laoTtlevQog ^  stets  (6  Mal)  aequüaterus;  fQr 
rechtwinklig,  o^(yy6viO£y  stets  (3  Mal)  rediangulus;  für  das  Rechteck, 
oQ^oyaviov^  5  Mal  rediangulum ,  3  Mal  redüineufn;  für  stumpf  (vom 
Winkel),  aiißXvg,  stets  (2  Mal)  obtusiis;  für  parallel,  n^a^Ui^Aog,  stets  (11 
Mal)  ältemus;  das  ivaXkd^  des  Euklid  ist  durch  aUernatim,  382,  23,  wie- 
dergegeben. In  demjenigen  Tbeile  der  Geometrie  aber,  welcher  keine 
Uebersetznng  des  Euklid  ist,  finden  wir,  natürlich  ohne  Berücksichtigung 
der  Stellen,  die  Citate  aus  Euklid  oder  den  Feldmessern  enthalten,  Punkt 
in  geometrischer  Bedeutung  nicht;  für  Fläche  stets  (2  Mal)  superficies;  für 
Pigor  14  Mal  figura,  9  Mal  forma,  10  Mal  fortntda,  1  Mal  deformatio; 
für  Dreieck  stets  (26  Mal)  trigonus;  für  Quadrat  3  Mal  tetragonus,  1  Mal 
ctragonus  normälis,  1  Mal  tetragonus  normaUter  constitutus,  1  Mal  quadra- 
'?<m;  das  Rechteck  heisst  3  Mal  tetragonus  parte  aUera  longior,  2  Mal  paral- 
ehgrammum  orthogonium;  3  Mal  heisst  auch  das  Viereck  tetragonus;  für 
Panfeck  stets  (5  Mal)  pentagonus;  für  gleichseitig  stets  (6  Mal)  isopleurus; 
Tdr  rechtwinklig  stets  (15  Mal)  orthogonius;  stumpf-  und  spitzwinklig  heissen, 
ienes  2/  letzteres  1  Mal  yorkommend,  ersteres  amblygonius,  letzteres  oxygo- 
nhis;  parallel  findet  sich  nicht.  In  der  Arithmetik  des  Boetius,  die  also 
»ine  freie  Bearbeitung,  nicht  eine  wörtliche  üebersetzung,  der  Arithmetik 
les  Nicotnachus  ist,  lesen  wir  für  Punkt  (bei  Nicomachus,  z.  B.  84,  9,  13; 
100,  7,  15,  13  arffietov)  bei  Boetius  punctum;  nur  2  Mal  87,  4,  13  bei 
Boetius  notula,  vergl.  Nicomachus  83^  20  tfi^fifiov;  die  Fläche,  bei  letzterem 
kupaveuxy  heisst  bei  Boetius  superficies;  die  Figur,  ^xfifici^  aber  bald  figura, 
L  B.  86,  12,  21;  91,  6,  14;  99,  3,  16,  20,  27;  109,  18;  114,  8,  etc., 
üald  forma,  z.  B.  8,  5;  11,  4,  6;  99,  10,  24;  104,  12;  108,  24,  27; 
109,  17;  111,  lO,  24,  etc.,  das  Dreieck,  XQfy&vov^  heisst  triangulus  oder 
rianguhim;  quadratisch,  das  Quadrat  40  Mal  quadratus,  a,  um,  quadratum, 
iber  häufiger,  122  Mal,  tetragonus,  a,  um,  tetragonus;  das  Fünfeck  stets 
^f^agonus,  das  Sechseck  exagonus,  nur  1  Mal,  99,  17,  sexangulum;  gleich- 
zeitig, gleichwinklig,  rechtwinklig  kommt  nicht  vor;  für  parallel,  Tra^Ut;- 
log,  lesen  wir  bei  Boetius,  11,  25,  y^paraUeli  circuli*';  87,  7,  ,^ordinatae 
argulae'';  111,  15,  „parallelepipeda,  quae  sunt,  quotiens  superficies  contra 
$e  sunt,  et  ductae  in  infinitnm  nunquam  concurrent^S  115,  3  „Ea  namque 
boc  nomine  (parallelepipedus)  vocatur  figura,  quae  aUernatim  posüis  latitu- 
iinibus  continetur.'^  Der  Kreis  wird  in  der  üebersetzung  des  Euklid, 
375,  3,  so  definirt:  „Circulus  vero  est  figura  quaedam  plana  et  circum- 
[lucta  et  sub  una  linea  contenta,  ad  quam  a  puncto,  quod  infra  figuram 
positum  est,  omnes  quae  incidunt  rectae  lineae  sunt  invicem  sibi  aequales^\ 
in  der  Arithmetik,  121,  22,  aber:  „Est  enim  circulus  posito  quodam  puncto 
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et  alio  eminus  defixo  illius  poncti,  qui  eminus  fixus  est,  aequaliter  distans 
a  primo  puncto  circumductio  et  ad  eundem  locum  reversio,  unde  moTeri 
coeperat/'  Endlich  erwähnt  Boetius  in  seiner  Arithmetik,  91,  9,  und  zwar 
ohne  alle  Veranlassung  von  Seiten  des  Nicomach^s  (Ober  dessen  Worte 
vom  Kreise  yergleiche  111,  20  seiner  Arithmetik),  das  Axiom,  welches  wir 
gewöhnlich  als  das  12^^  anzusehen  pflegen:  j^Duae  enim  lineae  rectae  ^pa- 
tium  non  continent'%  aber  selbst  hierbei  gedenkt  er  des  Euklid  mit  keinem 
Worte;  und  sonderbarer  Weise  ist  gerade  dieses  Axiom  in  der  Ueber- 
Setzung  des  Euklid  hinweggelassen,  wie  wir  sehen  werden.  Sollen  wir 
nun  annehmen,  Boetius  habe,  nicht  genug  dass  er  in  der  Geometrie  das 
ixeQoiii^%i]g  auf  eine  seiner  Arithmetik  widersprechende  Weise  übersetzt,  in 
letzterer  eine  vielfach  schwankende  Bezeichnung  angewandt,  den  Leser 
dann  in  der  Geometrie  mit  der  Uebersetzung  eines  noch  nie  genannten 
Autors  und  einer  consequent  durchgeführten  Terminologie  überrascht,  und 
letztere  dann  abermals  verlassen,  oder  er  habe  beim  Verfasser  der  Arith- 
metik gar  nicht  daran  gedacht,  dass  ja  der  dritte  Theil  den  Euklid  ent- 
halten sollte?  Sollte  er  bei  der  Uebersetzung  desselben  nichts  über  die 
frühere  Definition  des  Kreises,  über  das  Fehlen  des  12^^"  Axioms  (Proklas, 
in,  51,  und  die  Baseler  erklftren  es  fdr  überflüssig)  hinzugefügt  haben? 
Wenn  nun  oben  gesagt  ward,  es  scheine,  als  solle  in  dieser  Uebersetzong 
eine  bisher  übliche  Beziehungsweise  durch  eine  andere  ersetzt  werden,  so 
wird  dies  durch  das  Folgende  noch  wahrscheinlicher.  Nach  den  Definitionen 
wendet  sich  nämlich  Boetius  zu  den  Forderungssätzen,  ahiq(Aata  bei  Euklid, 
und  beginnt  seine  uebersetzung  mit  den  Worten,  377,  4 :  „Petitiones  vero, 
sive  postulata,  ut  veteribus  placuit,  dicantur,  quinque  sunt."  Wir  erseien 
also  aus  den  Worten  ut  veteribus  placuU,  dass  zur  Zeit,  als  die  vorliegjhde 
Uebersetzung  des  Euklid  geschrieben  ward,  bereits  das  Wort  pasMiai4i  för 
das  Euklidische  cthriiictza  gebräuchlich  gewesen  sein  mu^s^  während  der 
Uebersetzer  petUiones  vorzuziehen  scheint.  Es  mussten  detnnach  bereits  za 
seiner  Zeit  wenigstens  theilweise  Uebersetzungen  des  Euklid  in  das  Latei- 
nische vorhanden  sein,  was  sich  auch  weiter  unten  noch  bestfttigen  wird. 
Bleiben  wir  jetzt  bei  Boetius;  derselbe  wendet  sich  also  zur  Uebersetzung 
der  Forderungssätze  (ahi^iiatcc  bei  Euklid,  päüiones  bei  Boetius  und  Cum- 
pano,  postulata  bei  Zamberti)  und  der  Grundsätze  (%otv<A  Iwouxi  bei  Eokhd, 
a^uofiata  bei  Proklus,  communes  animi  conceptiones  in  der  Geometrie  des 
Boetius  und  bei  Campano,  commimes  sententiae  bei  Zamberti ;  in  der  Arith- 
metik, 231,  7  des  Boetius  lesen  wir  aber:  „quae  quasi  axiomata  Graeci 
vocant'*).  Bei  Boetius  nun  finden  wir  6  Postulata:  1)  eine  gerade  Linie 
zu  ziehen;  2)  eine  solche  zu  verlängern;  3)  einen  Kreis  zu  beschreiben. 
4)  Alle  rechten  Winkel  sind  gleich.  5)  Wenn  zwei  Gerade  von  einer  drit- 
ten so  geschnitten  werden,  dass  die  Summe  von  zwei  inneren  Winkeln  an 
derselben  Seite  der  Schneidenden  kleiner  ist  als  zwei  Rechte,  so  schneiden 
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sich  die  Geraden  auf  dieser  Seite.  Die  letztgenannten  Postulate  4)  und  5) 
mm  pflegen  wir  zu  den  Axiomen  zu  rechnen,  und  ersteres  als  das  10*', 
letzteres  als  das  14*°  Axiom  anzusehen.  Nun  haben  bis  auf  Candalla,  K. 
313,  316,  alle  auf  die  von  Theon  aus  Alexandrien  im  vierten  Jahrhundert 
D.  Chr.  veranstaltete  Ausgabe  des  Euklid  basirten  lateinischen  Uebersetz- 
ungen  desselben,  auch  Campano  und  Zamberti,  4)  und  5)  unter  den  Postu- 
laten,  nach  Gregori  in  üebereinstimmung  mit  einigen  Handschriften,  E.  285, 
doch  muss  es  unter  letzteren  auch  solche  gegeben  haben^  bei  denen  4)  und 
5)  sich  unter  den  Axiomen  befanden,  denn  unter  diesen  stehen  sie  (durch 
eine  Bandbemerkung  wird  freilich  bezweifelt,  dass  sie  überhaupt  Axiome 
seien),  der  jetzt  üblichen  Anordnung  entsprechend  in  der  Baseler  Ausgabe  B, 
aoffallender  Weise.  Absichtlich  sage  ich:  auffallender  Weise;  denn  aus 
dem  gerade  dieser  Ausgabe  beigefügten  Gommentare  des  Proklus  ersehen 
mr,  dass  dieser  nicht  anders  wusste,  als  dass  Euklid  4)  und  5)  allerdings 
unter  die  Postulate  stelle.  Proklus  führt  dieselben  Postulate  und  in  der- 
selben Reihenfolge  auf  wie  Boetius,  nftmlich  1)  —  3)  auf  III,  51  letzte 
—  m  52  erste  Zeile  (sie  sind  freilich  nicht  wie  die  übrigen  durch  be- 
sonderen Druck  hervorgehoben),  4)  auf  III,  52,  5)  auf  III,  53.  Dann  folgen 
bei  Boetius  die  Axiome,  wenn  auch  nur  1),  3),  2),  8),  namentlich  fehlt 
das  in  der  Arithmetik  doch  erwShnte  Axiom  12)  der  gewöhnlichen  An- 
Ordnung,  die  wir  auch  in  der  Baseler  Ausgabe,  in  welcher  12)  durch  eine 
Randbemerkung  als  überflüssig  bezeichnet  wird,  finden.  Die  gleiche  Reihen- 
folge finden  wir  bei  Proklus  III,  54;  doch  fehlt  hier  bei  diesem  das  die 
Congruenz  betreffende,  welches  erst  m,  55,  ebenfalls  durch  den  Druck 
nicht  hervorgehoben,  erscheint.  Das  1'^  Axiom  lautet  nun  bei  Euklid: 
Ta  tiS  avToj  Tctty  xal  ccXlrikotg  iaxlv  fccc^  und  in  der  Lachmann'schen  Aus- 
&[abe  lautet  die  üebersetzung  des  Boetius,  F.  I.  379:  „quae  eidem  sunt 
aequalia,  et  sibi  invicem  sunt  aequalia",  in  der  Friedlein'schen,  378,  1 — 2 
aber,  an  Ausdrücke  der*  Feldmesser  lebhaft  erinnernd:  „Cum  spatia  et 
intervaUa  eidem  sunt  aequalia,  et  sibi  invicem  sunt  aequalia'\  Es  ist  also 
bier  der  abstracto,  rein  logische,  Ausspruch  des  Euklid,  in  concreter  Form 
dargestellt.  Wenn  es  nun  also  durch  das  Zeugniss  des  Proklus  auch  ge- 
rechtfertigt ist^  dass  Boetius  den  obigen  Satz  4)  und  5)  unter  die  Postu- 
aie  aufnimmt  (aus  den  Anmeldungen  zu  Heron  245,  246  glaube  ich  folgein 
m  müssen,  dass  auch  der  von  Peyrard  benutzte  älteste  Codex  a  die  gleiche 
IM  und  Reihenfolge  der  Postulate  hat),  so  war  dies  Verfahren  doch  schon 
Jamals  nicht  unangefochten.  Ausführlich  setzt  Proklus,  III,  50 — 51,  die 
i^erschiedenen  Ansichten  von  Aristoteles,  Geminus,  u.  a.  über  den  Unter- 
schied von  ahfi(jux  und  a^Ccofia  aus  einander  und  tadelt  schliesslich  hier 
ind  IV,  95  den  (Sro^xeiciti^g  Euklid  bitter,  dass  er  4)  und  5)  unter  die 
Postulate  stelle,  da  doch  ersteres  ein  Axiom,  letzteres  ein  zu  beweisender 
^atz   sei.     Sollte    nun    dem    logisch    gebildeten    Boetius,    dem    Bearbeiter 
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mehrerer  logischer  Schriften  nach  Aristoteles,  kein  Bedenken  über  das  Miss- 
liche dieser  Anordnung  aufgestiegen,  sollte  ihm  der  wichtige  Commentar 
des  berühmten  Neu-Platonikers  Proklus  unbekannt  geblieben  sein,  ihm;  der 
doch  seine  hauptsächliche  geistige  Nachahmung  aus  griechischen  Werken 
zog,  C.  179;  sollte  er  kein  Wort  der  Erklärung  hinzuzufügen  für  geboten 
erachtet  haben?  —  An  die  Axiome,  oder  communes  animi  conoepüones 
reiht  Boetius  sogleich  die  Definitionen  Buch  II,  1,  2,  m,  1 — 11,  unter 
welchen  die  2*®  unklar,  die  7*®  und  8^®  umgestellt,  und  endlich  IV,  1,  6. 
Dann  folgen  die  48  Lehrsätze  und  Aufgaben  von  E.  I.,  unter  denen  5,  7,  9, 
22,  29,  30,  45  theils  falsch,  theils  unklar  wiedergegeben  sind ;  in  der  Lach- 
mann'schen  Ausgabe  sind  sie  meist  eingeklammert  oder  fehlen  gänzlich. 
Unter  diesen  Sätzen  befindet  sich  auch  der  Pythagoreische;  den  Namen 
des  Pjthagoras  suchen  wir  hier  sowohl,  als  an  irgend  einer  der  vielen 
Stellen,  an  welchen  Boetius  dieses  Theorem  anwendet,  vergebens;  gleich- 
giltig,  ohne  irgend  welche  Bemerkung,  zählt  er  dasselbe  in  der  Beihe  der 
übrigen  mit  auf,  und  wendet  sich  dann  zur  üebersetzung  von  E.  II,  1  —  14 
mit  Ausnahme  von  2,  7,  8,  13.  Das  nun  folgende  Stück  det  Boetius'schen 
üebersetzung  ist,  wie  dies  auch  Friedlein  Praef.  Vn  von  den  letzten  Worten 
sagt  (in  der  Lachmann'schen  Ausgabe  ist  es  fast  ganz  eingeklammert\ 
offenbar  verdorben,  denn  es  ist  völlig  unverständlich;  es  enthält,  387,  den 
Anfang  von  E.  m,  3,  vermengt  mit  feldmesserischen  Dingen,  wie  das  Wort 
„comportionales**  zeigt,  den  Anfang  von  E.  m,  9,  femer  einige  Zeilen  387, 
18—20,  welche  auf  der  folgenden  Seite  388,  16 — 18  wiederkehren,  u.a.; 
endlich  folgen  die  Sätze  und  Aufgaben  von  E.  DI,  22,  26,  30,  31,  32,  E. 
IV,  1,  2,  3,  6,  8,  12,  11.  Die  Beweise  fehlen  allenthalben  und  wir  erhalten 
nur  den  Wortlaut  der  Lehrsätze  und  Aufgaben  in  der  Üebersetzung;  dass 
dieselbe  an  manchen  Stellen,  z.  B.  389,  3 — 16,  etwas  sonderbar  klingt, 
hat  schon  Kästner,  286,  bemerkt.  Nach  diesem  Stücke  des  Euklid  nun, 
denn  auf  mehr  erstreckt  sich  die  üebersetzung  tiicht,  fährt  Boetias  fort 
389,  18 — 23:  „Supra  positarum  igitur  speculationibus  figurarum  ab  EueUde 
succincte  obscureque  prolatis  et  a  nobis  verbum  videlicet  de  verbo  exprimenti- 
bus  strictim  translatis,  quaedam  iteranda  repetendaque ,  ut  animus  lectoris 
non  obscuritate  deterreatur,  sed  a  nobis  potius  alicujus  exempli  luce  infnsa 
delectetur,  videntur.**  Diese  Worte  nun  geben  in  mehrfacher  Beziehung 
Veranlassung  zum  Nachdenken.  Hier  mag  zunächst  nur  darauf  aufmerksam 
gemacht  werden,  dass  Boetius  hier  selbst  sagt,  er  habe  im  Bisherigen  den 
Euklid  wörtlich  übersetzt,  „a  nobis  verbum  videlicet  de  verbo  e3!^;nrime9iiibus 
strictim  translatis^.  Euklid  aber,  fährt  er  fort,  habe  seine  Speculationen 
zu  kurz  und  dunkel  vorgebracht,  er  wolle  daher  Einiges  von  dem  Früheren 
wiederholen,  und  erklären,  d.  h.  also,  er,  Boetius,  wolle  die  Erläuterung 
geben,  „a  nobis  potius  luce  infiisa  delectetur^.  Es  werden  also  zu  dem 
Zwecke    die   drei    ersten  Constructions-Aufgaben    des  Euklid   wieder  anf- 
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genommen  und  ConBti'uctlon  und  Beweis  gegeben.  Dazu  sagt  Boetius ,  390, 
8—9:  „Qua  de  re  hujus  exempli  notam  subjecimus**  in  Bezug  auf  die 
Aufgabe  1,  femer  391,  4  —  6:  „Sed  no8  •  .  .  explanaiionem  .  .  .  pate- 
facimus"  in  Bezug  auf  die  Aufgabe  2,  und,  392,  8 — 11:  „JVbs  vero  .  .  - 
hajas  descriptionem  formulae  subjecimus"  in  Bezug  auf  die  Aufgabe  3. 
£8  unterliegt  also  auch  nicht  dem  mindesten  Zweifel,  dass  Boetius  behauptet, 
die  Constructionen  und  Beweise ^  wie  sie  nun  folgen,  habe  er  gegeben.  Wel- 
cher Art  sind  dieselben  nun  ?  Damit  man  sich  darüber  ein  Urtheil  verschaffe, 
stelle  ich  die  Construction  und  den  Beweis  von  Euklid  I,  1  nach  der  Baseler 
Ausgabe  und  nach  Boetius  neben  einander.  Es  ist  die  Aufgabe,  ein  gleich- 
seitiges Dreieck  zu  zeichnen,  dessen  Seitenlänge  gegeben  ist. 

EuMid, 


öii  äff  inl  T^g  aß   sv^slag  xqlytovov 

m  a,  JuraTi/furrt  de,  tc5  ajS,  TtvnXog 
yiy^(p^fQ^  0  ßyd.  aal  nahv  KivT(f(a 
fi£v  rc5  ß  diactrifiaxi  6s  t^  ßcc^  xv- 
yi^og  ysy(fd<p&(Oy  6  «/e,  %al  oiTtd  rav 
y  6ri(uhv ,  nad^  o  xiiivovCtv  aXXriXovg 
Ol  xvxilot,  iTtl  ra  a  ß  arnifux^  iite- 
tivxd^(o0av  ivd'süitj  cc[  ya^  yß,  litEi 
To  ä  ari^etovj  xivTQOv  iaxl  tov  yöß 
xtixAov,  tati  fowv  fj  ay  ttj  aß,  nakiv 
iml  TO  ß  Cf}iisiov^  nivxqov  hzl  tov 
yas  xüxAot;,  ftffj  iexlv  tj  ßy  ly  ßa. 
i$Hi^  6s  Kai  ff  ya  lij  aß  !ci].  ixd- 
rsQa  aQa  tcSv  ya,  yß  t-jj  aß  icxlv 
TcJij.  xä  6h  TW  avxdl  Ttfa,  xai  akkti- 
koig  i<Sxlv  tca  .  xal  ij  ya  aQa  vfj  yß 
icxlv  torj.  al  xqstg  aqa  at  ya  aß  ßy 
laai  iXXi]Xaig  shlv.  iaoTcXsvQOv  äga 
iöxl  x6  aßy  x^Cyokvov^  xal  cvviöxaxai 
inl  xfjg  6o&skrig  si&slag  TCsnsQaOfii- 
yt|§  xrlg  aß  .  OTtSQ  £6ov  noi'^tfai. 


Sit  data  recta  linea  terminata  AB, 
Oportet  igitur  super  eam,  quae  est 
ABj  triangulum  aequilaterum  con- 
stituere  et  centro  quidem  A  spatlo 
]  vero  B  circulus  scribatur  B  CEB  et 
I  rursus  centro  B  spatio  autem  A  cir- 
culus scribatur  AFCB  et  ab  eo 
puncto,  quod  est  C,  quo  se  circuli 
dividunt,  ad  ea  puncta^  quae  sunt 
A^  B  adiunguntur  rectae  lineae  CA^ 
CB,  Quoniam  igitur  A  punctum 
centrum  est  BCED  circuli,  aequa 
est  AB  ei;  quae  est  ^0.  Bursus 
quoniam  B  punctum  est  centrum 
ACFB  circuli,  aequa  est  AB  ei, 
quae  est  BC.  Sed  et  AB  ei,  quae 
I  est  CA^  aequa  esse  monstrata  est. 
Et  J.  C  igitur  ei ,  quae  est  B  C7,  erit 
aequalis.  Tres  igitur,  quae  sunt 
CA^  ABf  BGf  aequae  sibi  invicem 
sunt.  Aequilaterum  igitur  est  CAB 
triangulum  et  constitutum  est  supra 
datain  rectam  lineam  terminatam  eam, 
quae  est  AB]  quod  oportebat  facere. 
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Jeder  nun,  glaube  ich,  der  beide  Darstellungen  mit  einander  ver- 
gleicht, die  Constmction  und  den  Beweis  des  Euklid,  und  den  Gommentar, 
welcher  von  Boetius,  nach  seiner  eigenen  Behauptung,  herrühren  soll, 
wird  mir  beistimmen,  wenn  ich  sage,  dass  dieser  angebliche  Commentar 
des  Boetius  nichts  Anderes  ist  als  eine  wörtliche  üebersetzung  des  Euklid, 
wie  schon  Lachmann  bemerkt  hat,  F.  II,  93;  eine  einzige  geringe  Aende- 
rung  findet  sich  gegen  das  Ende  hin ,  da  Euklid  auf  das  erste  Axiom  znrfick- 
kommen  will ;  sonst  aber  stimmt  griechischer  und  lateinischer  Text  fiberein 
bis  auf  die  Partikeln.  Genau  ebenso,  vielleicht  noch  in  die  Augen  fallender, 
verhält  es  sich  mit  dem  angeblichen  Commentar  des  Boetius  zu  Aufgabe 
2  und  3  von  Euklid  I.  Boetius  also  sollte  die  Beweise  Euklid's  ffir  seines 
eigenen  Commentar  ausgeben?  Das  wSre  gewiss  ebenso  wunderbar,  als 
dass  er  von  Euklid  nur  den  Wortlaut  der  Lehrsätze  und  Aufgaben  über- 
setzt, oder  vielmehr  noch  wunderbarer.  Denn  letzteres  lässt  sich  erklären. 
Da  nämlich  viele,  wenn  nicht  die  meisten,  der  im  16.  Jahrh.  bekannt 
werdenden  Manuscripte  des  Euklid  den  Zusatz  im  Titel  trugen:  „Ix  ziSv 
Qimvog  (yvvovtfwSv",  so  bestanden,  K.  249,  wie  Savilius  in  einer  1620 
herausgegebenen  Schrift  erzählt,  drei  Ansichten:  die  Einen,  „homines  stulti 
et  perridiculi**  (nach  Savilius)  schrieben  die  Sätze  dem  Euklid,  die  Be- 
weise dem  Theon  zu,  vergl.  E.  353,  Andere  hielten  den  Theon,  und 
wieder  Andere  den  Euklid  für  de«  Urheber  von  Sätzen  sowohl  als  Be- 
weisen. Und  in  der  That,  betrachten  wir  die  Doppelausgabe  des  Campano 
und  Zamberti  vom  Jahre  1537,  so  finden  wir  bei  jedem  Lehrsatze  oder 
jeder  Aufgabe  die  üeberschrift :  Eudides  ex  Campano,  resp.  Zamberto,  bei 
den  Beweisen  und  Constructionen  aber  bei  Campano's  üebersetzung  die 
üeberschrift:  Campawas,  bei  der  Zamberti'schen :  Theon  ex  Zamberto.  Wir 
sehen  also  —  auf  Campano's  üebersetzung  aus  dem  Arabischen  konmit  es 
hier  nicht  an  —  nach  der  Ansicht  des  Herausgebers  der  üebertragung  von 
Theon's  Euklid  durch  Zamberti  sind  Lehrsätze  und  Aufgaben  von  EukM, 
Beweise  und  Oonstn^ionen  aber  von  Theon.  Beides  übersetzt  ZambertL 
Sollte  nun  Boetius  zu  diesen  „homines  stulti  et  perridiculi"  gehören;  die 
da  meinten,.  Euklid  habe  nur  die  Sätze  und  Aufgaben  gegeben,  die  Be- 
weise seien  von  Theon?  Es  scheint  allerdings  so,  denn  er  fiberseizt  ja 
nur  den  Wortlaut  der  ersteren.  Aber  konnte  schon  zur  Zeit  des  Boetios 
eine  solche  Ansicht  Platz  gegriffen  haben?  Proklus  weiss  nichts  davon, 
dass  die  Beweise  zu  Euklid's  Lehrsätzen  und  Aufgaben  von  einem  Anderen 
herrührten,  sondern  spricht  z.  B.  lU,  51,  UI,  75  davon,  dass  Euklid 
den  Beweis  ftthre ;  den  Theon  erwähnt  er  überhaupt  gar  nicht ,  was  sicherlicfa 
nicht  unterblieben  wäre,  wenn  dieser  irgend  etwas  Bemerkenswerihes  in 
Bezug  auf  Euklid  geleistet  hätte.  Sollte  nun,  muss  ich  wieder  fragen, 
der  so  hoch  geachtete  Proklus  und  sein  Commentar  dem  Boetius  unbekannt 
geblieben  sein?     Sollte  Boetius   der  erste  oder  einer  der  ersten  jener  „ho- 
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mines  stulti  et  perridiculi"  gewesen  sein ,  die  da  meinten ,  Euklid  habe  die 
Sätze,  Theon  die  Beweise  gegeben?  Sollte  nicht  vielmehr  die  Entstehung 
dieser  Annahme  in  eine  spStere  Zeit,  in  der  die  Wissenschaften  noch 
tiefer  gesunken,  die  Eenntniss  der  griechischen  Sprache  und  Litteratur  ge- 
schwunden war,  zu  suchen  sein?  Und  endlich,  was  das  Wichtigste, 
sollte  Boetius,  wenn  er  wirklich  der  Meinung  war,  die  Beweise  rührten 
nicht  von  Euklid,  sondern  von  Theon  oder  irgend  einem  Anderen  her, 
dieselben  für  seine  eigenen  ausgegeben  haben?  —  Auf  Weiteres 
als  die  drei  ersten  Aufgaben  einzugehen,  hftlt  Boetius  nicht  für  nöthig,  denn 
er  sagt  393,  1  —  5:  „His  jam  compendiosis ,  et  tamen  hujus  artis  mdibns 
pemecessariis  introdnctionibus  lector  initiatus  si  in  aliquibus  superius  pro- 
positis  vacillando  abhorreat,  per  se  similes  figurarum  descriptiones  sine 
omnis  impedimenti  reclamatione  adin venire  potest  et  componere^^  Nach- 
dem also  Boetius  den  Leser  so  eingeweiht,  überlässt  er  es  ihm,  sich  selbst 
weiter  zu  helfen,  und  „similes  figurarum  descriptiones  .  .  adinvenire  et 
componere*'.  Wie  dieser  das  anfangen  soll,  ob  er  Beweise  und  Lösungen 
der  Aufgaben  selbst  finden  soll,  oder  was  wir  sonst  darüber  zu  denken 
haben,  darüber  bleiben  wir  völlig  im  Ungewissen.  Zugleich  aber  geht  aus 
den  soeben  citirten  Worten  hervor,  dass  in  der  That,  worauf  auch  die 
dem  Euklid  vorangestellte  Definition  von  „mensura*'  hindeutete,  diese  Com- 
mentirung  des  Euklid  nicht  der  Hauptzweck  dieser  Schrift  sein  kann ,  denn 
das  Bisherige  wird  ja  ausdrücklich  nur  für  die  zum  Verst&ndniss  des  nun 
Kommenden  sehr  nothwendige  Einleitung  („pemecessariis  introductionibus*') 
erklärt;  die  Hauptsache  also  haben  wir  erst  noch  zu  erwarten.  Oehen  wir 
daher  nach  Beendigung  des  Euklid  zum  Folgenden  über. 

Boetius  also  föhrt  fort  393,  6:  „Sed  jam  tempus  est  ad  geometricalis 
mensae  traditionem  ab  Archita,  non  sordido  hujus  disciplinae  auctore,  Latio 
accommodatam  venire,  si  prius  praemisero,  quot  sint  genera  angulorum  et 
linearum  et  pauca  fuero  praelocutus  de  summitatibus  et  extremitatibus'^ 
Es  soll  also  (die  Besprechung  des  Archjtas  verspare  ich  auf  das  Folgende) 
Einiges  über  Winkel ,  Linien  und  Flächen  folgen.  Nun  möchten  wir  wohl 
der  Meinung  sein,  das  sei  ja  in  dem  bisher  mitgetheilten  Stücke  des 
Euklid  bereits  enthalten,  Boetius  aber  ist  anderer  Ansicht,  imd  giebt 
393,  12  —  32;  394,  16 — 32  die  Definitionen  von  rechtem,  spitzem  und 
stumpfem  Winkel,  von  gerader  Linie  und  Fläche,  sowie  die  Erklärung 
einiger  Feldmesserausdrücke  augenscheinlich  nach  den  römischen  Feld- 
messern, Baibus  ad  Celsum,  F.  I.  100-101,  99—100,  98.  Weshalb  Boetius 
das  von  Euklid  Vorgetragene  nicht  für  genügend  hält,  ob  er  nicht  be- 
merkt hat ,  dass  die  von  Baibus  gegebene  Eintheilung  der  Winkel  dieselbe 
ist,  wie  die  von  Euklid  gegebene,  dass  namentlich  die  von  Baibus  F.  L 
100,  9 — 101,  2  entlehnte  Definition  des  Bechten  dieselbe  ist  wie  die  von 
ihm  selbst   früher  374,  12  — i?   nach  Euklid  gegebene,   dass  Baibus  nur 
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den  stumpfen  Winkel  „hebes'S  nicht  „obtasns'^  nennt,  dass  blos  in  einigen 
Bezeichnungen,  yorzttglich  bei  der  Erklärung  der  Geraden  und  der  Ebene 
die  Worte  des  Balbus  von  seinen  eigenen  (nach  Euklid)  abweichen  *) ,  dass 
offenbar  Balbus  ebenfalls,  mittel-  oder  unmittelbar  aus  Euklid  geschöpft 
hat,  ob  also  Boetius  dies  nicht  bemerkt ,  oder  ob  er  gleichwohl  die  ge- 
nannten Definitionen  wiederholen  zu  müssen  geglaubt  hat,  dardber  bleiben 
wir  wieder  im  Dunkeln. 

Wenden  wir  uns  also  zu  der  angekündigten  „geometricalis  mensae  tra- 
ditio^', auf  welche  Boetius  nun  übergeht  mit  den  Worten  395,  2:  «^Nosse 
autem  hujus  artis  dispicientem,  quid  sint  digiti,  quid  articuli  .  .  .  oportet''. 
Es  folgt  also  die  Erklärung  von  „digitus^^  „articulus^^  etc.,  die  Besprechung 
des  Abacus ,  und  die  Regeln  über  Multiplication  und  Division.  Wenn  nun, 
C.  227  —  229,  Einige  bemerken,  diese  ganze  Anweisung  zum  Bechnen 
gehöre  nicht  in  die  Geometrie ,  so  machen  Andere  dagegen  den  praktischen 
Gesichtspunkt  geltend,  und  halten  dafür,  dies  sei  zulässig,  weil  nun 
Bechenaufgaben,  auf  Gegenstände  der  Geometrie  angewandt,  folgten.  Und 
in  der  That,  wir  müssen  offenbar  in  diesem  Abschnitte  ebenso  wie  in  dem 
früheren ,  den  Euklid  enthaltenden ,  nur  ein  Mittel  erkennen ,  durch  welches 
das  Yerständniss  des  Hauptinhaltes,  über  welchen  wir  freilich  etwas  Sicheres 
immer  noch  nicht  wissen,  vorbereitet  werden  soll.  In  dieser  Hinsicht  und 
zu  diesem  Zwecke  nun  mögen  wir  ein,  immerhin  nicht  wissenschafUidies, 
Einschieben  von  Rechenregeln,  obgleich  z.  B.  die  römischen  Agrimensoren 
ein  solches  nicht  für  nöthig  erachteten,  uns  gefallen  lassen,  wir  müssen 
aber  erwarten,  dasselbe  geschehe  wenigstens  so,  dass  dieser  praktische 
Zweck  auch  erreicht  werde,  wir  müssen  verlangen,  die  gegebenen  Regeln 
seien  voUständig  und  deutlich.     Ersteres  nun  sind   die  von  Boetius  mit- 


4)  Der  Punkt,  bei  Euklid  „arn^Biov^^,  heisst  bei  Balbus  (und  Zamberti)  „m^hmsi", 
doch  findet  sich  auch  bei  Balbus,  z.  B.  F.  I.  101,  15;  102»  1,  14  „pvndtfm'S  in 
der  üebersetzuDg  des  Euklid  durch  Boetius  ^^ptmctum'^  (in  der  des  Campano 
„jpttncttM'*).  Die  Definition  der  Geraden  lautet  nach  Boetius'  üebersetzung  des 
Euklid  374,  6—6:  „Recta  linea  est,  quae  aequaliter  in  suis  protenditur  punäit^\ 
bei  Balbus  F.  I.  99,  4—5:  „recta  linea  est  quae  aequabüiter  suis  signis  rectis  po- 
sita  est",  hier  bei  Boetius  nach  Balbus  394,  3—5:  „Recta  linea  itaque  est,  qoM 
aequaliter  in  suis  signis  posita  est,  quae  aequaliter  in  planitie  poaita  non  coo- 
currit".  Die  Definition  der  Fläche  lautet  nach  Boetius'  Üebersetzung  des  Euklid 
374,  6—9:  ^^Superficies  vero  est,  quod  longitudine  latitudineque  censetur.  Super- 
ficiei  autem  fines  lineae  sunt.  Plana  superficies  dicitur,  quae  aequaliter  in  rectis 
suis  lineis  continetur^',  bei  Balbus  F.  I.  99,  11—14:  „Stmmitas  est  secandam  geo* 
metricam  appellationem  quae  longitadinem  et  latitudinem  tantuni  modo  habet, 
sumtnitatis  fines  lineae.  Plana  summäas  est  quae  aequaliter  rectis  lineis  est  po- 
sita", hier  bei  Boetius  nach  Balbus  394,  16—20:  „Summitas  est  secundum  geo- 
metricam  appellationem ,  quae  longitudine  latitudineque  protenditur.  Summitatis 
autem  fines  lineae  sunt.  Plana  vero  suinmiUu,  quae  aequaliter  rectis  lineis  nn- 
dique  versum  finitur*'. 
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getheilten  nicht,  denn  es  fehlt  die  Lehre  vom  Ausziehen  der  Quadrat- 
wurzel, deutlich  aber  sind  die  Anweisungen  für  die  Multiplikation  und  Di- 
vision gewiss  ebenfaUs  nicht,  vielmehr  verf&hrt  Boetius  auch  hier  wie  in 
seiner  üebersotzung  des  Euklid^  er  lässt  den  Leser  gerade  da  im  Stiche ;  wo 
er  einer  Nachhilfe  am  meisten  bedarf.  Ja,  hier  in  dem  Abschnitte  über 
das  Rechnen  verwirrt  er  ihn  vollends,  und  noch  dazu  ohne  alle  Ursache. 
Denn,  wenn  die  Einen  behaupten,  diese  ganze  Stelle  gehöre  weit  eher  in 
die  Arithmetik  des  Boetius  als  in  die  Geometrie^  und  Andere  dagegen  be- 
tonen; jene  enthalte  nur  Speculationen  über  die  Natur  der  Zahlen,  sie  sei 
eine  Art  Zahlenlehre  und  mithin  etwas  von  der  Logistik  oder  gewöhnlichen 
Rechenkunst  ganz  Verschiedenes,  so  haben  gewiss  die  Letzteren  Becht, 
ebenso  sicher  aber  ist  es  auch ,  dass  gerade  Boetius  selbst  Zahlenlohre  und 
Logistik  hier  nicht  streng  auseinander  hält,  sondern  beide  vermengt,  und 
dadurch  den  Leser  verwirrt.  Auf  diesen  Punkt  nun  muss  ich,  indem  ich 
die  Ab'acus- Stelle  als  solche  absichtlich  unberührt  lasse,  des  Folgenden 
wegen  genauer  eingehen.  Nichts  kann  dem  den  betreffenden  Abschnitt 
der  Geometrie  Ueberblickenden  natürlicher  erscheinen,  als  dass  Boetius  hier, 
395,  12 — 16,  zwei  Arten  von  Zahlen  unterscheidet,  „incompositi''  und 
„compositi*%  und  dass  er  unter  ersteren  die  Zahlen  1,  2,  3  ...  9,  femer 
10,  20,  30,  ..  .,  unter  letzteren  die  zwischen  ihnen  liegenden,  wie  11, 
12,  . .  21,  22;  .  .  31;  versteht.  Denn  erstere  erfordern  (Boetius  freilich 
giebt  den  Grund  nicht  selbst  an),  C.  208—209,  zur  Darstellung  auf  dem 
Columnen-Abacus ,  falls  man  sich  der  von  ihm  bald  darauf  besprochenen 
„Apices**  bedient;  nur  eine  Marke,  welche;  je  in  die  Columne  I,  X,  C, 
etc.  gesetzt,  die  zu  bezeichnende  Zahl  angiebt,  letztere  aber  machen  zur 
Darstellung  die  Anwendung  mehrerer  Marken  nöthig,  z.  B.  23  die  der 
2  and  die  der  3.  Das  Alles  also  ist  verständlich  genug.  Indem  aber 
Boetius  wenige  Zeilen  weiter;  395,  26  —  396,  6  mit  den  Worten  be- 
ginnend: „Priscae  igitur  prudentiae  viri  Pjthagoreum  dogma  secuti,  Pia- 
tonicaeque  auctoritatis  investigatores  speculatoresque  curiosi  totum  philo- 
sophiae  culmen  in  numerorum  vi  constituerunt^^  etc.  Ansichten  entwickelt, 
welche  offenbar  an  das  Prooemium  zur  Arithmetik  11,  10;  12,  1 — 12;  10, 
28  — 11;  6  erinnern  sollen,  und  wenn  er  sich  dabei  ausdrücklich  auf 
seine  Arithmetik  beruft,  396,  5,  muss  dann  nicht  dem  Leser  beifalleU; 
dass  ja  gerade  in  der  Arithmetik  des  Boetius  der  ;;incompositus*'  und 
ncompositns"  numerus  etwas  ganz  Anderes  bedeutete?  In  der  Arithmetik, 
30 — 37,  nämlich  unterscheidet  Boetius  drei  Arten  des  „4npar  numerus*'; 
der  eine  ist  der  „numerus  primus  et  incamposUus^'^  („Dicitur  autem  primus 
et  incompositus ,  quod  nuUus  eum  alter  numerus  metiatur  praeter  solam, 
qnae  cunctis  mater  est,  unitatem^',  30,  26 — 28),  dies  sind  die  Primzahleji 
1,  3,  5,  7;  etc.;  der  zweite  ist  der  numerus  „secundus  et  cowpoÄ^t^us",  dies 
sind  die  aus  dem  Produkte  der  ungeraden  Primzahlen  entstehenden  Zahlen 
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9,  15;  21  etc.;  die  dritte  Art  ist  der  numerus  „qui  per  se  quidem  se- 
cundus  et  compositus,  sed  ad  alios  comparatus  primus  et  incompositas  in- 
venitur*^,  dies  sind  die  ungeraden ,  relativen  Primzahlen.  Durch  seine  Be- 
rufung auf  die  Arithmetik  also  muss  Boetius  selbst  den  Leser  irre  machen, 
denn  derselbe  wird  fragen,  warum  denn  hier  dieselben  Worte  in  anderer 
Bedeutung  gebraucht  worden  seien.  Doch  damit  nicht  genug.  Indem 
Boetius  den  Gebrauch  des  Abacus  erläutern,  und  erklären  will,  welchen 
Werth  die  verschiedenen,  mit  den  natürlichen  Zahlen  versehenen  Apices 
erhalten ,  je  nachdem  sie  in  die  eine  oder  andere  Columne  gesetzt  werden, 
sagt  er  397,  15:  „Hos  enim  apices  ita  varie  ceu  pulverem  dispergere  in 
multiplicando  et  in  dividendo  (alii)  consuerunt,  ut  si  sub  unitate  naturalis 
nwmeris  ordinem^  jam  dictos  characteres  adjungendo,  locarent,  non  alii, 
quam  digiti  nascerentur.  Primum  autem  numerum ,  id  est  binarinm ,  unitas 
enim,  ut  in  arithmeticis  est  dictum ^  numerus  non  est,  sed  fons  et  origo 
numerorum ,  sub  linea  X  inscripta  ponentes  XX  .  .  .  assignare  constituerunt". 
Wir  hören  also:  Die  Apices,  in  die  Colonne  I  gesetzt,  geben  die  Einer, 
wir  erfahren  ferner,  die  2,  3,  4,  etc.  in  die  Spalte  X  gesetzt,  bezeichnet 
20,  30,  40,  etc.,  in  die  Spalte  C  gesetzt,  200,  300,  400,  etc.  Was  aber 
aus  der  Eins  wird,  wenn  diese  in  die  Spalte  X,  0  etc.  gesetzt  wird,  ja, 
ob  es  überhaupt  gestattet  ist,  sie  in  eine  andere  Columne  als  die  der  I 
zu  setzen,  darüber  bleibt  der  Leser  vOllig  im  Ungewissen,  denn  die  2  ist 
ja  die  erste  Zahl,  die  1  aber  ist  keine  Zahl,  sondern  nur  die  Quelle  und 
der  Ursprung  der  übrigen,  wie  in  der  Arithmetik  gezeigt  sei.  Letzteres 
nun,  wenn  auch  nicht  mit  denselben  Worten,  hat  Boetius  oft  genug  in 
der  Arithmetik,  z.  B.  an  der  obigen  Stelle,  30,  26 — 28,  ausgesprochen; 
aber  wo  hat  er  in  derselben  behauptet,  die  1  sei  keine  Zahl ,  und  komme 
daher  in  der  Beihe  der  natürlichen  Zahlen  („naturalis  niimeri  ordinem^f 
nicht  in  Betracht,  zähle  nicht  mit?  Cantor,  C.  190,  403,  Note  385,  be- 
zieht sich  hiefOr  auf  eine  Stelle  der  Arithmetik  des  Boetius.  Dieser  hat 
nämlich  in  derselben,  wie  erwähnt,  n.  a.  auch  die  an  das  (Geometrische 
streifende  Theorie  der  figurirten  Zahlen  behandelt,  und  sagt  am  An&nge 
dieses  Abschnittes  86,  1 1 :  „Nunc  autem  nobis  de  bis  numeris  sermo  fotnrus 
est,  qui  circa  figuras  geometricas  et  earum  spatia  demensionesqae  ver- 
santur,  id  est  de  linearibus  numeris  et  de  triangularibns  vel  quadratis 
ceterisque,  quos  sola  pandit  plana  debiensio^',  er  sagt  femer,  87,  bei 
dieser  Betrachtung  wolle  er  statt  der  sonst  üblichen  Zahlzeichen,  „signa'\ 
I,  n,  .  .  .  y  etc:  (die  Apices  werden  in  der  Arithmetik  nirgends  erwähnt 
oder  auch  nur  angedeutet)  sich  der  Striche,  „virgulae",  bedienen,  und  in 
diesem  Zusammenhange  schreibt  er  dann  die  von  Cantor  angezogenen 
Worte  90,  6:  „Sic  etiam  in  numero  unitas  quidem,  cum  ipsa  linearis 
numerus  non  sit,  in  longitudinem  tamen  distenti  numeri  principium  est". 
Er  behauptet  daher  hier  offenbar  keineswegs ,  die  Eins  sei  keine  Zahl  Ober- 
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t;  sondern  nur,  sie  sei  keine  lineare  Zahl.  Für  die  Ansicht  aber, 
die  Eins  sei  überhaupt  keine  Zahl,  vermag  ich  in  der  ganzen  Arithmetik 
nur  eine  einzige  Stelle  zu  finden,  aus  der  sie  entnommen  werden  könnte, 
es  ist  die  oben  citirte  117,  1 — 12,  an  welcher  er  erklttrt,  warum  er  das 
su^rjXfig  des  Nicomachns  durch  „parte  altera  longior"  wiedergiebt,  wobei 
er  sich  auf  die  Natur  des  „Alterum^*  und  der  „Alteritas^^  stützt.  In  dieser 
Stelle,  welche  man  nochmals  nachlesen  möge,  kommen  die  Worte  vor: 
„Binarius  antem,  numerus  primus,  est  unitati  dissimilis,  idcirco  quod 
primus  ab  unitate  disjungitur".  Diese  könnten  nun  so  verstanden  werden^ 
als  ob  Boetius  die  2  für  die  erste  Zahl  gehalten  wissen  wollte.  Allein 
einmal  ist  die  ganze  Auseinandersetzung  keineswegs  klar,  sodann  soll  der 
Sinn  jedenfalls  der  sein,  die  2  sei  die  erste  von  1  verschiedene 
Zahl,  und  die  erste,  der  die  „Alteritas^^  zukomme.  Dass  dies 
der  Sinn  ist,  geht  aus  mehreren  anderen  Stellen  hervor,  welche  dasselbe 
aussagen,  wie  117,  1  — 12.  Wir  lesen  n&mlich  123,  4:  „Et  illam  pri- 
mam  inmutabilem  naturam  unius  ejusdemque  substantiae  vocant,  hanc 
vero  alterius,  scilicet  quod  a  prima  illa  inmutabili  discedens  prma  sit 
dtera,  quod  nimirum  ad  nnitatem  pertinet  et  ad  dualitatem,  qui  numerus 
primus  ab  uno  discedens  alter  factus  est^S  und  ebenso  132,  23:  „Constat 
igitur  primo  quidem  loco  unitatem  propriae  inmutabilisque  substantiae 
ejusdemque  naturae,  duoMtaiern  vero  prifMtm  äUeritatis  mutationisque  esse 
principium^^  Wir  haben  es  femer  an  der  betreffenden  Stelle  der  Geo- 
metrie nicht  mit  zahlentheoretischen  und  transcendentalen  Speculationen 
und  nicht  mit  figurirten  Zahlen,  sondern  mit  Logistik  und  der  Beihe  der 
natfirlichen  Zahlen  („ncUuralis  wumeri  ardmem")  zu  thun,  und  hier  muss, 
wenn  nicht  die  heilloseste  Verwirrung  entstehen  soU,  wovon  sich  im  Fol- 
genden ein  Beispiel  zeigen  wird,  die  Eins  stets  als  Zahl  gelten,  wie  schon 
Xylander  1556  richtig  bemerkt,  K.  281.  Während  also  hier,  in  der  Geo- 
metrie bei  der  Erklärung,  was  aus  den  natürlichen  Zahlen  wird,  wenn  sie 
in  die  Spalte  der  X,  C  etc.  gesetzt  werden,  Boetius  mit  der  Zwei  anfängt, 
die  Eins  aber  nicht  mitzählt,  und  dies  unter  Berufung  auf  seine  Aiith- 
metik  damit  rechtfertigt,  dass  er  hinzusetzt:  „Primum  enim  numerum  id 
est  binarium,  unitas  enim,  utin  arithmeticis  est  dictum,  numerus  non  est*', 
hat  Boetius  in  seiner  Arithmetik  in  der  Beihe  der  natürlichen  Zahlen, 
auf  die  es,  wie  gesagt,  hier  allein  ankommt,  die  Eins  stets  mitge- 
zählt, so  47,  28:  „Ponatur  enim  fKxtwrcUis  wumerus  hoc*modo:  I,  II,  III... 'S 
ebenso  50,  8,  10,  desgl.  94,  6  —  9,  wo  nach  Aufstellung  der  Eeihe  der 
natOrlichen  Zahlen  die  Worte  folgen:  „Ex  his  si  prinvum  (numerum)  sumam, 
td  est  unUatem'\  femer  96,  8—9,  ferner  113,  9—10,  femer  115,  22,  endlich 
140,  23  —  25.  Die  Anzahl  solcher  Stellen  würde  sich  leicht  noch  ver- 
mehren lassen,  ich  habe  jedoch  nur  die  schlagendsten  angeführt.  Wenn 
Boetius  daher  hier  in  der  Geometrie  die  Eins  nicht  mitzählt,  so  vermengt 
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er  gerade  Zahlen-Speculation  und  Zahlen-Theorie  mit  Logistik  und  gemeinem 
Rechnen,  und  wenn  er  selbst  sich  noch  dazu  auf  seine  „arithmetica" 
beruft,  in  welcher  er  durchgehends  anders  verfährt;  und  die  1  mitzShlt,  so 
ist  dies  ein  geradezu  unbegreiflicher  Widerspruch.  Doch  ich  verlass« 
diese  Stelle,  auf  welche  ich  weiter  unten  noch  einmal  zurückkommen  muss 
und  wende  mich  zum  nun  beginnenden  Buch  II  der  Oeometrie. 

Der  Anfang  desselben  lautet  401,  4:  ,,Superiore  vero  tractatu  toIq- 
minis  omnia  geometricae  artis  theoremaia  quamvis  snccincte  tarnen  sunt 
dicta,  sed  podismorum  notitiam  hie  liber  .  .  •  absolveV^  So  erfahren 
wir  denn,  G.  189,  dass  das  erste  Buch  nur  die  Grundsätze,  „theoremata'S 
d.  h.  die  für  das  Verständniss  der  „geometrica  ars^'  nothwendigen  Lehren 
enthalten  hat,  und  dass  wir  nunmehr  hier  zur  Hauptsache,  zu  den  ;,po- 
dismi^^,  d.  h.  zur  Berechnung  der  Flächen,  kommen.  Freilich  noch  nicht 
sogleich,  die  Vorbereitungen  sind  noch  nicht  zu  Ende,  denn  erst  mflssen 
noch  die  Feldmesser- Ausdrücke  „striga'^*  und  „scamnum"  erklärt  werden, 
dann  folgt  die  Angabe  der  Masse  nach  Baibus,  F.  I.  94 — 96;  auch  einige 
andere  Gegenstände  werden  noch  erörtert,  und  die  im  Anfange  der  Geo- 
metrie gegebene,  wie  Boetius  hier  sagt,  allgemeine  Definition  von  „mensura^* 
durch  die  specielle  von  Baibus  (Boetius  nennt  aber  Frontin)  F.  L  94: 
„Mensura  quippe  est  conplurium  et  inter  se  aequalium  intervallomm  longi- 
tudo  finita"  ersetzt;  auch  das  üebrige,  was  wir  hier,  403,  lesen,  er- 
innert  an  Baibus. 

Nun  also  folgt  der  Podismus,  die  Flächen-Berechnung,  und  gewisser- 
wartet Jeder,    das   Quadrat    werde    den  Anfang   machen,    da  doch  alle 
Flächen-Berechnung  auf  die  des  Quadrates  sich  stützt ,  und  die  Grösse  aller 
Flächen  in  Qu  ad  rat -Metern,  Quadrat -Füssen  u.  s.  w.  angegeben  wird. 
Boetius  aber  ist  anderer  Ansicht ,  und  beginnt  mit  dem  —  Dreieck.    Nidit 
etwa,  wie  man  vielleicht  denken  könnte,  weil  er  in  der  Arithmetik  91,  10—14 
gesagt  hat,  jedes  reguläre  Poljgon  lasse   sich   durch  Gerade  vom  Mittel- 
punkte nach   den  Ecken  in  Dreiecke  zerlegen  und  Triangularzahlen  seien 
deshalb  zuerst  zu  behandeln,   92,  5  — 10  und   „omnium  formarum  princi- 
pium    elementumque    esse  triangulum^*,    104,    12,    nicht   also   aus  diesem 
Grunde,   sondern  weil  die   3  der  4  und  den  übrigen   Zahlen  vorangeht, 
404,  4:    „Et  de  trigonis   vero,   qui,    sicut  ternarius  naturaliter  procedit 
quaternarium ,    ita  sunt  praeponendi  tetragonis  et  pentagonis  caeterisqoe, 
inprimis  dicendum  esse  censeo'^  Beginnen  wir  also  die  Flächen-Berechnung,  da 
Boetius  es  so  will ,  mit  dem  Dreieck.    Wer  aber  erwarten  wollte ,  es  werde, 
wie  es  am  nächsten  liegt,  wenigstens  das  rechtwinklige  den  Anfang  machen,  - 
der  würde  sich  abermals  täuschen.     Denn  es  hat  zwar  schon  Euklid  die 
Dreiecke  naturgemäss  nach  zwei  von  einander  verschiedenen  Gesichtspunkten, 
dem  Verhältnisse  der  Seiten  und  der  Grösse  der  Winkel,  eingetheilt,  und 
in   ersterer  Hinsicht  gleichseitige,   gleichschenklige  und  ungleichseitige,  in 
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letzterer  rechtwinklige ^  stumpfwinklige  nnd  spitzwinklige  unterschieden,* 
Boetius  aber  erkennt  nicht,  dass  beide  Eintheilungs-Principien  einander 
nicht  ausschliessen,  dass  ein  gleichschenkliges  oder  ein  ungleichseitiges 
Dreieck  auch  zugleich  recht-,  stumpf-  oder  spitzwinklig  sein  kann,  und 
glaubt  sich  in  üebereinstimmung  mit  Euklid,  408,  7;  413,  12;  414,  17, 
wenn  er,  zugleich  die  Reihenfolge  angebend,  in  welcher  sie  behandelt 
werden  sollen,  sechs  Arten  von  Dreiecken  unterscheidet^  404,  9,  1)  gleich- 
seitige, 2)  gleichschenklige,  3)  ungleichseitige,  4)  rechtwinklige,  5)  stumpf- 
winklige, 6)  spitzwinklige,  ähnlich,  wie  wir  dies  bei  Epaphroditus ,  A.  209, 
§  10;  finden,  dessen  Schriften  an  das  Licht  gezogen  zu  haben  das  hoch 
zu  schätzende  Verdienst  Cantor's  ist.  Es  wird  also  zuerst  das  gleichseitige 
Dreieck  berechnet,  404 — 406,  und  zwar  yrird  die  Rechnung  auf  zwei  ganz 
verschiedene  Weisen  ausgeführt.  Da  jede  an  einem  anderen  Zahlenbeispiele 
gezeigt  wird ,  tritt  der  bedenkliche  Umstand ,  dass  man  bei  demselben  Bei- 
spiele verschiedene  Resultate  für  die  Fläche  erhält,  je  nachdem  man  das 
eine  oder  das  andere  Verfahren  anwendet,  A.  157 — 158,  174 — 175,  nicht 
hervor,  jedenfalls  deutet  Boetius  auf  keine  Weise  darauf  hin.  Die  erste 
Methode,  angewandt  auf  ein  Dreieck  mit  der  Seitenlänge  30,  lautet  so: 
Die  Höhe  wird  in  runder  Zahl  als  26  angenommen;  sie  ist  offenbar  nach 
dem  Pythagoreischen  Lehrsatze  berechnet^  wie  ans  demselben  Beispiele  bei 
Epaphroditus,  A.  208,  §  3,  hervorgeht,  während  bei  Boetius  die  Angabe 

301/3  26 

der  Rechnung  fehlt.    'Da  aber  auch  die  Höhe   — ^—  ist,   so  ist  J^3  «=  — 

gesetzt,   also  ist  die  FlSche  =  |  •  30»  •  ?|  =  ^  ■  30*  ( 2  —  ^)  =  -^ 

_3(^^30^_  2  .  30  =  30»—  ^—2.30  — 30« -15.  30  — 2-30 

=  30*  —  17  •  30  =  30*  —  510.  Boetius  also  zieht,  ohne  diese  Zwischen- 
recbnung    zu  erwähnen,  510  von  900  ab.     Auf  ein  zweites  Beispiel,   an  i 

welchem    die  andere  Methode  gezeigt   wird,   und   welches   siph  ebenso  bei  i 

Epaphroditus,  A.  210,  §  15  findet,  komme  ich  später  zurück.  Nur  das 
äici  bemerkt,  dass  weder  hier  noch  im  Folgenden  bei  Gelegenheit  des  Pj- 
tbagorf^ischen  Satzes  der  Name  seines  Erfinders  mit  irgend  einem  Worte, 
mit  der  geringsten  Andeutung,  erwähnt,  ja,  dass  nicht  einmal  darauf  hin- 
gewiesen ist,  es  komme  hier  einer  der  aus  Euklid  übersetzten  Sätze  zur 
Verwendung.  So  vermissen  wir  Beides  auch  bei  dem  gleichschenkligen 
Dreieck,  406  —  407,  bei  welchem  wie  bei  Epaphroditus,  A.  209,  §  11 
(nur  steht  bei  letzterem  in  den  Zahlen  576,  168  Gr  statt  F),  aus  Grund- 
linie und  Schenkel  die  Höhe  und  dann  hieraus  die  Fläche  findet.  Nun 
kommt,  407 — 408,  das  ungleichseitige  Dreieck  an  die  Reihe,  und  zwar 
bind,  wie  bei  Epaphroditus  A.  209,  §  13  die  Seiten  desselben  15,  20,  25. 

^2     I     2,2  _  ^2 

Es   wird   zunächst   nach  der  Regel  — ^^ «iii  Abschnitt   auf  der 
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Grundlinie  25 ,  dann  nach  dem  Pythagoreischen  Satze  die  Höhe  und  endlich 
die  Fläche  berechnet.     Offenbar    hat  Boetius    so  wenig  als  Epaphroditos 
(letzterer  bezeichnet  dieses  Dreieck  ausdrücklich  als  9,oxigoninm^^  bemerkt, 
dass  ein  Dreieck  mit  den  Seiten  15  <»  3  •  5,  20  «»  4  .  5,  25  «s  5  •  ö  zu- 
gleich   ein    rechtwinkliges    ist,    denn    die  Betrachtung  der  rechtwinkligen 
Dreiecke  soll  ja  erst  noch  kommen.    Obschon  er  also  dieses  Dreieck  augen- 
scheinlich für  nicht -rechtwinklig  hält,  nimmt  Boetius  doch  keinen  Anstand, 
ein  Dreieck  mit  denselben  Seiten  einige  Blätter  weiter,  411 — 412,  als  Bei- 
spiel eines  rechtwinkligen  anzuführen.     Nach  dem  ungleichseitigen  Dreieck 
nun^  und  nachdem  der  Pythagoreische  Satz,  also  das  rechtwinklige  Dreieck, 
bereits  drei  Mal  zur  Anwendung  gelangt  ist;  geht  Boetius  erst  auf  das 
rechtwinklige  Dreieck  über,  und  zwar,  der  Leser  traut  seinen  Augen  kaom, 
mit  der  Bemerkung  408,  9 :  „Quem  (trigonum)  nos  ipso  aditu  difficiliorem 
ceteris  obscurioremque  esse  arbitramur'*.     Das  rechtwinklige  Dreieck  also, 
welches   im  Bisherigen  schon   3  Mal   stillschweigend  benutzt,  und  dessen 
Berechnung   der  der  übrigen  zu  Grunde  gelegt  ist,  ist  nach  Boeüus  das 
schwierigste!      Die   Ursache  davon  ergiebt  sich  freilich   sogleich  aus  dem 
Folgenden.     Boetius  wirft  nämlich  die  oben  erwähnten  Regeln  1)  und  2) 
des  Pythagoras  und  Plato,   die  Seiten  rechtwinkliger,   rationaler  Dreiecke 
anzugeben,   Regeln ^  welche  Nip§us  klar  und  deutlich  auseinandersetzt,  in 
verworrener  Weise  zusammen  mit  der  Aufgabe;  ihre  Fläche  zu  berechnen. 
Den  Anfang  macht,  an  zwei  Beispielen  erläutert,  408—409,  die  von  einer 
geraden  Zahl    als  Seitenlänge   ausgehende  Bildung   und  Berechnung  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks.     Bei  dem  einen  dieser  Dreiecke  mit  den  Seiten 
8,  15,  17  wird  die  Fläche  fälschlich  als  64  berechnet,   obgleich  bei  dem- 
selben Beispiel  EpaphrodituS;   A.  210,  §  14,   welcher  doch  dem  Boetius 
vorliegt,    60  findet.     Dass  letzterer  einige  Seiten  weiter  die  Fläche  des- 
selben Dreiecks    mit  Nipsus    richtig  als   60   annimmt,    und   sich  dabei 
selböt  darauf  beruft,  dass  er  dasselbe  Dreieck  schon  früher  behandelt 
habC;  412,   5  —  8,   wird  nach  dem  Bisherigen  nicht  mehr  auffallen;  das 
andere  Beispiel ;  ein  Dreieck  mit  den  Seiten  6,  8,  10;  findet  sich  bei  Nipsus 
F.  I.  300.     Dann  folgen,  409 — 410,  zwei  Beispiele  für  das  rechtwinklige 
Dreieck,   von   einer  ungeraden  Zahl  als  Kathete  ausgehend;   das  eine  mit 
den   Seiten  3,  4,  5   hat  Nipsus,    F.   I.  300   (eine  Zusammenstellung  der 
Parallelstellen  von  Boetius ;  Nipsus  und  Epaphroditus  findet  sich  A.  217, 
Note  250),  bei  dem  anderen  sind  die  Seiten  5,  12,  13.    Die  Namen  der- 
jenigen aber,   welche  diese  Regeln   1)  und  2)   für  die  Bildung  solcher  ra- 
tionaler Dreiecke  aufgestellt  haben,  Pythagoras  undPlato,  die  sowohl  von 
Heron,  56 — 58,  als  auch  von  Proklus,  IV,  111,  als  Entdecker  derselben  be- 
stimmt genannt  werden,  suchen  wir  bei  Boetius  vergeblich,  vielmehr  wird,  408, 
14 — 15,   die  Regel   2)  dem  Architas  statt  dem  Plato  zugeschrieben.     Es 
folgt  nun;  freilich  wieder  unklar 7  weil  Boetius  sich  dabei  auf  eine  frühere 
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Aufgabe  bezieht  und  nicht  hervorhebt,  dass  dau;  was  dort  gegeben  war, 
hier  gesucht  iet,  411^  eine  Aufgabe  des  Nipsus,  F.  I.  298 — 299,  aus  der 
Summe  der  beiden  Katheten  3  «»23,  der  Hypotenuse  cbs17,  und  der 
Fläche  F  =^  GO  die  beiden  Katheten  a  und  b  zu  berechnen,  indem  die 
beiden  Gleichungen  a  +  ^  =  *  ^^^  ö  —  5  «=»  "j/c^  —  ^F  addirt  werden, 
worauf  a  in  die  erstere  substituirt  wird.  Boetius  also  entnimmt  dieses 
Beispiel  dem  Nipsus  und  findet,  wie  dieser,  die  Katheten  a  »=  15,  &  <»  8, 
also  dasselbe  rechtwinklige  Dreieck,  dessen  Fläche  er  selbst  kurz  zuvor 
a]s  64  (hier  war  F  «=  60)  berechnet  hat^).  Hieran  schliesst  sich,  411—412, 
eine  ähnliche,  mit  den  Zahlen werthen  dem  Nipsus,  F.  I.  297 — 298,  ent- 
nommene Aufgabe  (bei  welcher  Boetius  freilich  wieder  zwei  verschiedene 
durch  einander  wirft):  aus  der  Hypotenuse  (bei  Nipsus  fehlt,  F^  I.  297,  16 
hypötcnusae  hinter  oder  vor  podismus)  c  =  25  und  der  Fläche  i^=  150 
die  Katheten  a  und  h  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  zu  berechnen.  Dieses 
geschieht  durch  Addition  der  beiden  Gleichungen  a  -{-  b  ^=  j/c^  -{-  ^F 
und  a  —  Z>  =  }/c^  —  AF  und  nachherige  Substitution  des  a  in  die  erstere. 
Die  Berechnung  von  a  -■{-  b  wird  von  Nipsus  und  Boetius  numerisch  richtig 
ausgeführt,  es  ist  a  -('  ^  "^  3^*  Zur  Auffindung  von  a  —  b  sagt  Nipsus: 
„facies  hypotenusae  numerum  in  se;  fit  625,  hinc  tolle  iF,  et  remanent 
25,  hujus  ....  fit  5**.  Hier  ist  bei  Nipsus,  F.  L  298,  7  eine  Lücke, 
es  fehlen  hinter  „hujus*'  die  Worte  „sumo  latus**,  d.  h.  ich  ziehe  die 
Quadratwurzel,  nämlich  aus  25,  und,  sonderbar  —  gerade  hier,  wo  Boetius 
an  Nipsus  keinen  Anhalt  hat  (falls  nämlich  diese  Lücke  schon  damals  vor- 
handen war),  verfährt  er  anders,  denn  er  dividirt  25  durch  5  {^Horum 
(juinta  pars  differentiam  t-enet".  412,  15)  und  erhält  so  allerdings  dasselbe 
Kesnltat;  aber  seine  Bechnung  ist  offenbar  sinnlos,  er  hat  das  Verfahren 
des  Nipsus,.  obschon  es  bei  dieser  und  der  vorigen  Aufgabe  schon  einmal 
angewandt   ist,    nicht   verstanden.     Doch    damit   nicht   genug.     Nachdem 

5)  Wenn  Cantor,  A.  131;  218  Note  261;  168,  auf  diese  Stelle,  411,  9,  des 
Boetius  verweist,  als  führe  der  Text  derselben  zur  Gewissheit,  dass  bei  Nipsus 
irrigerweise  podismus  statt  hypotenusae  podismus  stehe»  so  beruht  dies  auf  einem 
Versehen ,  A.  105.  Denn  Nipsus  behandelt  u.  a.  zwei  einander  ähnliche  Aufgaben, 
F.  I.  297,  16  und  F.  I.  298,  12;  Boetius  aber  kehrt  diese  Reihenfolge  um  und  be- 
bandelt die  letztere  Aufgabe ,  als  die  leichtere ,  zuerst ,  auf  die  im  Texte  ange- 
gebene Weise.  Der  Fehler  in  Nipsus  aber  befindet  sich  nicht  bei  dieser,  son- 
dern bei  der  anderen  Aufgabe,  welche  also  bei  Boetius,  und  daher  auch  im  Texte, 
erst  die  folgende,  411— 412, ^st.  Allein  hier  ist  die  Darstellung  der  Aufgabe  von 
Seiten  des  Boetius,  412,  4  (nicht  411,  9)  entsprechend  F.  I.  297,  16,  so  unklar, 
daes  sie  durchaus  keinen  Anhalt  bietet  zur  Berichtigung  dieses  Schreibfehlers. 
Baas  aber  ein  solcher  vorliegt  und  die  Länge  der  Hypotenuse  25  gegeben  ist^ 
ergiebt  sich  ohne  allen  Zweifel  aus  den  ersten  Worten  der  Autlösung  bei  Nipsus 
selbst,  F.  I.  298,  welche  Worte  auch  Boetius,  412,  5,  gebraucht  Dieser  aber  ist 
weit  davon  entfernt,  etwas  zur  Klärung  und  Berichtigung  beizutragen,  im  Gegen- 
theil,  er  bringt  neue  Fehler  hinein. 
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Nipsus  a  +  6  =  35,  a  —  &s=5  berechnet  hat,  f&hrt  er  fort:  Man  addire 
diese  Werthe,  so  erhfilt  man  40.  Boetius  aber  sagt  412,  14:  „Quam 
(die  5)  si  rursus  duabus  junctis  summis  id  est  20  et  15  adjeceris ,  40  per- 
notabo*S  ei*  nimmt  also,  obscbon  er  doch  hier  das  Verfahren  des  Nipsus 
vor  Angen  hat,  die  Katheten  20  und  15,  welche  erst  gesucht  werden 
sollen,  und  deren  Summe  und  Differenz  bisher  erst  berechnet  ist,  be- 
reits als  einzeln  bekannt  an,  wieder  ein  augenscheinlicher  Beweis,  wie 
wenig  er  dem  Gedankengang  des  Nipsus  zu  folgen  vermocht  hat.  Das  so 
gefundene  rechtwinklige  Dreieck  aber  mit  den  Seiten  15,  20,  25  ist  das- 
selbe, wie  das  oben  als  Beispiel  für  das  ungleichseitige,  nicht- recht- 
winklige benutzte.  Bevor  Boetius  das  rechtwinklige  Dreieck  verlässt,  be- 
handelt er,  412  —  413  noch  eine  Aufgabe ^  welche  sich  auch  bei  Epapfaro- 
ditus  A.  214;  §  30  findet,  nftmlich  die,  den  Durchmesser  2^  eines  Kreises, 
der  einem  rechtwinkligen  Dreieck  mit  den  Katheten  a,  Z»,  und  der  Hypo- 
tenuse c  eingeschrieben  ist,  zu  berechnen.  Zieht  man  nämlich  vom  Mittel- 
punkte dieses  Kreises  nach  den  Ecken  Gerade ,  so  erhält  Inan  als  Ausdruck 
für  die  Fläche  i^**  4^  (a  +  &  +  c)^;  zieht  man  aber  vom  Mittelpunkte 
nach  den  Berührungspunkten  Gerade,  so  erhält  man  für  die  Fläche 
F  «*  (a  —  9)  ^  +  (2>  —  9)  9  +  ^^.  Setzt  man  beide  Werthe  für  F  gleidi, 
so  ergiebt  sich  sogleich  die  einfache  Begel  2q  ^ss  a  -{-  h  —  c.  Diesen  Satz 
also,  welchen  nach  Boetius  Architas,  und  schon  vor  ihm  Euklid,  gefunden, 
412,  20—22,  wendet  er  mit  Epaphroditus  auf  den  Fall  a=  12,  &  *  8, 
c  =  15  an.  Letzterer  berechnet,  wie  seine  Figur  zeigt,  2^  =  6,  Boetius 
aber  2  9«=:  5;  keiner  von  beiden  aber  bemerkt  ^  dass,  worauf  Cantor, 
A.  120,  135,  218,  Note  257  aufmerksam,  gemacht  hat,  ein  Dreieck  mit 
diesen  Seiten  nicht  rechtwinklig  ist,  dass  es  &  =  9  statt  &  s=  8  heissen 
muss ,  und  2^  =  6  ist.  Hiermit  ist  die  Lehre  vom  rechtwinkligen  Dreieck 
erledigt,  und  es  kommt  nun  die  Berechnung  des  stumpfwinkligen  an  die 
Reihe.  Als  Beispiel  dienen,  413->-414,  die  Zahlen  18  für  die  Grundlinie, 
10  und  9  für  die  Seiten.  Boetius  nimmt  als  Höhe  willkürlich  4  an  und 
berechnet  die  Fläche  zu  36,  setzt  aber  hinzu,  Architas  finde  —  sein  Ver- 
fahren ist  nur  sehr  unklar  angegeben  —  als  Fläche  32.  Welches  Resultat 
nun  das  richtige  ist,  darüber  erfahren  wir  nichts ^  sie  stehen  eben  beide 
neben  einander,  und  der  Leser  hat  die  Wahl;  in  der  That  aber  sind  beide 
falsch,  denn  die  Höhe  beträgt  3;04  .  .  .,  und  die  Fläche  27,83  ...  Den 
Beschluss  der  Dreiecksberechnung  bildet  die  des  spitzwinkligen  Dreiecks, 
414—415,  mit  den  Seiten  13,  14,  15  nach  Epaphroditus,  A.  210,  §16. 

Es  wird  gemäss  der  Hegel  — -^-5 erst  ein  Abschnitt  der  Grund- 

linie  14,  dann  die  Höhe,  und  schliesslich  die  Fläche  gefunden.  Nun  erst 
folgt  das  Quadrat.  Auch  dieses  (wie  den  Kreis)  hat  Boetius  in  der  Arith- 
metik 112,  19,  abweichend  von  Euklid,  mit  den  Worten  definirt:  ;,OiDnis 
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enim  tetragonus  una  quidem  superficies  est  quattuor  angulomm,  toti- 
demque  laierum*^  Die  Berechnung  der  Fläche  des  Quadrates  will  Boetius 
kurz  abmachen.  „Quadratorum  enim  ceteris  facilior  est  collectio^S  sagt  er, 
415,  16 — 17;  dass  aber  die  Berechnung  des  Quadrates  der  aller  übrigen 
zu  Grunde  liegt,  sieht  Boetius  augenscheinlich  nicht.  Wenn  femer  hier, 
4 1^1  3,  gesagt  wird:  „Qui  videlicet  normalis  tetragonus  ab  Euclide  aequi- 
laterus  atque  rectiangelus  nominatur,  a  Nicomacho  aniem  in  arithmeticis 
similiter  appellatur^',  so  ist  es  befremdlich,  dass  Boetius,  der  doch  die 
Arithmetik  des  Nicomachus  so  sorgfältig  bearbeitet  hat,  sich  nur  so  unbe- 
stimmt, simüiier,  ausdrückt,  und  nicht  genau  anzugeben  weiss ,  wie  Nico- 
machus das  Quadrat  definirt.  In  der  That  aber  erwähnt  Nicomachus  von 
demselben  nur  die  Qleichheit  der  Seiten  und  die  Anzahl  4  der  Winkel, 
Dirgends  aber  gedenkt  er  der  Recht  winkligkeit;  und  dieselben  Eigenschaften 
führt  auch  Boetius  in  seiner  Arithmetik  an,  er  spricht  auch,  aber  nur  an 
einer  einzigen  Stelle  118,  5,  von  der  Gleichheit  der  Winkel,  sagt  aber 
nirgends,  dass  jeder  ein  Rechter  sei.  Seine  Berufung  auf  Nicomachus  ist 
daher  entweder  ganz  vag  und  unbestimmt,  oder  sie  ist  unrichtig.  Noch 
auffälliger  ist  aber  das,  was  von  dem  nun  folgenden  Rechteck,  416,  gesagt 
wird.  Denn  wie  sollen  wir  es  verstehen,  wenn  Boetius  hier,  416,  8, 
sagt :  „Tetragonus  autem  parte  äUera  longior  ab  Euclide  quidem  rectiangulum 
sed  non  aequilaterum  definitur ,  a  Nicomacho  autem  ixBqo^r^nrig  dicitur  .  .  . 
Sit  modo  park  altera  hngior  tetragonus,  cujus  longitudo  pedes  8,  latitudo 
autem  4,  vel  longitudo  9,  latitudo  autem  6  vel  5  vel  3  colligat?''  Nennt 
etwa  Euklid  das  Rechteck  nicht  Ir^^'fti^xf^?  Hat  Boetius  vergessen,  dass 
er  ja  selbst  dieses  Euklidische  Irf^fii^xijg  durch  parte  äUera  longior  über- 
setzt hat?  Wenn  ferner,  wie  bereits  oben  bemerkt  ward ,  gerade  Boetius 
diese  Worte,  die  jeder  Andere  zur  Wiedergabe  von  Irc^Ofit/Ki^g  in  der 
Geometrie  wählen  konnte,  nicht  anwenden  konnte,  da  er  durch  dieselben 
in  seiner  Arithmetik  das  gleichlautende  vom  Euklidischen  aber  ver- 
schiedene Nicomachische  iu^fiiqKTjg  wiedergegeben  hat;  was  sollen  wir 
dazu  sagen,  wenn  er  selbst  sich  hier  auf  Nicomachus  beruft,  und  so  die 
Verwirrung  der  Begriffe  vollständig  macht?  Hat  Boetius  vergessen,  dass 
Nicomachus  heteromeke  und  promeke  Zahlen  scharf  unterscheidet,  dass  er 
selbst  in  seiner  Arithmetik  diesen  unterschied  ausführlich  erörtert  hat? 
Denkt  er  nicht  mehr  daran,  dass  gerade  nach  Nicomachus  keine  der  oben 
genannten  Zahlen  heteromek,  sondern  dass  sie  alle  promek  sind,  dass 
Bogar  gleich  das  erste  von  ihm  oben  genannte  Beispiel  8.4.  von  Nico- 
machus 108*,  24;  113,  16  als  Beispiel  einer  promeken  Zahl  aufgeführt  wird? 
Doch  wir  verlassen  diesen  auf  der  Hand  liegenden  Widerspruch ,  C.  193, 
zwischen  der  Arithmetik  und  der  Geometrie  des  Boetius,  und  wenden  uns 
zum  Folgenden.  Es  wird  zunächst,  416 — 417,  der  Rhombus,  sodann, 
417  —  418,    das    unregelmässige  Viereck,    sonderbarer  Weise,    und    nicht 


Digitized  by 


Google 


-    218    — 

übereinstimmend  mit  den  von  Boetius  übersetzten  Definitionen  Euklids, 
ebenfalls  Bhombum  genannt,  417,  20,  und  zwar  letzteres  nach  der  un- 
richtigen Begel  — - —   •  — - —    berechnet.     Dann  wird,    418,   das  rechl- 

winklige  Trapez  behandelt,  und  zwar  versteht  Boetius  unter  demselben  das 
Parallel-Trapez,  abermals  abweichend  von  Euklid.  Nachdem  nun  noch, 
418  —  419,  die  Diagonale  eines  Bechtecks  (vergl.  Epaphroditus,  A.  209, 
§  12),  welches  bier^  418,  19  „parallelogrammum  orthogonium'^  heisst, 
berechnet  ist;  folgen  die  regelmässigen  Vielecke  vom  5-  zum  10-£ck,  und 
zwar,  abgesehen  von  den  Zahlenwerthen ,  in  derselben  Weise  wie  bei  £pa- 
phrodituö  A.  210,  §  17-213,  §  24.  Mit  Becht  macht  Cantor,  A.  121, 
129  —  130,  157,  174—175  (vergl.  K.  252)  darauf  aufmerksam,  dass  die 
Bömer  mehrfach  die  Anzahl  s  der  Einheiten,  welche  eine  figurirte  Zahl 
f/^ter  Ordnung,  deren  Seite  a  Einheiten  enthält;  also  die  Zahl 

für  die  Anzahl  der  Flächen-Einheiten  ansehen,  welche  den  Inhalt  eines  regel- 
mässigen m-Ecks  von  der  Seitenlänge  a  ausmachen.  Auf  diese  Weise  haben 
schon  an  einer  oben  erwähnten  Stelle  Epaphroditus  und  mit  ihm  Boetaas 
das  gleichseitige  Dreieck  berechnet  (dies  ist  das  2**^  dort  zur  Anwendung 
gebrachte  Verfahren)  und  jetzt  bedienen  sich  beide  derselben  Begel,  um 
der  Beihe  nach  den  Inhalt  der  regelmässigen  Vielecke  vom  5 -Eck  an, 
Epaphroditus  bis  zum  12-Eck,  Boetius  bis  zum  10-Eck,  zu  bestimmen. 
Sollte  nun  aber  letzterer  die  soeben  genannte  Meinung  getfaeilt  haben,  dass 
auf  diese  Weise  die  Fläche  eines  Vielecks  gefunden,  werden  könne?  SoUte 
derselbe  Boetius,  der  die  Arithmetik  des  Nicomachus  bearbeitet  hat,  wirk- 
lich jene  Buchstaben  a,  welche  dieser,  jene  „virgulae**;  welche  er  selbst 
anwendet,  für  Flächen-Einheiten  angesehen  haben?  Und  wenn  dies  der 
Fall,  wenn  er  sich  des  Zusammenhangs  der  Begel  3)  mit  der  Lehre  von 
den  figurirten  Zahlen  bewusst  war,  sollte  er  dies  mit  keiner,  aber  aach 
absolut  keiner,  Andeutung  zu  verstehen  gegeben,  in  der  Arithmetik  nicht 
auf  die  Geometrie,  in  der  Oeometrie  insbesondere  nicht  auf  die  betreffende 
Stelle  der  Arithmetik  hingewiesen  haben?  Wir  bleiben  auch  über  diesea 
Punkt  völlig  im  Dunkeln.  Wenn  nun  Cantor,  A.  129,  von  Epaphroditus 
sagt,  derselbe  habe  eine  andere  Quelle  „ohne  Verständniss'^  benutzt,  so 
liegt  es  nahe,  zu  untersuchen,  wie  Boetius  die  Schrift  des  Epaphroditus 
verwerthei  Beim  5 -Eck  nun  giebt  letzterer  die  in  der  Formel  3)  ent- 
haltene Begel  mit  Worten  richtig  an,  verrechnet  sich  aber,  indem  er  im 
Zähler  addirt,  statt  zu  subtrahiren.  Beides  macht  Boetius  ebenso,  nur 
fügt  er  noch  einen  Fehler  hinzu,  indem  er  vergisst  mit  2  zu  dividiren, 
A.  132.  Beim  6-Eck  giebt  Epaphroditus  die  Begel  auch  mit  Worten 
falsch   an  und  schreibt  vor,   im  Zähler  zu  addiren,  statt  zu   snbtrahirai; 
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eine  Bechnung  ist  dem  entsprechend.  Vollkommen  das  Gleiche  thut  Boetins, 
i.  132.  Es  kommt  nun  das  7 -Eck  an  die  Reihe.  Auf  den  Ursprung 
ener  Regel  auch  nur  mit  einem  Worte  einzugehen,  hält  Boetius  nicht  für 
ötbig,  dass  aber  auf  das  Sechs-Eck  gerade  das  Sieben*Eck  folgt,  das 
sheint  ihm  zu  merkwürdig  und  zu  schwer  zu  begreifen,  als  dass  es  nicht 
Sher  erklärt  werden  müsste.  Aber  wie?  Das  wird  gewiss  Niemand  er- 
ithen.  Seine  Worte  lauten  420,  14:  „Qui^  videlicet  eptagonus,  tertio 
Ic  inscribitur  loco,  septenarius  qu«madmodum  in  inparium  numerornm 
.>rtia8  naturaliter  ordine  apparet".  Also  das  7'Eck  ist  das  dritte  zu  be- 
achtende Vieleck  (nämlich  vom  5-Eck  an;  dass  das  regelmässige  3-  und 
-Eck  auch  hierher  gehört,  berücksichtigt  Boetius  nicht),  wie  7  die  dritte 
i  der  Reihe  der  ungeraden  Zahlen  ist.  Staunend  fragt  hier  der  unbe- 
ingene  Leser:  Aber  ist  denn  nicht  7  die  vierte  der  ungeraden  Zahlen 
,  3,  5,  7?  Sollte  Boetius  etwa  nicht  bis  zu  3  zählen  können,  wie  das 
prichwort  sagt?  Doch  verwerfen  wir  solche  Gedanken  und  seien  wir 
[cht  vorschnell  mit  unserem  ürtheil!  Erinnern  wir  uns  vielmehr  daran, 
ISS  ja  Boetius  am  Ende  des  ersten  Buches  seiner  Geometrie  gesagt  hat: 
iinitas  numerus  non  est",  dass  für  ihn  also  die  1  nicht  mitzählt;  dann 
Uerdings  ist  7  die  dritte  ungerade  Zahl.  Wir  sehen  also,  dass  Boetius 
i  der  Geometrie,  wo  es  doch  nicht  auf  Speculationen  über  die  Natur  der 
ahlen,  sondern  auf  gewöhnliches,  bürgerliches  Rechnen  ankommt,  con- 
oquent  die  1  nicht  mitzählt,  während  er  doch  in  der  Arithmetik,  auf 
ie  er  sich  an  der  oben  genannten  Stelle  berufen ^  ebenso  consequent 
ie  1  in  der  Reihe  der  natürlichen,  wie  der  ungeraden  Zahlen  mitgezählt 
it;  denn   wir  lesen,   um  auch  Letzteres  zu  beweisen,   in  der  Arithmetik, 

18,  12:  „disponentur  in  ordinem  omnes  ab  uno  impares I,  m, 

,  VII ..  .  Est  ergo  princeps  inparis  ordinis  unüas*\  ebenso  136,  10 — 14, 
ad  sonst.  Nach  dem  7-Eck  kommt  das  8-Eck  an  die  Reihe,  an  der 
ierten  Stelle  hinter  dem  5-Eck»  denn,  421,  6:  „Odogonus  vero  in  naturali 
mum  numerorum  ordine  quarius  constituius  in  hoc  disserendus  loco  natu- 
iliter  guartiLS  assumatur'*,  dann  folgt  das  9-  und  das  10-Eck.  Die  Flächen 
Her  sind,  wie  bei  Epaphroditus  nach  obiger  Regel  3)  berechnet,  und  diese 
)richt  er,  was  Letzterer  nicht  thut^  am  Ende  in  Worten  aus;  nach  sechs 
Drangegangenen  Beispielen  allerdings  nicht  schwierig.  Die  bei  Epaphro- 
itus  jeder  dieser  Aufgaben  beigefügte  ümkehrung  aber,  aus  m  und  s  die 
rosse  a  (aus  der  Zahl  der  Seiten  und  der  Fläche  die  Länge  einer  Seite) 
a  berechnen,  suchen  wir  bei  Boetius  vergeblich;  nur  beim  gleichseitigen 
>reieck  hat  er  schon  früher,  406;  4;  A.  210,  §  15,  dieselbe  behandelt.' 
>ach  zwei  Kreisaufgaben  finden  wir  endlich  die  Berechnung  der  Fläche 
Des  Berges,  424 — 425,  an  drei  Beispielen  erläuteii,  das  zweite  auch  in 
en  Zahlenwerthen  mit  Epaphroditus,  A.  209,  §  8,  übereinstimmend,  beim 
ritten  hat,  wo  Epaphroditus,  A.  209,  §  9,   das  Resultat  nur  in  runden 
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Zahlen  angiebt^  A.  119,  Boetius  eine  Zahl  def  Aufgabe  so  umgeändert, 
dasB  derselbe  Werth  auch  das  genaue  Resultat  wird.  Hiermit  ist  die  FlSchen- 
berechnung  beendigt. 

Boetius  ffthrt  fort,  425,  18:  „Quia  igitur  de  omnium  huic  arti  iiise- 
rendarum  speculationum  rationibus  breviter  enodateque  sat  disseniimus,  re- 
liquum  est,  ut  de  unciali  et  digitali  mensura  ....  dicamus,  minbilem 
et  arti  huic  ceterisque  matheseos  disciplinis  necessariam  figuram,  quam 
Archita  praemonstrante  didicimus,  edituri.  Veteres  igitur  geometricae 
nrtis  indagatores  subtilissimi  ^  maximeque  Pjthagorici  .  .  .  ea,  quae  natti- 
raliter  erant  indivisibilia,  positis  notis  nominibusque  datis  dispertiere", 
und  nun  folgt  die  Bruch-  und  Minutien-Tabelle.  Nach  Cantor,  C.  222—224, 
228  war  es  einmal  nicht  nöthig,  diese  Anweisung  zum  Rechnen  mit  Brüchen 
an  die  frühere  Stelle,  welche  die  Rechen-Regeln  enthilU,  anzuschliessen, 
weil  in  den  Beispielen  der  Geometrie  nur  ganze  Zahlen  vorkommen,  es 
war  aber  zweitens  nothwendig ,  dieselbe  am  Ende  der  Geometrie  zu  geben, 
weil  in  dem  nun  folgenden  vierten  Theile  des  Werkes,  der  Astronomie, 
Brüche  ganz  unvermeidlich  sind.  Was  nun  den  ersten  dieser  beiden  Gründe 
betrifft;,  so  ist  es  gewiss  an  dem,  dass  allerdings,  mit  Ausnahme  der  einen 
oder  anderen  Irrational-Zahl ,  bei  den  von  Boetius  gewShlten  Beispielen  nur 
ganze  Zahlen  vorkommen,  dass  also  Kenntniss  der  Bruchrechnung  ftlr  das 
Verständniss  seiner  Geometrie  nicht  erforderlich  ist.  Eine  andere  Frage 
aber  ist  die ,  ob  wirklich  bei  der  Flftchenbereohnung  und  beim  praktischen 
Feldmessen,  welches  doch  hier  gelehrt  werden  soll,  nothwendig  nur  ganze 
Zahlen  vorkommen.  Wenn  aber,  wie  das  wohl  von  Jedem  geschehen  wird, 
diese  Frage  verneint  wird,  dann  ist  zu  bemerken,  dass  Boetius  ebenso  wie 
Heron  und  Nipsus®)  in  unmittelbarer  Nähe  einer  von  Boetius  benutzten 
Stelle,  auch  solche  Beispiele  in  seiner  Geometrie  hätte  wählen  müssen,  in 
welchen  Brüche  vorgekommen  wären.  Was  aber  den  zweiten  der  obigen 
Gründe  betrifft,  so  wäre  es  gewiss  zweckmässiger  gewesen,  die  Bmch- 
regeln,  statt  sie  an' dem  Ende  desjenigen  Theiles  anzubringen,  in  welchem 


6)  Ich  meine  das  Ende  des  Nipsus-Fragmentes  F.  I.  301.  Dieses  ist  offenbar 
verdorben,  A.  107,  aber  leicht  herzustellen,  denn  statt  12  ist  nur  12^,  und  statt 
25  ist  76  zu  setzen.  Ob  ich  Recht  habe,  wenn  ich  meine,  in  den  Worten: 
„XII  semper^*  habe  das  einem  s  ähnliche  Zeichen  für  |  leicht  vor  dem  s  in 
^jSemper'S  und  in  den  Worten  „fit  XXV*  hinter  dem  t  oder  T  leicht  ein  L  aus- 
fallen können,  mögen  Sachverständige  beurtheilen.  Man  hat  dann  die  An^^e, 
F.  I.  301,  6—9,  aus  den  Katbeten  7|  und  10  die  vom  Scheitel  des  rechten  Winkels 
auf  die  Hypotenuse  geßlllte  Senkrechte  und  die  Abschnitte  der  Hypotenuse  zu 
berechnen.  Die  Senkrechte  ist  dann  6,  die  Hypotenuse  12^,  die  beiden  auf  ihr 
liegenden  Abschnitte  8  und  4^.  Das  Dreieck  hat  die  Seiten  7^,  10,  12^,  abojede 
halb  so  gross  als  die  des  kurz  vorher  behandelten  Dreiecks,  bei  welchem  sich  der 
Rechenfehler  findet,  F.  I.  297,  und  jede  Seite  wird  erhalten,  indem  man  die 
Seiten  3,  4,  6  des  bekannten  rechtwinkligen  Dreiecks  mit  2^  multiplicirt 
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ie  nicht  gebraucht  werden,  an  den  Anfang  desjenigen  zu  setzen,  in  wel- 
hem  sie  zur  Anwendung  kommen  sollten.  Zudem  finden  sich  sowohl  in 
er  Arithmetik  als  in  der  Musik  Brüche  in  Menge,  und  in  letzterer, 
74— -276,  auch  Zeichen  für  Brüche,  deren  Kenntniss  Boetius  also  doch 
ei  den  Lesern  seiner  „Musik*^  voraussetzt ^  während  er  am  Ende  seiner 
Geometrie*^  426,  14  die  Bruchzeichen  dunkel  und  unbekannt  nennt,  so 
lass  er ,  wie  er  sagt ,  sich  zur  Einführung  neuer  Zeichen  veranlasst  findet. 
-  Die  Geometrie  schliesst,  wie  sie  mit  dem  feldmesserischen  Begriffe  von 
mensnra*^  begonnen ,  mit  der  Verweisung  auf  die  Agrimensorea  Frontin 
ind  ürbicus  Aggenus. 

Bevor  ich  die  Geometrie  des  Boetius  verlasse,  muss  ich  noch  auf  die 
Persönlichkeit  des  in  derselben  öfter  erwähnten  Architas  eingehen.  In 
er, Arithmetik  und  Musik  nämlich  erwähnt  Boetius  mehrmals,  139,  14,  17; 
85,  12  —  286,  6,  17;  368,  9;  369,  15,  25  den  Pythagoreer  Archjtas 
on  Tarent.  Wir  wissen  von  demselben  nur,  dass  er  365  v.  Chr.  starb, 
lass  er  sich  in  der  Mechanik  auszeichnete,  und  mit  der  Verdoppelung  des 
\rürfels  beschäftigte,  C.  179.  Seine  Schriften  freilich  sind  verloren,  jedoch 
xistirten  im  ersten  Jahrhundert  n.  Chr.  noch  Stücke,  die  ihm,  ob  mit 
^cht,  ist  freilich  zweifelhaft,  zugeschrieben  wurden,  C.  179  — 180.  Nun 
ird  auch  in  der  Geometrie  ein  Architas  erwähnt,  und  zwar  heisst  es  bei 
relegenheit  der  Begel  2q  ^=  a  -^  h  —  c,  412,  20  —  23:  „ünum  etiam, 
uod  Architae  judicio  in  hoc  eodem  orthogonio  approbatum  est,  et  Euclidis 
üigentissima  persecutatione  prius  est  rationabiliter  adinventum,  operae 
recium  duximus  non  esse  praetermittendum.  Est  etiam  saepe,  ut  dispu- 
ator  in  geometria,  drculus  si  huic  orthogonio  inscribatur,  quot  pedes  dia- 
letrus  coUigat,  requirat*^  Aus  dem  prius  nun  folgert  Cantor,  C.  192, 
ass  hier  ein  Architas  gemeint  sei ,  der  nach  Euklid  gelebt  habe ,  dass  also, 
\  191,  zwei  Schriftsteller  gleiches  Namens  existirt  hätten,  und  folgert, 
).  192,  aus  den  Worten,  wo  zum  ersten  Male  Architas  in  der  Geometrie 
orkommt,  393,  6:  „Sed  jam  tempus  est  ad  geometficalis  mensae  tradi- 
lonem  ab  Archita,  non  sordido  hujus  disciplinae  audore,  Latio  accommo- 
atam  venire",  es  werde  hier  dieser  lateinisch  schreibende  Architas  dem 
ieser  als  ein  von  dem  in  der  Arithmetik  und  Musik  genannten  verschiedener 
orgeführt.  Auf  die  Frage  nun,  was  denn  dies  für  ein  Architas  sei, 
[laubt  er  es  als  wahrscheinlich  ansehen  zu  dürfen,  derselbe  sei  identisch 
lit  dem  von  Chasles,  517 — 520  erwähnten  ungenannten  Verfasser  einer 
:eometrischen  Schrift,  welche  mit  mehreren  anderen  in  einem  Manuscript 
a  der  Bibliothek  von  Chartres  sich  findet,  C.  171  —  172,  192  —  193,  A. 
32 — 135.  Da  sich  nämlich,  sagt  Chasles,  Boetius  in  seiner  Geometrie 
^uf  Fronün  berufe,  diese  anonyme  Schrift  aus  stilistischen  Gründen  in  die 
ieit  vor  Boetius  zu  fallen  scheine,  und  dem  Inhalte  nach  mit  dem  Buche  11 
ier  Geometrie  des  Boetius  so  sehr  übereinstimme,   dass  mit  Bestimmtheit 
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geschlossen  werden  könne,  das  eine  dieser  Werke  sei  eine  Copie  des  an- 
deren, so  glaube  er,  Chasles,  in  dieser  Schrift  eine  von  Froniin  her- 
rührende zu  finden;  Cantor  jedoch  will  in  dem  Verfasser  derselben  den 
problematischen  Architas  erblicken.  Gehen  wir  auf  diese 'Ansicht  genauer 
ein.  Gewiss,  wenigstens  sehr  wahrscheinlich  ist  es,  dass  versehiedene 
Sammlungen  feldmesserischer  Aufgaben  existirien,  die  eine,  von  dem 
einen  Verfasser,  behandelte  die  einen  Aufgaben  und  liess  andere  hinweg, 
ein  anderer  Verfasser  wieder  behandelte  gerade  diese  und  vemachlSssigte 
die  ersteren  u.  s.  w. .  Wir  können  auch  nicht  behaupten,  dass  wir  alle 
solche  Sammlungen  kennten,  und  endlich  liegt  kein  Grund  vor,  dass  nicht 
ein  solcher  Compilator  Architas  geheissen  haben  könnte.  Als  Inhalt  j^es 
Manuscripts  von  Chartres  giebt  Chasles,  Ö18,  als  hieher  gehörige  nach- 
stehende „verschiedene  auf  einander  folgende  Stücke^^  an:  I.  „Das,  was 
wir  dem  Frontius  zuschreiben  möchten^*;  II.  die  Arithmetik  des  Martianns 
Capella;  in.  de  re  rustica  von  Columella;  IV.  Fragmente  von  römischen 
Feldmessern;  V.  eine  Stelle  aus  Isidor  von  Sevilla;  VI.  die  Geometrie  des 
Boetius;  VII.  „Endlich  eine  andere  Schrift  über  den  Gebrauch  der  nenn 
Ziffern,  welche  frappante  Analogien  theils  mit  Boetius  und  Gerbert,  theils 
mit  unserem  Zahlensystem  hat.^^  Betrachten  wir  nun  den  Inhalt  der  nnter 
L  genannten  dieser  Schriften,  und  vergleichen  wir  ihn  mit  Boetius  und 
Anderen,  wobei  zu  bedenken,  dass  wir  von  Nipsus  nur  ein  Fragment  be- 
sitzen ,  und  dass  Chasles  den  Epaphroditus  noch  nicht  kannte.  Die  Schrift 
I.  also  enthält,  Ch.  522^  a)  die  Berechnung  der  Höhe  eines  Dreiecks  aus 
den  3  Seiten.  Sie  findet  sich  bei  Boetius  und  Epaphroditus  mehrÜM^  an- 
gewandt, und  auch  bei  Nipsus  F.  I.  299  erklärt;  V)  die  Fläche  des  Dreiecks 
aus  den  drei  Seiten.  Dies  hat  weder  Boetius  noch  Epaphroditus,  wohl 
aber  Nipsus  F.  I.  300 — 301 ;  c)  die  beiden  Formeln  1)  und  2)  zur  Be- 
stimmung rationaler  rechtwinkliger  Dreiecke.  Sie  fehlen  bei  Epaphroditus, 
finden  sich  bei  Boetius  und  Nipsus;  d)  die  Regel  2^  ss  a  4~  ^  —  ^'  ^^^ 
fehlt  bei  Nipsus,  kommt  vor  bei  Epaphroditus  und  Boetius;  e)  die  Be- 
rechnung  des  Quadrats,  des  Parallelogramms,  des  Rhombus  und  des  Parallel- 
Trapezes.  Sie  fehlen  bei  Nipsus,  und  sind,  falls  unter  ,,Parallelogranim^^ 
das  Rechteck  verstanden  wird,  vorhanden  bei  Epaphroditus  und  Boetias; 
f)  die  (auf  eme  falsche  Regel  gegründete)  Berechnung  der  regelmSssigea 
Polygone;  fehlt  bei  Nipsus,  findet  sich  bei  Epaphroditus  und  Boetius;  g)  das 

44        22 

Verhältniss  tt  =  "y  ^^^  Peripherie  zum  Durchmesser;  dies  fehlt  bei  Nipsus, 

ist  aber  vorhanden  bei  Epaphroditus,  A.  213—214,  §  26,  §  27,  und 
bei  Boetius,  423;  Ji)  die  OberflKche  der  Kugel;  dies  hat  weder  Boetius, 
noch  Nipsus,  noch  Epaphroditus.  Man  sieht,  alle  stimmen  mehrfadi 
überein,  aber  doch  nicht  ganz.  Wenn  sich  nun  Boetius  bei  der  B^el  d] 
auf  Architas  beruft,  ist  dies  ein  Wahrscheinlichkeitsgrund,  dass  er  diese 
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anonyme  Scbrifb  vor  sich  gehabt  habe?  und  wenn  er  sich  femer  bei  der 
Regel  2)  auf  denselben  bezieht,  muss  es  da  nicht  auffallen,  dass  er  nicht 
ein  Gleiches  thut  bei  der  Regel  1),  denn  diese  findet  sich  ja  nach  c)  eben- 
falls bei  dem  Anonymus?  Dagegen  suchen  wir  die  Berechnung  des  stumpf- 
vrinkligen  Dreiecks,  bei  welcher  sich  Boetius  gleichfalls  auf  Architas  be* 
deht,  unter  den  oben  genannten  Aufgaben  vergebens;  und  wenn  endlich 
Cantor,  A.  135,  sagt,  auch  der  Abacus,  bei  dessen  Erklärung  Boetius 
mehrfach  des  Architas  gedenkt,  finde  sich  in  dem  Fragment  von  Chartres, 
$0  ist  dies  zwar  richtig,  allein  sie  findet  sich  nicht  in  der  anonymen  Schrift 
[j  deren  Inhalt  nach  Chasles  oben  angegeben  ist,  sondern  in  der  gleich- 
falls anonymen  Schrift  VII.  Wenn  also  Cantor  diese  letztere  mit  zum 
Beweise  heranzieht,  und  von  einem  Anonymus  redet,  während  doch  zwei 
vorhanden  sind,  so  liegt  die  Annahme  zu  Grunde,  dass  I.  und  VII.  von 
iemselben  Verfasser  herrührten.  Aus  den  Worten  Chasles  aber,  der  allein 
iieses  Fragment  kennt,  A.  132:  „verschiedene  auf  emander  folgende  Stücke" ^ 
1-h.  518,  geht  dies  durchaus  nicht  hervor.  Etwas  Bestimmtes  also  lässt 
nch  gar  nicht  behaupten.  Betrachten  wir  nun  aber  die  Stelle  der  Geo- 
netrie  des  Boetius,  welche  überhaupt  zu  der  ganzen  Hypothese  Veran- 
assung  gegeben  hat,  genauer,  so  lautet  sie:  Architas  habe  die  Regel 
lq  =  a-Y-  h  —  c  gefunden ,  früher  aber  noch  Euklid.  Die  nächste  Frage 
iiin  wäre  meines  Erachtens:  Verhält  sich  dies  auch  so?  Des  Archytas 
Schriften  nun  sind,  wie  bereits  bemerkt  ward,  verloren,  wir  wissen  daher 
licht,  ob  er  in  der  That  diesen  Satz  gefunden  hat;  es  liegt  kein  Zeugniss 
ror,  dass  dem  so  sei.  Aber  Euklid?  Dessen  Werke  sind  doch  ziemlich 
rollständig  auf  ans  gekommen.  Nun^  bei  Euklid  —  würde  man  diesen 
^atz  (woher  stammt  derselbe?)  ebenfalls  vergeblich  suchen.  Die  ganze 
?rage  entbehrt  daher  eines  festen,  greifbaren  Grundes,  und 
las  Nächstliegende  wäre  wohl,  sie  als  eine  der  vielen  und  starken  Un- 
ichtigkeiten,  an  denen ^  wie  der  Leser  gewiss  zugeben  wird,  diese  Geo- 
neirie  des  Boetius  so  überreich  ist,  anzusehen,  und  nicht  weiter  zu 
)eachten.  Geben  wir  uns  aber  gleichwohl  die  Mühe,  auf  dieselbe  einzu- 
gehen. Fragen  wir  also  erstens:  Ist  es  denn  so  gewiss,  dass  der  Architas 
1er  Geometrie  ein  andrer  sein  soll,  als  der  der  Arithmetik  und  Musik? 
L-antor  folgert  dieses  aus  den  oben  angeführten  Worten:  „non  sordido 
hujus  discijplinae  audore",  393,  7;  aber  mit  demselben  Rechte  würde  man 
iann  aus  414^  17~-18:  „ab  Euclide,  nvn  segni  geometre^  schliessen  dürfen, 
iass  hier  ein  andrer  Euclid  gemeint  sei,  als  der  im  Früheren  angeführte. 
ferner  sagt  Boetius,  was  er  doch,  wenn  er  es  so  hätte  verstanden  wissen 
vollen,  nicht  tmterlassen  konnte,  auch  nirgends  bestimmt,  der  in  der  Geo- 
metrie vorkommende  Architas  sei  nicht  der  früher  citirte.  Dies  findet 
sich  nirgends  ausgesprochen.  Im  Gegentheile,  Manches  spricht  dafür, 
Iass  in  der  That   der   Architas  der  Geometrie   auch   der  Pythagoreer  ist. 
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Denn  an  der  ersten  Stelle,  an  welcher  er  auftritt,  erscheint  er  als  ein  Schrift- 
steller über  die  „mensa  geometricalis".  Mit  diesem  Gegenstande  aber  be- 
schäftigten sich  nach  Boetius  gerade  die,  Pjthagoreer,  396,  7 — 11:  |,Pytha- 
gorici  vero  .  . .  descripserunt  sibi  quandam  formulani;  quam  ob  honorem  sui 
praeceptoris  mensam  Pythagoream  nominabant".  Ebenso  wird,  wie  wir 
sahen,  am  Ende  der  Geometrie,  425,  23  Architas  wieder  als  Lehrer  der 
Bruch-  und  Minutien- Tabelle  hingestellt,  diese  aber  wieder  den  Pjthagoreeni 
zugeschrieben.  Dass  femer  Architas  die  Regel  2)  gefunden  haben  sollte, 
ist  zwar  nicht  richtig,  aber  dieselbe  muss  wenigstens  imgefähr  zu  seinen 
Lebzeiten  aufgestellt  worden  sein,  denn  Proklus  erwähnt  11,  19  den  l^ira^ 
6  TaQevxLvog  als  Zeitgenossen  des  Plato.  Aus  der  Stelle  vom  stumpfwink- 
ligen Dreieck  und  dem  Satze  2q  ts=s  a  -{-  b  —  eist  etwas  Bestimmtes  nicht 
zu  entnehmen.  Das  einzige  Bedenkliche  wäre  einmal,  dass  Archjtas  in  das 
Lateinische  übersetzt  haben  sollte,  und  dass  femer  von  einem  solchen  Abacus 
bei  den  Pjthagoreem  Zuverlässiges  nicht  vorliegt.  Sollte  aber  nicht  wieder 
ein  Irrthum  des  Verfassers  der  Geometrie  im  Spiele  sein?  Sollte  es  nicht, 
anstatt  einem  ganz  unbekannten  zweiten  Architas  nachzujagen,  natürhcher 
sein,  an  jener  Stelle,  wo  gesagt  wird,  Euklid  habe  den  Satz  2q  «^  a'\'h  —  c 
früher  als  Architas  gefunden,  eine  Verwechselung  des  Euklid  von  Megara 
und  des  Euklid,  welcher  die  Elemente  verfasste,  anzunehmen? 
Diese  beiden  Männer,  Namens  Euklid,  haben  wirklich  gelebt.  Euklid  von 
Megara  war  ein  Schüler  des  Sokrates  und  bei  dessen  Tode,  400  oder  399 
V.  Chr.  zugegen,  zu  ihm  flüchteten  die  Schüler  des  Sokrates  nach  dem  Tode 
ihres  Meisters;  unter  ihnen  befand  sich  auch  Plato,  der  später  in  Tarent 
den  Pythagoreer  Archytas  als  einen  bereits  älteren  Mann  kennen  lernte. 
Es  können  daher  Euklid  von  Megara  und  dieser  Archjtas  im  Alter  nicht 
weit  von  einander  entfernt  gewesen  sein;  beide  waren  Zeitgenossen,  wenn 
auch  vielleicht  letzterer  einige  Jahre  älter  war.  Könnte  aber  nicht  trotz- 
dem von  Euklid  von  Megara  angenommen  werden,  er  habe  einen  Satz 
früher  gefanden  als  Archytas  (denn  dies,  nicht  dass  Euklid  früher  gelebt 
habe,  liegt  ja  in  den  Worten  des  Boetius)?  Und  ist  die  Verwediselang  der 
beiden  Euklide  etwas  so  Ungewöhnliches?  Betrachten  wir  die  mehrfach  ge- 
nannte Doppel- Ausgabe  des  Euklid  von  Campano  und  Zamberti,  so  finden 
wir  den  Titel:  „Euclidis  Megarensis  mathematici  clarissimi  elementa",  die 
Ueberschrift  über  den  Elementen  lautet:  „Euclidis  Megarensis  philosophi 
etc.*S  und  ebenso  die  Ueberschriften  über  den  anderen  in  dieser  Ausgabe 
enthaltenen  Werken  Euklid's.  Man  sieht,  hier  wird  Euklid  Ton  Megara 
mit  dem  Verfasser  der  Elemente  verwechselt.  Ein  Gleiches  geschieht  in 
der  ersten  Ausgabe  von  Campano's  Uebersetzung  1482,  K.  290,  ebenso  in 
der  zweiten  1509,  E.  299,  desgleichen  in  der  Pariser  Doppel-Ausgabe  von 
Campano  und  Zamberti  1516,  E.  306,  ebenso  in  der  Ausgabe  Scheibel's 
1550,  K.  359,  und  in  derjenigen  Candalla's  1602,  E.  313;  in  der  dritten 
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Auflage  Ton  Peletarius*  Ausgabe  des  Euklid  1810  wird  unentschieden  ge- 
lassen, Megarensisne  an  Gelous  fuerit  £uclide8,  E.  331;  ja,  noch  zu  Ende 
des  17*^°  Jahrhunderts  iSsst  Dechales,  der  noch  dazu  den  Proklus  anfahrt 
aber  wohl  nicht  aufmerksam  gelesen  hat,  es  ungewiss,  ob  der  aTot%HOi)- 
trig  der  Megarenser  Euklid,  oder  derjenige  Euklid  gewesen  sei,  der  um 
300  V.  Chr.  in  Alezandria  le^te,  E.  367.  Wollen  wir  daher  nicht  in  den 
Worten  des  Boetins,  Euklid  habe  jenen  Satz  früher  gefunden  als  Architas, 
eine  vage  und  unbestimmte,  keiner  Beachtung  werthe,  Behauptting  sehen, 
sondern  überhaupt  auf  dieselbe  eingehen,  so  liegt  es  meines  Erachtens  un- 
endlich viel  näher,  statt  nach  einem  ron  dem  bekannten  Archjtas  ver- 
schiedenen zu  suchen,  während  ein  solcher  nirgends  erwähnt  wird,  anzunehmen, 
es  liege  hier  ausser  sonstigen  Irrthümem  (in  Bezug  auf  die  Uebersetzung 
in  das  Lateinische  vielleicht  eine  Verwechselung  mit  Appulejus?)  eine  Ver- 
wechselung des  Megarenser  Philosophen  und  des  Verfassers  der  Elemente 
vor.  Denn  Beide  haben  wirklich,  letzterer  etwa  100  Jahre  später  als  jener, 
gelebt,  xmd  Beide  sind  thatsächlich  das  ganze  16^^  Jahrhundert  hindurch, 
und  wohl  noch  länger  verwechselt  worden.  Wenn  wir  dies  nun  auch  in 
einer  späteren  Zeit  erklärlich  finden,  wenn  es  uns  auch  nicht  sehr  befremdet, 
dass  der  nicht  allzu  genaue  Valerius  Maximus,  VIII,  12,  Ext.  1,  vor  Boetius 
ein  Gleiches  that;  von  Boetius  müsste  es  unglaublich  erscheinen,  wenn  er, 
falls  er  den  Euklid  zu  übersetzen  gedachte,  den  Commentar  des  berühmten 
Proklus,  noch  dazu  eines  Gesinnungs* Verwandten  in  Philosophie,  nicht  ge- 
kannt, und  nicht  bemerkt  haben  sollte,  dass  dieser  11,  19 — 20  den  atoixsiGiTijg 
Euklid  bestimmt  als  Zeitgenossen  des  Ptolemäus  I  bezeichnet  hat.  [Bevor 
ich  diese  Archytas- Stelle  412,  20  verlasse,  will  ich  noch  darauf  aufmerksam 
machen,  dass  wir  in  ihr  das  Wort  odinvenire  finden;  dasselbe  erscheint  in 
der  Geometrie  des  Boetius  noch  4  Mal,  und  nur  1  Mal  invenire;  in  der 
Arithmetik  und  Musik  aber  kommt  odinvenire  nirgends  vor,  wohl  aber 
13  IMal  inuemre,  sowie  3  Mal  invenfio,  und  1  Mal  inventor;  ähnlich  ad- 
investigare  und  investigare]- 

Soviel  über  den  Inhalt  der  Geometrie  des  Boetius.  Zwar  hat  schon 
Cantor  auf  manche  in  derselben  vorkommende  Unrichtigkeiten  aufmerksam 
gemacht  und  dieselbe  als  hinter  der  Arithmetik  zurückstehend  bezeichnet, 
C.  187,  ja,  als  allgemein  bekannt  darf  wohl  angenommen  werden,  dass  sie 
verschiedenes  Irrige  enthalte,  gleichwohl  aber  schien  mir  eine  Angabe  des 
Inhaltes,  und  der  Nachweis,  welcher  Natur  die  von  Boetius  begangenen 
Fehler  sind,  und  in  welcher  Anzahl  sie  vorkommen,  geboten,  denn  eine  ge- 
naue Eenntniss  des  Thatbestandes  halte  ich  für  die  Aufstellung  eines  Ur- 
theils  über  diese  Schrift  für  unerlässlich.  Bevor  ich  jedoch  das  meinige 
abgebe,  wende  ich  mich  erst  noch  zu  der  ferneren  Frage: 

In  welcher  Form  haben  wir  auf  Grund  der  als  acht  aner- 
kannten   Schriften    des  Boetius    die    Geometrie    desselben    zu 

Snppl.  s.  hist.-lit.  Abth.  d.  ZUchr.  f.  Math.  u.  Fhys.  16 
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erwarten?   Von  der  Arithmetik  und  Musik  nun,  welche  allein  hier  inBe- 
ti*aoht  kommen,   ist,   wie  bereits  erwähnt  ward,   letztere  gewiss  in  über- 
wiegendem Masse  eine  selbständige  Arbeit,  erstere  aber,  welche  sich,  wie 
Boetius  selbst  ausspricht,  an  Nicomachus  anlehnt,  behandelt  den  Gegenstand 
so  frei,  dass  sie  auf  den  Leser  den  Eindruck  einer  eigenen  und  origioalen 
Abhandlung  macht.     Beide  sind  nach  einem .  wohldurchdachten  Phme  aus- 
geführt,  die  einzelnen  Abschnitte  stehen  in   folgerichtiger  Verbindung  mit 
einander,   die  Darstellung   (ich  rede  nicht  von  der  Latinität,  über  welche 
ich  mir  kein  Urtheil  erlauben  will)  ist,   der  Sitte  jener  Zeit  gemäss,  wohl 
etwas  schwülstig,  aber  deutlich,  und  eine  solche,   wie  man  sie  Yon  einem 
hochgestellten,    gebildeten  und  formgewandt>en  Manne,  welcher  neben  dem 
Quadrivium  auch  das  Trivium,  Grammatik,  Dialektik  und  Rhetorik,  pflegte, 
erwarten  kann.    Der  Arithmetik  sowohl  als  der  Musik  geht  eine  Einleitung, 
Prooemium,  voraus,  und  zwar  eine  sehr  umfangreiche  und  ausfdhrliche  (die 
ebenfalls  mit  „Prooemium"  überschriebenen  ersten  Sätze  von  Mus.  11,  V 
sind  keine  Einleitung  im  eigentlichen  Sinne;   eine  solche  würde  hier  aach 
unnöthig  sein),  in  welcher  Boetius,  von  allgemeinen  Gesichtspunkten  aus- 
gehend, den  Leser  auf  das  zu  behandelnde  Thema  hinführt.    Dagegen  wird 
der  Pflege-  und  Schwiegervater  des  Boetius,  Symmachus  (dass  nicht  an  den 
Sohn  des  Boetius  zu  denken  ist,  C.  189,  beweisen  die  Worte  5,  21:  ,,Ta 
tantum  paterna  gratia  nostrum  provehas  munus'^),  dem  in  einem  dem  Pro- 
oemium zur  Arithmetik  vorangehenden  Abschnitte  das  ganze  Werk  gewidmet 
ist,  weder  in  dieser  noch  in  der  Musik  wieder  erwähnt.    In  gleicher  Weise 
nun,  glaube  ich,  müssen  wir  auch  die  Geometrie  behandelt  erwarten.    Aber: 
In  welcher  Form  finden  wir  diejenige  Schrift,  welche  als 
die  Geometrie   des   Boetius  gilt?     Zunächst  ist  dieselbe  eine  völlig 
unfreie  Arbeit,  sie  besteht  aus  einer  wörtlichen  üebersetzung  Euklid's,  und 
einer  Compilation  von  Schriften  der  Feldmesser  Baibus,  Nipsus,  Epaphro- 
ditus,   und  vielleicht  noch  anderen.  Eigenes  finden  wir  so  gut  wie  nicfatfi. 
Dazu  ist  die  Darstellung  nichts  weniger  als  deutlich ;  von  Anfang  an  bleibt 
der  Leser  über  den  eigentlichen  Zweck,  welchen  der  Verfasser  verfolgt,  im 
Ungewissen,   und  hat  nur  die  Wahl,   ob  er  das  Ganze  für  ein  planlos  zu- 
sammengewürfeltes Mixtum  Compositum  Simplex  halten,  oder  ob  er  einigen 
wenigen  Worten:  „pemecessanis  introductionibus^^  393,  2,  entnehmen  will, 
dass,  C.  189,  die  „geometrica  ars'S  d.  h.  nicht  wissenschaftücbe  Geometrie, 
sondern  die  praktische  Flächen-Berechnung  den  Hauptgegenstand  ausmachen 
soll.     Aber  auch  dann  noch  ist  der  Gedankengang  verworren  genug.    Die 
Kenntniss  des  Euklid  wird   für   sehr  nothwendig  erklärt,   gleichwohl  aber 
weicht  Boetius  im  Folgenden  oft  genug  von  ihm  ab,  nirgends  beruft  er  sich 
auf  einen  Satz  des  übersetzten  Stückes,  er  nennt  den  Euklid  bei  ganz  ge- 
wöhnlichen Dingen,  bei  der  Definition  des  gleichschenkligen,  ungleichseitigen, 
stumpf-  und  spitzwinkligen  Dreiecks,  des  Quadrates,  Rechtecks  imd  Rhombus, 
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406,  14,-  407,  2;  413,  12;  414,  17;  416,  4,  8;  417,  12;  die  Nothwendig- 
keit  aber,  dass  zu  diesem  Zwecke  4  Axiome,  5  Postulate,  48  Definitionen, 
70  Lehrstttze  imd  Aufgaben  hätten  übersetzt  werden  müssen,  wird  gewiss 
keinem  Leser  einleuchten ;  und  dabei  yerraisst  derselbe  immer  noch  die  Lehr 
Sätze  aus  Euklid's  Buch  YI,  aus  denen,  wie  Kästner,  E.  288,  ganz  richtig 
bemerkt,  sich  die  Regeln  für  die  Flächenberechnung  erst  herleiten  lassen, 
und  die  sich  selbst  wieder  auf  die  Theorie  der  Verhältnisse  in  Buch  Y 
gründen.  Auf  dieses  Stück  des  Euklid  nun  folgen  Feldmesser-Erklärungen 
und  Definitionen,  welche  z.  Th.  schon  gegeben  sind,  dann  die  Anweisung 
zum  Eechnen  mit  ganzen  Zahlen,  hierauf  wieder  Feldmesser-Erklärungen, 
sodann  die  Berechnung  der  Flächen,  und  endlich  das  Rechnen  mit  Brüchen ; 
Alles  ohne  alle  Yerbindung,  oder  durch  ein  unmotivirtes  und  nachlässiges 
„autem^*  oder  „igitur*'  nothdürftig  zusammengeschweisst,  von  einem  in  natur- 
gem&sser  Entwickelung  fortschreitenden  Gedankengange  ist  keine  Rede. 
Insbesondere  unterlässt  es  Boetius  unbegreiflicher  Weise,  den  Leser  durch 
ein  ,;Prooemium^*  zu  orientiren,  obschon  ein  solches  in  der  Geometrie  ge- 
rade, da  mit  dieser,  nachdem  in  den  beiden  ersten  Theilen  die  Mengen 
behandelt  sind,  der  zweite  Haupt- Abschnitt,  die  Betrachtung  der  Grössen 
beginnt,  besonders  am  Platze  gewesen  wäre.  Die  Schrift  beginnt  vielmehr, 
bezeichnend  genug,  mit  den  sonderbaren  Worten  373,  21 — 24:  ;,Quia  vero, 
mi  Patrici,  geometrum  ezercitissime  Euclidis  de  artis  geometricae  figuris 
obscure  prolata  te  adhortante  exponenda  et  lucidiore  aditu  expolienda  suscepi, 
inprimis  quid  sit  mensura  diffiniendum  opinor".  Nicht  genug  also,  dass 
wir  hier  unerwartet  der  nochmaligen  Anrede  an  Sjmmachus  begegnen, 
Boetius ;  der  feingebildete  Römer,  fühlt  auch  nicht,  wie  widersinnig  die 
Anrede  „mi  Patrici'^  „mein  Patricier'^  ist,  denn  „Patricius*'  ist  kein  Name, 
C.  189,  sondern  der  hohe  Patricier- Titel,  welcher  in  der  Regel  ;,mcht  Yor 
dem  Consnlat  oder  yor  vollendeter  Amtsverw^ltung  einer  der  höchsten  Hof- 
chargen ertheilt  ward**,  ü.  19;  er  empfindet  nicht,  wie  unpassend  und  takt- 
los es  ist,  denselben  Symmachus^  dem  er  sein  Werk  widmet  mit  den  ehr- 
erbietigen Anfangs- Worten :  „Domino  suo  Patricio  Symmacho  Boetius,,  hier 
in  der  Geometrie  vertraulich  mit  „mi  Patrici**  anzureden. 

Blicken  wir  nun  auf  das  Bisherige  zurück^  so  stossen  wir  auf  eine  An- 
zahl von  Fragen.  Denn,  wenn  wir  zunächst  den  Inhalt  der  Geometrie  im 
Ganzen  betrachten,  und  uns  erinnern,  dass  dieselbe  den  dritten  Theil  eines 
Werkes  bilden  soll,  welches  auf  Pythagoreisch-Platonischen  Anschauungen 
beruht,  müssen  wir  da  nicht  Manches  vermissen,  was  wir  zu  erwarten  be- 
rechtigt waren:  die  Lehre  von  der  Aehnlichkeit,  die  Construction  der  4^<^" 
und  der  mittleren  Proportionalen,  die  Erwähnung  des  Incommensurabelen 
und  Irrationalen;  muss  es  nicht*  auffallen,  dass  die  regelmässigen  Yielecke 
so  unklar  behandelt  sind,  dass  derselbe  Boetius,  der  in  der  Arithmetik  und 
Musik  den  Pythagoras   und  Plato  beständig   im  Munde   führt,  in  der  Geo- 
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metrie  bei  Gelegenheit  der  von  denselben  aufgestellten  allbekannten  und  ' 
von  ihm  so  fattnfig  angewandten  Sätze  ihre  Namen  auch  nicht  ein  einziges 
Mal  nennt,  vielmehr  die  eine  Regel  dem  Architas  zuschreibt?  Muss  es  nicht 
befremden,  dass  wir  andrerseits  so  Manches  finden,  was  wir  nicht  vennnthen, 
dass  wir  den  Euklid  so  ausführlich  berücksichtigt  sehen,  und  noch  daza  in 
einer  zu  den  beiden  ersten  Theilen  wenig  passenden  wörtlichen  Uebersetzung, 
dass  den  Hauptgegenstand  die  „ars  geometrica",  das  praktische  Feldmessen, 
bildet,  welches  doch  gerade  der  abstraot-idealen  Richtung  der  Pythagoreisch- 
Platonischen  Schule  völlig  fem  lag?  Gehen  wir  aber  auf  das  Einzelne  ein, 
und  vergegenwärtigen  wir  uns,  um  billig  zu  sein,  dass  der  eine  oder  andere 
Fehler  wohl  in  jedem  Buche  sich  findet,  nehmen  wir  auch  als  im  Vorans 
wahrscheinlich  an,  dass  die  Geometrie  an  wissenschaftlichem  Interesse  der 
Arithmetik  untergeordnet  sein  werde,  C.  187^  sehen  wir  femer  die  Lobes- 
erhebungen des  Cassiodor  über  des  Boetius  mathematische  Kenntnisse  und 
Leistungen  als  schönrednerisch  übertrieben  an;  müssen  wir  nicht  zugeben, 
dass  diese  seinen  Namen  tragende  Geometrie  auch  dann  noch  hinter  den 
bescheidensten  Ansprüchen  weit  zurückbleibt?  Können  wir  glauben,  dass 
derselbe  Boetius,  der  in  seiner  Arithmetik  Alles  deutlich  darzustellen  weiss, 
in  der  Geometrie  den  Leser  stets  gerade  da  im  Stiche  lassen  sollte,  wo 
derselbe  einer  Beihilfe  bedarf;  dass  er  ihn  verwirren  sollte  durch  Erklärungen 
an  Stellen^  wo  gar  nichts  zu  erklären  ist?  Ist  es  denkbar,  dass  sich  der- 
selbe Boetius,  der  sich  in  der  Arithmetik  in  die  heikelsten  und  spitzfindig- 
sten Pythagor(;'ischen  Zahlen-Speculationen  vertieft  hat,  in  der  Geometrie 
als  sinn-  und  gedankenlosen  Compilator  erweisen,  dass  er  mehrmals  den 
Epaphroditus  mit  sammt  den  Fehlern  abschreiben,  den  Nipsus  copiren  sollte, 
ohne  ihn  zu  verstehen?  Dürfen  wir  dem  Boetius  eine  solche  Nachlässigkeit 
oder  Unwissenheit  zutrauen,  dass  er  dasselbe  Dreieck  einmal  als  Beispiel 
eines  nicht-rechtwinkligen,  und  bald  darauf  als  eines  rechtwinkligen  benutzen, 
dass  er  die  Fläche  eines  und  desselben  rechtwinkligen  Dreiecks  zu  64  be- 
rechnen und  wenige  Seiten  weiter  unten  als  60  annehmen  und  sich  selbst 
dabei  auf  das  Frühere  berufen,  dass  er  sogar  als  Fläche  eines  stumpf- 
winkligen Dreiecks  zwei  verschiedene  Werthe  zugleich  angeben  und  sich 
dabei  beruhigen  sollte?  Dürfen  wir  dem  dialektisch  wohl  geschulten  Boetius, 
dem  Verfasser  nicht  nur  der  „Tröstungen  der  Philosophie,  sondern  auch 
verschiedener  logischer  Schriften,  C.  182;  ü.  41,  zutrauen,  er  habe  die 
Definition  von  „Trapez"  und  „Rhombus"  aus  dem  Euklid  übersetzt,  und 
beide  dann  in  anderer  Bedeutung  gebraucht,  er  habe  nicht  bemerkt,  wie 
misslich  es  sei,  das  Axiom  von  der  Gleichheit  der  rechten  Winkel  und  von 
den  Parallelen  ohne  nähere  Erklärung  unter  die  Postnlate  zu  setzen,  er  habe 
die  Eintheiltmg  und  Erklärung  der  Winkel  zwei  Mal  'gegeben,  einmal  naefa 
Euklid  und  sodann  nach  Baibus,  ohne  zu  bemerken,  dass  beide  identisch 
sind,  er  habe  Euklid's  Eintheilung  der  Dreiecke  so  thöricht  missveratanden, 
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er  habe  das  rechtwinklige  Dreieck^  welches  er  allen  übrigen  zu  Grunde  legt, 
diesen  erst  nachfolgen  lassen,  nachdem  er  es  bereits  drei  Mal  stillschweigend 
angewandt  hat,  er  habe  das  Quadrat,  den  Ausgangspunkt  aller  Flächen- 
Berechnung  in  die  Mitte  gesetzt?  Sollen  wir  es  für  möglich  halten,  Boetius 
habe  den  Euklid  übersetzt,  ohne  den  Proklus  zu  kennen,  er  habe  die  zu 
den  drei  ersten  Aufgaben  Euklid's  gehörigen  Constmctionen  und  Beweise, 
mochte  er  nun  den  Euklid  oder  den  Theon  oder  irgend  einen  Anderen  für 
deren  Urheber  halten,  für  seine  eigenen  Erklftrungen  ausgegeben? 
Ist  es  glaublich,  dass  Boetius  in  seiner  Geometrie  unter  einem  numerus 
incomposUtAS  und  numerus  compositus  ohne  irgend  ein  Wort  der  Erklärung 
etwas  Anderes  als  in  der  Arithmetik  verstanden  haben,  und  doch  wenige 
Zeilen  weiter  unverkennbar  auf  diese  seine  Arithmetik  hingewiesen  und  sich 
auf  dieselbe  berufen  haben  sollte?  Kann  man  sich  vorstellen,  derselbe 
Boetius,  der  den  Nicomaohus  so  sorgfältig  bearbeitet  hat,  bab^  beim  Nieder- 
schreiben der  Geometrie  nicht  mehr  bestimmt  anzugeben  gewusst,  was  der- 
selbe vom  „Quadrat^^  sagt?  Sollte  derselbe  Boetius  in  seiner  üebersetzung 
des  von  ihm  vorher  nie  erwähnten  Euklid  den  Leser  mit  einer  consequent 
durcfageftlhrten  Nomenclatur,  die  er  weder  vorher  noch  nachher  einhält, 
überrascht^  bei  der  Definition  des  Quadrates  und  des  Kreises  nicht  auf  die 
frühere  verwiesen,  nichts  über  das  Fehlen  des  Axioms  12,  dessen  er  doch 
in  seiner  Arithmetik  gedenkt,  gesagt  haben?  Ist  es  begreiflich,  dass  eben 
derselbe  Boetius  in  seiner  Geometrie  das  Euklidische  ctc^fiffxi^g  durch  das- 
selbe lateinische  Wort  übersetzt  haben  sollte  wie  das  etwas  Anderes  be- 
deutende gleiche  Wort  des  Nicomachus,  dass  er  bei  der  üebersetzung  von 
Euklid's  Definition  des  Rechtecks  und  bei  der  Berechnung  desselben  das 
Wort  heteromek  in  einer  Bedeutung  gebraucht  haben  sollte,  welche  von  der 
in  seiner  Arithmetik  und  von  Nicomachus  iiufgestellten  abweicht,  und  dass 
er  sich  noch  dazu  selbst  auf  Nicomachus  berufen  haben  sollte? 
Ist  es  glaublich,  dass  wieder  eben  derselbe  Boetius  in  seiner  Arithmetik 
die  Eins  in  der  Reihe  der  natürlichen  und  der  ungeraden  Zahlen  consequent 
mitgezählt,  in  der  Geometrie  aber  ebenso  consequent  nicht  mitgezählt  und 
gleichwohl  sich  selbst  auf  seine  Arithmetik  berufen  haben  sollte? 
Sollen  wir  wirklich  annehmen,  Boetius  sei  beim  Fassen  seiner  Geometrie  so 
geradezu  von  allen  Göttern  verlassen  gewesen?  Betrachten  wir  aber  die 
Form,  so  muss  sich  uns  die  Frage  aufdrängen:  Dürfen  wir  dem  dialektisch 
und  rhetorisch  gebildeten  Boetius  eine  so  unklar  abgefasste  Schrift  zutrauen? 
Sollte  er  nicht  im  Stande  gewesen  sein,  diesen  Gegenstand  ebenso  deutlich 
2u  bebandeln  wie  die  übrigen,  sollte  er  die  einzelnen  Theilt  nicht  in  ver- 
ständlichen Zusammenhang  haben  bringen  können?  Ist  es  denkbar,  dass 
er  ein  Stück  des  Euklid  übersetzt,  die  Kenntniss  desselben  für  nothwendig 
erklärt,  und  sich  doch  im  Folgenden  so  gut  wie  gar  nicht  auf  dasselbe 
bezogen  haben  sollte^  offenbar,  weil  er  den  Sinn   der  Sätze   nicht  gefasst 
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hat,  weil  er  mit  ihnen  nichts  anzufangen,  sie  nicht  zu   verwerthen  weiss? 
Sollte  er  in  der  Geometrie,  wo  ein  Prooemium  gewiss  ebenso  nothwendig 
war,    wie  bei  den  beiden  ersten  Theilen,   dasselbe  hin  weggelassen  haben". 
Hätte  er  nicht  bemerken  müssen,   wie  sinn-  und  taktlos  es  ist,   den  Sjm- 
machus  mit  „mi  Patrici"  anzureden?  Sollte  Boetius,  der  in  seiner  Geometrie 
an  Kenntnissen  und  Einsicht  nicht  allein  kaum  einem  Epaphroditus ,  viel 
weniger  einem  Nipsus  gleichsteht,   sondern  sich  in  keiner  Weise  über  den 
Standpunkt  des  gewöhnlichsten  Feldmessers  jener  Zeit  erhebt;   der  je  sein 
,,ferramentum^^  handhabte  und  rein  mechanisch  nach  ttusserlich  angelernten 
Regeln  ohne  alles  VerstSndniss  seine  Berechnungen  ausführte,  diese  S<5hwSche 
nicht  bemerkt  und    die  Geometrie  lieber    ungeschrieben   gelassen   haben? 
Sollte  er,  der  gebildete  Mann,  kein  Bedenken  getragen  haben,  diese  nicht 
allein  von  logischen  und  mathematischen  Ungeheuerlichkeiten  der  schlimm- 
sten Art  strotzende  und  ohne  alles  ürtheil  compilirte,  sondern  auch  form- 
lose Schrift  als   dritten  Theil  seiner  Arithmetik  und  Musik  hinzuzuftlgen, 
hinter  denen  sie  in  jeder  Beziehung  so  weit  zurtlcksteht?   Sollte  er  gewagt 
haben,   ein  solches  Buch  dem  Sjmmachus  zu  widmen,   von  dem   er  selbst 
sagt,  dass  er  ihm  nur  Vollendetes  bieten  dOrfe,  5,   11:    „Arbitrabar  enim 
nihil  tantae  rcverentiae  oblatum  iri  opoiiere,  quod  non  elaboratum  ingf^nio, 
perfectum  studio,  dignum  j)Ostremo  tanto  otio  videretur"?  Wer  es  über  sich 
gewinnen  kann,  alle  diese  Fragen  «u  bejahen,  der  möge  es  immerhin  tbun; 
ich  meinestheils  kann  mich  nicht  dazu  verstehen,   und   trage,    gestützt  auf 
die  vorliegenden  Gründe,  kein  Bedenken,  meine  Ansicht  dahin  auszusprechen, 
dass  wir  in  dieser  Schrift  nicht  ein  Werk  des  Boetius,  sondern 
dasjenige  eines,  wie  der  Inhalt  zeigt,  nnwissenden,  wie  Form 
beweist,  in  der  Darstellung  ungeschickten  Fälschers  Tor  uns  haben. 
An  dieser  Ansicht  kann  mich  auch  der  Gebrauch  des  Wortes  „vertex^S 
Z.  XX;   Hist.-lit.  Abth.  3ö,  68;    A.  133,   nicht  irre  machen.     Denn  beim 
üebersetzen  aus  einer  Sprache  in  eine  andere  kann  selbstverständlich  nicht 
immer  dasselbe  Wort  der  einen  durch  dasselbe  der  anderen  wiedergegeben 
werden;  vielmehr  richtet  sich   die  Wahl  des  Wortes  nach   dem  Sinne  and 
Zusammenhange.    So  hat  auch  das  griechische  TioQvqyq  mehrere  Bedeutungen: 
In  dem  planimetrischen  Theil  von  Euklid 's  Elementen   bezeichnet  es  den 
Scheitel  eines  Winkels  und   wird   in   dem   Obersetzenden  Abschnitt  der  in 
Rede   stehenden   Geometrie   durch  vetiex    wiedergegeben    (das  Vertex,  393, 
17—22,  an  einer  offenbar  aus  Baibus,  F.  I.  100,  11—14  entlehnten  Stelle, 
welche  die  Uebersetzung  von  Euklid  I,  Defin.  10  sein  soll,  ist  weder  durch 
den  griechischen  Text  motivirt,   noch   findet  es  sich  bei  Baibus),  ebenso 
übersetzt  auch  Zamberti.     Es  bezeichnet  femer  noQvtpi^  im  stereometrischen 
Theile  bei  Euklid,  Beweis  zu  XU,  3,  4,  5,  etc.    die  Spitze  der  vollstSn- 
digen   Pyramide;   hier  gebraucht  Zamberti  fastigium.     Desgleichen  nennt 
Nicomachus  die  Spitze  der  vollen  Pyramide  xo^vgE^if,  99,  18;  102,  9;  103, 
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21;  Boetius  gebraucht  dafür,  105,  7  cacumims  Vertex^  105,  16  vertex  et 
quodammodo  cacumen^  108,  8  punctum  quodammodo  et  vertex,  109,  21  Ver- 
tex, 106,  4  Vertex,  110,  10 — 11  coGumen  verficis.  Von  diesen  entsprechen 
die  1*%  3^°,  6*®  Stelle  bezüglich  den  dreien  des  Nicomachus,  auf  die  letzte 
komme  ich  sogleich  zurück.  Jedenfalls  bedient  sich  Boetius  nicht  aus- 
schliesslich des  Wortes  vertex.  Es  bezeichnet  femer  bei  Heron  %OQV(p^  die 
obere  DeckflSche  einer  abgestumpften  Pjrramide,  und  ebenso  bei  Nico- 
machus (vergl.  107,  25),  104,  10—14:  „ov  yag  slg  zov  dwdfiH  nokvyoavov 
TTjv  ftawidcc  nXevr^  aCxri  ag  Big  Sv  xi  öriiuiovj  aki  slg  m^ov  ivegyslaj  %ai 
ovyJxt  (10 vag  xo^^if,  crH'  hthttdov  avxjj  x6  ni^ag  yCvExat  laoyfovov  r-gf  ßaöBt^'^ 
welche  Worte  Boetius  110,  9— 14  so  wiedergiebt:  „Pyramidis  equidem 
figura  est,  sed  quoniam  usque  ad  C€U>umen  vertiois  non  excrevit,  curta  voca- 
bitür  et  habebit  summitatem  non  jam  punctum,  quod  unitas  est,  sed  super- 
ficiem,  quod  est  quilibet  numerus  secundum  basis  ipsius  angulos  porrectus 
atque  ultimus  adgregatus/^  Indem  also  Boetius  hier  durch  cacumen  vertiois 
(es  ist  dies  die  oben  erwfihnte  6^*^  Stelle)  das  griechische  Fv  ti  arjfiitov 
ausdrückt,  übersetzt  er  das  xo^v^v^  des  Nicomachus  durch  summitas.  Wir 
sehen  also:  Boetius  drückt  keineswegs  regelmässig  xoQvtfq  durch 
va-tex  aus,  sondern  nur  dann,  wenn  jenes  einen  Punkt  bezeichnet,  er  wendet 
vielmehr  summitas  an,  wenn  der  oberste  Theil  eine  Fläche  ist.  Es  heisst 
endlich  noch  die  obere  parallele  Seite  eines  Trapezes  bei  Heron  102,  2, 
17,  29;  103,  14,  25,  27  etc.  ebenfalls  KOQVfprj,  bei  Epaphroditus,  A.  208 
§.  2  „Vertex  sive  chorausie"^  in  der  oben  mit  I.  bezeichneten  Schrift  des 
Fragmentes  von  Chartres,  Ch.  522:  „vertex  seu  coraustus"  („chorauste^  und 
^coraustus"  wahrscheinlich  das  verstümmelte  KO^axog).  Wenn  nun  in  der 
vorliegenden  Oeometrie,  welche  als  die  des  Boetijis  gilt,  die  obere  parallele 
Seite  eines  Trapezes  t^^r^ea;  und  nicht  charauste  oder  caraustus  heisst,  kann 
daraus  gefolgert  werden,  dass  Boetius  dies  geschrieben  habe?  Denn,  ab* 
gesehen  davon,  dass  ein  logischer  Grund  zu  diesem  Schlüsse  gar  nicht 
vorliegt,  wir  haben  hier  nicht  —  wenigstens  deutet  nichts  mit  Bestimmt- 
heit darauf  hin  —  eine  Uebersetzung  vor  uns,  wenn  auch  die  Schriften 
Herons  mittelbar  eingewirkt  haben  mögen;  sodann  übersetzt  Boetius,  wie 
wir  sahen,  das  Wort  itOQvg)rj  nicht  regelmässig  mit  vertex,  sondern  nur 
dann,  wenn  der  obere  Theil  ein  Punkt  ist,  er  gebraucht  aber  summitas, 
wenn  der  obere  Theil  eine  Fläche  ist.  Beim  Trapez  nun,  welches  man 
als  ein  abgestumpftes  Dreieck  betrachten  kann,  ist  der  obere  Theil  weder 
ein  Punkt,  noch  eine  Fläche,  sondern  eine  Linie,  und  wie  Boetius  in 
diesem  Falle  verfahren  haben  würde,  ob  er  eines  der  beiden  genannten 
Worte  angewandt  hätte,  und  welches,  oder  ob  er  ein  drittes,  von  beiden 
verschiedenes,  aufgesucht  hätte,  das  können  wir  nicht  wissen.  Nach  dem 
Bisherigen  liegt  letztere  Vermuthung  meines  Erachtens  am  Nächsten;  dass 
er,  der  griechischen  Sprache  kundig,  das  barbarische  chorauste  oder  coraustus 
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gewählt  haben  sollte,  muss  wohl  als  unwahrscheinlich  gelten.  Wie  aber 
aus  dem  Gebrauche  des  v^ex  an  der  genannten  Stelle  ein  Beweis  für  die 
Aechtheit  der  Schrift  über  Geometrie  hergeleitet  werden  könnte,  vermag 
ich  nicht  zu  finden. 

Ich  weiss  nun  wohl,  dass  ich,  indem  ich  behaupte,  Boetius  sei  nicht 
der  Verfasser  derselben,  zugleich  behaupte,  es  liege  hier  eine  bewusste  und 
absichtliche  Unterschiebung  vor.  Denn  dass,  wenn  eine  Unterschiebung 
überhaupt  stattfand,  die  Worte  390,  4:  „in  nostrorum  arithmeticorum  theore- 
matibus",  dass  die  mehrfach  erwähnte  Stelle  395,  25  —  396,  6,  welche 
ofifenbar  an  das  Prooemium  zur  Arithmetik  erinnern  soll,  dass  die,  freilich 
unglücklich  genug  ausgefallene  Berufung  auf  Nicomachus  keinen  anderen 
Zweck  haben  können,  als  den  Leser  zu  dem  Glauben  zu  verleiten,  der 
Verfasser  der  Geometrie  sei  derselbe  wie  der  der  Arithmetik  und  Musik, 
ist  unzweifelhaft.  Obschon  ich  daher  behaupte,  diese  Unterschiebung  der 
ersteren  sei  eine  bewusste  und  absichtliche  gewesen,  so  behaupte  ich  doch 
nicht,  dass  diese  Absicht  noth wendig  eine  böswillige  gewesen  sein  müsse. 
In  unseren  Tagen  freilich  würde  ein  solches  Verfahren  mit  Becht  für  Töllig 
unerlaubt  und  des  strengsten  Tadels  werth  gehalten  werden,  ungerecht- 
fertigt aber  würde  es  sein,  wollten  wir  unseren  Massstab  auf  jene  früheren 
Zeiten  anwenden,  in  welchen  in  literarischen  Dingen  eine  uns  unbegreif- 
liche Naivität  herrschte ;  der  Begriff  des  literarischen  Eigenthums  noch 
nicht  entwickelt  war,  der  Name  des  Autors  fast  völlig  hinter  dem  Inhalte 
der  Schrift  zurücktrat,  und  selbst  einem  Anderen  ein  Buch  unterzuschieben 
nicht  allein  nicht  für  verwerflich,  sondern,  wofern  dasselbe  nur  ein  gutes 
war,  eher  für  verdienstlich  galt,  denn  man  nahm  ja  dem  angebliehen  Autor 
nichts  y  sondern  machte  ihm  vielmehr  unter  Verzichtleistung  auf  eigenen 
Ruhm  ein  Geschenk  und  erhöhte  sein  Ansehn.  Dass  man  damit  ein  Un- 
recht begehe,  dass  man  das  Urtheil  der  Nachwelt  irre  leite,  daran  dachte 
man  nicht  (Zeller:  Vorträge  und  Abhandlungen  geschichtlichen  Inhalts. 
1865,  307—310).  Möglich  daher,  dass  der  Verfasser  der  Geometrie  die- 
selbe dem  Boetius  zuschrieb,  damit  der  gefeierte  Name  desselben  der 
Schrift  eine  günstigere  Aufnahme  bereite,  möglich  aber  auch,  dass  er  dem 
Boetius  einen  Dienst  zu  erweisen  glaubte,  indem  er  ihm'  ein  in  seinen  Augen 
vortreffliches  Werk  beilegte,  C.  188. 

Ebenso  wenig  nun,  wie  die  oben  genannte  Stelle,  an  welcher  unser 
Pseudo-Boetius  von  seiner  angeblich  eigenen  Arithmetik  spricht,  meine 
Ansicht  zu  ändern  vermag,  ebenso  wenig  vermögen  mich  seine  Worte  389, 

1&—20:   „Supra  positarum  igitur  speculationibus  figurarum a  nobis 

translatis*'  zu  dem  Glauben  zu  verleiten,  der  Verfasser  habe  den  Enklid 
selbst  übersetzt.  Denn  eine  solche  Uebersetzung  kostet  Mühe  und  An- 
strengung; Nachdenken  aber  und  geistige  Arbeit,  darin  wird  wohl  Jeder 
mit  mir  übereinstimmen,  war  des  Fseudo-Boetius  starke  Seite  eben  nicht. 
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^esbalb  also  sollte  sich  derselbe  der  nicht  geringen  Mühe  der  üebertragung 
das  Lateinische  unterzogen  haben?  Etwa,  weil  er  den  .Euklid  so  hoch 
liStzte?  Allein  seine  Verehrung  desselben  war  wohl  keine  allzu  grosse, 
crar  gedenkt  er  des  Verfassers  der  Elemente  drei  Mal  lobend,  indem  er 
)n  ihm  als  einem  „geometricae  peritissimus",  406,  14,  einem  „non  segnis 
jometer**,  414,  17,  von  seiner  „diligentissima  perscrutatio*',  412,  21  spricht, 
setzt  jedoch  kein  Wort  der  Motivirung  hinzu,  und  sein  Lob  erscheint 
ler  als  ein  dem  allgemeinen  ürtheil  gemachtes  ZngestSndniss ,  als  aus 
gener  üeberzeugung  hervorgegangen.  Sieben  Mal  erwähnt  er  ferner  den 
uklid  ohne  allen  Zusatz,  407;  2;  408,  7;  413,  12;  416,  4,  8;  417, 
iy  17,  und  an  fünf  Stellen  findet  er  das,  was  derselbe  im  Allgemeinen, 
id  speciell  von  den  drei  ersten  Aufgaben  sagt,  „obscure^*  373,  22,  „suc- 
ncte  difficulterque'^;  389,  19,  „nimis  involute*',  390,  8,  „obscure  difficulter- 
le",  391,  3,  „nimis  strictim  et  ob  id  confuse  involuteque",  392,  7—8, 
irgestellt;  freilich  begreiflich  genug,  denn  nach  ihm  sind  ja  nur  die  Lehr- 
Xze  und  Aufgaben,  nicht  auch  die  Beweise  und  Constructionen,  von  Euklid, 
ielleicht  aber  wird  man  einwenden,  der  Verfasser  der  Geometrie  bedurfte 
!s  Euklid  für  das  Folgende ;  in  diesem  Falle  hätte  allerdings  ein  triftiger 
rusd,  ihn  zu  übersetzen,  vorgelegen.  Allein  ich  habe  schon  oben  darauf 
ifmerksam  gemacht,  dass  die  wenigen,  und  noch  dazu  ganz  trivialen, 
teilen,  wo  er  sich  auf  denselben  beruft,  den  weitschweifigen  Apparat  einer 
ebersetzung  fürwahr  nicht  erfordern.  Im  Qegentheile,  der  Verfasser  der 
eometrie  weiss  eben  augenscheinlich  den  Euklid  gar  nicht  zu  verwerthen, 
'  eilt  80  rasch  als  möglich  zu  den  Feldmessern  hinüber,  und  das  ganze 
tlick  des  Euklid  könnte  ohne  Störung  des  Zusammenhanges  der  Geometrie 
hlen.  Es  sind  femer,  um  den  Euklid  im  Originale  zu  verstehen  und  ihn 
11  übersetzen  Kenntnisse  erforderlich;  dürfen  wir  diese  dem  Verfasser  der 
eometrie  zutrauen?  Zunächst  haben  wir  kein  Zeugniss  dafür,  dass  er  der 
riechischen  Sprache,  wenigstens  in  ausreichendem  M!asse,  mächtig  gewesen 
ü.  Denn  seine  Berufung  auf  Nicomachus  bei  Gelegenheit  des  Quadrates 
t  so  vag  und  unbestimmt,  dass  es  zweifelhaft  bleibt,  ob  er  denselben 
irklich  gelesen  hat,  und  ist  weit  eher  geeignet,  die  Meinung  hervorzurufen, 
r  wolle  sich  nur  den  Anschein  geben,  als  ob  ihm  die  Schrift  desselben 
ekannt  sei.  Es  gehören  femer  zur  Uebersetzung  des  Euklid  auch  geome- 
riscbe  Kenntnisse ;  diejenigen  unseres  Verfassers  aber  sind,  wie  wir  sahen, 
ie  allerdürftigsten  und  zur  Durchführung  eines  solchen  Vorhabens  lange 
icht  ausreichend;  wie  sollte  der,  welcher  so  thörichte  Dinge  schreiben 
ann,  und  nicht  einmal  die  Eintheilung  der  Dreiecke  bei  Euklid  zu  ver- 
tehen  im  Stande  ist,  denselben,  wie  wir  es  finden,  wenigstens  im  Ganzen 
ichtig  und  mit  Verständniss  haben  übersetzen  können?  Umgekehrt  aber 
uch,  wer  diese  Uebersetzung  angefertigt,  sollte  der  sich  nach  Vollendung 
ierselben  einer  anderen  Terminologie  bedienen^  als  derjenigen,   welche  er 
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bei  dieser  angewandt  hat?  Wie  sollte  der  den  Satz  2^  =  a+Z*  —  cdem 
Euklid  zuschreiben?  Wie  sollte  der  vom  Beobteck  sagen,  416;  8:  „Tetra- 
gonus  autem  altera  parte  longior  ab  Euclide  quidem  rectiangulom  sed  non 
aequilaterum  dicitur,  a  Nicomacbo  autem  ivBQOfirjxrig  dicitur'^,  mosste  er, 
wenn  er  den  griechischen  Text  vor  sich  hatte,  nicht  sehen,  dass  Eoklid 
dasselbe  Wort  gebraucht  wie  Nicomacbus?  Sollte  der  endlich  das  Ueber- 
setzte  so  ganz  und  gar  nicht  zu  verwenden  wissen?  Führt  nicht  dieses 
Alles  zu  dem  Schlüsse,  dass  dem  Pseudo-Boetius  eine  von  einem  Anderen 
angefertigte  Uebersetzung  vorlag? 

Wenn  nun  aber  dieselbe,  wie  durch  die  ün Wahrscheinlichkeit  einer 
Uebersetzung  überhaupt,  durch  das  beharrliche  Verschweigen  des  Namens 
„Euklid",  durch  die  Abweichung  in  der  Terminologie  und  den  Definitionen 
des  Quadrates  und  Kreises  in  der  Arithmetik,  durch  das  Fehlen  des 
12ton  Axioms  in  der  Geometrie,  und  vor  Allem  durch  die  Uebersetzung 
des  ireQOfiii%fig  bewiesen  wird,  nicht  von  Boetius  herrühren  kann,  von  wem 
sollte  sie  sonst  sein?  Gab  es  überhaupt  um  seine  Zeit  Uebersetzungen  des 
Euklid?  Es  liegen  uns  keine  vor.  Wenn  es  aber  für  möglich  gehalten 
wird,  A.  92,  131,  139,  169,  dass  lateinische  Uebersetzungen  des  Heron 
unter  den  römischen  Feldmessern  verbreitet  gewesen,  sollten  nicht  auch 
Schriften  des  nicht  minder  berühmten  Euklid,  wenn  auch  vielleicht  nur 
theil-  und  auszugsweise,  übersetzt  worden  sein  und  sich  in  den  H&nden 
derselben  befunden  haben?  Erinnern  wir  uns  an  jene  Worte  aus  dem 
übersetzenden  Theile  des  Pseudo-Boetius:  „Petitiones  vero,  sive  posttdaia, 
ut  veterihus  placuit,  dicantur,  quinque  sunt'';  geht  nicht  aus  ihnen  hervor, 
dass  man  das  griechische  aXxri^a  früher  mit  postidatum  bezeichnet  habe? 
In  den  auf  uns  gekommenen  Schriften  Heron's  aber  kommt  das  Wort 
ahrifia  gar  nicht  vor;  es  kann  nur  das  Euklidische  gemeint  sein.  Haben 
wir  hier  nicht  einen  Beweis,  dass  auch  Römer  mit  dem  Euklid  sich  be- 
schftftigten,  dass  sie  wenigstens  manches  in  seinen  Werken  Vorkommende, 
und  gewiss  nicht  blos  das  eine  oder  andere  Wort,  übersetzten?  Dürfen 
wir  nicht  schliessen,  die  vorliegende,  dem  Boetius  zugeschriebene,  Ueber- 
tragung  des  Euklid  sei  nicht  die  erste  gewesen?  Niemand  aber  unter  den 
Römern  -konnte  ein  grösseres  Interesse  haben  an  der  Uebersetzung  des 
Euklid  in  das  Lateinische,  als  die  Feldmesser.  Unter  ihnen  aber  gab  es 
hochgestellte  und  hochgebildete  Mftnner,  wie  Frontin,  Baibus,  und  gewiss 
noch  manche  Andere,  die  wohl  nicht  nur  im  Stande  gewesen  sein  mögen, 
den  Euklid  in  der  Ursprache  zu  lesen,  sondern  die  auch  den  Trieb  in  sieh 
fühlten,  neben  den  mehr  praktischen  Regeln  Heron's  den  wissenschafUicben 
Grund  für  ihre  Rechnungs-Methoden  kennen  zu  lernen.  Schreibt  doch 
Baibus,  der  den  Kaiser  Trigan  auf  seinem  Feldzuge  nach  Daden  begleitet 
hatte,  an  Celsus,  F.  I,  93,  6—16:  „Postquam  ergo  maximus  iroperator 
victoria  Daciam  proxime  reseravit, ego  ad  Studium  meum  tamquam 
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otium  sum  reversuS;  et  mult»  velut  scripta  foliis  et  sparsa  artis  ordini 
laturus  collegi.  Foedum  enim  mihi  videbatur,  si  genera  anguloruin  quot 
it  interrogatas  responderem  multa:  ideoque  rerura  ad  professionem  nostram 
rtinentium,  in  qnantum  potui  occupatus^  specles  qnalitates  condiciones 
odos  et  numeros  excussi/*  Wenn  nun  derselbe  Balbus  Definitionen 
s  rechten  Winkels,  der  Geraden ,  der  Fläche,  der  Ebene  (s.  Anm.  12) 
führt  in  Worten,  welche  die  getreue  Uebei*8etzung  der  von  Euklid  ge- 
benen  sind,  so  können  wir  allerdings  nicht  wissen,  ob  er  sie  demselben 
imittelbar,  oder  mittelbar  aus  Heron,  41,  entnommen  hat.  Sollte  es  aber 
cht  denkbar  sein,  dass  ein  solcher  wissenschaftlich  strebender  und  hoch- 
istellter  Yermessungsbeamter  den  Euklid  entweder  selbst  übersetzt,  oder 
)ch  unter  seiner  Leitung  für  die  Bedürfnisse  seiner  Untergebenen  hätte 
)ersetzen  und  bearbeiten  lassen,  dass  aber  solche  Uebersetzungen  und 
)mmentare  nur  in  geringerer  Zahl  vorhanden  waren  und  die  Kunde  von 
r  Existenz  derselben  deshalb  nicht  in  weitere  Kreise  drang,  weil  die  Be- 
izer jener  sie  nicht  zu  gebrauchen  und  in  Folge  dessen  ihren  Werth  nicht 
i  schätzen  wussten?  Gab  es  doch  unter  der  grossen  Anzahl  von  Agrimen- 
ren  gewiss  Männer  von  griechischer  Abkunft  —  wie  denn  auch  die  Namen 
ipsus  und  Epaphrodijbus  auf  solche  hindeuten,  A.  103,  117  —  die  wohl 
.'S  Griechischen  mächtig  und  bei  einiger  Hilfe  im  Stande  waren  eine  solche 
ebersetzung  auszuführen.  Sollte  nicht  das  in  der  s.  g.  Geometrie  des  Boetius 
ithaltene  Stück  aus  Euklid  eine  solche  zum  Gebrauche  der  römischen  Feld- 
e8ser  angefertigte  Uebersetzung,  oder  vielmehr  ein  Auszug  aus  einer  solchen, 
in?  Deutet  nicht  das  sonst  unerklärliche  An-die- Spitze-steilen  der  Definition 
)n  ;,men8ura*',  die  Wiedergabe  des  ersten  Grundsatzes  durch:  „Cum  spcUia  et 
\iervaUa  eidem  sunt  aequalia,  et  sibi  invicem  sunt  aequalia'^,  welche  Les- 
t  beizubehalten  Friedlein  gewiss  guten  Grund  gehabt  hat,  darauf  hin? 
'er,  wie  es  scheint,  handschriftlich  nicht  feststehenden  Zeichnung  von 
renzsteinen  bei  der  Definition :  „Figura  est,  quae  sub  aliquo  vel  aliquibus 
irminis  continetur,  terminus  vero,  quod  cujusque  est  finis",  will  ich  gar 
icht  gedenken.  Wenn  wir  femer  berücksichtigen,  dass  Nipsus  und  Epa- 
hroditus  Aufgaben  die  auf  quadratische,  A.  106,  121—122,  und  ersterer 
ueh  solche,  welche  auf  Gleichungen  des  ersten  Grades  mit  2  Unbekannten 
inaiiskommen,  mit  Verständniss  hindurchführen,  so  wird  wohl  meine  aus  sorg- 
iltiger  Prüfung  des  übersetzenden  Abschnittes  der  vorliegenden  dem  Boetius 
ugeschriebenen  Geometrie  hervorgegangene  Ueberzeugung,  dass  der  Euklid, 
wenigstens  zum  Theil,  unter  den  Römern  nicht  unbekannt  war,  ja  dass 
lebersetzungen  und  Bearbeitungen  desselben  für  die  Bedürfnisse  der  Agri- 
Qensoren,  also  noch  vor  Boetius,  wenn  auch  nicht  in  grosser  Anzahl, 
nstirt  haben,  dass  endlich  der  genannte  Abschnitt  der  s.  g.  Geometrie 
les  Boetius  ein  Stück  einer  solchen  sei,  nicht  mehr  allzu  gewagt  erscheinen, 
^ie  denn  auch  Hnltsch,  Metrol.  II,  11,  der  Ansicht  ist,  die  Kenntnisse  der 
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römischen  Feldmesser  seien  bisher  wohl  unterschätzt  worden,  und  nioht  in 
Abrede  stellt,  dass  Baibus  allerdings  neben  dem  Heron  auch  den  Euklid 
benutzt  haben  möge. 

Mit  dem  Zusammenbrechen  des  römischen  Reiches  ging  zwar  auch  der 
einst  hochgeachtete  und  angesehene  Stand  der  Agrimensoren  unter,  nicht 
aber  hörte  mit  ihm  die  Nothwendigkeit  des  Feidmessens  auf.  Gemessen 
werden  muss  und  musste  allenthalben  und  zu  allen  Zeiten,  und  um  so 
mehr,  je  öfter  der  Besitz  im  Grossen  und  im  Kleinen  wechselte,  je  hSoiiger 
Schenkungen  an  Klöster^  u.  dergl.  vorkamen.  Das  Messen  und  Bereclmen 
aber,  falls  man  sich  nicht,  was  freilich  oft  genug  geschehen  mochte,  mit 
einer  ungef^Lhren  Abschätzung  begnügte,  geschieht  nach  gewissen  Begeb, 
und  dass  diese  lediglich  durch  mündliche  Ueberlieferung  sich  fortgepflanzt  und 
erhalten  hätten,  würde  undenkbar  sein.  Viel  näher  liegt  vielmehr  die  An- 
nahme, dass,  wie  die  Erinnerung  an  den  einst  so  einflussreichen  Stand  der 
Geometer  gewiss  nicht  sobald  erlosch,  namentlich  in  Italien,  auch  Ab- 
schriften der  um  450  n.  Chr.  gesammelten  Feldmesser-Pandekten,  A.  95, 116, 
165,  175,  oder  doch  einzelner  dieser  Schriften,  und  dass  sich  auch  Exemplare 
der  Bearbeitungen   des  Heron  und  des  Euklid  noch  längere  Zeit  erhielten. 

Wenn  man  aber  endlich  fragt,  wer  denn  sonst  der  Verfasser  dieser 
den  Namen  des  Boetius  tragenden  Geometrie  sein  sollte,  wenn  nicht  dieser 
selbst,  so  stehe  ich  nicht  an^  so  gewagt  es  auch  erscheinen  mag,  zu  ant- 
worten: Muthmasslich  ein  praktischer  Feldmesser  einer  späteren 
Periode,  etwa  bis  zum  9*'"  oder  10*^"  Jahrhundert.  Denn,  was  zuerst  die 
Zeit  betrifft,  so  muss,  wie  die  Abacu8*Stelle  zeigt  (und  dass  diese  mit  Aus- 
nahme der  Tabelle,  nicht  interpolirt  sein  kann,  ergiebt  sich  aus  der  oben 
erwähnten  Behauptung,  7  sei  die  3**^  ungerade  Zahl)  die  Schrift  verfasst 
Sein,  bevor  die  Null  im  Gebrauche  war,  sie  muss  aber  auch  früher  ent- 
standen sein,  als  die  ältesten  Codices.  Diese,  der  von  Erlangen  und  der 
von  Chartres  stammen  aber,  Friedl.  372;  Ch.  517,  aus  dem  11**°,  und 
auch  der  schon  früher  erwähnte  Vatican-Codex  No.  3123,  den  Friedlein, 
372,  mit  Wj  bezeichnet  und  in  das  10^®  Jahrhundert  versetzt,  gehört,  ü.  47, 
dem  ll*«n— 12*^"  Jahrhundert  an;  so  ergiebt  sich  die  obige  Zeitbestimmung. 
Zu  der  Annahme  femer,  die  Schrift  rühre  von  einem  praktischen  Feldmesser 
her,  mochte  derselbe  nun  dieses  Geschäft  für  sich  betreiben,  oder  vielleicht 
als  Zugehöriger  eines  Klosters  die  vorkommenden  Bechnungen,  Bauten  nnd 
Vermessungen  zu  besorgen  gehabt  haben,  führt  einmal  der  umstand,  das6 
in  der  betreflienden  Geometrie  Rechen* Aufgaben,  wie  sie  die  praktische  Feld- 
messkunst mit  sich  bringt,  unleugbar  die  Hauptsache  sind,  sodann  aber  aach 
die  Ausdrucks  weise.  Denn,  oft  genug  finden  wir  in  der  Arithmetik,  und 
1  Mal  in  der  Musik,  des  Boetius  die  Geometrie  erwähnt,  wir  lesen  daselbst 
,^eometria'\  9,  4;  10,  28,  30;  11,  12,  28;  12,  1;  91,  8;  229,  5;  „geometrica 
forma'^,  11,  4,  6;  j,figura  geometrica",  86,  12;  „geometrica  vis^\  140,  13; 
„geometrica  consideratio^^  86,  18;  „geometrica  disdplina^^y  11,  26;  „geo- 
metrica scientia^\  86,  19;  aber  nicht  ein  einziges  Mal  „geometrica 
ars^^]  in  der  Geometrie  hingegen  finden  wir  zwar  drei  Mal  ,^eometrka'\ 
396,  3;  406,  14;  412,  24;  aber  fünf  Mal  „geometrica  ar^",  373,  22;  401, 
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403,  1,  4;  425,  26,  und  noch  fünf  Mal  „ars*'  (offenbar  „geometrica"), 
},  2;  391,  3;  393,  1;  395,  3;  402,  28.  Man  sieht  augenscheinlich,  der 
rfasser  der  Geometrie  kennt  dieselbe  nicht  als  eine  Wissenschaft, 
[dem  als  eine  ,,ars^%  und  zwar  weniger  in  der  Bedeutung  ,;Kunst^S 
85,  als  „Handwerk*^  Dieses  war,  wie  sich  aus  seiner  Darstellung 
iebt,  die  Anschauung  unseres  Geometers,  C.  189.  Er  konnte  schreiben 
1  ein  wenig  rechnen,  verstand  seine  Instrumente  zu  handhaben,  war  ge- 
i  im  Zeichnen  und  Construiren,  im  Entwerfen  der  figurarum  oder 
mularum  descripliones ,  der  figitrae  und  descriptiones ,  373,  22;  389,  18; 
1,5;  392,  4,  10;  393,  4;  405,  21;  409,  18,  und  berechnete  nach 
chaniseb  eingelernten  Regeln  seine  Figuren  und  Pläne,  ohne  sich  um  die 
ünde  seines  Verfahrens  sonderlich  zu  kümmern.  Von  einem  Beweise 
i  der  Nothwendigkeit  eines  solchen  hatte  er  keine  Vorstellung,  er  be- 
igte sich  mit  der  Anschauung;  ut  siibjeda  descriptio  monety  389,  4; 
s\dijectae  äescriptioms  formula  docet,  401,  20;  ut  supter  inpidura  notaiur, 
6,  30 ;  ti*  in  sul^ecta  figura  notafur,  408,  4 ;  tä  patenter  in  sulffeda  for- 
\ia  dedaratur,  408,  24;  ut  infra  cernitur  in  figura,  409,  29;  ut  cerni 
est  in  subjeda  figura,  412,  12;  qitod  suhtus  fada  designat  figura,  413,  8; 
supter  appard,   417,  28;   ut  in  subterius  scripta  patd  figura^   418,  11; 

infra  scripta  perspici  potest  in  forma,  419,  7  sind  seine  Ausdrücke.  In 
nen  Händen  befand  sich  eine  Copie  der  gesammelten  Feldmesser- Schriften, 
er  wenigstens  einiger,  ans  welcher  er  seine  Weisheit  schöpfte  und  bei 
rkommenden  juristischen  Controversen  sowie  geodätischen  Aufgaben  sich 
th  erholte,  und  auch  ein  Exemplar  einer  für  die  Zwecke  der  Agrimensoren 
ranstalteten  üebersetzung  oder  Bearbeitung  des  Euklid,  vielleicht  nach 
r  Theon'schen  Ausgabe,  Letzteres  mochte  wohl  von  früheren  Besitzern 
rrührende  Bandglossen,  grösstentheils  feldmesserischen  Inhaltes,  enthalten, 
eil  auch  der  Satz  vom  Innenkreis  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  vielleicht 
i  Eucl.  rV,  4,  sich  unter  ihnen  befinden,   und  der  Name  eines  Archytas 

der  einen  oder  anderen  Beziehung  vorkommen.  Von  dieser  Geometrie 
s  Euklid,  unter  welcher  er  jedoch  nur  die  Lehrsätze  und  Aufgaben  ver- 
md,  denn  die  Beweise  und  Constructionen  waren  in  seinen  Augen  der 
»mmentar  des  Theon  oder  eines  Anderen,  wusste  er  freilich  keinen  Ge- 
auch  zu  machen,  er  sah  ihn  wohl  als  einen  älteren  Fachgenossen  an,  der 
3h  viel  mit  ebenso  sonderbaren  und  schwierigen  als  für  die  Praxis  un- 
itzen  Dingen  beschäftigt  habe,  und  hatte  von  der  Lebenszeit  desselben 
ir  sehr  dunkle  Vorstellungen.  Auch  unserem  Feldmesser  nun  war  das 
erücht  zu  Ohren  gekommen,  der  berühmte  Boetius  habe  ein  Werk  über 
eometrie  verfasst  und  in  demselben  den  Euklid  übersetzt  und  commentirt; 
iemand  jedoch  hatte  dasselbe  gesehen  oder  gelesen,  sei  es,  dass  Boetius 
ir  nicht  dazu  gekommen  war^  es  zu  schreiben,  sei  es,  dass  er  es  wirklich 
äscbrieben  hatte,  dasselbe  aber  schon  früh  verloren  gegangen  war.  Dagegen 
^langte  die  Arithmetik  und  Musik  des  Boetius  in  seine  Hände.  Er  ver- 
and  sie  zwar  nicht  völlig,  und  las  sie  wohl  auch  nicht  ganz,  sondern  etwa 
Qr  den  Anfang,  und  den  von  den  figurirten,  den  heteromeken  und  promeken 
ahlen  handelnden  Abschnitt,  86 — 136,  der  ihn  wegen  seines  an  das  Geo- 
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metriscbe  streifenden  Inhaltes  und  der  beigefügten  Figuren  besonders  an- 
sprechen musste.  Im  Prooemium  zur  Arithmetik  nun  fand  er  die  Ansicht 
aufgestellt,  die  Zahl  sei  das  Fundament  der  Geometrie,  was  er,  gewohnt 
Alles  von  seinem  beschränkten  Standpunkte  aus  zu  beurtheilen,  dahin  ver- 
stand, als  habe  letztere  zum  wesentlichsten  Gegenstande  die  numerische 
Berechnung  der  Figuren,  eine  Meinung,  welche  seiner  eigenen  Auf&ssong 
um  so  mehr  entsprach,  als  ja  gerade  die  Flächen-Berechnung  seine  stete 
Beschäftigung  war.  Diese  Bemerkung  nun  in  Verbindung  mit  jenem  Ge- 
rücht liess  in  diesem  Feldmesser,  der  nach  unserem  Massstabe  gemessen 
unwissend,  für  seine  Zeit  jedoch  in  gewisser  Beziehung  gelehrt  war,  und 
es  jedenfalls  zu  sein  glaubte,  den  Gedanken  aufkommen,  die  fehlende  Geo- 
metrie als  dritten  Theil  zu  den  beiden  anderen,  der  Arithmetik  und  Mosik, 
hinzuzusetzen  oder  wieder  hinzuzusetzen,  und  zwar  im  Namen  des  Boetins. 
So  schrieb  er  denn  aus  der  ihm  vorliegenden  Uebersetzung  eine  Anzahl 
von  Lehrsätzen  und  Aufgaben  (denn  nur  diese  waren  ja  seiner  Meinung 
nach  von  Euklid)  ab,  und  gab  dies  für  die  von  Boetius  herrührende  Ueber- 
setzung aus;  da  er  selbst  wenig  genug  davon  verstand,  konnte  es  leicht 
geschehen,  dass  auch  Manches  aus  den  feldmesserischen  Bandglossen  in  den 
Text  gerieth,  vielleicht  nahm  er  auch  das  Eine  oder  Andre  absichtlich  in 
denselben  auf.  Dazu  fügte  er  die  Uebersetzung  der  zu  den  drei  ersten 
Aufgaben  gehörigen  Constructionen  und  Beweise,  welch'  letztere  nach  seiner 
Ansicht  nicht  von  Euklid,  sondern  von  Theon  oder  irgend  einem  Anderen 
herrührten,  und  stellte  dieselbe  als  Commentar  des  Boetius  bin.  Sobald 
als  möglich  jedoch  verliess  er  den  Euklid  und  den  wissenschaftlichen  Theil 
der  Geometrie,  auf  dem  er  sich  nicht  sicher  fühlte,  und  wandte  sich  zu 
Gegenständen,  die  ihm  geläufiger  waren,  zu  einigen  Rechenregeln,  die  er 
vielleicht  um  so  eher  in  die  Geometrie  aufnehmen  zu  dürfen  glaubte,  da 
er  ja  auch  bei  Euklid  Arithmetisches  eingeschaltet  fand,  und  zur  Berech- 
nung der  Figuren,  welch'  letztere  er  aus  den  Schriften  der  Feldmesser  com- 
pilirte.  Allenthalben  aber  war  er  bemüht,  seiner  Schrift  den  Anstrich  zu 
geben,  als  rühre  sie  von  Boetius  her.  In  dieser  Absicht  glaubte  er  die 
bizarre  Behauptung,  die  Eins  sei  keine  Zahl  und  dürfe  nicht  mitgezählt 
werden,  eine  Behauptung^  die  er  aus  der  oben  angeführten  Stelle  117,  1 
des  Abschnittes  über  die  heteromeken  Zahlen  herausgelesen,  und  die  ihm 
überdies  vielleicht  als  tiefe  Weisheit  besonders  imponirt  hatte,  vor  Allem 
in  der  Geometrie  verwei-then  zu  mflssen,  und  that  dies  bei  der  Erklärung 
des  Abacus  und  beim  Sieben-Ecke.  Der  üebersetzer  der  Euklidischen  Ele 
mente  femer,  welcher  vor  Boetius  gelebt  hatte,  hatte  in  der  (31**")  Definitioa 
des  Rechtecks  das  ltBQ6(iri%£g  des  Euklid  sinngetreu  und  der  Anschaaung 
entsprechend  durch  parte  altera  longius  wiedergegeben,  ohne  zu  ahnen,  dass 
sich  Boetius  später  in  seiner  Arithmetik  desselben  Ausdruckes  in  einer 
anderen  Bedeutung  bedienen  würde.  Unser  Feldmesser  nun,  dem  nur  dieso 
Uebersetzung,  nicht  aber  der  griechische  Text  des  Euklid  vorlag,  konnte 
nicht  wissen;  welche  Worte  des  letzteren  durch  parte  aUera  longius  ao»* 
gedrückt  waren,  und  brachte,  abermals  in  der  Absicht,  die  Schrift  aL>  von 
Boetius  herrührend  erscheinen  zu  lassen,  die  genannte  Bezeichnung  in  Be- 
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huDg  zu  dem  gleichlautenden  Ausdrucke  des  letzteren  in  demselben  Ab- 
mitte  über  die  heteromeken  Zahlen,  und  glaubte  um  so  sicherer  zu  gehen, 

er  hier  dieselbe  Figur  fand  wie  bei  Euklid.  Er  ahnte  nicht,  dass  diese 
rufung  auf  Nicomachus^  und  jene  Vemachlfissigung  der  Eins  beim  Zählen, 
rch  welches  Beides  er  die  Autorschaft  des  Boetius  gerade  recht  glaubhaft 
nacht  zu  haben  meinte,  ihn  einst  veiTathen  würde.  In  derselben  Absicht, 
ne  Schrift  als  von  Boetius  verfasst  erscheinen  zu  lassen^  gedenkt  er  einige 
1  der  Pjthagoriker  und  Platoniker,  nur  nicht  da,  wo  dieser  es  gethan 
>en  würde  und  wo  wir  es  erwarten  müssen ;  aus  gleichem  Grunde  spricht 
Ton  seiner  Arithmetik,  von  seiner  üebersetzung  des  Euklid  und  von 
inem  Commentar  zu  demselben;  zu  demselben  Zwecke  legt  er  dem  Boetius 
Anrede  an  Sjmmachus  die  Worte  in  den  Mund:  «^mi  Patrici  geometrum 
ircitissime^S  indem  er  offenbar  „Patricius"  für  einen  Namen  hält,  und 
rch  das  sinnige  Compliment:  „Geübtester  der  Geometer"  alle  erforder- 
len  Regeln  der  Höflichkeit  erfüllt  glaubt.  Ein  Prooemium  zur  Geometrie 
)T  schrieb  er  nicht.  Welchen  Gedanken,  namentlich  welchen  Gedanken, 
'  dem  Boetius  hätte  angehören  können,  hätte  er  auch  in  einer  solchen 
ileitung  auszuführen  vermocht?  Auf  diese  Weise,  meines  Erachtens, 
stand  die  Geometrie  jenes  Feldmessers,  die  er,  vielleicht  in  guter  Absicht, 

eine  in  seinen  Augen  vortreflfliche  Schrift,  dem  Boetius  beilegte.  Den 
rten  Theil  des  Werkes  desselben,  die  Astronomie,  gleichfalls  herzustellen 
iT  wieder  herzustellen  hat  er  wohlweislich  unterlassen,  er  hätte  dabei 
angenehm  „in  die  Brüche'*  kommen  können. 

So  sehr  wir  nun  auch  vom  heutigen  Standpunkte  aus  das  Yerfahren 
ses  Feldisessers  missbilligen  müssen,  so  sehr  wir  geneigt  sein  werden, 
Q  zu  zürnen,  da  er  das  Urtheil  der  die  Wahrheit  suchenden  Nachwelt 
3  geleitet  hat,  so  wenig  haben  wir  gleichwohl  Ursache;  allzustreng  mit 
n  in's  Gericht  zu  geben.    Denn,  die  ganze  bisherige  Untersuchung  betraf 

Frage  nach  der  Aechtheit  oder  Unächtheit  der  den  Namen  des  Boetius 
genden  Schrift  über  Geometrie,  und  wir  gehingten,  gestützt  auf  die  vor- 
brachten Gründe,  zu  der  festen  Ueberzeugung,  dass  dieselbe  nicht  von 
etitts  herrühren  könne.  Das  Resultat  war  demnach  ein  negatives.  Ein 
ches  ist  zwar  immerhin  für  die  Feststellung  der  Wahrheit  von  hohem 
erthe,  vermag  jedoch  nicht;  volle  Befriedigung  zu  gewähren.  Sollte  aber 
rklich  die  ganze,  lange,  mit  der  peinlichsten  Sorg&lt  durchgeführt«  For- 
mung mit  einem  verneinenden  Erfolge  abschliessen,  sollten  wir  nicht  etwas 
sitives  durch  dieselbe  erfahren  haben?  Dies  scheint  in  der  That  der  Fall, 
wannen  wir  doch  mit  der  Ueberzeugung,  Boetius  könne  nicht  der  Ver- 
ser der  in  Rede  stehenden  Geometrie  sein,  die  andere,  die  in  derselben 
Ihaltene  Üebersetzung  eines  Theils  der  Euklidischen  Elemente  sei  ein 
uchstück  einer  fUr  die  Bedürfnisse  der  römischen  Feldmesser  veranstal- 
en  Üebersetzung  oder  Bearbeitung  des  Euklid.  Eine  Üebersetzung 
s  Euklid  in  das  Lateinische  zur  Zeit  der  römischen  Agri- 
ensoren,  mehr  als  tausend  Jahre  vor  derjenigen  Zamberti's,  noch  vor 
•etius,  vielleicht  sogar  vor  Theon !  Wohl  möchte  Mancher  diese  Folgerung, 
jlche   die  Boetius-Schrift  trotz  ihrer  Unächtheit  immer  noch   als  wichtig 
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genug  flir  die  Geschichte  der  Mathematik  erscheinen  Iftsst,  allzu  kühn  findes. 
Allein  wir  wissen,  dass  in  der  That  um  die  genannte  Zeit  bereits  üeber- 
Setzungen  des  Euklid  existirten.  Der  Veroneser  Palimpsest  No.  38,  jetzt 
No.  40,  nämlioh,  auf  welchen  schon  Blume  aufmerksam  gemacht  hat,  F.  II, 
65,  Anm.  114,  und  dessen  Friedlein^  Praef.  VI,  als  noch  nicht  enträthselt 
gedenkt,  ist  seitdem  entziffert  worden.  £r  enthält,  wie  Mommsen'),  15:) 
— 156,  mittheilt,  Theile  des  Livius  und  Yirgilius,  femer  philosophische 
Gegenstände^  und  endlich  sechs  Blätter:  ,JEfidides  Latine  faätis'^.  Di« 
ersteren  beiden  sind  bereits  veröffentlicht,  das  Bruchstück  des  Euklid  habeo 
wir  von  Studemund  noch  zu  erwarten.  Als  Zeit  aber,  aus  welcher  die 
ältere  Schrift  dieses  Palimpsestes  (die  spätere  üeberschreibang  gehört  dem 
9*'°  Jahrhundert  an)  stammt,  bestimmt  Mommsen,  176,  das  vierte  Jahr- 
hundert n.  Chr.  Wurden  wir  also  durch  innere  Gründe  zu  der  üeber- 
Zeugung  geführt,  es  liege  in  der  Boetius-Schrift  ein  Theil  einer  schon  früh 
verfassten,  lateinischen  üebersetzung  Euklid's  vor,  so  erhalten  wir  nunmebr 
in  den  äusseren  Thatsachen  den  Beweis  dafür,  dass  diese  Ansicht  nicht  so 
gewagt  ist^  wie  es  vielleicht  Anfangs  scheinen  möchte.  Fragen  wir  aber, 
wie  es  möglich  gewesen ,  dass  sich  eine  aus  so  früher  Zeit  stammende, 
wohl  nur  in  verhältnissmässig  wenigen  Exemplaren  vorhandene  Schrift  bis 
auf  unsere  Tage  erhalten  habe,  so  kann  die  Antwort  nur  die  sein:  Weil 
sie,  durch  den  berühmten  Namen  des  Boetius  geschützt,  dem  Untergänge, 
welchem  so  manches  andere  Werk  im  Laufe  stürmisch  bewegter  Jahrhundert'? 
verfiel,  entronnen  ist.  Dazu  aber  hat,  freilich  ohne  es  zu  wissen  und  zc 
beabsichtigeui  jener  Feldmesser,  welcher  so  lange  das  ürtheil  der  Nachwelt 
irre  geführt,  und  sich  nur  durch  übergrosse  Schlauheit  verrathem  hat,  wesen*- 
lieh  beigetragen.  Wir  haben  daher  immerhin  Ursache,  ihm  in  dieser  Hii. 
sieht  dankbar  zu  sein. 

Blicke  ich  jetzt  am  Schlüsse  auf  die  vorliegende  Untersuchung  zurück, 
so  bin  ich  selbst  nicht  am  Wenigsten  von  dem  eigenthüm lieben  Laufe 
überrascht,  welchen  dieselbe  genommen.  Ihr  Zweck  war  die  Prüfung  de- 
Aechrtheit  oder  Unächtheit  der  dem  Boetius  zugeschriebenen  Schrift  übe* 
Geometrie.  Während  mich  nun  der  ganze  Gedankengang  in  dieser  Frage 
zur  Opposition  gegen  die  von  Cantor  ausgesprochene  Ansicht  treibt^  fahre 
mich;  und  es  gereicht  mir  dies  zu  besonders  freudiger  Genugthuung,  die-{ 
selben  Schlüsse  ebenso  ungesucht  und  naturgemäss  wie  unerwartet  in  eine 
anderen  Beziehung  zurConjunction,  und  zur  Ueberzeugung  von  der  Wichtig- 
keit des  erhaltenden  Einflusses  der  römischen  Agrimensoren. 
auf  welchen  Hultsch  und  Cantor,   A.  4,  185,  aufmerksam  gemacht  habe. 


7)  „Abhandlungen   der   Berliner   Akademie   der   Wissenachaften.     Aus  d< 
Jahre  1868.    (Philologisch-historische  Abtheilung.)    Berlin  1869".    Die  Hinweisu 
auf  diese  den  Veroneser  Palimpsest  betreffende  Stelle,  den  ich  noch  nicht  eoi. 
ziffert  glaubte,  ebenso  wie  die  auf  die  bereits  erfolgte  YerÖfientlichung  des  r> 
Anm.  1)  erwähnten  Papyrus  Rhind,  und  endlich  auf  die  von  Yalerrus  Maximu«' 
begangene  Verwechselung  der  beiden  Euklide  verdanke  ich  der  Güte  und  Freund- 
lichkeit des  Herrn  Cantor,  welchem  ich  mich  deshalb  ausserordentlich  verbunden 
und  verpflichtet  fühle. 
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Neuer  Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig. 

1878. 

8iirbe|^  Dr.  d.,  met^obifd^  georbnete  aufgabenjamntlung, 
me^r  aU  8000  Aufgaben  ent^altenb,  über  afle  Zweite  ber  (Sle^ 
mentar^SCritl^metit  für  (S^mnafieR,  Steatfc^ulen  unb  pot^tec^nifd^e 
Se^ranftalten.  Siebente  (Goppel-)  Auflage,  gr.  8.  [XII  u. 
322  ©.]     ge^.  .^2.70. 

Xie  ttefultate  wetbeii  nur  an  £fl)rer  geliffect,  »elc^e  fi(^  utitet  Seifflflung  oun 
JCi.—  (in  f^nefmaifen)  beS^lb  biceft  an  Me  Serlagftfianblung  menbcn. 

Beobaohtungen,  meteorologische,  in  Deutschland  angestellt 
an  17  Stationen  zweiter  Ordnung  im  Jahre  1876.  [YII  u. 
116  S.]     gr.  4.     geh.  n.  .^  8.— 

Dnrdge,  Dr.  H.,  ord.  Professor  an  der  Universität  zu  Prag, 
Theorie  der  elliptischen  Functionen.  Versuch  einer 
elementaren  Darstellung.  Dritte  Auflage.  [VIII  u.  390  S.] 
gr.  8.     geh.  n.  JC  d . — 

Königsberger ,  Dr.  Leo,  Professor  der  Mathematik  an  der 
Universität  zu  Wien,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der 
hyperelliptischen  Integrale.  [VI  u.  170  S.]  gr.  8. 
geh.  n.  .^  4.80. 

Kr61mke,  G«  H«  A«,  CiviHngenieur  u.  Königl.  preuss.  Baumeister, 
Handbuch  zum  Abstecken  von  Curven  auf  Eisenbahn- 
nnd  Wegelinien.  Für  alle  vorkommenden  Winkel  und  Radien 
aufs  sorgfältigste  berechnet.  Neunte  neu  bearbeitete  Auflage. 
Mit  einer  Figurentafel.  [VIII  u.  164  S.]  16.  In  Leinwand 
gebunden  jfi,  1.80. 

ICansion,  Dr.  P.«  Professor  an  der  Universität  zu  Gent,  Elemente 
der  Theorie  der  Determinanten  mit  vielen  Uebungsauf- 
gaben.     [IV  u.  50  S.]     gr.  8.     geh.  n.  .^  1.20. 

[Uebersetzt  von  Dr.  Hörn,  unter  Mitwirkung  von  Dr.  S.  Günther.] 

MatthieBsen,  Ludwig,  ord.  Professor  a.  d.  Universität  zu  Rostock, 
Grundzüge  der  antiken  und  modernen  Algebra  der 
Htteralen  Gleichungen.  [XVI  u.  1001  S.J   gr.  8.  geh.  n.  «^  20 .  — 

Kittleilttttgtlt  bed  @äd^{ifc^en  Ingenieur:;  unb  Slrc^iteften- 
Set  ein  d.  ^eraudgegeben  Dom  Sermaltungdrat^e  bed  SSereind. 
Sleuc  gotge.  Sa^rgang  1877.  äRit  fec^Ä  lit^ograp^irten  Xnfeln. 
[68©.]     gr.  8.     ge^.  n.  «^  3.— 

Müller,  Dr.  Hubert ,  Oberlehrer  am  Kaiserl.  Lyceum  zu  Metz, 
Leitfaden  der  ebenen  Geometrie  mit  Benutzung  neuerer 
Anschauungsweisen  für  die  Schule.  I.  Theil  1.  Heft.  Die 
geradlinigen  Figuren  und  der  Kreis.  Mit  Uebungen.  Zweite 
umgearbeitete  Auflage.  (Mit  zahlreichen  Holzschnitten  im  Text 
und  2  lithogr.  Tafeln.)    [X,  70  u.  48  S.]    gr.  8.    geh.  n,JCl.  60. 
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Müller«  Dr.  Hubert »  Oberlehrer  am  Eaiserl.  Lyceum  zu  Metx, 
Leitfaden  der  ebenen  Geometrie  mit  Benntzung  neuerer 
Anschauungsweisen  für  die  Schule.  I.  Theil  2.  Heft  Anhang: 
Erweiterungen  zu  Theil  I  und  Einleitung  in  die  neuere  Geo- 
metrie. Mit  Uebungen.  (Mit  vielen  Holzschnitten  im  Text  und 
2  lithogr.  Tafeln.)    [36  u.  34  S.]    gr.  8.  geh.   n.  ^1.20. 

NeumaniL«  Dr.  F.»  Professor  der  Physik  an  der  üniyersitftt  zu 
Königsberg,  Beiträge  zur  Theorie  der  Kugelfunctionen. 
I.  und  IL  Abtheilung.  (In  einem  Band.)  [156  S.]  gr.  8. 
geh,  n.  €>Ä  8 .  — 

Salmon,  G.»  analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte  mit 
besonderer  Berücksichtigung  der  neueren  Methoden.  Frei  be- 
arbeitet von  Dr.  W.  Fiedleb»  Professor  am  eidgenöss.  Poly- 
technikum zu  Zürich.  Vierte  verbesserte  Auflage.  [XXIV 
u.  701  S.]     gr.  8.     geh.  n.  «^  14.40. 

Schlömfloh,  Dr.  Oacar,  Geh.  Schulrath  im  KgL  Sfichs.  Cultus- 
ministerium,  üebungsbuch  zum  Studium  der  höheren 
Analysis.  Erster  Theil :  Aufgaben  aus  der  Differentialrechnung. 
Dritte  Auflage.  Mit  Holzschnitten  im  Texte.  [VII  u.  308  S.] 
gr.  8.     geh.  n.  «^  6. — 

C^tt^e^  <S.  %%;  Dberte^rer  am  @eminar  ju  SBoIbenburg  t.  @.,  Sftag^ 
tttib  aufgabcn^cftc  gut  Sruc^reii^nunß  unb  bcn  büröcr- 
li^en  SHed^nungdarten.  gür  Sortbilbungdfc^ulen,  untere  Seminar^ 
unb  KeaUcJ^utttoffen  nad^  feiner  ,,  ^jraftif t^en  änweifung"  be^ 
arbeitet.    2  §efte.    flr.  8.    JC  2.20. 

Sinaeln:    I.  feft:  IBriK^red^nung  unb  Stegelbetxi.    \1V  u.  88  @.]    JCi.- 
II.  ^eft:  ^ie  bürgerlichen  9!e(^nungdatten  nm  abgetüteter  ^ecinul^ 
brucl^re($nung.     ^n^ang:  2)te  ^uflöfungen  ^u  ben  Suf^ 
gaben  oon  ^eft  l  u.  2.    [66  u.  36  @.]    JC  1.20. 

Serret,  J.  A.,  Handbuch  der  höheren  Algebra.  Deutsche 
üebersetzung  von  G.  Wertbeim,  Lehrer  an  der  Realschule 
der  israelitischen  Gemeinde  zu  Frankfurt  a.  Main.  Erster  Band. 
Zweite  Auflage.     [VIII  u.  528  S.]     gr.  8.     geh.  n.  JC  9.— 

Somoff,  J.,  Mitgl.  d.  Akademie  und  Prof.  an  der  Uniyersitflt  zu 
Petersburg,  theoretische  Mechanik.  Aus  dem  Bussischen 
übersetzt  von  Alexander  Ziwet.  I.  Theil.  Kinematik. 
[XVI  u.  412  S.]     gr.  8.     geh.  n.  .^6.80. 

gBurnfe,  §r.,  ^flanjen  in  Sitte,  ©age  nnb  ©efc^ic^te,  Sür 
@(^ule  unb  ^auä.     [VII  u.  219  ©.]     8.    gel^.  JC  1.60. 

Wümiehe»  Otto,  Filices  Saxonicae.  Die  Gefässkryptogamen 
des  Königreichs  Sachsen  und  der  angrenzenden 
Gegenden.     Zweite  Auflage.     [31  S.]     8.     geh.  JC  —.ßO. 
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Historisch -literarische  Abtheilung. 


Der  Original -Wortlaut  des  päpstlichen  ürtheils 
gegen  ti^alilei. 

Von 

Dr.  Emil  Wohlwill. 


Es  ist  bekannt,  dass  unter  den  Beweisen,  dnrcb  die  man  eine  An- 
wendung der  Tortur  gegen  Galilei  zu  bestreiten  pflegt,  der  Wortlaut 
des  päpstlicben  Decrets  vom  16.  Juni  1633  eine  bervorragende  Stelle  ein- 
nimmt. Nach  der  allgemein  verbreiteten  Annabme  entbält  dies  Decret 
in  den  Worten:  ^fialUeum  examinandutn  de  intenlione  ei  (oder  etiam)  cotn- 
minala  ei  iortura,  et  si  sttsiinuerii,  condcmnandum  esse^*^  den  Befebl,  über 
die  Androbnng  der  Tortur  nicbt  binauszugeben.  leb  glaube  nun  aller- 
^i°g^i  gezeigt  zu  haben,*  dass  von  den  mann  ich  faltigen  Auslegungen, 
auf  denen  diese  Ansicht  beruht,  die  einen  jeder  Berechtigung  entbehren, 
die  anderen  jedenfalls  nicbt  ausschliesslich  berechtigt  sind.  leb  bin  jedoch 
bei  allem  Bemühen,  den  wahren  Sinn  der  vielgedeuteten  Worte  festzu- 
stellen, nicbt  im  Staude  gewesen,  der  abweisenden  Kritik  ein  positives 
Ergebniss  hinzuzufügen;  es  ist  mir  nicbt  gelungen,  einer  umständlichen 
Untersuchung  über  die  im  Gebrauch  der  Inquisitionsschriftsteller  vorkom- 
menden Anwendungen  des  Ausdruckes  „sttsiinere^'  etwas  Anderes  zu  ent- 
nehmen, als  die  Ueberzeugung,  dass  nach  dem  Sprachgebrauch  nicbt 
minder  diejenigen  Auffassungen  sich  rechtfertigen  lassen,  die  in  dem 
päpstlichen  Decret  einen  Befehl  zur  Folterung  zwischen  den  Zeilen  lesen, 
als  die  völlig  entgegengesetzten,  nach  denen  in  dem  „et  si  suslinuerü*^ 
das  Verbot  einer  Anwendung  der  Folter  enthalten  wäre.     Indem  icb  die 


*  In  meiner  Schrift:  „Ist  Galilei  gefoltert  worden?"  Leipzig  1877,  S.  64—82. 
Ich  habe  bei  dieser  Gelegenheit  die  Uebersetzung -von  Scartazzini,  sowie  die 
zweite  von  Pieralisi  nicht  mehr  berücksichtigen  können;  die  von  Beuscb  war 
mir  entgangen.  Seitdem  haben  auch  de  TEpinois  und  v.  Gebier  neue  Inter- 
pretationen gegeben. 

Hiit.-lit  Abthlg.  d.  Zettaolir.  t  Math.  n.  Phyg.  XXIV,  1.  ^  i^  T 
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Historisch  -  literarische  Abtheilang. 

Aufforderung,  weiter  zu  forschen,  an  Diejenigen  richtete,  denen  ein  voll- 
stSndigeres  Material  an  vergleichbaren  Actenstücken  zu  Gebote  stebt, 
glaubte  ich  meine  Untersuchungen  über  die  Frage  der  Folterung  zunäclut 
ohne  Rücksicht  auf  den  eigentlichen  Sinn  des  Decrets  vom  16.  Juni  fort- 
setzen zu  dürfen;  nur  als  im  Allgemeinen  wahrscheinlich  habe  ich  die 
Ansicht  bevorzugt,  nach  der  der  päpstliche  Befehl  auf  eine  Realterrition 
hinwiese.  Streng  genommen  blieb  daher  auch  meine  weitere  Beweis- 
führung in  Betreff  einer  Fälschung  des  Protokolls  vom  21.  Juni  und  der 
darauf  folgenden  Documente  unvollständig,  so  lange  die  gehoffte  ent- 
scheidende Aufklärung  über  das  Decret  vom  16.  Juni  fehlte. 

Diese  Aufklärung  ist  mir  unmittelbar  nach  dem  Erscheinen  meiner 
Untersuchungen  (im  Herbst  1877)  in  völlig  unerwarteter  Weise  durch 
Professor  Silvestro  Gherardi  zugekommen.  Die  gegenwärtige  Lage 
des  Streites  über  die  Fälschungen  der  vaticanisehen  Handschrift  des 
Galileischen  Processes  lässt  es  mir  angemessen  erscheinen,  die  wichtigen 
Mittheilungen,  die  ich  dem  Florentiner  Gelehrten  verdanke,  an  die  Oef- 
fentlichkeit  zu  bringen.  *  Besser  als  alle  kritischen  Erörterungen  werden 
sie  sich  wirksam  erweisen ,  um  auch  Denen ,  die  zu  vertrauensvoller  Auf- 
fassung geneigt  sind,  begreiflich  zu  machen,  dass  es  sich  in  dem  ans* 
gesprochenen  Verdachte  um  etwas  mehr  als  vage  Muthmassungen  handelt 

I. 

Gherardi^s  Enthüllungen  schliessen  sich  an  diejenigen  an,  über 
die  in  früheren  Jahrgängen  dieser  Zeitschrift  durch  Professor  Cantor 
und  den  Verfasser  dieser  Abhandlung  referirl  worden.**  Sie  ergänzen 
den  hochinteressanten  Berit^ht  über  die  Forschungen  im  Palast  der  Inqui- 
sition, zu  denen  das  Intermezzo  der  römischen  Republik  von  1848 — 49 
die  Gelegenheit  geboten  hat.  Schon  in  jenem  ersten  Berichte  findet  sich 
(auf  S.  40)  die  Bemerkung,  es  habe  der  Verfasser  „die  bestimmtesten 
•Beweise  dafür  unter  Augen  gehabt,  dass  die  Protokolle  über  die  Sitzungen 
der  Congregation  des  heil.  Officium  ursprünglich  auf  lose  Blätter  ge- 
schrieben und  erst  nachträglich,  zuweilen  recht  spät,  und  nicht  immer 
genau  in  die  Bände  der  Decreta  eingetragen  wurden^*.  Eine  bunte  An- 
häufung solcher  Blätter  und  getrennter  Hefte  war  es,  die  vor  allem 
Uebrigen  die  Aufmerksamkeit  G her ardi^s  und  des  mit  ihm  forschenden 
Freundes  auf  sich  zogen.  Hier  entdeckten  sie  zuerst  auf  mehreren 
Blättern  den  Wortlaut  jenes  bis  dahin  nicht  bekannten  Decrets:  »GoH- 
leum   examinandum  de  intentione  et  comminaia  ei  iortura  etc.^^     Die  nähere 


*  Eine  kurze  vorläufige  Mittheilong  habe  ich  in  meiner  Becenaion  der  Schrif- 
ten von  de  TEpinois  und  t.  Gebier  in  den  Götünger  Gelehrten  Anzeigen  (1S78, 
Nr.  21)  gegeben. 

**  Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.  Jahrg.  16,  Literaturztg.  S.  6  flg.;  Jahrg.  17 
Literaturztg.  S.  26  flg. 


Digitized  by 


Google 


Der  Original -Wortlaut  des  päpstlichrn  Urtheils  gegen  Galilei.        3 

Prüfang  ergab,  dass  die  Blätter  und  Hefte  nicht  nur  die  regulären,  in 
der  Sitzung  niedergeschriebenen  und  approbirten  Protokolle  enthielten, 
sonder  neben  diesen,  und  zwar  in  überwiegender  Zahl,  Vorschläge,  Pro- 
ben, Entwürfe  für  das  Protokoll,  die,  wie  untrügliche  Indicien  annehmen 
lassen,  vor  der  Sitzung  für  den  Gebrauch  der  Congregationsmitglieder 
ausgearbeitet  und  je  nach  Lage  der  Dinge  und  den  Anweisungen,  Be- 
fehlen oder  Gegenbefehlen  des  Papstes  oder  im  Namen  des  Papstes  um- 
gearbeitet und  „zubereitet'*  waren,  daneben  unter  den  abgeschlossenen 
und  approbirten  Sitzungsprotokollen  auch  solche,  an  denen  nach  den 
Sitzungen  mehr  oder  weniger  eingreifende  Veränderungen  yorgenom- 
men  waren.  Was  sich  in  dieser  Beziehung  im  Laufe  der  eigenen  Unter- 
suchungen den  beiden  Forschern  ergab,  wurde  ihnen  durch  freiwillig 
gegebene  Aufklärungen  Eingeweihter  in  ausreichendem  Masse  bestätigt, 
lieber  die  hervorragende  Bedeutung  dieses  Theiles  des  Inquisitions- 
archivs konnte  man  nicht  lange  im  Zweifel  sein;  die  mühsame  Arbeit, 
in  den  verworrenen  Haufen  von  Blättern  und  Heften  Ordnung  zu  bringen, 
das  Material  nach  Zeiten,  Processen  und  Personen  zu  sondern,  nahm 
daher  Gherardi  längere  Zeit  in  Anspruch.  Dem  Process  Galilei 's  war 
schon  damals  sein  Interesse  in  erster  Linie  zugewandt;  die  Ausbeute  in 
dieser  Richtung  war  nicht  gross,  aber  was  man  fand,  erschien  in  hohem 
Grade  geeignet,  die  Aufmerksamkeit  zu  fesseln.  In  nicht  weniger  als 
nenn  Exemplaren  lag  schliesslich  das  verurtheilende  Decret  vom  16.  Juni 
1633  vor,  ein  jedes  auf  gesonderte^  Blatte,  und  was  das  Wichtigste 
war:  der  Wortlaut  bot  die  grössten  Verschiedenheiten.  Gherardi  hat 
6ämmtHche  Variauten  copirt,  soweit  ihm  bei  den  vielen  Abkürzungen, 
Streichungen  und  Veränderungen  die  Entzifferung  gelungen  ist;  seine 
vorläufigen  Mittheilungen  beschränken  sich  auf  den  Inhalt  von  vier  Blät- 
tern, den  ich  hier  folgen  lasse. 

I.  „&"**"  decrevil  ipsum  Galileum  interrogandum  esse  super  inten- 
Hone,  et  comminaia  ei  tortura ,  ei  si  ailamen  susiinueril  vel  per- 
sliieril   — —  — '-    —  —  — 

•  vd  cesserit _ g^  demum  destiterit,  •  (sie) 

praevia  abjuraiione  de  vehemenii  in  plena  Congregaiione  S.  0, ; 

condemnandum  ad  Carcerem  ecc.  ecc.^^ 
Zwischen   „persliierit^  und   „si  demum   deslilerii^^  sind   ungefähr  zwei 
Zeilen    durchstrichen,   und  zwar  in  einer  Weise,   dass  eine  Entzifferung 
einzelner  Worte  sich  als  durchaus  unmöglich  erwies. 

II.  „5."*"^  decrevit  ipsum  Galileum  interrogandum  esse  super  inten- 
lione,  et  comminaia  ei  tortura ,  ei  si  atiamen  susiinuerit  vel  per- 
siilerit  r==    =    s===    =   =   =   =   =c===    =   = 

♦  vd  cesserit      =  =  —  =    =    =   =   =    =    si  demum   destiterii^  *  (sie) 

.^         praevia  abjuraiione  de  vehemenii  in  plena  Congregaiione  &  0., 
condemnandum  ad  Carcerem  ecc,  ecc.^* 
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Gherardi  bemerkt,  dass  Reihen  von  Doppelstrichen  derselben  Art, 
wie  sie  sich  hier  zwischen  „persliieril^^  und  „si  demum  destiterit*^  finden, 
in  derartigen  Manuscripten  häufig  vorkommen,  und  dass  dieselben  an 
der  Stelle  bestimmter,  dem  Schreiber  geläufiger  Formelausdrücke  stehen. 

In  Form  II  ist  Nichts  gestrichen. 

III.  „Sf"*  decrevil  ipsum  Galileum  interrogandum  esse  super  intentione,  ei 
comminata  ei  ioriura,  ei  si  desiiterit,  praevia  abjtiraiione  de  vehementi 
in  plena  Congregaiione  S,  0, ,  condemnandum  ad  Carcerem  ecc.  ecc:" 

IV.  „Sf**"  decrevil  ipsum  Galileum  interrogandum  esse  super  intenlione^  et 
comminata  ei  ioriura,  et  si  suslinuerit,  praevia  abjuraiione  de  vehe- 
menti in  plena  Congregaiione  S.  Off.  condemnandum  ad  Carcerem 
ecc,  ecc.'^ 

Von  diesen  vier  Bearbeitungen  des  Decrets  vom  16.  Juni  1633  sind 
nach  Gherardi's  Angabe  I  und  II  durch  Papier,  Dinte  und  Scfarift- 
ztige,  durch  den  Grad  der  Abnutzung  u.  s.  w.  auf's  Bestimmteste  als 
Aufzeichnungen  sehr  alten  Ursprunges  charakterisirt;  mit  gleicher  Be- 
stimmtheit geben  sich  in  jeder  der  angeführten  Beziehungen  III  und  IV 
als  Producte  der  neuesten  Zeit  zu  erkennen.  Diese  Thatsachen  in  Ver- 
bindung mit  allen  späteren  Forschungen  haben  für  Gherardi  die  An- 
nahme zur  Gewissheit  erhoben,  dass  I  und  II  (sowie  ein  drittes  Blatt 
mit  höchst  undeutlicher,  vielfach  veränderter  Schrift)  der  Zeit  des  Pro- 
cesses  von  1633  angehören,  während  III  und  IV  (sowie  eine  andere, 
gleichfalls  undeutliche  Copie)  nicht  mehr  als  10  —  20  Jahre  vor  dem 
Zeitpunkte  seiner  Forschungen  (1848)  entstanden  sein  können. 

Diesen  merkwürdigen  Mittheilungen  fügt  Professor  Gherardi  in 
seinem  an  mich  gerichteten  Schreiben  vom  14.  December  1877  das  Fol- 
gende hinzu:  „Seit  den  Tagen,  in  denen  ich  meine  Auszüge  aus  jenen 
Papieren  zu  Stande  gebracht,  hätte  ich  Grund  genug  gehabt,  an  das 
Vorhandensein  eines  päpstlichen  Befehls  zu  glauben,  der  im  Fall  der 
Hartnäckigkeit  Galilei  zur  Folter  führen  musste,  ja  selbst  an  die  Wab^ 
scheinlichkeit  einer  Vollziehung  dieses  Befehls;  aber  damals  —  ich  ge- 
stehe es  aufrichtig  —  unter  der  Last  der  Beschäftigungen  und  alle  Ge- 
danken beherrschenden  Sorgen  jener  Zeit,  dann  aber  auch,  weil  ich  von 
Natur  dazu  neige,  von  vornherein  dem  Glauben  an  verwerfliche  Hand- 
lungen die  mildere  Auffassung  vorzuziehen,  habe  ich,  statt  dem  aufstei- 
genden Verdacht,  dem  Gedanken  an  unerhörte  Fälschungen  mich  hinzu- 
geben, es  auf  günstigere  Zeit  verschoben,  mich  mit  diesen  Fragen 
eingehender  zu  beschäftigen.  Mittlerweile  beruhigte  ich  mich  bei  den 
Sinne  und  Wortlaut  der  dritten  Lesart,  die  sicher  alle  übrigen  an 
Klarheit  Übertrifft;  diese,  sagte  ich  mir,  muss  besser  als  alle  anderen  der 
Wahrheit,  dem  wirklichen  Verlauf,  der  Absicht  Urban's  VIII.  entsprochen 
haben;  diese  wird  man  in  dem  Register  der  Acta  wiederfinden  mfissen." 
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Etwa  zwei  Monate  nachdem  Gherardi  jene  lesen  Blätter  für  s^ine 
Zwecke  yerwerthet  hatte ,  ilberraschte  ihn  der  Freund  mit  der  Nachricht : 
er  habe  den  betreffenden  Band  im  Begister  der  Acta  gefunden  und  die 
auf  Galilei  bezüglichen  Decrete,  unter  ihnen  auch  das  Decret  vom 
16.  Juni  copirt. 

Auf  den  ersten  Blick  überzeugte  sich  Gherardi,  dass  der  Text  des 
Decrets,  wie  er  in  dieser  Abschrift  den  endgiltig  formulirten  Sitz- 
QDgsprotokoUen  entnommen  war,  mit  Nr.  IV  der  oben  gegebenen  Zusam- 
menfitelluDg  vollständig  Übereinstimmte.  Genau  denselben  Wortlaut  bot 
ihm  die  später  im  Inquisitionsarchiv  entdeckte  Sammlung  der  31  Galilei 
betrefenden  Decrete.  Bekanntlich  bildet  diese  Copie,  die  nach  Ghe- 
rardi's  Vermuthung  gegen  1835  für  den  Herzog  von  Blacas  hergestellt 
wurde,  neben  den  Originaldecreten  die  eigentliche  Grundlage  der  Ghe- 
rardi'sehen  Schrift:  j,Il  processo  Galileo,  rivedulo  sopra  documenti  di  nuova 
fonte,'^*  In  dieser  Schrift  ist  eben  darum  auch  das  Decret  vom  16.  Juni 
1633  in  wörtlicher  Uebereinstimmnng  mit  unserer  Nr.  lY  zum  Abdruck 
gebracht. 

„War  nun  aber  in  Wirklichkeit  in  den  beiden  Abschriften  das  Ori- 
ginal des  denkwürdigen  Schriftstückes,  wie  es  der  Band  der  Decreta 
enthält,  genau  reproducirt?  oder  Hessen  sich  auch  in  diesem  Original  die 
Sparen  einer  älteren  Formulirung,  ähnlich  der  der  Blätter  I  und  II, 
nachweisen?"  Mit  dieser  Frage  schloss  Gherardi's  erste  an  mich  gerich- 
tete Mittheilnng  und  beinahe  zwei  Monate  vergingen,  bis  er  durch  die 
Antwort  die  gespannte  Erwartung  befriedigte.     Diese  Antwort  lautete: 

„Nehmen  Sie  aus  der  Reihe  der  vier  Abschriften  Nr.  I,  durchstrei- 
chen Sie,  abgesehen  von  der  bereits  gestrichenen  langen  Stelle  zwischen 
..pentüeriV*'  und  „st  demum  desiiterit^\  noch  die  Worte  „si  demum  destiterit'\ 
das  einzelne  Wort  „aliamen"^  und  das  „»e/  perstilerii^*,  betrachten  Sie  end- 
lich die  Bemerkung  am  Rande  „vel  cesserii,  recesseriV'  als  nicht  vorhan- 
den, SU  haben  Sie  mit  seinen  gestrichenen  und  übrig  gebliebenen  Wor- 
ten den  entscheidenden  Passus  des  Decrets,  wie  ich  denselben  auf  Seite 
102  (?)  des  betreffenden  Bandes  der  Decreta  vor  Augen  gehabt  habe.*' 
Diese  entscheidende  Vergleichung  war  das  Ergebniss  des  verwegenen 
Besüchs  im  Inquisitionspalast,  den  Gherardi  1849  noch  nach  der  Be- 
setzung Roms  durch  die  Franzosen  und  der  Wiederherstellung  des  kirch- 
lichen Regiments  unternahm.**  Er  erkannte  bei  dieser  Gelegenheit,  dass 
die   Buchstaben    der    getilgten    Worte    durch    die    Streichung    nicht    in 


*  Ich  verdanke  der  Güte  des  Herrn  Prof.  Gherardi  eine  auf  lithographi- 
schem Wege  hergestellte  genaue  Beproduction  dieser  wichtigen  Sammlung,  der 
ich  nicht  wenige  bisher  unbekannte  Einzelheiten  entnommen  habe. 

**  Vergl.  Gherardi,  „IJ  processo  Galileo'*,  S.  7  Note  1^  wo  es  heisst:  „li 
voUi  riconsuitare  non  senza  mio  grande  personale  pericolo,  „che  nel  pensier  rinnova 
la  pawra"^  sopprawenuta,  „non  sine  quaref'  a  mezeo  soUamio  ü  fatto  mio". 
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gleichem  Masse  nnkenntlich  geworden  waren,  wie  anf  Nr.  1  der  losen 
Blätter;  aber  im  Begriff  zu  entziffern,  was  sich  entziffern  Hess,  sah  er 
sich  überrascht  und  zum  Verzicht  auf  alle  weiteren  Versuche  genöthigt 
Nur  soviel  hatte  er  bereits  feststellen  können ,  dass  auch  in  der  Abschrift 
der  Decreta  dem  „praevia  abiuratione"^  wie  auf  Blatt  I  ein  „desiiteriV  un- 
mittelbar vorherging.  Ueber  einige  andere  Worte,  die  er  gleichfalls  — 
wenn  auch  nicht  mit  gleicher  Sicherheit  —  zu  lesen  vermochte,  verspricht 
Gherardi  fernere  Mittheiiungen.  Ich  hoffe,  er  wird  die  Zeit  gekommen 
glauben,  diese,  wie  alle  übrigen  Resultate  seiner  Forschungen  der  Oef- 
fentlichkeit  zu  übergeben. 

n. 

Soviel  die  gegebenen  Aufschlüsse  zu  wünschen  übrig  lassen ,  so  bieten 
sie  doch  eine  sehr  wesentliche  Ergänzung  des  anderweitig  vorliegenden 
Materials.  Sie  stellen  zunächst  ausser  Zweifel,  dass  die  Form  des  De- 
crets  vom  16.  Juni,  die  uns  durch  de  TEpinois  und  Gherardi  be- 
kannt war,  durch  mehrfache  Streichungen  aus  einer  älteren  Fassung 
andern  Inhalts  entstanden  ist.  Leichter  begreift  sich  unter  dieser  Vor- 
aussetzung das  Eigenthümliche  der  Form;  es  ist  nicht  zu  erwarten,  ds« 
für  eine  Willensänsseruug  der  einfachste  und  völlig  sachgemässe  Ao£- 
druck  gewonnen  wird,  wenn  man  —  gleichviel  aus  welchem  Grunde  — 
darauf  angewiesen  ist,  ihn  lediglich  durch  Streichungen  aus  einem  ge- 
gebenen Wortlaut  wesentlich  andern  Inhalts  herzustellen. 

Kaum  bedarf  es  der  Bemerkung,  dass  über  den  Sinn  des  „susUnuerU" 
eine  Ungewissheit  nicht  mehr  stattfinden  kann;  es  ist  die  zuerst  von 
Henri  Martin  vertretene  Deutung,  die  sich  durch  das  erläuternde  ^rW 
persliieril^^  als  die  allein  zulässige  erweist.  Dass  die  Ausdrücke  „«t  susti- 
nuerit}'  und  „si  perslilenl^  in  der  Inquisitionsliteratur  als  Synonyma  ▼§- 
kommen ,  habe  ich  schon  früher  nachgewiesen ;  *  beide  Ausdrücke  werden 
offenbar  absolut  gebraucht,  das  ,,el  si  sustinuerit'^  ist  demgemäss  weder 
auf  jftoriuram^^,  noch  auf  ,^inleniionem^'^  (Pieralisi),  noch  auf  ein  nicbt 
vorhandenes  „Aussage'^  (v.  Gebier)  zu  beziehen,  es  bedeutet  schlecbt- 
hin:  «,und  wenn  er  aushalten  sollte^';  dass  aber  auch  dabei  nicht  etwa 
—  wie  ich  als  möglich  angesehen  —  ein  „m  toWwra"  hinzugedacht  wer- 
den soll,  ergiebt  sich  aus  dem  Zusammenhang  der  ursprünglichen  Auf- 
zeichnung. 

Was  nun  den  Sinn  dieser  letzteren  betrifft,  so  ist  das  Eine  zweifel- 
los klar,   dass  es  sich  sowohl  in  Nr.  I  und  II  der  losen  Blätter,   wie  in 


•  „Ist  G.  gef.  w.?"  S.  78;  der  einen  hier  angefahrten  Stelle  wären  leicht 
eine  grosse  Anzahl  ähnlicher  aus  den  Schriften  von  Pegna,  Garena,  Farinscci 
u.  A,  hinzuzufügen.  Durch  zahlreiche  Belegstellen  ist  ferner  darmthnn,  dass  in 
der  Inquisitionsiiteratur  ganz  regelmässig  völlig  gleichbedeutende  Ausdröcke  doreh 
ein  „veV^,  aber  auch  durch  „et''  verbunden  vorkommen. 
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inglicben  Formulirnng  im  Bande  der  Decreta  nm  die  Anordnung 
fahrens  handelt,  das  geeignet  war,  den  „persistens^^  zum  ^^de- 
er  mindestens  „recedere^*  zu  bringen;  es  ist  demnach  die  Be- 
nng  des  ursprünglichen  Befehls  auf  eine  Bedrohung 
Tortur  für  den  Fall,  dass  Galilei  standhaft  bliebe,  aufs 
timmteste  ausgeschlossen;  die  gestrichenen  Worte,  wie 
,  die  durch  die  Doppelstriche  angedeutet  werden ,  müssen  ent- 
i  Befehl  zur  Folterung  oder  mindestens  zur  Abführung  in  die 
ner  und  Wiederholung  der  Bedrohung  im  Angesicht  der  Mar- 
kte ausgesprochen  haben. 

strengere  Massregel  ist  auch  unzweifelhaft  nicht  allein  vor- 
,  sondern  am  16.  Juni  1633  vom  Papst  und  der  Congregation 
Inss  erhoben.     Man  wird  annehmen  dürfen ,  dass  auf  den  Blät- 

II  die  vor  der  Sitzung  gefertigten  Entwürfe  vorliegen;  dafür 
3esondere  das  „vel  cesserit^'  und  ^yrecesseriV^  am  Rande;  aber  mit 
twtirfen  hat,  von  Einzelheiten  abgesehop,  die  ursprüngliche 
Beschlusses  im  Bande  der  Decreta  übereingestimmt,  und  in  die- 
i^ir  offenbar  die  beschlossene,  nach  der  Sitzung  eingetragene 
las  officielle  Protokoll.  Es  ist  dadurch  unwidersprechlich 
dass  ein  Beschluss  und  Befehl,  der  über  die  Androhung  der 
lusgeht,  mit  der  vielbesprochenen  Milde  des  Verfahrens  gegen 
n  16.  Juni  1633  wohl  vereinbar  gefunden  wurde. 

7  herardi  glaubt  weiter  annehmen  zu  dürfen,  dass  die  Streich- 
Blatt  I,   wie  im  Bande  der  Decreta  nicht  älter  sind,   als  der 
Blätter  III  und  IV,   dass   sie  also,   wie  diese,   dem  zweiten 
19.  Jahrhunderts  angehören.     Es  wären  dieser  Ansicht  gemäss 

ungen,  wie  die  Varianten  III  und  IV  als  Fälschungen  zu 
das  gegen  Galilei  thatsächlich  eingeschlagene  Verfahren 
ursprünglichen  Beschlüsse  nnd  Befehl  vom  16. «Juni  ent- 
üssen,  Fälschungen  wären  demnach  auch  diejenigen  Acten- 
Vaticanmanuscripts,  die  das  Gegentheil  zu  beweisen  scheinen. 
That   giebt  es,   wenn  man   diesen   Schluss   vermeiden   will, 

8  Enthüllungen  gegenüber  nur  ein  letztes,  bedenkliches  Mittel; 
voraussetzen,  dass  die  Streichung  einem  vor  dem  21.  Juni 
^enen  Gegenbefehl  entspricht.  Es  bleibt  abzuwarten,  ob  irgend 
neigt  sein  wird,  eine  solche  Ansicht  zu  vertreten;  als  wahr- 
ässt  sie  sich  nicht  bezeichnen.  Der  Process  gegen  Galilei 
ban  Vlil.  von  Anfang  an  wie  eine  ihn  persönlich  betreffende 
ndelt,  man  kann  daher  nicht  glauben,  dass  seine  Entschei- 
das  Ergebniss  eines  unmittelbar  vorher  erstatteten  Berichts 
188  sie  rasch,  ohne  Vorbereitung  und  genügende  Ueberlegung 
rde;  der  Beschluss,  gegen  den  69jährigen  Galilei  zur  Folter 
.   oder  ihn  wenigstens  alle  Schrecken  der  unmittelbarsten  Vor- 
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bereitang  anf  die  Tortur  empfinden  zn  lassen,  musste  —  wenn  er  ein- 
mal gefasst  wurde  —  ein  reiflich  erwogener  sein,  um  so  weniger,  glaube 
ich,  ist  ein  Widerruf  unmittelbar  nach  gefasstem  Beschlüsse  wahrschein- 
lich. Und  wäre  der  Widerruf  denkbar  —  wie  soll  man  glauben,  dass 
für  eine  päpstliche  Willensäusscrung  solchen  Inhalts,  für  ^en  Entschlass 
zur  Gnade  die  Streichung  der  strengen  Worte  als  angemessene  Form  der 
Begistrirung  betrachtet  wäre? 

Weniger  noch  wird  es  gelingen,  mit  einer  Streichung  in  alter  Zeit 
das  Vorhandensein  und  die  Beschaffenheit  jener  Folge  verschiedener  Be- 
arbeitungen und  namentlich  derer  aus  neuerer  Zeit  zu  vereinen.  Sehr 
beachtenswerth  erscheint  mir  die  Verschiedenheit  des  mit  I  bezeichneten, 
durch  Streichungen  verstümmelten  Textes  von  der  schliesslichen  Bedaction 
im  Bande  der  Decreta.  Während  hier  durch  die  Streichungen  ein  Decret 
mit  völlig  neuem  Wortlaut  hergestellt  ist,  sind  in  Nr.  I  nur  diejenigen 
Worte  unleserlich  gemacht,  die  den  entscheidenden  Befehl  enthalten;  was 
übrig  bleibt,  hat  so,  wie  es  dasteht,  namentlich  mit  dem  „^/  si  demum 
destUeriV^y  gar  keinen  Sinn,  es  ist  nicht  ein  neues,  sondern  gewisser- 
massen  das  in  der  Umgestaltung  begriffene  alte  Decret,  der  Anfang  eines 
Versuchs  der  Neubearbeitung;  aber  die  weitere  Fortführung  und  den 
Abschluss  dieses  Versuchs  bieten  uns  die  beiden  Copien  III  und  IV,  du 
heisst  Copien  von  unzweifelhaft  moderner  Handschrift.  Liesse  sich  von 
diesen  vielleicht  die  letzte  als  Abschrift  einer  der  Zeit  des  Processes  an- 
gehörigen  zweiten  Bedjtction  betrachten,  so  ist  dies  für  Nr.  III  offenbar 
nicht  zulässig;  denn  in  dem  fertigen  JDecret  war  das  „et  si  desiiterit^'  nicht 
mehr  vorhanden ,  und  es  lässt  sich  ein  verständiger  Zweck  nicht  erdenken, 
um  dessentwillen  ein  Copist  in  neuerer  Zeit  diese  Worte  aus  der  Macn- 
latur  des  Inquisitionsarchivs  hervorsuchen  und  in  den  Zusammenhang 
einer  neuen  variirenden  Formulirung  des  Decrets  einfügen  sollte.  Die 
Benutzung  dieser  in  letzter  Bedaction  gestrichenen  Worte  scheint  mir 
vielmehr  eine  Entstehung  der  Abschrift  III  vor  dem  Zeitpunkte  der 
Streichung  im  höchsten  Grade  wahrscheinlich  zu  machen.  Haf  also 
Gherardi  mit  einigem  Becht  aus  der  Beschaffenheit  der  Nr.  III  auf  eine 
Entstehung  nicht  vor  1828  geschlossen,  so  wäre  dadurch  in  gleichem 
Grade  wahrscheinlich  gemacht,  dass  auch  die  Streichung  nicht  früher 
erfolgt  ist.  Wollte  man  aber  auch,  so  lange  weitere  Nachrichten  fehlen, 
die  Zeitbestimmung  des  Florentiner  Gelehrten  als  nicht  hinlänglich  ge- 
sichert ansehen,  so  muss  doch  wohl  auf  Grund  seiner  Aussage  als  aus- 
gemacht betrachtet  werden ,  dass  die  Blätter  III  und  IV  nicht  dem  Jan! 
des  Jahres  1633  angehören;  gilt  das  Gleiche  für  den  Zeitpunkt  der 
Streichung   im  Bande   der  Decreta,   so  ist  die  Streichung  —  Fälschung. 
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bestimmter  ergiebt  sich  dies,  wenn  man  neben  Gherardi's  Mit- 
theiiaiigen  die  früher  bekannten  Thatsachen  in  Betracht  zieht.  Auch 
>büe  Kenntniss  des  Original -Wortlauts  des  Decrets  vom  16.  Juni  hatte 
lan  ausreichende  Gründe,  zu  glauben,  dass  jener  urspriln glichen  An- 
:düUBg  gemäss  verfahren  sei.  Ich  habe  umständlich  erörtert,  dass  nach 
im  Wortlaut  der  Sentenz  gegen  Galilei  ein  Verfahren  in  Anwen- 
iDg  gebracht  wurde,  das  über  die  Androhung  der  Tortur  hinausging.* 
Man  hat  diesen  Ausführungen  gegenüber  eingehender  als  zuvor  aus 
1  Qneilen  nachzuweisen  gesucht,  dass  das  Schlussverhör  des  Vatican- 
Qnscripts,  in  dem  der  Bichter  sich  auf  eine  Bedrohung  mit  der  Tortur 
cbränkt,  recht  wohl  unter  dem  Examen  rigorosum  der  Sentenz  Ver- 
den sein  könne.  Die  mir  bekannt  gewordenen  Erörterungen  dieses 
i\i&  bestärken  mich  in  der  Ueberzeugung,  dass  die  vermeintliche  Viel- 
igkeit  und  Dehnbarkeit  des  oft  besprochenen  Ausdrucks  „Examen 
osum'^  nicht  vorhanden  ist. 
Ich  erwähne  zunächst  eine  Curiosität. 

^m  sechsten  Buche  des  Sacro  Arsenale  della  S.  Inquisizione  findet  sich 
bschnitt  unter  der  Ueberschrift:  „modo  di  dar  la  cor  da  al  reo, 
cusa  de  rispondere  ö  non  vuol  precisamenle  rispondere".  Der  Text 
holt:  ffSuole  ialvoUa  intervenire,  che  il  Reo  ricusa  di  rispondere  d  non 
rispondere  precisamenle  il  percM  fa  di  bisogno  venir  conlro  di  lui 
rosa  esaminai''  In  eben  diesem  Falle  der  Anwendung  des 
ckes  „rigurosa  esamina^'  hat  der  Professor  der  Universität  Löwen, 
Gilbert,  einen  Beweis  dafür  entdeckt,**  dass  das  Examen  rigo- 
in  Verhör  unter  Androhung  d^  Tortur  bedeuten  kann ,  und  einen 
t  Beweis  dafür,  dass  ich  die  Verwerthung  der  Stelle  im  entgegen- 
Q  Sinne  einer  Fälschung  des  Textes  verdanke.  Auf  die  Gefahr 
ter  dem  Makel  dieses  Verdachts  zu  bleiben,  bis  noch  irgend 
sich  entschliesst,  das  Sacro  Arsenale  zu  lesen,  verzichte  ich  auf 
tere  Aasführung  und  Vertheidigung. 

iter    sieht    der  Einwurf  von   Gebler's  aus.***     Von   Gehle' 
nicht  mehr,  dass  die  Ausdrücke  „Examen  rigorosum^^  und  „torlura^^ 


it  G.  gef.   w.?"  S.  17-84. 

der  zu  Löwen  erscheinenden  Bevue  catholique;  die  mir  zugesandte  Ab< 

\t  ohne  weitere  Bezeichnung. 

seiner  Abhandlung:  „Ist  Galilei  gefoltert  worden?'*  inPaulLindau's 

"  Nr,  18 — 19  und  24—25  des  Jahrgangs  1878.    Es  war  dies  die  letzte 

verdienstvollen  Schriftstellers,  der  am  7.  Sept.  d.  J.  in  noch  jugend- 

-   einena   Brnstleiden  erlegen  ist.    Der  Feuereifer,  mit  dem  er  sich  der 

^ersog^en,   eine  tadellose  Copie  des  Vaticanmanuscripts  des  Galilei 
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gleichbedeutend  sind ,  aber  er  hält  für  gewiss ,  dass  aach  die  vorbereitende 
„Schreckung**  im  gewöhnlichen  Saal  der  Verhöre,  die  „territio  verbalü" 
als  Tortur  bezeichnet  werden  konnte.  Die  Beweisführung  knüpft  er  an 
eine  gegen  mich  gerichtete  Polemik.  „Für  W.*',  sagt  er,  „gilt  die  „tem/io 
realis*^  (die  eine  Abführung  in  die  Folterkammer  voraussetzte)  als  der 
erste  Grad  der  Tortur;  dem  ist  aber  nicht  so;  das  Werk  Limborcfa^s, 
,,Hisloria  Inqnisilionis'^ ,  enthält  darüber  ganz  bestimmten  Anfschlass; 
Limborch  citirt  den  Criminalisten  Julius  Clarus,  wo  dieser  von 
den  verschiedenen  Graden  der  eigentlichen  Tortur  spricht  und  dies- 
bezüglich  sagt:  „so  wisse  denn,  dass  es  fünf  Grade  der  Tortur  giebt: 
1.  die  Androhung  der  Folter,    2.  die  Einführung  in   die  MaHerkammer 


u.  8. 


tc« 


Ich  glaube  nicht,  dass  diese  Ausführungen  genügen,  das  bestimmte 
„dem  ist  nicht  so**  zu  rechtfertigen.  Zunächst  ist  Limborch^s  Geschiebte 
der  Inquisition  (Amsterdam  1692)  eine  Quelle  zweiten  oder  dritten 
Ranges;  sie  beruht  —  abgesehen  von  den  alten  Sentenzen  der  Inquisition 
von  Toulouse  —  auf  gedrucktem  Material,  das  dem  Verfasser  in  keines- 
wegs vollständiger  Sammlung  vorgelegen  hatj  es  ist  daher  nicht  möglich, 
seinen  Angaben  ohne  weitere  Untersuchung  „bestimmte  Aufschlüsse**  zu 
entnehmen,  wieviel  weniger  in  einem  Falle,  wo  diese  Angaben  denen 
zahlreicher  anderer  völlig  glaubwürdiger  Schriftsteller  widersprechen. 

Aber  die  Aufschlüsse  Limborch's  sind  auch  in  sich  ^keinesw^ 
%o  bestimmt,  wie  v.  Gebier  behauptet;  auch  bei  Limborch,  auch  bei 
demselben  Julius  Clarus,  den  er  als  einzigen  Gewährsmann  citirt, 
findet  sich   die   widersprechende   Auffassung;   unmittelbar  nach  der  Er- 


sehen Processes  herzustellen,  hat  weseifüich  beigetragen,  diesen  traurigen  Ausgang 
zu  beschleunigen.  Wer  G  a  1  i  1  e  i '  s  Briefwechsel  kennt ,  erinnert  sich ,  wie  bei  jedem 
seiner  Besuche  in  Rom  um  die  Mitte  des  Juni  seine  Ungeduld  wächst,  die  Mah- 
nungen der  Freunde  sich  wiederholen ,  den  gefährlichen  Aufenthalt  thnnlichBt  ab- 
zukürzen; solcher  Mahnungen  uneingedenk,  blieb  v.  Gebier  während  de^ heiBseeten 
Monate  in  Rom,  um  das  begonnene  Werk  zu  vollenden.  Krank  kehrte  er  heim, 
um  nicht  wieder  zu  genesen.  In  dem  Schreiben ,  mit  dem  er  mir  die  gegen  meine 
Schrift  gerichteten  „Gegenbetrachtungen*'  übersandte,  sieht  er  bereits  einem  nahen 
Ende  entgegen.  Der  Gegenstand  dieser  letzten  in  überaus  qualvollem  Zustande  ge- 
schriebenen Abhandlung,  die  Yertheidigung  der  in  Rom  gewonnenen  Ueberzeagung, 
war  ihm  Herzenssache;  noch  die  letzten  an  mich  gerichteten  Worte  sprechen 
die  Zuversicht  aus,  dass  man  bei  wiederholter  Prüfung  der  Originale  in  ihm  den 
Vertreter  der  Wahrheit  anerkennen  werde.  Ob  diese  Ahnung  des  Verstorbenen 
sich  verwirklichen,  ob  seine  vertrauensvolle  Auffassung  sich  endgiltig  ak  Irrthom 
erweisen  wird  —  wir  dürfen  es  der  Kritik  der  Zukunft  anheimstellen;  sicher  wird 
das  Verdienst,  das  Karl  von  Gebier  sich  durch  die  vortreffliche  Ausgabe  der 
Acten  des  Galilei 'sehen  Processes  um  die  Galilei- Forschung  erworben  hat, 
unvergessen  bleiben. 

♦  „Gegenwart"  l  c,  S.  876, 
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wähnnng  der  fünf  Grade  fährt  Jnlins  Clarns  folgen dermassen  ^ort:  * 
,,ich  habe  von  dem  Präses  Arrigonns,  einem  Manne  von  grosser  Erfah- 
rang,  namentlich  in  Criminalsachen ,  gehört,  dass  es  beim  Senat  nnr 
drei  Grade  der  Tortnr  giebt«  der  erste  ist  die  Schreckung,  und  dieser 
begreift  in  sich  nicht  allein  die  Bedrohung  mit  der  Folter,  sondern  auch 
die  Abführung  an  den  Ort  der  Tortur,  die  Entkleidung  und  das  Fest- 
binden ;  der  zweite  ist  die  Folterung  n.  s.  w/'  Hier  ist  also  klar  gesagt, 
dass  in  der  Praxis  wenigstens  eines  italienischen  Gerichtshofs  die  so- 
genannte y,ierri(io  verbalis^^  nicht  als  selbstständiger  Grad  der  Tortur  an- 
erkannt wurde.  Die  Bedeutung  dieser  Abweichung  von  der  vorher- 
gehenden allgemeinen  Angabe  wird  wesentlich  erhöht,  wenn  wir  sie  in 
ihrem  ursprünglichen  Zusammenhange  in  Clarus^  Werken  lesen.  Hier 
findet  man  alsbald,  dass  Ifulius  Clarus  Mitglied«  desselben  Mailänder 
Senats  war,  über  dessen  Praxis  in  den  Graden  der  Tortur  er  auffallender- 
weise nicht  nach  eigener  Erfahrung,  sondern  nach  den  Mittheilungen 
eines  Anderen  berichtet;  seine  erste  Angabe  ist  also  ohne  Geltung  in 
seinem  eigenen  Wirkungskreis  —  wo  aber  gilt  sie  sonst?  Clarus  sagt 
es  nicht;  er,  der  citatenreiche  Schriftsteller,  nennt  hier  nicht  eine  ein- 
zige Autorität.  So  war  vielleicht  seine  Stufenfolge  ausserhalb  Mailands 
80  allgemein  anerkannt,  dass  es  der  Citate  nicht  bedurfte?  Aber  Fari- 
nacci  sagt  das  Gegentheil:  er  kennt  die  Ansicht  des  Clarus,  aber  „die 
gewöhnlichere*S  sagt  er,^  „und  die  auch  bei  uns  vorzugsweise  gel- 
tende", unterscheidet  fünf  Grade  der  Tortur,  deren  erster  darin  besteht, 
dass  „der  Richter  den  Angeklagten  entkleiden,  binden,  an  das  Seil 
schliessen  und  soweit  vorbereiten  lässt,  dass  Nichts  weiter  fehlt,  als  das 
Aufziehen".  Farinacci  wirkte  im  Anfang  des  17.  Jahrhunderts  als 
praktischer  Criminalist  an  den  höchsten  Römischen  Gerichtshöfen;  sein 
,,bei  uns"  heisst  also  in  Rom  oder  in  Italien.  Mit  ihm  stimmt  von  be- 
kannten Autoritäten  Grillandus,  ein  Zeitgenosse  des  Clarus,  überein, 
der  gleichfalls  in  Rom  als  Richter  thätig  gewesen  ist.  Will  man  neben 
diesen  Beiden,  die  von  den  späteren  Inquisitionsschriftstellern  häufig 
citirt  werden,  noch  einen  wirklichen  Inquisitor  befragen,  so  vergleiche 
man  die  „Praxis Judiciaria  inquisUorum^'  des  ümbertusLocatus(2.  Aus- 
gabe 1583),  die  in  alphabetisch  geordneten  Artikeln  über  alle  Einzel- 
heiten des  Inqnisitionsprocesses  Auskunft  ertheilt.  Auch  dieses  praktische 
Handbuch  für  Inquisitoren  bezeichnet  als  den  ersten  der  fünf  Grade  der 
Tortur  genau  wie  Farinacci  die  Schreckung  in  der  Folterkammer.  Da 
nun  Locatus  zur  Zeit,  als  Julius  Clarus  schrieb,  Generalcom- 
missar  der  Römischen  Inquisition  war,  so  erscheint  die  Annahme 
gerechtfertigt,  dass  in  der  Praxis  der  Römischen  Inquisition  —  und  nur 


*  Clarus,  Eeceptae  sentei/Uiae   ed.  1613  S.  230  und  Limhorch,  Histaria 
inquisitionis  S.  322. 
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auf  dißse  kommt  es  ans  an  —  die  von  ihm  in  Uebereinstimmnng  mit 
vielen  Anderen  genannten  Grade  Geltung  gehabt  haben,  nicht  diejenige 
des  Clarus,  von  denen  wir  nur  wissen,  dass  sie  in  Claras*  eigenem 
Wirkungskreis  nicht  gegolten  haben.* 

Was  Claras  als  ersten  Grad  der  Tortur  bezeichnet,  ist  demnach, 
wie  es  das  ^^Sacro  Arsenale^'  ausdrücklich  sagt,  im  Gebrauch  der  Römischen 
Gerichtehöfe  und  insbesondere  im  Gebrauch  der  Inquisition  nur  als  eine 
dem  y^Examen  rigorosum'^  vorausgehende,  vorbereitende  Handlung  be- 
trachtet wosden. 

Es  bleibt  mir  übrig,  des  Beweises  zu  gedenken,  auf  den  Ph.  Gilbert 
so  grossen  Werth  legt,  und  den  nach  ihm  de  TEpinois  und  Desjardins 
dankbar  benutzt  haben.  Obgleich  alle  Welt  vom  „Sacro  Arsenale^'  sprach, 
hat  Ph.  Gilbert  bis  zum  Jahre  1877  den  Acftdruck  „^xam^/t  r^oro^um'* 
nirgends  sonst,  als  in  dem  ^ySpeculum  Inquisitionis  Bizuniinae*'^  vom  P. 
Joanne  des  Loix  (1628)  zu  finden  vermocht.**  In  dem  Brief,  durch 
den  der  P.  des  Loix  als  Inquisitor  installirt  wird,  findet  sich  hier  die 
Wendung:  „concedenies  tibi  facuUatem  contra  quoscumque  haereticos  et  a  fide 
christiana  apostatas  inquirendi  et  procedendi  ac  precedentibus  legitimis  indicui 
eos  comprehendendiy  seu  capi  et  comprehendi  atque  carceribus  mancipari,  etprout 
juris  fueril  rigoroso  examini  subjici  et  torqueri  faciendi^^  etc.... 
In  dieser  Ausdrucks  weise  findet  Gilbert  einen  entscheidenden  Be- 
weis dafür,  dass  die  Ausdrücke  „Examen  rigorosum^^  nnd 
„Tortur"  nicht  synonym  sind.  Entweder,  meint  er,  haben  die  Car- 
dinäle,  die  das  Actenstück  unterzeichnen,  zweimal  genau  dasselbe  gesagt 
oder  die  Bedeutung  der  Worte  y^examen  rigorosum^'  stimmt  nicht  mit  der 
des  Ausdrucks  „tortura^^  überein.  Es  ist  nicht  .  möglich  ,  correcter  in 
schliessen:  entweder  die  Ausdrücke  bedeuten  genau  dasselbe  oder  sie 
bedeuten  Verschiedenes;  es  wird  daher,  um  das  Letztere  entscheidend 
darzuthun,  nothwendig  sein,  das  Erstere  als  unmöglich  zu  erweisen  — 
so  denkt  man,  und  erwartet  den  Beweis;  aber  Herr  Gilbert  sagt  be- 
reits :  „guod  erat  demonstrandum'^  das  heisst,  er  setzt  stillschweigend  vorans, 
was  zur  Entscheidung  der  Frage  in  seinem  Sinne  nothwendig  ist:  dass 
in  einem  von  Cardinälen  unterzeichneten  Document  nicht  dieselbe  Sache 
durch  zwei  völlig  gleichbedeutende,  durch  ein  ,,und"  verbundene  Aus- 
drücke bezeichnet  werden  könne.  Nun  ist  aber  das  Gegentheil  absolnt 
gewiss;  die  wenigen  Worte  des  soeben  erwähnten  Patents  genügen  zum 


*  Es  ist  mir  nicht  unbekannt,  dass  die  Angabe  des  Clarus  auch  in  anderen 
Werken  vorkommt,  immer  jedoch  —  soviel  ich  sehe  —  in  Verbindong  mit  Claros' 
Namen.  Dass  diese  Beprodaction  einer  Meinimg  in  compilatoriscben  Werken  den 
Nachweis  einer  Anwendung  in  der  Praxis  nicht  ersetzt,  bedarf  keiner  Aosföiming. 
•*  PÄ.  Gilbert,  „La  condamnation  de  Galilee  et  les  publications  recenUs. 
Lo nvain  1877,  S.  46.  Die  Schrift  ist  ein  Separatabdruck  aus  der  ,fievw  da 
questions  historiques^* . 
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Beweis;  oder  sollen  wir  um  dieses  Patents  willen  auch  die  Ergreifung 
und  Gefangennahme  (das  „capi^*  nnd  ^yComprehendi^^)  als  wesentlich  ver- 
schiedene Acte  ansehen,  für  deren  jeden  es  hesonderer  Antorisation  be- 
dürfte? Es  würde  nicht  viel  damit  gewonnen  sein,  denn  die  Fälle,  in 
denen  die  officiellen  Actenstttcke  der  Inquisition  für  dieselbe  Sache  zwei, 
ja  drei  verschiedene,  durch  „und**  verbundene  Ausdrücke  gebrauchen, 
sind  ausserordentlich  häufig.  Ich  beschränke  mich  darauf,  zu  erwähnen, 
dass  die  Ausdrücke:  „iorguere  ei  quaesiionare^^,  „quaesiiones  et  iormenta^*'  neben 
den  gleichwerthigen  y.quaesliones  seu  iormenta^^  n.  s.  w.  ganz  gewöhnlich 
vorkommen.  Dass  es  sich  dabei  um  Verbindungen  von  Worten  gleichen 
Sinnes  handelt,  beweist  unter  Anderm  das  päpstliche  Decret  y^pro  votantibus 
in  S.  Officio''  vom  29.  April  1557.*  Es  handelt  sich  hier  darum,  die  bei 
den  Beschlüssen  der  Inquisition  betheiligten  Geistlichen  dagegen  zu 
schützen  y  dass  sie  durch  Blutvergiessen  oder  Körperverstttmmelung,  sei 
es  bei  der  Tortur,  sei  es  bei  Vollziehung  der  Strafe  —  der  „Irregularität'' 
verfallen  und  in  diesem  Zusammenhange  heisst  es:  „u/  iidem  clerici 
volum  ei  senteniiam  ....  non  solum  guoad  guaesiiones  ei  torturam  sed 
etiatn  ad  condignam  poenam  ei  muliam  eiiam  usque  ad  muliiaiionem  seu  san- 
guinis  effiisionem  ac  usque  ad  moriem  naiuraletn  inclusive  absque  alicuius 
censurae  vel  irregulariiaiis  incursu  dicere  ....  possini,  liceniiam  ei  faculiatem 
conceditnus'\ 

Selbst  wenn  ein  Zweifel  darüber  bestände ,  dass  „quaestio''  ein  Verhör 
auf  der  Folter  ist,  würde  aus  dem  Zusammenhang,  dem  Zweck  der  ganzen 
Verordnung  sich  zweifellos  ergeben ,  dass  an  dieser  Stelle  eine  Verschie- 
denheit der  durch  „e/''  verbundenen  Ausdrücke  ^quaestio"'  und  „iori^^ra'' 
ebensowenig  denkbar  ist,  wie  zwischen  dem  unmittelbar  folgenden  ,,poena'' 
nnd  .jfnulia''  oder  yjiceniia*'  und  y,facuUas'\  Handelte  es  sich  daher  wirklich 
noch  um  eine  Aufklärung  über  den  Sinn  des  Wortes  y,Examen  rigorosum'', 
so  müsste  man  die  Stelle  bei  des  Lois  als  ungeeignet  zur  Entscheidung 
der  Frage  zurückweisen,  da  die  Möglichkeit  eines  sjnonjmen  Gebrauchs 
der  Ausdrücke  ^^examini  rigoroso  subjicere''  und  ,yiorquere"'  vorliegt.  Es 
bedürfte  dann  allerdings  nur  einer  Vergleichung  der  correspondirenden 
Ausdrucke  in  anderen  Patenten  für  Inquisitoren ,  um  die  Möglichkeit  zur 
Gewissheit  zu  erheben.  Das  Formular  auf  S.  339  des  y^Sacro  Arsenale'' 
(Ausgabe  von  1665)  enthält  an  der  betreffenden  Stelle  in  völlig  gleichem 
Zusammenhang  die  Worte  „guaesiionibus  exponendi'' , 

Dem  scheinbar  zweideutigen  Citat  stelle  ich  ein  bisher  nicht  beach- 
tetes, unzweideutiges  gegenüber.  Im  Anhang  zu  der  bereits  erwähnten 
Schrift  des  Locatus  finden  sich  Sentenzen,  die  sich  des  Ausdrucks 
„zum  Examen  rigorosum  schreiten*'  in  derselben  Weise,  wie  die  Sentenz 
gegen  Galilei  bedienen.     Man  sagt  dies,  erläutert  der  Verfasser,  wenn 


Locatus  Z.  c,  S.  491;  „S^cro  Arsendlef',  ed,  1666.    Anhang  S.  12. 
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der  Angeklagte  gefoltert  worden  ist  («  lortus  fuerii)*  Es  bleibt 
also  dabei:  der  Begriff  des  „Examen  rigorosum^^  und  der  eine«  Verbörs 
auf  der  Tortur  sind  identisch;  der  eine  ist  elastisch»  dunkel,  Sammel- 
begriff genau  in  demselben  Masse,  wie  der  andere. 

Bliebe  aber  auch  in  dieser  Beziehung  ein  Rest  des  Zweifels  möglich, 
so  wäre  damit  für  die  gewünschte  Auslegung  der  Sentenz  gegen  Oalilei 
Nicbts  gewonnen;  denn  die  Art  des  Verhörs,  von  der  das  Urtheil  redet, 
ist,  wie  ich  gezeigt  habe,**  genau  bestimmt  durch  den  Zusatz  „senza 
pregiudnio  alcuno  delle  cose  da  ie  confessate  e  contro  di  ie  dedöUe^\  „Nur 
für  das  Verhör  in  der  Folterkammer  bedurfte  es  der  Verwahrung  gegen 
zu  weitgehende  Aussagen  des  Angeklagten^',  wie  sie  durch  diese  Klausel 
ausgesprochen  wird.  Auch  diese  Behauptung  hat  ▼.  Gebier  als  eine 
mir  eigenthümliche  Ansicht  zurückgewiesen.***  Der  Zusatz  „senta  pre- 
giudizio^^  meint  er,  finde  sich  in  den  Seutenzformularen  des  „Sacro  Jr- 
senale^^  jedesmal,  wenn  vom  „Examen  rigorosum^^  die  Rede  sei;  da  nun 
—  wie  als  erwiesen  betrachtet  wird  —  „die  Verbalterrition  in  dem  Sam- 
melnamen „Examen  rigorosum^^  mit  einbegriffen  sein  konnte'S  so  sei  an- 
zunehmen, dass  auch  bei  dieser  die  in  Rede  stehende  „protestatio''*'  am 
Platze  gewesen  sei. 

Von  Gebier  hat  übersehen ,  dass  die  Thatsachen  dieser  Folgerung, 
die  er  übrigens  selbst  als  Conjectur  bezeichnet,  aufs  Bestimmteste  wider- 
sprechen; denn  thatsächlich  ist  die  schützende  Klausel  da,  wo  sie  nacb 
seiner  Ansicht  zu  erwarten  ist,  in  dem  Protokoll  über  das  Verhör  Tom 
21.  Juni  nicht  zu  finden;  man  muss  also  entweder  dieses  Protokoll  für 
unvollständig  halten  oder  anerkennen,  dass  auch  im  Verhör  vom  21.  Jnni 
die  Klausel  „senza  pregiudizio^'^  nicht  zur  Anwendung  gekommen  ist  Die- 
selbe kommt  aber  ebenso  wenig  in  irgend  einem  der  betreffenden  Pro- 
tokollformulare im  6.  Buch  des  „Sacro  Arsenale'''  bei  der  Androhung  der 
Tortur  ausserhalb  der  Folterkammer  vor.  Nicht  als  persönliche  Ansicht, 
auch  nicht  als  Folgerung  aus  irgend  welchen  theoretischen  Erwägungen 
über  die  Bedeutung  jener  Formel ,  sondern  als  einfaches  Ergebniss  einer 
Prüfung  des  „Sacro  Arsenale^'  habe  ich  demnach  die  Behauptung  hin- 
stellen können,  dass  es  für  eine  vorbereitende  Bedrohung  mit  der  Tortnr 
jener  Klausel  nicht  bedurfte.  Wenn  nun  dennoch  sämmtliche  Sentenz- 
formulare des  „Sacro  Arsenale^^  der  Angabe:  es  sei  zum  „Examen  n'gorosum^^ 
geschritten,  die  Klausel  „senza  pregiudizio^'  .etc.  hinzufügen,  so  ist  dss 
nur  ein  weiterer  Beweis  dafür,  dasS  man  bei  dem  Ausdruck  „Examen 
rigorosum^^  an  Verhöre,  die  sich  auf  Verbalterrition  beschränken,  nicht 
gedacht  hat. 


*  Locatns  l  c,  S.  619. 
**  „Ist  G.  gef.  w.?"  S.  32—34. 
*•*  „Gegenwart"  8.  376. 
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fibeDSovenig  kann  aber  bei  der  Anwendung  derselben  Formel  in 
der  Seotenz  gegen  Galilei  an  das  bekannte  Verhör  vom  21.  Juni  ge- 
dacht sein;  der  Zusatz  y,senza  pregiudizio''''  etc.  weist  vielmehr  bestimmt 
mf  eine  uns  unbekannte  Fortsetzung  hin;  er  beweist,  dass  der  An- 
ekJagte  in  die  Folterkammer  geführt  und  dort  mindestens  einer  Keal- 
irrition  nnterworfen  wurde;  denn  die  Verwahrung  der  Richter  gegen 
'äjadicirende  Aussagen  des  Inquisiten  wird  zum  ersten  Mal  in  jenem 
'ecrelo  dt  iorlura^'  ausgesprochen ,  durch  das  zunächst  die  Abführung  in 
3  Folterkammer  verfügt  wird. 

£8  muBB  demnach  als  erwiesen  betrachtet  werden,  dass  der  Wortlaut 
'  Sentenz  vom  22.  Juni  dem  ursprünglichen  Decret  vom  16.  Juni 
)fern  vollständig  entspricht,  als  eine  Abführung  in  die  Folterkammer 
beschlossen,  dort  als  vollzogene  Thatsache  mitgetheilt  wird.  Will 
nicht  annehmen,  dass  die  Vollziehung  des  ursprünglichen  Befehls 
!  päpstlicher  Gegenorder  erfolgte,  so  ist  durch  diese  Uebereinstim- 
^  bestätigt,  dass  die  Streichungen  Fälschungen  neueren  Datums  sind. 

IV. 

^ar  entgegengesetzten  Vorstellung  führen  —  wenn  man  sie  ohne 
icht  auf  alles  Uebrige  liest  —  drei  Schriftstücke  des  Vatican- 
^cripts : 

die  Copie  des  Decrets  vom  16.  Juni  1633  (Fol.  451  e^); 

der  kurze  Ueberblick  über  die  Hauptthatsachen  des  Processes,  der 
dem  Anscheine  nach  im  Jahre  1734  geschrieben  ist  (Fol.  559); 
das  Verhör  vom  21.  Juni  1633  (Fol.  452—453). 
id  diese  Schriftstücke  echt,  so  müssten  allerdings  die  von  Gherardi 
ten  Streichungen  auf  päpstlichen  Befehl  vor  dem2l.Juni  1633 
sein;  hält  man  dagegen  die  erörterten  Bedenken  für  entscheidend, 
man  sich  entschliessen ,  an  ein  System  der  Fälschungen  zu 
.  in  dem  die  Umgestaltung  des  Originaldecrets  vom  16.  Juni 
e  Einschaltung,  resp.  Bearbeitung  jener  drei  Schriftstücke  ihre 
Ergänzung  findet.  Ich  stehe  nicht  an,  diese  letztere  Lösung 
i^citans   wahrscheinlichere  zu  bezeichnen. 

Srleichterung  wenigstens  für  den  Glauben  an  eine  so  weitgehende 
e  darf  es  wohl  geltend  gemacht  werden,  dass  um  innerer  Gründe 
lon  früher  vermuthet  war,  was  hier  als  weitere  Consequenz  einer 
scheinlichen    Annahme    gefordert    scheint.      Das    Verhör    vom 

das  'wichtigste  der  genannten  Documente,  war  als  Gegenstand 
sten  Verdachts  bezeichnet,  als  ein  Gedanke  an  Fälschung  des 
>in    16.  Juni  noch  aufs  Bestimmteste  ausgeschlossen  erschien;* 

a.  fifef.  w.  ?»*  S.  89—118. 
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eine  späte  Einschal tang  der  Copie  dieses  Det^rets  war  schon  damals  als 
glaublich  angesehen;*  ja  wenn  man  im  Anschlnss  an  Gherardi's  be- 
stimmtere Angaben  den  Zeitpunkt  für  die  vermuthete  Fälschung  nicht 
vor  der  Kücklieferung  d  er  Handschrift  in  derMittedes  lau- 
fenden Jahrhunderts  setzen  könnte,  so  war  für  die  Berechtigung 
auch  dieser  gewagten  Folgerung  ein  hochbedeutsamer  Anhaltspunkt  im 
Voraus  gewonnen.  Als  solchen  betrachte  ich  die  Thatsache,  dass  die 
vor  der  Kücklieferung  entstandene  französische  Uebersetzung  das  aus  so 
vielen  Gründen  verdächtige  Gutachten  vom  Jahre  1615  (FoL  342  des 
Vaticanmanuscripts)  nicht  umfasst.**  Die  Uebersetzung  ist  allerdings  nur 
ein  Fragment,  aber  sie  umfasst,  wie  aus  der  mir  vorliegenden  vollständigen 
Copie  hervorgeht,  den  gesammten  Inhalt  der  ersten  23  Blätter;  sie  be- 
folgt —  wie  ausdrücklich  bemerkt  wird  —  streng  die  Ordnung  der  Hand- 
schrift auch  da,  wo  diese  das  der  Datirung  nach  spätere  Document  dem 
älteren  voranstellt;  die  Actenstücke  sind  numerirt,  auf  die  einleitende 
Debersicht  unter  Nr.  1  folgt  als  Nr.  2  die  Denunciation  des  P.  Lorini; 
des  Gutachtens,  das  im  heutigen  Vaticanmanuscript  zwischen  beiden 
steht,  wird  mit  keiner  Silbe  gedacht.  Diese  Lücke  kann  auch  nicbt 
etwa  der  von  Delambre  herrührenden  Abschrift  der  Uebersetzung,  auf 
die  wir  zur  Zeit  noch  angewiesen  sind,  eigentbümlich  sein,  denn  die 
Numerirung  ist  nach  Delambre's  Angabe  die  der  Originalübersetzang. 
Es  bleibt  also  nur  die  Wahl,  zu  schliessen,  dass  auch  das  1809  nach 
Frankreich  gebrachte  Manuscript  das  Gutachten  nicht  enthalten,  oder 
anzunehmen ,  dass  in  wahrhaft  wunderbarer  Conseqnenz  der  Zufall  über 
diesem  Actenstück  gewaltet  und  seine  Uebersetzung  verhindert  hat,  am 
es  in  jeder  Beziehung  zum  Unicum  zu  machen. 

Ich  hebe  dieses  bedeutsame  Zusammentreffen  der  verdächtigenden 
Umstände  hier  nochmals  hervor,  um  auf  die  Bedeutung  weiterer  For- 
schungen über  das  nach  Frankreich  gebrachte  und  36  Jahre  in  Frank- 
reich bewahrte  Manuscript  aufmerksam  zu  machen.  Alles  deutet  darauf 
hin,  dass,  wenn  in  dieser  langen  Zeit  von  irgend  einem  nengierigen 
Leser    auch   nur    ein    Inhaltsverzeichniss    der    Actensammlung    gefertigt 


•  a.  a.  0.  S.  147  flg. 

•*  a.  a.  0.  S.  151  flg.;  185 flg.  Vergl.  femer  Göttinger  gel.  Anzeigen  1878,  S. 
663 — 665.  Von  Gebier  hat  meinen  Ausführungen  gegenüber  grosses  Gewicht 
darauf  gelegt,  dass  ich  einen  einleuchtenden  Zweck  der  Fälschung  nicht  anzugeben 
vermocht  habe.  Die  hier  fehlende  Aufklärung  ergiebt  sich  —  wenn  mich  nicht 
Alles  trügt  —  aus  der  interessanten  Verwerthung,  die  das  Gutachten  von  1615 
schon  jetzt,  kaum  2  Jahre  nach  seiner  Veröffentlichung,  bei  Gegnern  der  hier 
vertretenen  Anschauungen  gefunden  hat;  insbesondere  aus  der  Bewunderung«  die 
P.  Grisar  für  den  „weiten,  freien  Blick"  dieses  Consultors  bekundet,  der  mitten 
unter  den  vermeintlichen  Ignoranten  der  Inquisition  von  1616  Galilei*B  ooper* 
nicanische  Bibelauslegung  stillschweigend  für  erlaubt  erklärt. 
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clion  dieses  vennuthlicb  genügenden  Anfschluss  gewähren  würde; 
it  Zuversicht  darf  man  erwarten,  dass  in  diesem  Register  ausser 
tacbten  des  Consultors  von  1615  zum  mindesten  das  Decret  yom 
,  das  Verhör  vom  21.  Juni  1633  und  der  „Sunto"  yon  1732  auf 
I  fehlen  würden. 

ser  Erwartung  widersprechen  allerdings  v.  Gebler's  bestimmte 
rangen,  aber  keineswegs  die  thatsächlichen  Angaben,  durch  die 
Behauptungen  zu  unterstützen  geglaubt  hat;  im  Gegentheil 
mir  sämmtliche  seit  Jahresfrist  durch  de  TEpinois  und 
9r  bekannt  gewordenen  Daten  die  Annahme  später  Einschaltung 
drei  Schriftstücke  zu  unterstützen. 

;  znnächst  das  Decret  auf  Fol.  451  des  Vaticanmanuscripts 
so  ist  heute  als  festgestellt  zu  betrachten,  was  schon  früher  der 
lung  der  Texte  zu  entnehmen  war,  dass  es  eine  Abschrift  aus 
d  der  Decreta,  nicht  etwa  das  Original  der  dort  gefundenen 
ist;  es  können  auch  nicht  beide  Aufzeichnungen  gleichzeitig 
an  sein,  denn  4er  Text  des  Vaticanmanuscripts  ist  offenbar  ein 
am  16.  Juni  formulirten  Urtheilsspruchs.  Dass  die  Uebertragung 
leser,  wie  einiger  anderer  Annotationen  aus  dem  Band  der  De- 
die  specielle  Actensammlung  des  Galilei 'sehen  Processes  (Brst 
;r  Zeit  erfolgt  sei,  habe  ich  aus  allgemeinen  Gründen  schon 
genommen.*  Diese  Gründe  veranlassten  mich  damals  (1876), 
Gibbings  anzufragen,  ob  in  den  zahlreichen  in  Dublin  be- 
nquisitionsprocessen  eine  ähnliche  Einschaltung  von  Decreten 
i;  Prof.  Gibbings  erwiderte  mir  in  bestimmten  Worten,  dass 
'  Art  vorhanden  sei ;  es  bestätigte  sich  dadurch  die  Vermuthung, 
zwiefache  gleichlautende  Kegistrirung  der  Decrete  1.  in  den 
'otokollen  der  Inquisition ,  2.  in  den  Acten  des  speciellen  Pro- 
e  sie  in  unserem  Falle  vorzuliegen  scheint,  nicht  zu  den  regel- 
Gewohnheiten  der  Inquisitionsbeamten  gehört  haben  kann. 

Veise  der  Einschaltung  in  den  Acten,  mit  der  uns  die  neuesten 
cbuDgen  bekanntmachen,  entspricjht  durchaus  der  Vorstellung, 
he  nicht  zur  Zeit  des  Processes  stattgefunden  hat.  DePEpinois 
icsimile  der  Rückseite  von  Fol.  534  mitgetheilt,  auf  der  sich 
t  vom  1.  December  1633  in  zwei  Ausgaben  von  völlig  ver- 
er  Hand  befindet.     Der  Text  der  oberen  lautet: 

Decembris  1633. 
\clissimo   in   congregatione  S.  0.  Concedüur  habilUatio  in  eins  rure, 
j   ibi  ui  in  soliludine  siel,  nee  evocei  eo,  aut  venienies  illuc  recipiat 
ones.      Et  hoc  per  iempus  arbitrio  S,  S. 

G.  gef.  w.?"  S.  107,  Anm. 

bthlg.  d.  Zdtiohr.  f.  Math.  n.  Phyt.  XXIV,  1.  2  /^  ^^^T^ 
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Dabei  sind  Einzelheiten  corrigirt.  Weiter  unU^n  findet  man  dasselbe 
Decret  in  folgender  Form: 

Prima  Decembris  1633.  B,  oratorem  habüitavit  ad  eins  rurem,  ubi 
vivat  in  solitudine  nee  eö  evoceiy  atU  venientes  illuc  recipiat  ad  coUocutiones 
g.  per  iempus  arbiirio  S,  S. 

Dem  entspricht  bei  Gherardi  das  20.  Decret  in  folgendem  WortUnt: 

Galüaei  de  Galiiaeis  Florentini,  Senis  relegati  Udo  memoriaU  S^** 
oratorem  habilitavit  ad  eins  rurem,  ubi  vivat  in  solitudine  nee  eo  amoveatur 
aul  venientes  illuc  recipiat  ad  coUocutiones  q,  per  tempus  arbitrio  Sl  Cong^r* 

Mit  dieser  Abschrift  ans  dem  SitzungsprotokoU  der  Inquisition  stimmt 
daher  die  zweite  Form  des  Vaticanmanuscripts  genau  überein,  sofern 
man  von  den  Varianten  „5.  Co«^?^"  statt  „S.  5."  und  ,,amoveatur^'  statt 
,,evocet^^  absieht;  es  ist  sehr  wahrscheinlich,  dass  an  letzterer  Stelle  der 
moderne  Copist  ein  undeutlich  geschriebenes  Wort  nach  Gutdünken  interpre- 
tirt  hat;  in  dem  Facsimile  der  von  Gherardi  benutzten  Abschrift  steigen 
die  letzten  Buchstaben  des  j,amoveatur'^  an  der  Seite  des  folgenden  „aW*^ 
in  die  Höhe,  so  dass  man  deutlich  sieht:  der  ursprünglich  an  der  Stelle 
des  „evocet'^  leergelassene  Kaum  hat  trotz  verkleinerter  Schrift  für  das 
nachträglich  hineingeschriebene  ,,nmoveatur^'  nicht  ausgereicht. 

Hier  haben  wir  demnach  ein  Decret,  das  nicht  weniger  als  drei 
Mal  registrirt  ist.  Dass  von  den  beiden  Lesarten  des  Vaticanmanuscripts 
die  obere  die  ältere  ist,  ergiebt  sich  aus  der  Form  und  den  Correcturen; 
ans  dieser,  die  man  vermuthlich  in  der  Sitzung  selbst  in  unfertiger  For- 
mulirung  auf  der  Rückseite  der  betreffenden  Bittschrift  eintrug,  ist  ohne 
Zweifel  der  Text  des  Sitzungsprotokolls  hervorgegangen,  von  dem  dann 
endlich  eine  Copie  auf  Fol.  534  nochmals  eingetragen  wurde.  Dass  dies 
im  December  1633  geschehen  sei,  scheint  mir  in  hohem  Grade  unwahr- 
scheinlich. Wohl  aber  lässt  sich  vorstellen,  dass  ein  Schreiber,  der  in 
späterer  Zeit  eine  grössere  Zahl  jener  Einschaltungen  zu  besorgen  hatte, 
auf  Blatt  534  den  bereits  vorhandenen  Text  übersah  und  gedankenlos 
eine  zweite,  fast  gleichlautende  Abschrift  hinzufügte.  Derselbe  Fall 
wiederholt  sich  in  etwas  anderer  Weise  bei  dem  Decret  vom  30.  Jnni; 
hier  ist  die  erste  Fassung  auf  der  Rückseite  der  Bittschrift,  eine  voll- 
ständigere Formulirung  befremdender  Weise  auf  dem  Blatte  eingetragen, 
das    der   Bittschrift   vorangeht.**     Diese  Fälle    sind    um  so  beachtens- 


*  So  ist  der  Wortlaat  in  dem  Facsimile  der  Copie  voa  1835  (?);  in  Gherardi 's 
gedruckter  Ausgabe  folgen  die  Worte  „per  tempus  arbitrio  S.  Cofuf^"  zwischen 
„ru/rem'*  und  „tibi  vivaf';  die  gedruckte  Ausgabe  enthält  femer  das  Wort  t/kUo- 
cutiones**,  wo  im  Facsimile  unzweifelhaft  „colloctUiones"  zu  lesen  ist. 

**  Den  beiden  Fällen  schliessen  sich  diejenigen  auf  Fol.  650  und  556  an,  in 
denen  als  erste  Aufzeichnung  nur  kurze  Notizen  den  Inhalt  der  Decrete  bezeichnen, 
die  nachher  im  yollständigen  Wortlaut,  mit  dem  Text  der  Sitzungsprotokolie 
genau  übereinstimmend,  eingetragen  sind. 
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wertfaer,  als  sie  Anordnungen  nach  dem  Abschlnss  des  Processes 
betreffen,  bei  denen  also  nicht  —  im  Sinne  der  Oeb  1er* sehen  Hypo- 
these —  davon  die  Bede  sein  kann,  dass  die  Einschaltung  der  Decrete 
etwa  znr  Orientirnng  der  Cardinftle  beim  Studium  der  Acten  vor  der 
letzten  Entscheidung  gedient  hätte,  und  bei  denen  darum  eine  Ent- 
stehung der  zweiten  Abschriften  im  Jahre  1633  um  so  weniger  glaublich 
erscheint.  Nun  ist  aber  nicht  zweifelhaft,  dass  derselben  Folge  von 
Copien,  zu  der  die  zweite  Ausgabe  des  Decrets  auf  Fol.  534  und 
höchst  wahrscheinlich  auch  die  zweite  des  Decrets  vom  30.  Juni  zu  zählen 
ist,  auch  das  Decret  vom  16.  Juni  angehört.  Das  durch  de  TEpinois 
reproducirte  Facsimile  des  letzteren  deutet  wenigstens  in  den  beiden 
ersten  Zeilen  bestimmt  auf  Uebereinstimmung  der  Handschrift  mit  der- 
jenigen des  Decrets  vom  1.  December;  v.  Gebier  erklärt  ausdrücklich, 
dass  sämmtliche  Annotationen  von  1632  und  1633  von  derselben  Hand 
sind.*  Er  lässt  bei  dieser  Angabe  die  erste  Aufzeichnung  auf  Fol.  534, 
sowie  die  kurze  Notiz  vom  30.  Juni  auf  Fol.  454  v^  unberücksichtigt. 
Es  ist  daher  die  Wahrscheinlichkeit  oder  Un Wahrscheinlichkeit  einer  Ein- 
tragung im  Jahre  1633  für  das  Decret  vom  16.  Juni  die  gleiche,  wie 
für  die  zweite  Abschrift  des  Decrets  vom  1.  December.  Ich  glaube 
nicht,  dass  man  unter  diesen  Umständen  der  Abschrift  des  Decrets 
vom  16.  Juni,  die  sich  auf  Fol.  .451  des  Vaticanmanuscripts  findet,  einen 
Beweis  für  die  Willensänderung  des  Papstes  zwischen  dem  16.  und 
21.  Jnni  entnehmen  kann. 

Bedenklicher  erscheint  auf  den  ersten  Blick  das  Zeugniss  auf  Fol.  559 
des  Vaticanmanuscripts,  jene  in  italienischer  Sprache  geschriebene  Zu- 
sammenstellung der  gegen  Galilei  gefassten  Beschlüsse,  die  dem  Jahre 
1734  anzugehören,  die  Grundlage  der  auf  Fol.  561  verzeichneten  Anord- 
nung der  Inquisition  vom  16.  Juni  1734  zu  bilden  scheint.  Ist  dies  Schrift- 
stück, wie  ich  anfangs  angenommen  habe,  als  echt,  d.  h.  dem  Jahre  1734 
angehörig  zq  betrachten,  so  würde  aus  der  in  ihm  gegebenen  Reproduction 
des  Decrets  vom  16.  Juni  hervorgehen,  dass  die  Umgestaltung  dieses  Decrets 
mindestens  vor  1734  erfolgt  sei,  denn  die  betreffende  Stelle  lautet: 
„/«  santitä  sua  decreiö  che  ü  deito  GaUlei  s'interrogasse  sopra  fintenzione, 
anche  con  comminargli  la  Tortura,  e  soslenendo  precedenie  tabiura  de  vehe- 
menti  si  amdannasse'^ ;  und  weiterhin  heisst  es:  ^^come  ü  tutto  fü  eseguüo^\ 
voraus  mit  Kecht  zu  schliessen  ist,  dass  auch  das  „Examen  de  intentione'^ 
in  angegebener  Weise  bei  der  Bedrohung  mit  der  Tortur  stehen  geblieben 
ist.  Nun  würde  aber  für  eine  Umgestaltung  des  Decrets  vor  1734  der 
Einfiuss  j^ner  Motive  beinahe  ausgeschlossen  sein,  um  derentwillen  man 
eine  Fälschung  in  neuerer  Zeit  als  denkbar  betrachtet,  denn  schwerlich 


*  Eine  briefliche  Mittheilung  ergänzt  in  dieser  Be2dehmig  die  Angabe  in  der 
„Qegekiwart**. 
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ist  die  Frage,  ob  Galilei  gefoltert  worden,  vor  1734  Gegenstand  einer 
öffentlichen  Discussion  gewesen ;  schwerlich  hat  man,  wenn  dies  der  Fall 
war,  im  heil.  Officium  jener  Zeit  der  öfiFentlichen  Meinung  durch  Acten- 
fälschung  Rechnung  getragen.  Ein  sicherer  Beweis  dafür ,  dass  die  Um- 
gestaltung vor  1734  erfolgt  sein  müsse,  würde  daher  in  hohem  Grade 
wahrscheinlich  machen,  dass  sie  vor  dem  21.  Juni  1633  erfolgt  sei.  Es 
ist  daher  besonderer  Beachtung  werth,  dass  die  Zusammenstellung  auf 
Fol.  559  in  der  Form  wie  im  Inhalt  zu  den  ernstesten  Bedenken  Ver- 
anlassung bietet.  Dass  wir  heute  den  Ueberblick  auf  Fol.  559  in  den 
Brief  des  Florentiner  Inquisitors  von  1734  eingelegt  finden,  schien  da- 
durch gut  erklärt,  dass  dieser  Brief  die  bestimmte  Veranlassung  enthält, 
die  gegen  Galilei  ergangenen  Decrete  nachzusehen.  Die  Zusammen- 
stellung auf  Blatt  559  Hess  sich  als  ein  Ergebniss  der  Befragung  der 
Archive  zum  Zweck  der  Beantwortung  des  Briefs  betrachten.  Nun  waren 
aber  die  dr^i  auf  559  mitgetheilten  Decrete  bis  dahin  nur  in  lateinischer 
Sprache  vorhanden;  sie  müssen  also,  wenn  das  Schriftstück  echt  ist, 
im  Jahre  1734  für  den  Gebrauch  der  Römischen  Generalcongregation 
in^s  Italienische  übersetzt  sein,  während  doch  die  Beschlüsse  dieser  Con- 
gregation  —  wie  Gherardi's  Protokoll  über  die  gleiche  Verhandlung 
beweist  —  nach  wie  vor  in  lateinischer  Sprache  formulirt  wurden.  Diese 
Uebersetzung  lateinisch  geschriebener  Documente  für  die  Cardinäle  des 
18.  Jahrhunderts  ist  auffallend  genug;  auffallender  ist  Alles,  was  der 
Uebersetzung  hinzugefügt  ist.  Nach  der  Ueberschrift  ist  ein  Inquisitions- 
verfahren  gegen  Galilei  im  „heil.  Officium  von  Florenz"  ein- 
geleitet; man  wird  geneigt  sein,  dabei  zunächst  eine  weitgehende  Ge- 
dankenlosigkeit des  Schreibers  von  1734  anzunehmen;  dies  ist  jedoch 
nicht  leicht,  wenn  man  im  Zusammenhange  liest,  wie  folgt: 

„Der  Mathematiker  Galilei  aus  Florenz  wurde  im  heil. 
Officium  von  Florenz  zur  Untersuchung  gezogen  (fu  inguisito) 
wegen  folgender  Sätze:  (folgen  die  bekannten  Thesen)..  Und  nach 
Rom  geladen,  wurde  er  in  diesem  heil.  Officium  gefangen 
gesetzt,  und  nachdem  seine  Sache  daselbst  am  16.  Juni  1633 
in  Gegenwart  des  Papstes  vorgetragen  war,  decretirte  Se. 
Heiligkeit  u.  s.  w/* 

Es  ist  vollkonunen  klar,  dass  hier  die  Vorladung  nach  Rom  als  eine 
Folge  der  Untersuchung  in  Florenz  betrachtet  wird;  der  Versuch,  y,Roma'' 
statt  „Firenze'^  oder  f,queslo  S.  0.''  statt  „5.  0.  di  Fireme^*^  zu  substituiren, 
ergiebt  eine  Verschlechterung  statt  einer  Verbesserung  des  Textes.  Die 
einleitenden  Worte  auf  Fol.  559  lassen  sich  nur  dann  einigermassen  er- 
klären, wenn  der  Schreiber  sich  darauf  beschränkt  hat,  die  Decrete 
von  1632  und  1633,  die  wir  durch  Gherardi  kennen,  zu  ver- 
gleichen und  den  Andeutungen  dieser  Decrete  Aufschlüsse  auch  über 
Das  zu  entnehmen,   was   sie  nicht  enthalten;   er  konnte  dann  wirklich 
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bei  angemessener  Oberflächlichkeit  auf  den  Gedanken  kommen ,  der  Vor- 
ladung nach  Kom.sei  eine  Untersuchung  in  Florenz  vorangegangen; 
namentlich  aber  entspricht  die  Betonung  der  Gefangennahme,  die  Folge: 
„chiamaio  a  Borna,  carceraio  in  quesio  S,  0.,  proposia  la  cdusa  avanti  il 
papa  li  16  giugno*^  durchaus  dem  Leitfaden  der  Decrete,  denn  bis  zum 
3.  Fehruar  1633  gehen  hier  die  Verhandlungen  über  die  Vorladung  nach 
Rom;  dann  folgt  unmittelbar  das  Decret  vom  16.  Juni,  eingeleitet  durch 
die  Worte  y^Galüeo  de  Galileis  in  hoc  S.  Off,  carceraii. 

Unmöglich  war  es,  in  solcher  Weise  eine  Geschichte  des  Galil ei- 
schen Processes  zu  combiniren,  wenn  man  auch  nur  einen  flüchtigen  Blick 
in  das  Actenheft  geworfen  hatte ,  dem  das  Referat  auf  Fol.  559  angehört 
und  der  gewöhnlichen  Annahme  naclMm  Jahre  1734  hinzugefügt  wurde. 
Ist  es  aber  denkbar,  dass  ein  Beamter  der  Inquisition  im  Jahre  1734 
über  Galilei* 8  Process  herichtet  und  für  überflüssig  gehalten  hätte,  die 
Acten  dieses  Processes  zu  vergleichen?  Es  gab  nur  einen  Zeitpunkt 
seit  dem  Jahre  1633,  in  dem  eine  solche  Nichtberücksichtigung  der 
Acten  verständlich,  weil  durch  die  Verhältnisse  erzwungen  gewesen  wäre; 
das  ist  die  Zeit,  in  der  das  Actenheft  in  Kom  nicht  zu  finden  war,  die 
Zeit  von  1809—46.  Die  befremdenden  Fehler  des  Keferats  würden  bei 
einer  Entstehung  in  dieser  Zeit  sich  hegreifen  lassen;  man  kann  daher 
behaupten,  dass  die  Beschaffenheit  des  559.  Blattes  wobl  vereinbar  sei 
mit  der  Vermuthung,  die  uns  Ghe rar di*s  Enthüllungen  nahelegen,  dass 
eine  Fälschung  der  Acten  bereits  vorbereitet  wurde,  als  über  die  Kück- 
lieferung  derselben  noch  zwischen  Rom  und  Paris  verhandelt  wurde,  und 
mit  der  weiteren  Annahme,  dass  Blatt  559  mit  der  italienischen  Ueber- 
setzung  des  Decrets,  mit  dem  erläuternden  ,,e  sostenendo''^  und  dem 
Zweifel  ausschlj^ssenden  ,,come  il  iuUo  fii  eseguilo^^  gleichfalls  in  dieser 
Zeit  entstanden  ist.  Keinen  falls  kann  ein  so  beschaffenes  eingelegtes 
Blatt  als  ein  Zeugniss  der  authentischen  Sentenz  gegenüber  in  Betracht 
kommen. 

Nicht  besser  steht  es  mit  dem  Schlusssatz  des  Protokolls  vom  21.  Juni, 
nach  dessen  Angabe  Galilei  „m  executionem  decreti^^  mit  der  Androhung 
der  Tortur  davongekommen  wäre.  In  meinen  früheren  Erörterungen  Über 
den  Werth  dieses  Scblusssatzes  war  ich,  was  äussere  Gründe  anlangt,  im 
Wesentlichen  darauf  angewiesen,  die  vermeintlichen  Beweise  für  die  Unmög- 
lichkeit einer  Fälschung  zu  widerlegen.  Die  neueren  Veröffentlichungen  von 
de  TEpinois  und  v.  Gebier  haben  Nichts  zu  Tage  gefordert,  was  diesen 
Erörterungen  widerspricht,  sie  haben  uns  dagegen  mit  einer  Reihe  von 
Thatsachen  bekannt  gemacht,  die  sich  als  positive  Verdachtsmomente 
bezeichnen  lassen.*     Ich  stelle  dieselbe  in  der  Kürze  zusammen: 


•  Man  vergleiche  das  Nachwort  S.  IX— XI  in  »'Jet  G.  gef.  w.?"  und  „Göt- 
tingiBche  gel.  Anz  **  1878,  S.  665—666.   Die  im  Folgenden  erwähnten  Abhandlnngen 
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1.  Nach  de  TEpinois'  älterer  Mittheilang  war  die  Besiffening 
an  dieser  Stelle  in  Ordnung;  das  Protokoll  stand  anCFol.  452  und  453, 
auf  Fol.  454  folgte  Galilei 's  Bittschrift.  In  Wirklichkeit  ist  auch  das 
erste  Blatt  <9er  Bittschrift  mit  453  beziffert;  wir  haben  zwei  Blätter  453; 
es  ist  demnach  das  ans  inneren  Gründen  verdächtige  zweite  Blatt  des 
Protokolls  beziffert,  wie  es  beziffert  sein  müsste,  wenn  an  dieser  Stelle 
ein  überzähliges  Blatt  eingeschaltet,  resp.  eins  mehr  eingeschaltet ,  als 
entfernt  wäre  nnd  wenn  dies  Blatt  dann  doch  in  die  vorhandene  Ziffern* 
folge  aufgenommen  werden  sollte. 

2.  Man  durfte  früher  glauben ,  das  Protokoll  sei  auf  getrennter  Blatt- 
lage den  vorhergehenden  Documenten  hinzugefügt;  wir  wissen  jetzt,  dasi 
Fol.  452  und  453  a  die  beiden  l«lBten  Blätter  des  aus  6  Blattlagen  be- 
stehenden Hefts  der  Verhöre  vom  Jahre  1633  sind;*  es  können  dem- 
gemäss  die  beiden  Blätter  nicht  nachträglich  eingeschaltet  sein ;  dass  aber 
dadurch  die  Anordnung  des  Vaticanmanuscripts  an  der  entscheidenden 
Stelle  nur  in  höherem  Grade  befremdend  erscheint,  hat  Dr.  Scartazzini 
gezeigt.**  Die  Thatsache,  dass  hier  zwischen  den  beiden  naturgemäss 
auf  einander  folgenden  Blättern  422  und  452  in  einer  ganzen  Keihe  von 
kleineren  und  grösseren  Heften  sämmtliche  zwischen  dem  12.  April  und 
16,  Juni  eingelaufenen  Actenstücke  eingefügt  sind,  scheint  ihm  um  so 
verdächtiger,  als  im  Uebrigen  die  Weise  der  Verbindung  der  Documente 
im  Vaticanmanuscript  von  der  bei  ähnlichen  Actensammlungen  üblichen 
nicht  abweicht;  eine  ähnliche  abnorme  Anhäufung  der  Actenstücke  zwischen 
den  Blättern  eines  regulären  Hefts  Hess  sich  nur  noch  in  d«r  Nähe  der 
gleichfalls  verdächtigen  Blätter  des  ersten  Processes  nachweisen.  Wenn 
aber  hier  der  streng  chronologischen  Folge  wegen  wenigstens  mögtieh 
erscheint  —  was  v.  Gehler***  als  gewiss  betrachtet  -^,  dass  die  Do- 
cumente genau  in  der  Folge,  wie  sie  einliefen,  zur  Zeit  des  Processes 
eingelegt  und  später  fest  verbunden  wurden,  so  ist  dies  bei  den  Acten- 
stücken  von  1633  aufs  Allerbestimmteste  ausgeschlossen.  Auf  das  Verhör 
vom  10.  Mai  folgt  hier  das  am  12.  April  eingereichte  Zeugniss  des  Car- 
dinais Bellarmin,  auf  Galilei* s  Vertheidigung  vom  10.  Mai,  die  Beihe 
der  Gutachten,  von  denen  das  erste  das  Datum  des  17.  April  trägt. 
Die  Anordnung  ist  also  unzweifelhaft  eine  nachträglich  hergestellte;  man 
war  demnach  in  der  Lage,  bei  der  Aneinanderreihung  die  gewöhnlichen 
Zweckmässigkeitsrücksichten  walten  zu  lassen.  Mit  vollem  Becht  hat 
Scartazzini  darauf  aufmerksam  gemacht,    dass  man   nur   die  Blätter, 


Scartazzini's  über  denselben  Gegenstand  finden  sich  in  der  Beilage  rar 
„Allgemeinen  Zeitung*'  1878,  Nr.  38  und  in  der  ,JR%vi8ta  Europea"  1877,  Heft  vom 
1.  December  und  1878 ,  Hefte  vom  1.  und  16.  Januar. 

*  V.  Gebier,  „Die  Acten  des  G.'schen  Processes",  S.  XVII. 
**  ,yB%vista  Ewropea'*  1878,  S.  224flgg. 
***  „Allgemeine  Zeitung"  1878,  Beilage  No.  67. 
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die  heute  mit  452  und  453  beziffert  sind,  an  ihre  natürliche  Stelle  hinter 
422  zu  bringen  braucht,  um  eine  durchaus  normale  Verbindung  der  Hefte 
und  Blätter  herzustellen,  dass  demnach  die  Annahme  gestattet  erscheint, 
dies  eben  sei  die  ursprüngliche  Anordnung  der  Blätter  gewesen,  aus  der 
die  jetzige  erst  dann  entstanden,  als  man  der  beiden  Blätter  für  ein 
an  verfängliches  Protokoll  vom  21.  Juni  bedurfte.  Zu  weiterer  Bestätigung 
dieser  Annahme  wird  allerdings  der  Nachweis  erforderlich  sein,  dass  die 
nnzweifelhaft  alte  Bezifferung  in  diesem  Theil  des  Vaticanmanuscripts 
mehrfache  Aenderungen  erfahren  hat.  Ein  Indicium  dafür  bietet  die 
bereits  erwähnte  Thatsache   der  zwei  mit  453  bezifferten  Blätter. 

3.  Mag  aber  auch  bei  Vergleichung  anderer  Actensammlungen  die 
befremdende  äussere  Anordnung  des  Vaticanmanuscripts  auf  ein  gewohn- 
heitsgemässes  Verfahren  zurückzuführen,  mag  demgemäss  die  jetzige  Lage 
der  Blätter  452  und  453  die  ursprüngliche  sein  —  ihr  Inhalt  rechtfertigt 
darum  nicht  weniger  den  Verdacht  einer  späten  Ausfüllung.  Ich  habe 
bereits  früher  die  Bedeutung  der  einleitenden  Worte  „Galilei  FlorenUnus 
de  quo  alias^^  hervorgehoben;  ich  habe  als  gewiss  betrachtet,  dass  ein  so 
beginnendes  Actenstück  sich  unmöglich  ursprünglich  in  der  Umgebung 
befanden  haben  könne,  in  der  es  heute  gelesen  wird,  unmöglich  in  der 
Mitte  einer  ausschliesslich  Oalilei  betreffenden  Sammlung,  unmöglich 
im  engsten  Anschluss  an  das  Decret  vom  16.  Juni,  in  dem  es  heisst: 
„Galilei  de  quo  supra'^.  Die  Mittheilnng ,  dass  Fol.  452  mit  den  Anfangs- 
worten ,fialüei  FlorenUnus  de  quo  alicLS^^^  mit  Fol.  414  fest  verbunden  ist, 
das  11.  Blatt  eines  Hefts  der  Verhöre  von  1633  bildet,  beseitigt  in  dieser 
Beziehung  den  letzten  Zweifel. 

4.  Wir  wussten  bis  zum  Erscheinen  der  v.  Gebier' sehen  Ausgabe 
nichts  über  die  Unterschrift  des  Protokolls;  wir  wissen  jetzt,  dass  Galilei's 
Unterschrift  an  der  entscheidenden  Stelle  „im  Gegensatz  zu  seinen  anderen 
Unterzeichnungen  mit  auffallend  zitternder  Hand  niedergesetzt  ist'^  *  „Es 
spiegelt  sich  gleichsam  darin  die  furchtbare  Aufregung,  welche  der  un- 
glückliche Greis  eben  erduldet.** 

Die  Unterschrift  hat  also  nach  v.  Gebier 's  Zeugniss  mit  Galilei's 
andern  Unterzeichnungen  unverkennbare  Aehnlichkeit;  dies  genügt,  die 
Fälschung  zu  erweisen,  wenn  man  auf  Grund  der  vorstehenden  Er- 
örterungen als  erwiesen  betrachtet,  dass  das  Protokoll  auf  452  und  453 
eine  Abschrift  ist.  Aber  auch  an  sich  betrachtet,  ist  die  geschilderte 
Beschaffenheit  dieser  Unterschrift  bedeutsam  genug.  Sieht  man  ab  von 
der  psychologischen  Interpretation,  so  bezeugt  v.  Gebier,  dass  die 
Unterschrift  Galilei's  bei  aller  Aehnlichkeit  von  den  zur  Vergleichung 
vorliegenden  in  auffallender  Weise  abweicht;  auch  in  der  Art  dieser 
Abweichung  sieht  er  einen  Beweis  für  die  Echtheit  des  Actenstücks;   er 


*  V.  Gebier,  ,,Die  Acten  des  Galilei^schen  ProcesseB*',  S.  114. 
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trägt  kein  Bedenken,  auf  die  entgegenstehenden  Bemerkungen  von  Cantor 
und  Scartazzini  zu  erwidern:  „ein  Fälscher  hätte  keinesfalls  auffällig 
gezittert!*'*  Mir  scheint,  ein  Fälscher  hätte  eben  nur  denken  müssen, 
wie  y.  Gebier,  dass  eine  Aufregung  bis  zum  iSittern  der  Hand  durch 
die  Sachlage  ausreichend  motivirt  gewesen  sei,  um  jedenfalls  dies  Zittern, 
das  die  Nachahmung  erleichterte,  künstlich  darzustellen. 

5.  Ich  habe  auf  die  Lücke  in  der  Folge  der  Actenstücke  unmittelbar 
hinter  der  Unterschrift  des  Protokolls  vom  21.  Juni  aufmerksam  gemacht; 
diese  Lücke  erscheint  heute  noch  bedeutsamer  und  auffälliger.  Auf  der 
Rückseite  des  453.  Blattes*  lernen  wir  erst  jetzt  das  förmliche  Protokoll 
über  die  Entlassung  nach  Siena  kennen.  Das  Protokoll  beweist  oder 
—  besser  gesagt  —  erinnert  uns ,  dass  ohne  Zweifel  über  die  Entlassung 
des  soeben  zum  Gefängniss  verurtheilten  Galilei  am  24.  Juni  gleich- 
falls eine  »Urkunde  aufzunehmen  war  und  dass  auch  diese,  wie  jede 
Notiz  über  die  Entlassung  in  den  Acten  fehlt.  Die  Lücke  wird  nur 
noch  auffälliger  dadurch,  dass  das  Decret  vom  30.  Juni  auf  die  Be- 
gnadigung vom  24.  Juni  wie  auf  eine  bekannte  Thatsache  Bezug  nimmt 

Nach  der  früheren  Angabe  von  de  l'Epinois  endet  das  Protokoll 
vom  21.  Juni  auf  der  ersten  Hälfte  der  Vorderseite  von  Fol.  453;  auf 
der  Rückseite  desselben  Blattes  folgte  dann  das  Decret  vom  30. ;  in  Wirk- 
lichkeit trennt,  wie  wir  jetzt  erfahren,  nur  ein  kaum  2  Finger  breiter 
Zwischenraum  das  Decret  vom  30.  von  der  Unterschrift  Galilei' s  vom 
21.  Juni;**  dasselbe  steht  also  gleichfalls  auf  der  Vorderseite  des 
453.  Blattes.  Zu  den  früher  hervorgehobenen  eigenthümlichen  Abweich- 
ungen, die  uns  die  Einschaltung  dieses  Decrets  vom  30.  Juni  bietet,*** 
ist  also  noch  die  weitere  hinzuzufügen,  dass  es  unter  etwa  30  ein- 
geschalteten Decreten  das  einzige  ist,  das  auf  einer  Vorderseite  gefunden 
wird.  Die  in  ihrer  Art  einzige  räumliche  Annäherung,  in  der  nins  dem- 
nach die  beiden  Aufzeichnungen  entgegentreten,  ist  keineswegs  geeignet, 
darüber  zu  täuschen,  wie  wenig  sie  zusammengehören,  wie  Vieles  zwischen 
ihnen  fehlt. 

6.  Der  Vermuthung ,  dass  sowohl  das  Decret  vom  30.  Juni,  wie  das 
nachfolgende  Protokoll  vom  2.  Juli  auf  dem  453.  Blatte  spät  hinzugeftlgt 
sei,  um  eine  Beseitigung  des  ,^Examen  rigorosnm'^  an  dieser  Stelle  un- 
möglich erscheinen  zu  lassen,  hat  v.  Gebier  eine  bis  dahin  unbekannte 
Thatsache  gegenübergestellt.  „Wir  sind  in  der  Lage'S  sagt  er,  „die 
Echtheit  der  Annotation  vom  30.  Juni  auf  das  Bestimmteste  zu  con- 
statiren,  indem  die  Schrift  der  Aufzeichnung  vom  30.  Juni  1633  genau 
dieselbe  Hand  zeigt,  wie  die  Annotationen  vom  16.  Juni  1633,  30.  und 


*  „Gegenwart",  l  c.  S.  392. 
**  „Gegenwart",  l.  c.  S.  392. 
**♦  „Ist  G.  gef.  w.?"  S.  107  flg.  \ 
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9.December  1632  und  vom  23.  September  1632."*  Diese  bedeutsame 
Mittheilnng  ist  so  wenig  geeignet,  die  Unbaltbarkeit  meiner  Fälschnngs- 
bjpothese  darzutbnn ,  dass  sie  vielmebr  zur  Kette  der  Verdacbtsmomente 
ein  letztes  fehlendes  Glied  liefert;  denn  zu  den  genannten  Annotationen 
Ton  gleicher  Hand  zählt,  wie  oben  erwähnt,  auch  die  zweite  über  das 
Decret  vom  1.  December  1633;  mit  dieser  wird  demnach,  wie  schon 
früher  das  Decret  vom  16.  Juni ,  nun  auch  das  vom  30.  Juni  auf  die 
gleiche  Stufe  gestellt;  es  wird  also  durch  y.  Gehleres  Aussage  die 
Wahrscheinlichkeit  einer  späten  Einschaltung  auch  für  das  Decret  vom 
30.  Juni  nicht  beseitigt ,  sondern  erhöht.  » 

Nach  alledem  ist  mit  der  wesentlichen  Vervollständigung  unserer 
Kenntniss  des  Vaticanmanuscripts  der  Glaube  an  die  Echtheit  des  Pro- 
tokolls vom  21.  Juni  mehr  und  mehr  unhaltbar  geworden.  Die  bisher 
bekannt  gewordenen  Vertheidigungsversuche  haben  das  Gewicht  der 
Zweifel  nicht  entkräftet;  berechtigte  Einwürfe  treffen  den  auf  Grund 
eines  ungenauen  Berichts  vermutheten  Modus  der  Fälschung,  nicht  den 
Verdacht  der  Fälschung  selbst.**  Es  kann  deshalb  auch  der  Aussage 
dieses  Protokolls  kein  Beweis  dafür  entnommen  werden,  dass  am  21.  Juni 
1633  ein  anderes,  als  das  Originaldecret  vom  16.  Juni  vorhanden  ge- 
wesen ist. 

Auf  Grund  der  vorliegenden  Untersuchung  in  Verbindung  mit  den 
früheren  Forschungen  darf  der  gegenwärtige  Stand  der  „Torturfrage" 
folgendermassen  präcisirt  werden: 

Es  ist  den  Enthüllungen  von  Silvestro  Gherardi  mit  voller 
Sicherheit  zu  entnehmen,  dass  am  16.  Juni  1633  vom  Papst  und  von 
der  Congregation  der  Beschluss  gefasst  worden,  Galilei  unter  An- 
drohung der  Tortur  dem  y, Examen  de  inientione^^  zu  unterwerfen  und  ihn. 


*  „Gegenwart",  l,  c.  S.  393. 

**  Vergl.  darüber  Scartazzini  an  den  bereits  citirten  Stellen.  Ich  deute 
hier  nur  an,  dass  ich  in  dem  Verdacht  einer  Fälschung  auch  des  Datums  des 
Protokolls  mit  Sc  nicht  übereinstimme.  Die  späte  Vollziehung  des  päpstlichen 
Befehls  vom  16.  Juni  erklärt  sich  zur  Genüge,  wenn  man  beachtet,  dass  der  Papst 
die  Abschwörung  „in  plena  congregatione  S,  Officii"  anordnet;  demgemäss  sollte 
sie  am  22.  Juni  stattfinden;  denn  die  betreffende  Versammlung  der  Cardinäle  fand 
regelmässig  am  Mittwoch  statt,  der  nächste  Mittwoch  aber  war  der  22.  Juni. 
Das  ,^xamen  de  intention^'  konnte  naturgemäss  der  Verurtheilung  nicht  lange 
vorausgehen.  Im  Process  des  O'Farrihy  findet  ein  solches  Verhör  unmittelbar 
vor  der  Verlesung  des  ürtheils  statt.  V^äre  das  die  Regel  in  allen  Fällen,  wo 
auf  die  Tortur  verzichtet  wird,  so  würde  der  Termin  des  21.  Juni  nicht  —  wie 
V.  Gebier  will  —  gegen,  sondern  für  die  Folterung  beweisen.  Galilei  erschien 
am  Morgen  des  21.  Juni  im  Inquisitionspalast;  es  blieb  also  Zeit  genug,  um  in 
dem  (nicht  vorliegenden)  Fall  eines  Geständnisses  auf  der  Folter  das  Geständniss 
24  Stunden  später  im  gewöhnlichen  Sitzungssaal  zu  wiederholen  und  dann  doch 
noch  zu  einer  den  Gardinälen  passenden  Stunde  desselben  Tages  abzuschwören. 
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falls  er  dabei  bliebe,  die  Copernicaniscbe  Gesinnung  zn  yerleagoen, 
zu  weiterem  Verfahren  in  die  Folterkammer  abzufahren. 

Es  ist  durch  die  Sentenz  verbürgt,  dass  diesem  Beschlnsse  gemiM 
eine  Abführung  in  die  Folterkammer  stattgefunden  hat. 

Die  Actenstücke  des  Vaticanmanuscripts,  die  in  vollem  Widecspmche 
mit  dem  Originaldecret  und  dem  Bericht  der  Sentenz  behaupten,  daai 
am  16.  Juni  befohlen  worden,  sich  unter  allen  Umständen  auf  die  Be- 
drohung mit  der  Tortur  zu  beschränken  und  dass  am  21.  Juni  demgemlN 
verfahren  sei,  sind  aus  inneren  und  äusseren  Gründen  einer  in  neuerer 
Zeit  erfolgten  Fälschung  dringend  verdächtig. 

Die  Mittheilungen  Gherardi*s  deuten  an,  dass  für  die  systematische 
Bearbeitung  des  Vaticanmanuscripts  in  allen  die  Torturfrage  berührenden 
Theilen  die  Umgestaltung  des  Originaldecrets  vom  16.  Juni  durch  Streich- 
ungen den  Ausgangspunkt  gebildet  hat. 

Hamburg,  im  September  1878. 
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Gnindsttge  der  antiken  nnd  modernen  Algebra  der  literalen  Gleiehnngen. 
Von  Ludwig  Matthikssbn,  ord.  Professor  an  der  Universität  zu 
Bestock.     Leipzig,  Dmck  nnd  Verlag  yon  B.  G.  Teubner.     1878. 
XVI,  1002  8. 
Ein  gigantisches  Werk  von  solchen  Dimensionen,   wie  sie  das  vor- 
liegende aufweist,   in  allen  seinen  Einzelheiten  durchzuprüfen  und  ein- 
gehend zu  besprechen  —  dies  wäre  selbst  wiederum  eine  das  Kräftemass 
des  Recensenten   weit  übersteigende  Riesenaufgabe.     Es  kann  sich  viel* 
mebir^  unter   diesen  Umständen  nur  darum   für  ihn  handeln,   einen  all- 
gemeinen Ueberblick  über  die  Vorlage  zu  geben  nnd  an  einzelne  Punkte 
seine  Bemerkungen   anzuknüpfen,  welch'   erstere  ihm  bei  seiner  Durch- 
sicht besonders  in  die  Augen  gefallen  sind. 

Herr  Matthiessen  beabsichtigt  —  so  können  wir  kurz  die  Ten- 
denz seines  Buches  bezeichnen  — ,  alle  auf  Gleichungen  bezüglichen  Ar- 
beiten aus  älterer  und  neuerer  Zeit  zusammenzustellen  und  nach  gewissen 
Eintheilungsprincipien  in  Oruppen  zu  ordnen,  soweit  dabei  Näherungs- 
methoden ausgeschlossen  bleiben.  Diese  letzteren  sollen  in  ihrer  Oe- 
sammtheit  den  zweiten  Tb  eil  vorliegenden  Werkes  ausmachen.  Selbstver- 
ständlich lässt  sich  diese  Scheidung  niemals  in  aller  Strenge  durchführen ; 
die  Regula  falsi  und  die  goniometrischen  Auf lösungsformeln ,  welche  wir 
in  diesem  ersten  Theile  besprochen  finden,  hätten  vielleicht  auch  dem 
zweiten  zugerechnet  werden  können,  obwohl  nicht  zu  leugnen  ist,  dass 
mit  ihrer  Hilfe  die  Bildung  geschlossener  Ausdrücke  für  gewisse  Wurzel- 
fonnen  möglich  ist.  Dem  Orundplane  gemäss  zerfällt  der  ^rste  Band  in 
drei  Hauptabtheilungen,  deren  erste  sich  mit  den  allgemeinen  Eigen- 
schaften der  algebraischen  Gleichungen  beschäftigt,  deren  zweite  gewisse  • 
specielle  Gleichungen  höherer  Grade  ins  Auge  fasst,  welche  einer  ab- 
gesehlossenen  Lösung  trotzdem  flihig  sind,  deren  dritte  endlich  den 
Gleichungen  der  vier  ersten  Grade  gewidmet  ist. 

Der  erste  der  acht  Abschnitte,  an  welche  sich  die  weitere  Aus- 
fuhrang  des  soeben  geschilderten  Grundgedankens  gliedert,  hat  es  sonach 
mit  ganzen  rationalen  Functionen  Einer  Variablen  zu  thun.  Wir  wollen 
hier  gleich  anfangs  mit  einem  Bedenken  nicht  zurückhalten,  demjenigen 
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nämlich,   dass   uns   eine  der  wichtigsten   Thatsachen,   auf  welcher  alles 
Nachfolgende  mehr   oder  weniger  beruht,   nicht  sicher  genug  begründet 
erscheint.     Wenn  gleich  §  2  mit  den  Worten  beginnt:  „Jede  Grösse  von 
allgemeiner  Beschaffenheit  oder  jeder  Zahlenwerth,  sei  er  reell  oder  com- 
plex  von   der  ^Form   a  -|-  ßi,    welcher   für  x  substituirt   das   Polynom  X 
gleich  Null  macht  oder  der  Gleichung  ^  =  0  Genüge  leistet,  heisst  eine 
Wurzel   der  Gleichung'*,    so   ist   doch   hiermit   eine  unbewiesene  Vorans- 
Setzung  eingeführt;    Kenntniss   der   nicht   ganz   leichten  Beweise,   durch 
welche  man  seit  Gauss  überhaupt  die  üeberzeugung  von  der  Existens 
eines  solchen  Wurzelwerthes  sich  verschafft,    durfte  doch  wohl  in  einem 
mit   den  ersten  Elementen  anhebenden  Compendium  kaum  vorausgesetzt 
werden.     Ueberhaupt  hätten   wir  gerade  diesem  §  2  eine  weit  grössere 
Ausdehnung,   vielleicht   bis   auf  das   Dreissig-    oder  Vierzigfache  seines 
jetzigen  Umfanges ,  gewünscht.     Denn  derselbe  enthält  auch  Andeutungen 
über  die  Unmöglichkeit  der  Auflösung  höherer  als  biquadratischer  Gleich- 
ungen, er  spricht  von  dem  durch  Abel  und  Ruffini*  erbrachten  Nach- 
weis  dieser  Thatsache,   und   da  hätte   es  sich  doch  wohl  mit  dem  End- 
zweck des  Buches  ganz  gut  vertragen,  wenn  auf  die  bezüglichen  Unter- 
suchungen,   etwa  zugleich  durch  Beifügung  eines  Abrisses  der  Substita- 
tionenlehre,    näher    eingegangen   worden   wäre.  —   Der   erste   Abschnitt 
schliesst   mit   den  Kriterien  zur  Erkenntniss  der  reellen  und  complexen, 
positiven   und   negativen  Wurzeln   einer  Gleichung;    der   zweite  handelt 
„von    den   Transformationen    der   Gleichungen    und    den  symmetrischen 
Functionen  der  Wurzeln".     Dieser  Abschnitt  ist  ebenso  inhaltsreich,  als 
interessant.     Als  einen  besondern  Vorzug  desselben,  wie  auch  des  ganzen 
Buches  muss   es   der  Referent   bezeichnen,   dass   den   Bestrebungen  der 
sogenannten  modernen  Algebra  eine  besonders  erschöpfende  Behandlang 
zu  Theil   und   der  in   den   gewöhnlichen   abstracten  Darstellungen  nicht 
gehörig    hervortretende  Nutzen,    welchen    dieselben    für    das    praktisch- 
algebraische  Fundamentalproblem  gewähren,  gebührend  ins  Licht  gesetzt 
wurde.     Nur  hätten   wir  die  Anordnung   des  freilich   fast   erdrückenden 
Stoffes   ein   wenig   anders  gewünscht,    denn  jedenfalls  ist  ^s  als  ein  for- 
maler Nachtheil   zu  bezeichnen,    dass  schon  auf  S.  43  flgg.  ziemlich  viel 
mit  Determinanten  gerechnet  werden  muss,  während  die  Definition  dieses 
Begriffes   erst  S.  100   nachfolgt.     Als  eine   wesentliche  Bereicherung  des 
auch   in   unseren  besten  Lehrbüchern    enthaltenen  Materials   glauben  wir 
die  Aufzählung  und  Beschreibung  derjenigen  älteren  Verfahrungsweis^n 
notiren  zu  sollen,  welche  sich  mit  der  Bestimmung  des  Grades  einer  Eli- 


*  Die  betreffende  Angabe  ist  nicht  ganz  richtig;  ßuffini  hat  die  Unmög- 
lichkeit, durch  geschlossene  Irrationalitäten  eine  allgemeine  algebraische  Gleichaog 
aufzulösen,  allerdings  erkannt  und  zu  erweisen  yersucht,  sein  Beweis  ist  aber  nicht 
als  genügend  erachtet  worden. 
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minatioDsresnltante  noch  ohne  Zuhilfenahme  der  Determinantenrechnung 
beschäftigen;  nur  hätte  dahei  nicht  die  jene  lilteren  Versuche  so  zu  sagen 
abschliessende  Ahhandlung  von  Min  ding  unerwähnt  bleiben  sollen.  Der 
dritte  Abschnitt  beginnt  mit  den  reciproken  Gleichungen,  geht  hierauf 
zn  der  Form  x"  — a=0  über,  erörtert  eingehend  die  für  die  Kreistheilung 
wichtigen  algebraischen  Fragen,  behandelt  die  Sätze  von  Moivre  und 
Cotes,  die  graphische  Darstellung  des. Imaginären.  Eine  in  dieser  Form 
wenigstens  pädagogisch  neue  Partie  ist  die  den  irreductiblen  Oleichungen 
schlechtweg  gewidmete;  diese  erscheinen  allgemein  unter  dem  Bilde 

•  -fCö')^"-'+y("7')^>--■='■; 

Es  folgen  die  Gleichungen  mit  gleichen  Wurzeln  und  diejenigen,  zwi- 
schen deren  Wnrzelwerthen  gewisse  Beziehungen  bestehen ;  bei  letzteren 
tritt  besonders  die  für  die  folgenden  speciellen  Methoden  wichtige  Redu- 
ceDte  hervor. 

Um  den  Kernpunkt  der  beiden  folgenden  Abschnitte  zu  verstehen, 
bedarf  es  der  Kenntniss  einer  durchgreifenden  Unterscheidung,  welche 
zwischen  den  sämmtlichen  Auflösungsmethoden  der  den  vier  ersten  Gra- 
den zugehörigen  Gleichungen  zu  machen  der  Verfasser  für  erforderlich  hält. 
Bei  den  Substitutionsmethoden,  über  welche  schon  eine  ältere,  ihres  fesseln- 
den Inhalts  halber  bald  vergriffene  Brochure  des  Autors  sich  verbreitete, 
wird  irgend  eine  algebraische  Function  beliebig  vieler  Argumente  —  unter 
denen  natürlich  die  ursprüngliche  Unbekannte  x  mit  enthalten  sein  muss  — 
in  die  gegebene  Function  ^(f)  =  0  eingeführt,  um  so  einerseits  die  Bil- 
dung der  Kesolventen  f(y)  =  /J»)  = . . .  =  0 ,  als  auch  andererseits  die  Auf- 
lösung der  reducirten,  von  f^jg)  =  0  noch  übrig  gebliebenen  Gleichung 
durch  einfachere  Operationen  zu  ermöglichen.  Die  andere  Classe,  die- 
jenige der  CombinatioDsmethoden ,  fordert  die  Ersetzung  gewisser  Com- 
binationen  (nach  Vandermonde  „Typen")  der  Wurzeln  durch  eine  oder 
mehrere  neue  Hauptgrössen ,  für  welche  ebenfalls  aus  den  Coefficienten 
der  vorgelegten  Gleichung  die  nothwendige  Anzahl  von  Bedingungsgleich- 
ungen gebildet  werden  kann.  Jede  dieser  beiden  Kategorien  erfüllt  ipit 
der  grossen  Menge  der  ihr  einzuordnenden  Detailmethoden  einen  eigenen 
Ahechnitt. 

Es  würde  ein  vergebliches  Beginnen  sein,  Demjenigen,  der  Mat- 
thiessen's  Buch  nicht  selber  vor  Augen  hat,  eine  auch  nur  oberfläch- 
liche Vorstellung  von  der  Fülle  interessanter  Special itäten  verschaffen  zu 
wollen,  welche  man  in  diesen  beiden  Capiteln  vereinigt  antrifft.  Ob  man 
mit  untrüglicher  Bestimmtheit  versichern  dürfe,  dass  keine  einzige  von 
irgend  einem  Schriftsteller  zu  irgend  einer  Zeit  ansgedachte  Lösung  der 
allgemeinen  quadratischen ,  kubischen  und  biquadratischen  Gleichung  hier 
übersehen  worden  sei,  das  ist  freilich  so  leicht  Niemand  im  Stande  zu 
entscheiden;    Referent,   der  sich   in    diesen  Dingen   einige  Kunde   zuzu- 
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schreiben  wagt,  vermöchte  wenigstens  keine  Lücke  aufzuzeigen.  Unter 
dem  geschichtlichen  sowohl,  wie  unter  dem  theoretischen  Gesichtspunkte 
ist  es  dankenswerth  gewesen,  so  manches  ältere,  aber  in  seiner  Art  geist- 
reiche und  oft  zu  den  allermodernsten  Studien  überraschende  Beziehungs- 
punkte bietende  Verfahren  der  Vergessenheit  zu  entreissen ;  wir  erinnern 
in  dieser  Hinsicht  nur  an  die  verschiedenen  Methoden  des  waekem 
Hulbe.  Die  stete  Berücksichtigung  der  Invariantentheorie,  durch  welche 
uns  Wesen  und  Inhalt  der  von  den  Engländern  beliebten,  in  Deutsch- 
land aber  nicht  mit  besonderer  Sympathie  aufgenommenen  Bezeiehnungs- 
weise  bedeutend  näher  gerückt  wird,  dürfte  auch  für  solche  Leser  Werth 
haben,  welche  das  Matthiessen^sche  Werk  als  ein  in  erster  Linie  ele- 
mentares sonst  vielleicht  nicht  zur  Hand  genommen*  hätten.  Gerade  das 
ist  eben  ein  Hauptvorzug  dieser  Zusammenstellung,  dass  die  einzelnen 
Thatsachen  nicht  allein  unvermittelt  reproducirt,  sondern,  soviel  möglich, 
auf  ihren  inneren  Zusammenhang  geprüft  werden.  Beiläufig  bemerken 
wir  zu  S.  635,  dass  die  zwischen  einem  von  Heilermann  im  Trierer 
Programm  von  1855  aufgestellten  Gleichungssysteme  und  der  sogenann- 
ten Aron  hol  duschen  Deltafunction  bestehende  Relation  nicht  allein  hier 
ganz  correct  angegeben,  sondern  sogar  eine  so  enge  ist,  dass  mit  Bäck- 
sicht auf  den  Publicationstermin  mit  mehr  Berechtigung  von  einer  Hei 
1er  man  naschen,  als  von  einer  Aren  hol  duschen  Determinante  ge- 
sprochen werden  würde.  Um  die  Grösse  des  im  fünften  Abschnitte  be- 
wältigten Materials  einigermasseif  sich  zu  veranschaulichen,  sei  erwähnt, 
dass  für  die  Gleichungen  vom  zweiten,  dritten  und  vierten  Grade  be- 
ziehungsweise 8,  22  und  54  Formen  von  Wurzeltypen  aufgef&hrt  und 
discutirt  werden.  Als  ein  in  mehrfacher  Weise  bemerkenswerthes  Exer- 
citium  in  der  Determinantentheorie  machen  wir  §  331  namhaft,  die  „Ab- 
leitung .der  Formeln  von  Aronhold  mittelst  symmetrischer  Functionen 
der  Wurzeln*'. 

Der  sechste  Abschnitt  behandelt  die  Anwendung  der  Goniometrie 
auf  algebraische  Probleme,  der  siebente  die  verschiedenen,  in  der  Ge- 
schichte der  Mathematik  zu  einiger  Bedeutung  gelangten  graphischen  Anf- 
lösungen  der  Gleichungen;  in  dem  geschichtlichen  Schlussabschnitte  end- 
lich stossen  wir  auf  eine  „Gesammtliteratur  der  Algebra  der  Gleichungen^* 
(dieser  Titel  kommt  uns  etwas  tautologisch  vor);  Letztere  bildet  ein 
Unternehmen,  welches  eben  nur  ein  Mann  von  so  ausgebreiteter,  ja 
fabelhafter  Belesenheit,  wie  der  Verfasser,  wagen  und  zu  einem  glfick- 
liehen  Ende  führen  konnte. 

Ein  in  der  mathematischen  Literatur  so  eigenartig  dastehendes  Werk^ 
wie  dasjenige,  von  dessen  hauptsächlichsten  EigenthÜmlichkeiten  wir  eine 
Skizze  zu  entwerfen  bestrebt  waren,  wird  je  nach  den  Gesichtspunkt«) 
und  nach  den  Erwartungen,  unter  denen  man  an  dasselbe  herantritt, 
stets  eine  verschiedene  Beurtheilung  finden ;  der  Eintheilungsmodus,  weJ- 
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eher  bei  einer  so  gewaltigen ,  im  besten  Sinne  compilatorischen  Leistung 
immer  besonders  ins  Gewicht  fallen  mnss,  wird  niemals  auf  allgemeine 
Billigung  reebnen  dürfen.  Wohl  aber  wird  Jeder,  der  auch  nur  einiger- 
massen  die  einem  so  umfassenden  Entwürfe  sich  entgegenstellenden 
Schwierigkeiten  zu  würdigen  weiss,  mit  dem  Unterzeichneten  in  dem 
Urtheil  übereinstimmen,  dass  der  Verfasser  das  Mögliche  geleistet  hat. 
Sein  historischer  Sinn  und  die  ihn  durchdringende  Ueberzeugung ,  dass 
ein  tieferer  Einblick  in  das  Werden  einer  wissenschaftlichen  Theorie  nur 
im  engsten  Anschlüsse  an  die  geschichtliche  Entwickelung  des  betreffen- 
den Gegenstandes  gewonnen  werden  könne,  haben  ihn  veranlasst,  dem 
historischen  Elemente  allüberall  einen  stattlichen  Platz  in  seinem  Buche 
einzuräumen,  so  dass  letzteres  mit  allem  Fuge  auch  als  ein  literar- 
geBchichtliches  Repertorium  für  fast  das  ganze  Gebiet  der  Algebra  be- 
zeichnet werden  kaum  Referent  hatte  schon  bei  einer  früheren  Ver- 
anlassung, als  er  Matthi essen' s  „Schlüssel  zur  Aufgabensammlung  von 
Heis'^  im  7.  Bande  der  „Zeitschr.  f.  mathem.  u.  naturwissenschaftl.  Unter- 
richt" besprach,  zu  bemerken,  dass  derselbe  für  das  Gros  der  Leser  eine 
ganze  Bibliothek  ersetze;  er  kann  dies  sein  damaliges  Urtheil  für  das 
vorstehend  besprochene  Werk  nur  wiederholen  und  empfiehlt  es  aus  die- 
sem Grunde  besonders  dem  Studirenden,  für  welchen  ein  steter  Recurs 
auf  die  Quellen  sich  durch  die  Umstände  verbietet. 

Ansbach.  Dr.  S.  Günther. 


Theorie  der  algebraischen  Oleichnngen.  Von  Dr.  Jül.  Petersen,  Do- 
cent  an  der  polytechnischen  Schule  zu  Kopenhagen.  Kopenhagen, 
bei  Andr.  Fred.  Host  &  Sohn.     1878.     XII,  335  S. 

Das  Vorwort  beginnt  mit  der  Erklärung,  das  Buch  verdanke  seine 
Entstehung  den  Vorlesungen,  welche  der  Verfasser  an  der  polytechni- 
schen Schule  in  Kopenhagen  über  die  Theorie  der  Gleichungen  gehalten 
habe.  Durch  Hinzufügung  einiger  erweiternder  Zusätze  habe  er  alsdann 
versucht,  das  Buch  als  einleitendes  Studium  für  solche  Studirende  brauch- 
bar zu  machen,  welche  tiefer  in  die  Wissenschaft  der  Algebra  einzu- 
dringen wünschen. 

Nach  dieser  ausgesprochenen  Absicht  ist  das  Buch  zu  beurtheilen, 
und  wir  nehmen  keinen  Augenblick  Anstand ,  unsererseits  zu  bestätigen, 
dass  Herr  Petersen  in  seinem  Versuche  durchaus  glücklich  war.  Ein 
Lehrbuch,  genügend,  jedes  anderweitige  Studium  der  eigentlichen  Quel- 
lenschriften zu  ersetzen  und  bis  zu  einem  gewissen  Grade  entbehrlich  zu 
machen,  wollte  der  Verfasser  nicht  schreiben  und  hat  er  nicht  geschrie- 
ben. Wohl  aber  hat  er  in  seinem  Buche  geboten,  was  auch  allein  eine 
gute  Vorlesung  über  einen  so  ausgedehnten  Gegenstand ,  wie  die  Theorie 
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der  algebraiscben  Gleichnngen  es  ist,  bieten  kanp:  eine  Orientirnng  über 
das  ganze  Gebiet,  ein  Andeuten  der  Hauptstrassen ,  die  dasselbe  durch- 
kreuzen und  die  Verbindung  zwischen  entlegenen  Punkten  herstellen, 
ein  Verweilen  bei  einzelnen  praktisch  oder  theoretisch  besonders  merk- 
würdigen Methoden.  Nur  Eines  haben  wir  in  dem  Buche  vermisst,  vts 
aber  in  einer  voraussichtlich  nicht  ausbleibenden  zweiten  Auflage  mit 
leichter  Mühe  ergänzt  werden  kann.  Der  Leser  erfährt,  wer  die  Ent- 
decker der  wichtigsten  Sätze  sind.  Wir  haben  nicht  nöthig,  erst  noeh 
zu  sagen,  wie  sehr  wir  diese  pietätsvolle  Namensnennung  der  entgegen- 
gesetzten Art  vorziehen,  die  wir  fast  lieber  Unart  nennen  möchten  und 
die  überall  in  üngewissheit  lässt,  ob  Altes,  ob  durchaus  Neues  vorgetra- 
gen  werde.  Der  Verfasser  verwahrt  sich  ferner  im  Vorwort  dagegen, 
stets  auf  den  herkömmlichen  Bahnen  geblieben  zu  sein.  Wo  Namen 
angeführt  sind,  seien  diese  deshalb  oft  nur  so  zu  verstehen,  dass  die 
Entwickelung  auf  einer  Idee  aufgeba.ut  sei,  ähnlich  derjenigen,  welche 
der  Entwickelung  des  genannten  Autors  zu  Grunde  liege.  Auch  dagegen 
ist  sicherlich  Nichts  zu  erinnern.  Wer  die  Ergebnisse  verschiedener 
Forscher,  die  jeder  von  einem  andern  Gedanken  den  Ausgangspunkt 
nahmen ,  vereinigen  will ,  muss  mit  einer  gewissen  Freiheit  gehalten  kön- 
nen, wenn  ein  Einheitliches  entstehen  und  es  nicht  bei  einem  bunten 
Sammelsurium  bleiben  soll.  Aber  um  so  dringender  ist  die  Nothwendig- 
keit,  den  Leser  in  den  Stand  zu  setzen,  in  den  Schriften  der  Entdecker 
selbst  die  Wege  kennen  zu  lernen,  auf  welchen  diese  zum  Ziele  gelang- 
ten, üeberall,  wo  ein  Name  genannt  ist,  sollte  deshalb  auch  das  Citat 
nicht  fehlen ,  in  welchem  Werke  oder  in  welcher  Abhandlung  der  betref- 
fende Satz  oder  die  betreffende  Methode  zuerst  erschien,  und  dass  dieses 
mit  strenger  Folgerichtigkeit  überall  fehlt,  scheint  uns  eine  absichtliche, 
aber  darum  keineswegs  zu  rechtfertigende  Lücke. 

Um  unseren  Lesern  Übrigens  eine  Andeutung  davon  zu  geben, 
welchen  Stoff  Herr  Petersen  auf  21  Druckbogen  zusammenzudrängen 
wusste,  geben  wir  eine  flüchtige  Inhaltsangabe.  In  vier  Abschnitten 
handelt  der  Verfasser  über  Gleichungen  im  Allgemeinen ,  über  die  alge- 
braische Auflösung  der  Gleichungen ,  über  die  numerische  Auflösung  der 
Gleichungen  und  über  Substitutionen.  Jeder  dieser  Abschnitte  ist  fast  von 
genau  gleicher  Länge,  ein  Beweis,  wie  gründlich  der  Verfasser  seinen 
Stoff  beherrscht  und  wie  er  es  sich  angelegen  sein  Hess,  die  Gleichberech- 
tigung dieser  Abschnitte  auch  äusserlich  hervortreten  zu  lassen. 

Im  ersten  Abschnitte  ist  von  den  allgemeinen  Eigenschaften  der 
algebraischen  Gleichungen ,  von  den  Beziehungen  zwischen  Wurzeln  nnd 
Coefficienten ,  von  dem  Eliminationsproblem  und  von  Transformationen 
der  Gleichungen  die  Rede.  Vielleicht  sollte  hier  —  etwa  in  dem  Eli- 
minationscapitel  —  auch  von  dem  Rational  machen  der  Gleichungen  ge- 
handelt werden. 
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Im  zweiten  Abschnitte  läset  der  Verfasser  auf  knbisclie  nnd  biqaa- 
dratische  Gleichungen  die  binomische  Gleichung  folgen.  Er  erörtert 
sodann  die  Unmöglichkeit  der  algebraischen  Anflösnng  der  Gleichnng 
fünften  Grade«»  wobei  ein  Hinweis  auf  moderne  Lösungen  mittelst  trans- 
cendenter  Functionen  wünschenswerth  gewesen  wttre,  und  kommt  dann 
anf  jene  Untersuchungen,  die  der  Zahlentheorie  und  der  Theorie  der 
Gleichungen  gemeinschaftlich  angehören,  und  die  wir  in  Deutschland 
Lehre  von  der  Kreistheilung  zu  nennen  pflegen. 

Im  dritten  Abschnitte  ist  die  Absonderung,  wie  die  Berechnung  der 
Wurzeln  in  numerischen  Gleichungen  gelehrt  und  dabei  gelegentlich  auch 
die  Aufgabe  der  Interpolation  ins  Auge  gefasst. 

Der  vierte  Abschnitt  von  den  Substitutionen  endlich  bezeichnet  seinen 
Inhalt  genügend  durch  diese  allgemeine  Ueberschrift.  Der  Tratte  des 
iubstitutions  von  Jordan  ist  hier  an  vielen  Stellen  zu  Grunde  gelegt, 
wie  im  Uebrigen  der  Verfasser,  was  er  auch  im  Vorwort  selbst  angiebt, 
mehrfach  an  der  Darstellung  in  dem  klassischen  Cours  d^alg^bre 
iuperieure  von  J.  A.  Serret  sich  ein  Muster  nahm. 

Cantor. 


Elemente  der  Theorie  der  Determinanten,  mit  vielen  Uebungsaufgaben 
von  Dr.  P.  Mansion,  Professor  an  der  Universität  zu  Gent.  Leip- 
zig 1878,  bei  B.  G.  Teubner.  VI,  49  S. 
Die  iUethenis  de  la  iheorie  des  deiertninanls  von  Mansion  sind  1875 
in  französischer  Sprache  erschienen  und  haben  im  XXI.  Bande  dieser 
Zeitschrift,  bistor.-literar.  Abth.  S.  166  —  167,  von  dem  Verfasser  eines 
Lehrbuches  der  Determinanten,  welches  selbst  nach  kurzer  Zeit  eine 
zweite  Auflage  nöthig  machte  und  damit  für  seine  günstige  Aufnahme 
Zeugniss  ablegte,  das  unumschränkteste  Lob  erhallen.  Herr  Günther 
schloss  damals  seine  Besprechung  mit  dem  Wunsche,  Mansion's  kleine 
Schrift  auf  deutschen  Boden  verpflanzt  zu  sehen.  Diesem  Wunsche  ver- 
dankt die  uns  heute  vorliegende  Bearbeitung  ihr  Dasein.  Die  Ueber- 
Setzung  rührt  von  Dr.  Hörn  in  München  her,  während  Prof.  Günther 
eine  genaue  Revision  des  Manuscriptes  und  des  Druckes  vornahm,  wie 
er  in  einer  der  deutschen  Ausgabe  vorausgeschickten   kurzen  Vorrede 

«'"«'*•  Cantor. 


Die  Kegelsclmitte,   behandelt  für  die  Repetition  in  der  Gymnasialprima 
von   Dr.  Max  Simon,   Oberlehrer  am  kaiserl.  Ljceum   in  Strass- 
burg.    1.  Abthlg.:  Die  Parabel.    Berlin,  S.  Calvary  &  Comp.    55  S. 
Die  Vorliegende  Schrift  deflnirt  die  Parabel  als  den  Ort  des  Punk- 
tes, welcher  von  einem  festen  Punkte  und  einer  festen  Geraden  gleich- 

Hiit.-Ui  Abthlg.  d.  Zeliiohr.  t  Math.  u.  Phyt.  XXIV,  1 .  ^  (^  ^ 
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weit  eutfernt  ist,  und  leitet  (§§  1  —  4)  aus  dieser  Definition  die  bekann- 
teren Eigenschaften  in  einfacher,  zweckentsprechender  Weise  ab.  Um 
die  Eigenschaften  der  parallelen  Sehnen  (§  5),  der  conjugirten  Sehnen 
(§§  6 — 7)  ^TOi^y  soviel  bekannt,  znm  ersten  Male  in  elementarer  Weise 
die  harmonischen  Eigenschaften  (§§  10  — 11)  abzuleiten,  projicirt  der 
Verfasser  die  Parabel  aaf  die  Leitlinie  und  folgert  aus  der  Geometrie  der 
Geraden  diejenige  der  Parabel.  Die  §§  8  und  9  enthalten  einige  Brenn- 
punktseigenschaften. 

Als  erwünschte  Zugabe,  „um  von  den  ewigen  Dreiecksconstrnctionen 
Abwechselung  und  Erholung  zu  bieten",  ist  eine  Sammlung  von  ungeflbr 
140  Aufgaben  beigefügt,  die  nach  den  Paragraphen  des  Textes  geord- 
net sind. 

Dass  die  Parabel  ein  Kegelschnitt  ist,  wird  in  §  11  nachgewiesen, 
leider  durch  die  Gleichung  der  Parabel  und  nicht  durch  constmctive 
Zurückführung  auf  die  Definition. 

Als  Uebungsbuch  zu  Wiederholungen  erfüllt .  das  Werkchen  seinen 
Zweck.  Mit  der  angewendeten  Methode  ist  das  Mögliche  erreicht.  An 
ihr  liegt  die  Schuld,  dass  die  Herleitung  des  PascaT sehen  Satzes  nicht 
gelungen  ist.  Ohne  diesen  ist  aber  jede  Bearbeitung  der  Kegelschnitte 
unvollkommen,  denn  er  erst  gewährt  ausser  einem  reichen  Uebangs- 
material  durch  seine  innigen  Beziehungen  zur  projectivischen  Geometrie 
einen  Fernblick  in  die  Welt  der  räumlichen  Gebilde,  unendlich  wie  der 
Raum  selbst.  Zum  Theil  wird  dieser  Mangel  durch  den  Beweis  gehoben, 
dass  die  Parabel  sich  in  einen  Kreis  polarisiren  Ifisst.  An  anderer  Stelle 
wird  Referent  nachweisen ,  dass  die  Polareigenschaften  und  der  Satz  von 
Pascal  sich  ungezwungen,  ohne  alle  Rechnung,  in  elementarer  Weise 
für  alle  Kegelschnitte  aus  jeder  der  bekannten  Erzeugungsarten  derselben 
ableiten  lassen« 

In  jedem  Falle  ist  der  Versuch ,  die  Kegelschnitte  in  das  Gjmnasiam 
einzuführen,  freudig  zu  begrüssen  und  als  gelungen  zu  bezeichnen. 

Für  gute  Ausstattung  hat  die  Verlagshandlung  in  anerkennenswer- 
ther  Weise  gesorgt.  Milinowski. 


Kant  und  Helmholtz  über  den  Ursprung  und  die  Bedeutung  der  Raum- 
ansohauung   und  der  geometrisehen  Axiome.     Von   A.  Krause. 
Lahr,  M.  Schauenburg.     1878.     94  S. 
In   dieser  Schrift  soll,   Helmholtz  gegenüber  und  überall  gestützt 
auf  Kaut,   die   Unerschütterlichkeit  der  geometrischen  Axiome,  ja  die 
Unmöglichkeit,  sie  auch  selbst  nur  in  der  Einbildungskraft  zu  Terändem, 
nachgewiesen   werden.     Verfolgen   wir,   wie   weit  dem  Verfasser  die  ihm 
,,fast  zu  leicht*^  dünkende  Arbeit,  Kant  in  allen  Stücken  seiner  Philo- 
sophie zu  vertheidigen ,  gelungen  ist. 
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fasser  will  hauptsächlich  die  Streitfrage  zwischen  Kant  and 
schärfer,  als  hisher  geschehen,  hinstellen.  Es  handelt  sich 
n  die  Unveränderlichkeit  oder  Veränderlichkeit  der 
n  Axiome,  also  um  die  Frage  nach  deren  Unahhängigkeit 
ng  und  Einhildnngskraft. '  Indem  Kant  diese  Frage  hejahe, 
sie  verneine,  stehen  die  Beiden  in  dem  ganzen  Fundament 
tnisstheorie  sich  so  gegenüher,  dass  keinerlei  Vermittelung 
;  eine  der  beiden  Theorien  müsse  fallen.  Da  will  derVer- 
nachweisen,  dass  H.  seine  Lehre  nur  durch  formal  -  logische 
n dental  •  logische  Fehler,  sowie  durch  Vernachlässigung  von 
der  Erfahrung  gewonnen  habe.  Wir  haben  also  zuzusehen, 
inwärfe  gegen  H.  und  wie'  femer  die  Ansicht  von  der  abso- 
träglichkeit  der  beiderseitigen  Lehren  begründet  sind, 
rfasser  lässt  E.  und  H.  eine  Reihe  von  erkenntnisstheoreti- 
psychologischen  Fragen  gegensätzlich  beantworten.  Bei  der 
lg  der  ersten  Fragen  wird  wesentlich  nur  das  behauptet,  dass 
er  Theorie  der  „Localzeichen^^  gegen  das  KantUche  aprio- 
imsetzende  Vermögen  Verstösse  und  dass  er  auch  zu  Lotze 
llem  Gegensätze  sei.  Es  ist  zu  constatiren ,  dass  die  sämmt- 
n  in  H.'s  physiologischer  Optik  und  seinen  populären  Vorträ- 
»  die  Nichtexistenz  dieses  Gegensatzes,  sowie  das  Fernhalten 
tr  Frage  der  Apriorität  jenes  Vermögens  beweisen,  hier  ein- 
)till6chweigen  übergangen  sind.  Eine  Entstellung  der 
ihre  wird  es,  wenn  man  diese  aussagen  lässt,  dass  Qualitäts- 
I  in  der  Reizung  an  sich  schon  Raum  bedeuten  oder  selbst 
iliches  sind,  und  von  einem  Meter  Empfindung  (S.  18)  redet, 
blichen,  aus  der  Physiologie  geschöpften  Beweise  aber,  wie 
stereoskopische  Sehen  geknüpfte,  mögen  allenfalls  für  dieses 
e  Vermögen  sprechen ,  und  dann  richten  sie  sich  nicht  gegen 
ie  können  sie  zeigen  (wie  es  S.  29  will),  dass  die  Eigen- 
en der  Ranmanschauung  lediglich  auf  eigene  Gesetze  gegrün- 
;anz  abgesehen  von  der  Fraglichkeit  der  angeblichen  That- 
)  der  auf  S.  23,  Z.  10  v.  u.  erwähnten.  Und  ganz  ebenso 
sich  mit  den  transcendental- logischen  Einwürfen,  die  höch- 
nur  zeigen  können,  dass  die  blosse  Association  von  Erfahr- 
Sinnlichkeit  allein,  noch  nicht  genügt,  um  unsere  Anschau- 
mmenzusetzen. 

r  6.  und  7.  Frage  —  ob  veränderte  Axiome  denkbar  sind  und 
Grad  der  Sicherheit  der  Euklidischen  —  tritt  der  Verfasser 
logischen  in  das  mathematische  Gebiet,  und  auch  hier  scheint 
TassuDg  von  H.^s  Ansichten  miss verständlich  zu  sein.  H.  ver- 
ine  Theorie  dadurch,  dass  er  sich  von  der  Körperwelt  eine 
hinwegdenkt    und    die   Verhältnisse    auf  Flächen    constanter 
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Krümmung,  eu  denen  auch  unsere  Organe  passen,  betrachtet.  Krause 
beachtet  nun  gar  nicht,  dass  es  sich  bei  diesen  Flächen  ausschliesslicb 
um  ein  Bild  handelt  (H.,  Pop.  Yortr.  III,  S.  38,  Z.  1).  Der  Gedanke 
von  H.  ist  der:  Wir,  mit  unserer  dreidimensionalen  Anschauung  des 
Baumes,  haben  ein  Krümmungsmass  desselben  gar  nicht  in  unserer 
Vorstellung;  wir  schreiben  dem  Baume  ebenso  wenig  ein  Krümmungs- 
mass 0,  als  ein  positives  oder  negatives  su.  Die  Frage  nach  der 
Oiltigkeit  einer  dieser  drei  Möglichkeiten  ist  logisch  eingeführt;  am 
sie  aus  unseren  Vorstellungen  heraus  eindeutig  zu  beantworten,  wäre  es 
nütbig,  dass  unsere  Anschauung  vom  Unendlichen  eine  völlig  eindeutige 
und  klare  ist,  insbesondere  darüber,  ob  man  durch  einen  gegebenen 
Punkt  EU  einer  gegebenen  Gera'den  eine,  zwei  oder  keine  Parallelen 
ziehen  kann?  Dies  ist  nicht  der  Fall,  auch  ist  nicht  einmal  eine  einsige 
Aussage  darüber  nöthig,  um  die  Erscheinungen  zuordnen;  vielmehr'ist 
keine  wesentliche  Schwierigkeit  vorbanden,  dieselben  Erscheinungen, 
sogar  mit  denselben  Organen  aufgefasst,  unter  etwas  von  einander  ver- 
schiedene Gesetze  der  Anschauung  zu  fassen« 

Die  von  H.  in  der  oben  bezeichneten  Illustration  dieser  Ansieht  ein- 
geführte Veränderung  der  Organe  dient  also  nur  dazu,  um  die  Abänder- 
barkeit,  der  man  die  gewohnten  Eigenthümlichkeiten  unserer  Baumvor- 
stellung unterwerfen  kann,  noch  verständlicher  zu  machen. 

Es  tritt  hier  die  Hauptfrage  hervor,  welche  man  an  die  absoluten 
Anhänger  Kant's  zu  stellen  hat:  Ist  in  der  That  der  Inhalt  un- 
serer Vorstellungen  in  Bezug  auf  das  Verhalten  der  Geraden 
im  Unendlichen  fest,  klar  und  eindeutig  gegeben?  Denn  alle 
Deductionen  —  formal-  oder  transcendental- logischer  Art — ,  welche  anf 
den  Begriff  oder  auch  auf  die  anschauliche  Vorstellung  „Bichtung"  basirt 
sind,  zerfallen  vor  der  Tbatsache,  dass  eine  Geometrie  existirt,  welche 
unsem  Baum  mit  allen  seinen  Vorstellungen  in  Bezug  auf*s  Endliche 
zum  Gegenstande  hat,  welche  die  gerade  Linie  gerade  und  Ebene  Ebene 
sein  lässt  und  welche  trotzdem  unserm  Baume  ein  cous tan tes,  von  0  ver- 
schiedenes Krümmungsmass  zusehreibt.  Die  Beantwortung  dieser  Frage 
kann  also  nicht  aus  dem  Kan tischen  System  selbst  genommen  werden; 
erst  wenn  sie  bejaht  ist,  kann  von  einer  Gegenüberstellung  dieses  STStens 
gegen  die  Helmhol tz*schen  Ansichten  die  Bede  sein.  Andernfalls  aber 
herrscht  kein  unversöhnlicher  Gegensatz  zwischen  H.  und  K. 

Von  den  Evidenzbeweisen  der  Axiome  Euklid's,  die  Krause  sn 
liefern  versucht,  setzt  der  eine  solche  eindeutigen  Baumbegriffe,  wie 
Bichtung,  voraus,  und  leidet* also  an  dem  genannten  Fehler.  Er  bildet, 
indem  er  diese  Begriffe  den  K  an  tischen,  von  Krause  erweiterten  Kate- 
gorien unterordnet,  eine  Ausführung  von  Ideen,  die  Kant  nur  einzela 
hingeworfen  hat,  und  soweit  den  werthvollsten  Theil  der  Schrift.  Der- 
selbe Begriff  von  Bichtung  verleitet  den  Verfasser  aucb,  H.  einen  logischen 
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ler  vorzuwerfen  (S.  50);  der  Fehler  liegt  aber  in  dem  unbegründeten 
6  des  Verfassers  (S.  52),  dass  alle  in  sich  zurückkehrenden  Linien 
'  als  eine  Richtung  haben,  wobei  zwei  verschiedene  anschauliche 
telloDgen  willkürlich  mit  einander  vermengt  sind. 
Was  die  übrigen  Evidenzbeweise  betrifft,  so  ist  mir  die  Evidenz  des 
Dtheils  seiner  Behauptungen  mindestens  ebenso  deutlich;  z.  B.  scheint 
dass  ich  bei  den  Congruenzstttzen  an  einen  beweglichen  Massstab 
i,  wenn  ich  zwei  an  verschiedene  Stellen  des  Raumes  gesetzte 
ieu  in  Bezng  auf  ihre  Länge  mit  einander  vergleiche  (8.  62).  Wel- 
^iathematiker  aus  der  algebraischen  Formel  allein  die  Gesetze  der 
unschauTiDg  und  der  Geometrie  hat  ableiten  wollen  (8.  64  flgg.)i  ist 
nbekannt  geblieben;  gegen  wen  geht  also  die  Untersuchung,  auf 
in  Begriffen  und  Functionen  die  nur  als  logisches  Instrument  die- 
Algebra  beruht? 

8  bleibt  mithin  nach  diesen  Evidenzbeweisen  die  obige  Vorfrage 
)  Eant'sche  System  unverändert  bestehen.  In  der  That  wird  es 
ebenso  „leichte  Arbeit"  sein,  diese  Lücke  auszufüllen,  als  nur 
icbweis  zu  führen,  dass  das  System  keinen  inneren  Widerspruch 
e. 

-langen,  September  1878.  M.  Nobtheb. 
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Sor  Tenninologie  der  grieohiBchen  Mathematiker. 

Von 

Fb.  Hultbch. 


mri  Martin  hat  sich  dnrch  seine  Ansgabe  der  Astronomie  Theon^s 
ijrna  nicht  nur  um  die  Texteskritik  der  alten  Mathematiker  ein 
leB  Verdienst  erworben,  sondern  anch  in  vielen  mehr  nebensftch- 
fragen  ein  gewichtiges  Wort  gesprochen.  Wie  schon  oft  früher, 
)  der  Unterzeichnete  vor  Kurzem  wieder  Gelegenheit,  dies  an- 
Den,  als  er  die  beiden  letzten  Tafeln  von  Martinas  Ausgabe, 
landschriftliche  Facsimiles  enthalten,  näherer  Untersuchung  unter- 
eDn  man  bedenkt,  wie  wenig  brauchbar  das  ist,  was  Mont- 
von  mathematischen  Compendien  anführt,  und  weiter  in  Betracht 
ass  die  neueren  paläographischen  Werke  keinen  Anlass  hatten, 
tabkürzungen  und  tachjgraphischen  Zeichen  der  mathematischen 
i  berücksichtigen,  so  muss  die  Tafel  B  bei  Martin,  welche  aus 
ichen  Stoffe,  wenn  auch  nicht  alles,  so  doch  manches  Brauch- 
gt,  einen  um  so  höheren  Werth  erhalten.  Gerade  deshalb  aber 
Jnterzeichnete  nicht  unterlassen,  seine  abweichende  Ansicht  Über 

dort  aufgeführten  Zeichen  vorzutragen ,  damit  nicht  die  vorzüg- 
orität,    welche   der  Martin'schen  Arbeit  im  Uebrigen  zuzuspre- 

darch  den  einen  zweifelhaften  und  vielleicht  einem  spätem 
h  anegesetzteu  Punkt  geschwächt  werde. 

kurze  Fragment  des  Serenus  (S.  340  der  Ausg.  von  Martin) 
ait  den  Worten :  y^Edv  kvkXov  im  trjg  int^pavüctg  Xrjq)&y  ti 
und  es  wird  dann  weiter  ein  Satz  der  elementaren  Geometrie 
eher  eine  Ergänzung  zu  Euklid^s  Elementen  (3,  27)  bildet.  Wie 
ort    die   Centriwinkel,   welche  auf  gleichen  Kreisbogen  stehen, 

erwiesen  werden,  so  sind  nach  Serenus  die  Winkel,  welche 
en  Abschnitten  derselben  Ereisperipherie  nach  einem  innerhalb 
8  gelegenen  Punkte,   welcher  nicht  das  Centrum  ist,   gezogen 

bthlff.  d.  aselttohr.  f.  Math.  n.  Phyi.  XXIV,  2.  *  i^  T 
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werden,  angleich,  and  zwar  um  so  kleiner,  je  näher  dem  Centmm. 
Nun  ist  in  dem  Texte  dieses  Satzes  der  Ausdruck  imqxxvna  unmöglich, 
da  dieses  Wort  nur  die  Fläche  {superficies)  eines  Körpers ,  and  zwar  ins- 
besondere die  gekrümmte  Oberfläche  bedeutet.  Der  Kreis  dagegen  ist 
ein  oxrjfAo  inlmöov^  seine  Ebene  wird  durch  nvnlov  MittSov  oder  meüt 
durch  nvxkog  schlechtbin  bezeichnet.  Sehen  wir  nun  weiter  das  tacliy- 
graphische  Zeichen  nach,  welchei  Herr  Martin  als  impttviUi^  gelesen 
hat,  so  finden  wir  kein  anderes,  als  das  anderwärts  mit  Sicherhi^t  fest- 
gestellte Zeichen  für  oTi*.  Dieses  muss  durch  irgend  ein  MissverstSnd- 
niss  vom  Rande  einer  älteren  Handschrift  hinweg,  wo  es  als  Anfangs- 
wort dieses  Abscbnittea  den  Uebergang  an  einem  neuen  Gegenstände 
bezeichnen  sollte,  an  ganz  falsche  Stelle  mitten  in  den  Text  gekommen 
sein.  Was  noch  übrig  bleibt,  btl  xrjg,  ist  wahrscheinlich  verschrieben 
aus  ivTog,  so  dass  der  Anfang  des  Lehrsatzes  nun  lautet:  »/£)crv  xvitXov 
ivxog  lriq>^y  ri  arnislov^^  Vergleicht  man  ferner  Eukl.  Elem  3,  36  u.  37: 
yyEav  xiloiXov  Af/qpOi;  ti  arjfiBiov  i%xog^*  und  Pappus  3,  Cap.  98:  ^^^cpog  ti}v 
n(Qig>{^Biav  tqv  xvnkov' ivxog  n(foanlnxovaa  fj  BZH**^  so  ergiebt  sich,  dass 
auch  bei  Serenus  ivxog  als  Adverb  zu  nehmen  und  nvnkov  von  otifulov 
abhängig  zu  machen  ist. 

In  demselben  kurzen  Abschnitte  (8.  342,  Z.  5)  ist  noch  die  hand- 
schriftliche Lesart  anoXäßtofiev  wieder  herzustellen  „wenn  wir  gleiche 
Kreisbogen  abschneiden*^!  wofür  von  Herrn  Martin  vnoXdßmpLfv^  „wenn 
wir  annehmen",  herausgegeben  worden  ist.  Jener  Gebrauch  des  Wortes 
anolfn^ßivHv  ist  in  dem  Index  zu  Piippus  durch  viele  Beispiele  von  mir 
gesichert  worden. 


*  Josephi  Tor  ein  praefatio  (und  zwar  die  erste  mit  der  Ueberschrift  Lederii 
in  Archim.  p.  III;  W.  Wattenbach,  Anleitung  zur  griech.  Pal&ographie,  2.  Ansg^ 
Aatographirter  Theil  S.  17;  Pappus  ed.  Hultsoh,  Vol.  III,  tom.  II,  p.  lao. 

Dresden.  Feibdbicb  Hultscb. 
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Teleskop,    erfunden    and    constrnirt  von    J.   Forster    and 

iiTRCH.     Für  Freande   der  Astronomie,   Militärs,   Toaristen 

V,  verfasst  von  E.  Fritsch  ,  Optiker  nnd  Mechaniker.    Wien, 

Selbstverlag.  8^   20  8.,  5  Holzschnitte  u.  1  Lichtdrucktafel. 

(ffienu  Taf.  I  Fig.  2—6.) 

iine  Schriftchen  giebt  auf  14  Seiten  nach  einer  Einleitung 
Lufzählung  des  Gregory^schen,  Cassegrain*schen,  New- 
nd  Hersch ersehen  Spiegelteleskops  mit  schematischen  Abbil- 
en  erste  anrichtig  ist,  denn  der  darin  verzeichnete  Gang  der 
i  kann  nar  einem  convexen,  nicht  einem  ooncaven  zweiten  Spie- 
d),  eine  Beschreibung  des  Brachy-Teleskops  mit  einer  schemati- 
ner  perspectivischen  Abbildung,  ohne  weiteres  Eingehen  in  die 
[nstruments,  berichtet  über  die  Leistungen  ausgeführter  Brachy- 
pricht  über  deren  zweckmässige  Behandlung,  besonders  jen^  der 
»t  die  Vorzüge  hervor,  welche  die  Reflectoren  im  Allgemeinen, 
1  Besondem,  vor  den  Refractoren  haben  sollen,  nebst  Mit- 
Br  die  Preise.  In  einem  Anhange  von  zwei  Seiten  wird, 
lurch  ein  Lichtdruckbild,  ein  Spectrometer  beschrieben,  das 
in    theoretischer  Hinsicht    nicht  von   den  üblichen  verschie- 

rachy-Teleskop  kommt  im  Wesentlichen  mit  dem  Casse- 
I  überein:  die  von  einem  Hohlspiegel  zurückgeworfenen 
len  vor  ihrer  Durchkreuzung  auf  einen  schwach  convexen 
rden  dadurch  gewissermassen  umgekehrt  und  vereinigen  sich 
Bellen  Bilde,  das  durch  ein  dioptrisches  Ocular  betrachtet 
rend  bei  dem  Cassegrai naschen  Reflector  der  zweite  Spie- 
Geraden  vom  leuchtenden  Punkte  durch  den  Krümmungs- 
des  Hohlspiegels  steht  und  der  Hohlspiegel  zur  Durcblassung 
l  gespiegelten  Strahlen  in  der  Mitte  durchbrochen  ist,  hat 
lern  Brachy- Teleskop  eine  seitliche  Stellung  und  der  kleine 
;el  ebenfalls,  so  dass  die  zweimal  zurückgeworfenen  Strahlen 
blspiegel  vorübergehen.  Der  Verfasser  des  Schriftchens  sieht 
lordnuag,  welche  die  Ausbohrung  nicht  nöthig  ijnacht  und  die 
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ganze  Fläche  des  vorhandenen  Hohlspiegels  zn  benützen  gestattet,  einen 
grossen  Vorzug.  Der  Berichterstatter  wird  versuchen  darzuthun,  dass 
dem  nicht  so  ist. 

Bei  keinem  einzigen  Spiegelteleskop  kommen  die  CentralstraUeo, 
d.  h.  jene,  die  normal  oder  sehr  nahezu  normal  auffallen,  welche  also  die 
geringste  sphärische  Aberration  erleiden,  zur  Verwendung.  Es  ist  nicht 
selten  ausdrücklich  oder  stillschweigend  behauptet  worden,  die  Vonfige 
des  Her  scher  sehen  Vornschau  -  Femrohres  seien  in  Verwendung  der 
Centralstrahlen  begründet.  Ein  Blick  auf  Fig.  2  unserer  Tafel  lässt  er- 
kennen, dass  diese  Behauptung  unrichtig  ist.  Das  reelle  Bild  soll  an 
der  Seite  des  Rohres  entstehen.  Zu  seiner  Beobachtung  ist  ein  Ocnlar 
nöthig.  Dessen  Fassung  und  der  Kopf  des  Beobachters  halten  aber  den 
Hauptstrahl  (so  nenne  ich  den  normal  einfallenden)  und  die  benachbar- 
ten Centralstrahlen  ab.  Der  Bildpunkt  F  liegt  noth wendig  auf  dem 
Hauptstrahle;  man  sieht,  dass  die  Ocularfassung  und  der  Kopf  des  Be- 
obachters einen  Theil  s  des  Spiegels  nutzlos  machen,  und  dieser  Tbeil 
könnte  daher  ebenso  gut  weggeschnitten  sein.  Wegen  Späterem  sei  hier 
bemerkt,  dass  die  Axe  des  Oculars  (gerichtet  wie  die  Mittellinie  des 
Kegels  der  das  Bild  erzeugenden  Strahlen)  mit  dem  Hauptstrahle  oder 
mit  der  Richtung  nach  dem  unendlich  entfernten  Lichtpunkte  einen  Win- 

'+1 

kel  q>  bildet,  der  sehr  nahezu  gleich  — j —  ist,  wenn  f  die  Hanptbrenn- 

weite  und  a  den  nützlichen  Oeffnungsdurchmesser  des  Hohlspiegels  be- 
deuten. 

Bei  allen  Spiegelteleskopen,  die  einen  zweiten,  kleineren  Spiegel 
verwenden  (Gregory,  Cassegrain,  Newton)  hält  dieser,  der  undurch- 
sichtig ist,  die  Centralstrahlen  ab,  da  er  auf  dem  Hauptstrahl  steht. 
Wollte  man  ihn  seitlich  vom  Hauptstrahl  rücken,  so  gelangten  allerdings 
der  Hauptstrabi  und  die  Centralstrahlen  zum  Hohlspiegel,  aber  bei  ihrer 
Rückkehr  von  dort  träfen  sie  nicht  mehr  den  kleinen  Spiegel,  trügen 
also  nichts  zur  Bilderzeugung  bei.  Der  Ausschluss  der  Centralstrahlen 
findet  ans  demselben  Grunde  auch  bei  dem  Brachj- Teleskop  statt  Es 
wird  nachfolgend  berechnet  werden,  wie  weit  {s  und  <y)  die  zwei  Spiegel 
seitlich  vom  Hauptstrahle  stehen  müssen.  Die  Theile  dieser  Spiegel  (von 
der  Ausdehnung  s  und  a),  welche  etwa , zwischen  dem  Hauptstrahle  und 
dem  diesem  nächstgelegenen  nutzbaren  Punkte  vorbanden  sind,  könnten 
ebenso  gut  fehlen,  weggeschnitten  sein.  Je  grösser  die  seitliche  Ver- 
schiebung (entsprechend  in  anderen  Teleskopen  der  centralen  Durch- 
bohrung) ,  desto  grösser  ist  der  Einfallswinkel  der  Strahlen  und  bekannt- 
lich nimmt  die  sphärische  Aberration  in  sehr  raschem  Verhältniss  mit  dem 
Einfallswinkel  zu.  Der  besprochenen  Schrift  zufolge  sollen  die  Spiegel 
der  Brachy- Teleskope   parabolisch  geschliffen  sein.     Dann  ist  allerdings 
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on  der  parallel  der  Parabelaxe  einfallenden  Strahlen  Null, 
die  anders  gerichteter  Einfallsstrahlen,  nnd  doch  wird  das 
anch  für  endlich  entfernte  Gegenstftnde  (Beigabe  eines  Erd- 
)  fohlen. 

L  Schriftchen  wird  die  Meinung  ausgesprochen,  die  Bilder 
i  her  sehen  Vomschau-Femrohres  seien  lichtstarker  und  schär- 

der  anderen  bisher  üblichen  Reflectoren,  und  dem  Brachy- 
erden  die  Vorzüge  des  HerscheT sehen  und  des  Casse- 
1  Fernrohres  zusammen  zugeschrieben.  Das  ist  nicht  zutref- 
itlich  nicht,  wenn,  wie  in  den  folgenden  Betrachtungen  an- 
¥ird,  Kugelspiegel  (die  allein  mit  der  grössten  Genauigkeit 
ind)  angewendet  werden.     Hinsichtlich  der  Schärfe  der  Bilder 

H ersehe Tsche  Einrichtung  keinen  Vorzug  vor  der  Casse- 
1  —  im  Gegentheil  kann  bei  letzterer  die  Aberration  viel 
r  gemacht  werden  (siehe  weiter  unten). '  Die  wirklichen  Vor- 

erscheT sehen  Biesenteleskops  hinsichtlich  der  Bildschärfe 
in  den  grossen  Dimensionen  begründet.  An  Helligkeit  über- 
)rscherscbes  Vornschau -Fernrohr  alle  anderen  Spiegelfern- 
leichen Abmessungen,  da  in  letzteren  zwei  mit  Schwächung 
verbundene  Spiegelungen,  in  ersterem  aber  nur  eine  vor- 
L  aber  bei  den  Brachy- Teleskopen  auch  zwei  Spiegelungen 
sind,  so  gemessen  sie  den  wirklichen  Vorzug  des  Herschel. 
lere  Helligkeit,  nicht.. —  Mag  noch  daran  erinnert  sein,  dass 
ßbtliche  Aberration   undeutlich   gewordene  Bilder  heller  sein 

die  von  gleichgrosser  Spiegelfläche  herrührenden,  viel  Schar- 
on Centralstrahlen  gebildet  werden,  denn  die  Intensität  des 

Lichtes  nimmt  in  ziemlich  raschem  Verhältniss  mit  dem  Ein- 
zu. 
ir  für  das  neue  Instrument  gewählte  Name  anzeigt,  wird  die 

wesentlichster  Vortheil  angesehen.  Das  beschriebene  Tele- 
r  nicht  kürzer,  als  ein  Cassegrain'scbes  bei  gleichen  Brenn* 
Spiegel,  und  ist  länger,  als  eines  mit  gleichem  Hohlspiegel 
i  zweitem  Spiegel,  länger  als  ein  New  tonisches, 
en  die  zweckmässigst  zu  wählenden  Abmessungen  des  Brachy* 
lerecbnet  werden. 

zweite  Spiegel  sei  eben  und  stehe 
rechtwinklig  zum  Hauptstrahl. 

igenglas  zwischen  dem  grossen  und  dem  kleinen  Spiegel 
,  bietet  (abgesehen  von  Einrichtungsschwierigkeiten)  keinen 

die  Verkürzung,  denn  die  Länge  ist  dann  der  Abstand  der 
1.  Soll  das  Ocular  vor  dem  grossen  Spiegel  liegen  (d.  h.  in 
im  Gegenstande) ,    so   muss  das    reelle  Bild   weiter  vor  dem 

liegen,  als  wenn  das  Ocular  hinter  diesem  oder  in  gleicher 
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fintfernuiig,  vom  Gegenstande  aus,  wie  der  Hohlspiegel  angebtaobt  ist. 
Je  weiter  aber  das  reelle,  dureh  zweimalige  Spiegelung  entstandene  Bild 
vom  Hohlspiegel  entfernt  sein  soll,  desto  näher  mnss  der  zweite  Spiegel 
am  Vereinigungspunkt  der  vom  ersten  gespiegelten  Strahlen  sein  eder  desto 
weiter  vom  Hohlspiegel   abstehen,   das  Fernrohr  wird  also  desto  Ubger. 

Sei  das  Augenglas  um  die  Länge  x  hinter  dem  Hohlspiegel  und  1 
hezeichDe  die  Entfernung  des  Augenglases  vom  reellen  Bilde  (in  bekann- 
ter Weise  voir  Hauptbrennweite  des  Oenlars  und  deutlieher  Sehweite  des 
Beobachters  abhängig).  Sei  ferner  y  die  Entfernung  des  ebenen  Spie- 
gels von  dem  Vereinigungspunkte  der  vom  Hohlspiegel  gekbmmeDSD 
Strahlen.  Die  Länge  des  Fernrohres  (vom  Angenglase  bis  zum  kleinen 
Spiegel)  ist  dann  l^y  +  L 

Andererseits  ist,  wie  aus  Fig.  3  leicht  zu  erkennen,  die  Bildweite 
b    oder    die  Vereinigungsweite    der  vom  Hohlspiegel    zurückgeworfenen 

Strahlen 

6  =  2y  +  A-Ä:. 
woraus  folgen 

y:^^{b^X  +  a:)  und  also  l—i{b  +  X+x). 

Da  für  gegebene  Gegenstandsweite  (g)  und  gegebenen  Hohlspiegel  die 
Bildweite  b  bestimmt  ist,  femer  für  bestimmtes  Ocular  und  bestimmten 
Beobachter  auch  A,  so  erkennt  man,  dass  das  Femrohr  am  kürzesten 
wird  für  afs=0,  d.  h.  wenn  das  Augenglas  an  jener  Stelle  steht,  wo  die 
Kugelfläche  des  Hohlspiegels  den  Hauptstrahl  schneidet.  Bei  möglichst 
kurzem  Fernrohr  der  angegebenen  Art  ist  also  ^  =  4(6  — A). 

Aus  Fig.  3  ist  ersichtlich,  dass  der  dem  Hauptstrahl  zunächst  ge- 
legene  nützliche  Punkt  des  Hohlspiegels  auf  der  Geraden  vom  lench- 
tenden  Punkte  G  über  den  vom  Hauptstrahl  entferntesten  Punkt  des 
kleinen  Spiegels  liegt  und  dass  der  vom  Hauptstrahl  entlegenste  nttti- 
liehe  Punkt  des  Hohlspiegels  auf  der  Geraden  liegt  vom  Bildpunkte  B 
über  den  vorgenannten  Punkt  des  kleinen  Spiegels  (denn  Strahlen,  die 
von  weiter  abliegenden  Stellen  des  Hohlspiegels  kommen,  treffen  den 
kleinen  Spiegel  nicht  mehr  und  tragen  folglich  Nichts  zum  betrachteten 
Bilde  bei). 

Zur  Berechnung  der  Grössen  s,  <t,  a,  a  und  q>  (Fig.  3)  hat  man 
ausser  dem  Werthe  für  y  bei  der  Annahme  x=0  noch  die  Gleichungen 

tf:s  =  y:2y  +  A, 

«iVi   ,       C  +  azsts^g-^y  —  liy. 
of:a=y:2y  +  A, 

Für  unendlich  entferntes  Licht  wird  die  letzte  Gleichung  a  +  a=^s  (Fig.  4). 
Als   gegeben   werde  betrachtet  A,   dann  die  Hauptbrennweite  f  und 
der  Oeffnupgsdurchmesser  a  des  Hohlspiegels.     Für  unendliche  Entfer- 
nung des  Lichtes  findet  man  also 
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,g^=^^ — 27-7+ir- 

»xnit  bei  dem  Bracliy-Teleskop  sowohl  die  Seitenverscbiebnng 
spiegeis,  als  auch  die  Grösse  des  Winkels  <p  zwischen  der 
x^e   des  Ocnlars  (die  nach  der  Mitte  des  anfgenommenen  Strah- 

Ti genommen  wird)  und  der  Richtung,  aus  welcher  das  Licht 
^r   der  Axe  des  beigegebenen  Sachers),  von  der  Hanptbrenn- 

d  dem  Oeflfnungsdurchmesser  a  des  Hohlspiegels,  dann  von 
lUnge  l  ab.  —  Herr  F ritsch  giebt  seinem  Bracbj-Teleskop 
le  Ocnlare  bei ;  so  oft  man  das  Ocular  wechselt,  ist  zur  völligen 
g  des  Hohlspiegels  die  Grösse  s  zu  ändern  und,  was  noch  be- 
^rther  ist»  der  Winkel  q>  des  Suchers  mit  der  Ocularaze.  Streng 
ist  das  schon  bei  gleichbleibendem  Ocular  für  Beobachter  von 
ner  deutlicher  Sehweite  erforderlich. 

man  die  sphärische  Aberration  möglichst  verringern,  so  muss 
gegebenem   a)    trachten,    s   möglichst    klein   zu  machen.     Je 

wird,  desto  kleiner  wird  s»  aber  mit  wachsendem  k  vermehrt 
Femrohrlänge.  Ein  Ocular  sehr  kurzer  Brennweite  (sehr  klei- 
Lrfte  am  zweckmässigsten  sein.  Das  Verhältniss  des  Oe£fnnngs- 
sers  a  zur  Hauptbrennweite  /*  muss  stets  (zur  Vermeidung  stö- 
berration)  sehr  klein  sein,  also  ist  der  Strahlenkegel  nach  der 
;en  Beflexion  ein  sehr  spitzer,  auf  dem  nahe  hinter  seine  Spitze 
i  Ocular  schneidet  er  nur  eine  sehr  kleine  Fläche  aus,  so  dass 
3are  Oeffnungsdurchmesser  der  Lupe  klein ,  folglich  die  sphärische 
>n  der  Linse  unbedeutend  ist  und  die  starke  Vergrösserung  durch 
s  kurze  Ocular  zulässig  erscheint. 

einen  endlich  entfernten  leuchtenden  Gegenstand  kann  man  die 

8y  a,  o,  9  sowohl  durch  die  Gegenstandsweite  .^,  als  auch,  und 
c^uemer,  durch  die  zugehörige  Bildweite  b  ausdrücken  und  findet 

Ziehung  der  katoptrischen  Hauptformel   ( — (--—  =  —•)    folgende 

f       6-i  _^       f       (^  — A)»  _a    b^X 

='*57Zi-6+l»      ''""26'2/-6"   b  +  X   '      '*""1'    b 

a       Af-b'-X 
Hf9  =  Wi 


2  '{2f^b){b  +  xy 
B  sein  muss,  gehen  diese  Formeln  für  b=zf  in  die  für  unendlich 
Gegenstand  aufgestellten  Formeln  ttber. 

der 


Digitized  by 


Google 


48  Historisch -literariBche  Abtheilang. 


^^^^.i^V>yV\^I^Vi^«n 


"=2- Tg ' 

]r,^-i  iizl  nig-*n-H9-n 

Wie  es  sein  mnss,  geben  diese  Formeln  für  g  =  co  in  die  für  unendlich 
fernen  Gegenstand  aufgestellten  über. 

Es  ergiebt  sieb  also,  dass  für  die  mögliebst  vollkommene  Einriebtang 
des  Bracby-Teleskops  die  Seiten verscbiebun gen  s  und  a  der  zwei  Spiegel 
nicbt  nur  von  der  Hauptbrennweite  /*  des  Hoblspiegels  und  dem  Ocular- 
abstand  X  vom  reellen  Bilde,  sondern  auch  von  der  Gegenstandsweite  (^) 
oder  der  zugehörigen  Bildweite  [b)  abhängen,  also  für  verschieden  entfernte 
Gegenstände  geändert  werden  müssten.  Wichtiger  ist  der  Einfluss  der 
Gegenstandsweite  auf  den  Winkel  9,  den  die  Aze  des  Suchers  mit  jener 
des  Oculars  machen  muss. 

2.  Der  kleine  ebene  Spiegel  stehe  nicht  normal,   sondern  schief 
zum  Sauptstrabl. 

Dreht  man  den  kleinen  Spiegel  mit  seinem  dem  Hauptstrahle  näch- 
sten Theile  nach  vorn,  so  kann  man  allerdings  eine  weitere  Verkürzung 
des  Fernrohrs  erzielen,  allein  sie  zieht  sowohl  eine  Vergrösserung  der 
Seiten  Verschiebung  Sy  demnach  auch  der  Aberration  nach  sich,  als  auch 
eine  Verbreiterung  (ein  Dickerwerden)  des  Instruments.  Das  reelle  Bild 
entfernt  sieb  vom  Hauptstrahl  und  der  Winkel  9  zwischen  Sucher  und 
Ocularaxe  wird  grösser.  Daher  erscheint  eine  solche  Drehung  nicht  em- 
pfehlenswertb. 

Wird  der  kleine  ebene  Spiegel  um  einen  Winkel  ö  aus  der  Normal- 
Stellung  gedreht,  so  ändert  sieb  der  für  diese  Stellung  oben  berechnete 
Winkel  q)  sehr  nahezu  um  28,  Durch  eine  Drehung  des  dem  Haupt- 
strahle  nächsten  Theiles  des  ebenen  Spiegels  nach  hinten  oder  gegen  den 
Hohlspiegel  hin  wird  also  9  vermindert,  kann  Null  oder  gar  negativ 
werden.  Doch  sind  nicht  alle  Werthe  von  6  anwendbar;  auagescblossen 
sind  jene,  für  welche  das  zweimal  gespiegelte  Licht  nicht  mehr  am  Hobl- 
spiegel  vorübergebt,  sondern  auf  diesen  fällt. 

Bei  hinreichend  grosser  Seitenstellung  s  des  Hohlspiegels  kann  die 
Neigung  q>  zum  Verschwinden  gebracht  werden.  Allein  da  q>  mit  der 
Gegenstandsweite  sich  ändert,  so  müsste,  um  den  Parallelismus  von  Ocu- 
laraxe und  Sucheraxe  zu  erzielen,  für  jede  verschiedene  Gegenstands- 
weite die  Neigung  d  des  kleinen  Spiegels  abgeändert  werden.  Die  nega- 
tiven Werthe  von  9  entsprechen  Drebungen  des  kleinen  Spiegels,  welche 
die  zweimal  gespiegelten  Strahlen  durch  die  Kugelfläche  des  Hohlspie- 
gels in  weiterem  Abstände  von  dem  Hauptstrabl  lenken,  als  der  ent- 
legenste  nützliche  Theil  des  Hohlspiegels  von  diesem  entfernt  ist.    Die 
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BTtbe  von  ip  sind  also  absolut  stets  grösser,  als  bei  Normal- 
kleinen  Spiegels.  Deshalb  ist  kein  Vortbeil  einer  so  weit- 
rehnng  dieses  ersichtlich. 
:  zweite  (kleine)  Spiegel  sei  sphärisch  convex. 
>nvergenzpankt  der  Tom  Hohlspiegel  kommenden  Strahlen 
nicht  mehr  ebenso  weit  vor  dem  Gonvexspiegel  (^),  als  das 
lalige  Spiegelung  entstandene  reelle  Bild  hinter  ihm  (/?),  und 
>stände  sind  durch  die  katoptrische  Hauptgleichung 

n  welcher  q  der  Krümmungshalbmesser  des  Convexspiegels  ist. 
nnng  y  des  Conyexspiegels  Ton  dem  Bildpunkte  B  (Fig.  5) 
oblapiegel  zurückgeworfenen  Strahlen  ist  abhängig  yom  Ab- 
ea  Augenglases  vom  Hohlspiegel,  denn  es  muss  sein 

tiv  vom  Hohlspiegel  nach  hinten  gezählt), 
t  man  hierin  mit  Hilfe  der  katoptrischen  Hauptformel  ß  durch 
gelangt  man  zu  einer  quadratischen  Gleichung  für  y,  die  stets 
rzeln  hat,  von  denen  aber  nur  die  eine: 

.ufgabe   Bedeutung  hat,    da  das   Pluszeichen  vor   der   Wurzel 

eben  würde,  die  Strahlen  nach  der  Spiegelung  am  Convezspie- 

h  divergirten  und  kein  reelles  Bild  entstünde. 

r   negativ  (Ocular  vor  dem  Hauptspiegel)  und  gleich  —  x\  so 

irnrohrlänge  von  Spiegel  zu  Spiegel  zu  rechnen,  also  gleich 

/=:6-y  =  i(6  +  A  +  a;'-^  +  ^(6~;i-.;c')«+?). 
)S6e  wird  aber  am  kleinsten  für  x'=  0 ,  denn  der  rationale  Tbeil 
r  wachsende  x'  mehr  zu ,  als  der  irrationale  abnimmt.     Verkür- 
;  Fernrohrs  wird   also   (wie  bei  ebenem  zweitem  Spiegel)  durch 
mg  des  Oculars  zwischen  den  Spiegeln  nicht  erzielt, 
positives  x  (Ocular  hinter  dem  Hohlspiegel)  ist  die  Femrohr- 


sichtlich  am  kleinsten  für  x  =  0.  Es  ist  also  bei  Anwendung 
nvezen  sweiten  Spiegels,  wie  bei  Anwendung  eines  ebenen,  die 
rlänge  am  kleinsten,  wenn  das  Augenglas  im  Durchschnitt  des 
rable  mit  der  Kugelfläche  des  Hohlspiegels  steht. 
ih  der  Zeichnung  des  Brachy- Teleskops  in  der  besprochenen 
liegt  das  Augenglas  hinter  dem  Hohlspiegel  (x  positiv)  und  zwar 
n  3^  des  Spiegelabstands;  die  von  Herrn  Fritsch  ausgeführten  # 
ente  sind  also  nicht  so  kurz,  als  sie  sein  könnten. 

Digitized  by  VjOOQIC 


50  Historisch -lit6f»ri«elie  Abtlieilung. 

Durch  Verwendung  eines  convezen  sweiten  Spiegels  wird  das  Fern- 
rohr stets  länger,  als  wenn  der  zweite  Spiegel  eben  ist.  Denn  die  kflr* 
zeste  Länge  ist  in^  letzten  Falle 

i{b  +  X)  und  im  ersten  Falle  i(6  +  X-p+^(6-l)«  +  p«), 
die  zn  addirende  Warzelgrösse  aber  grösser»  als  der  abzuziehende  Krfim- 
mungsbalbmesser  q. 

Gelingt,  wie  unmittelbar  leicht  einzusehen,  durch  Benützung  einet 
Gonvexspiegels  nicht  eine  Verkürzung  des  Femrohrs,  so  kann  jedoeb, 
bei  richtiger  Wahl  des  Krümmungshalbmessers  q  und  der  Entfernung  y, 
eine  sehr  merkliche  Verminderung  der  sphärischen  Aberration  ersielt 
werden,  welche  bei  ebenem  Spiegel  und  selbst  bei  Herscherschem 
Vomschau- Fernrohr  (gleicher  Abmessungen)  unyermeidlich  ist.  Bekannt* 
lieh  liegt  der  reelle  Vereinigungspunkt  der  an  einen  Hohlspiegel  reflec- 
tirten  Randstrahlen  näher  am  Spiegel,  als  jener  der  Centralstrahlen.  In 
einem  Cassegrain 'sehen  (oder  ähnlichen)  Teleskop  convergiren  folglich 
die  Bandstrahlen  näher  an  dem  Con vexspiegel ,  als  die  f  entralstrahlen. 
Aus  diesem  Grunde  würde  das  nach  der  zweiten  Reflexion  entstehende 
reelle  Bild,  das  von  den  Randstrahlen  gebildet  wird,  näher  an  dem 
Convexspiegel  liegen,  als  das  der  Centralstrahlen.  Da  aber  die  am  Bande 
des  Hohlspiegels  aufgefallenen  Strahlen  nach  der  Spiegelung  stärker  ab 
die  Centralstrahlen  gegen  den  Hauptstrahl  geneigt  sind ,  so  sind  sie  auch 
am  Convexspiegel  Randstrahlen.  Und  da  von  Strahlen,  deren  Conver- 
genzpunkt  um  weniger  als  die  Hauptzerstreuungs weite  hinter  dem  Con- 
vexspiegel liegt,  die  Randstrahlen  sich  weiter  vom  Spiegel  entfernt  reell 
schneiden,  als  die  Centralstrahlen,  so  rückt  aus  diesem  Grunde  das 
den  Randstrahlen  angehürige  reell^  Bild  weiter  vom  Convexspiege],  als 
das  der  Centralstrahlen.  Es  wirken  also  die  zwei  Ursachen  der  Aber- 
ration am  Convexspiegel  im  Cassegrain' sehen  (oder  ähnlichen)  Tele- 
skop einander  entgegen  und,  je  nachdem  die  eine  oder  die  andere  über^ 
wiegt,  kann  das  Randstrahlenbild  näher  oder  ferner  als  das  Central- 
Strahlenbild  fallen. 

Es  lässt  sich  Stellung  und  Krümmungshalbmesser  des  Convexspiegeb 
so  berechnen,  dass  die  unter  dem  Einfallswinkel  f  am  Hohlspiegel  an* 
gelangten  Strahlen  nach  der  zweiten  Reflexion  am  Convexspiegel  genau 
im  selben  Punkte  zusammentreffen,  wie  die  zweimal  gespiegelten  Central- 
strahlen. Für  diesen  bestimmten  Einfallswinkel  e  besteht  dann  keine 
Aberration  mehr.  Für  andere  Einfallswinkel  ist  sie  nicht  ganz  aufgeho- 
ben, aber  sie  kann  zu  einem  Minimum  (das  dann  ganz  unsehädlieh  föi 
die  Bildschärfe  ist)  herabgedrttckt  werden.  Die  Rechnungen  sind,  wie 
alle  äbnlichen,  sehr  mühsam. 

Ist  eine  Verminderung  der  Aberration  des  Hohlspiegels  durch  sweiie . 
Reflexion  am  Planspiegel  schon  nicht  mögKeh,  so  vergröaserl  die  Anwen- 
dung   eines    zweite»  Hohlspiegels    (wie   im  Gregory 'sehen   Teksk^) 
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Abemtionsfehler.  Denn  die  beiden  Ursachen  der  Abemttion 
äohlspiegel  (Unterschied  von  Rand-  and  Centralstrahlen  and 
Homocentricität)  eneagen  Aberration  im  selben  Sinne,  die 
n  Sinnes  ist»  wie  jene  darch  den  ersten  Hohlspiegel  hervor- 
Die  Oesammtaberration  ist  also  die  Snmme  von  drei  positiven 
hrend  bei  Verwendung  eines  Convezspiegels  der  eine  Theil 
ind  die  algebraische  Snmme  daher  verschwinden  kann. 
)nn  die  aweite  Reflexion  an  kleinem  Hohlspiegel  stattfindet, 
länge  viel  bedentender  (nämlich  stets  grösser  als  die  Snmme 
kuptbrenn weiten)  wird,  so  ist  ftlr  Einrichtung  von  Brachy« 
die  Anwendung  eines  zweiten  Hohlspiegels  ausser  aller  Frage, 
nun  die  Seiten  Verschiebung  der  zwei  Spiegel,  welche  das 
beschriebenen,  Brachy-Teleskope  genannten  Femröhre  aus- 
rhaupt  Yortheile?  Fttr  die  mechanische  Anordnung  gewiss 
auch  nicht  in  rein  optischer  Hinsicht. 

tatt  eines  kreisrunden  Hohlspiegels  (einer  Kugelkappe)  vom 
)effnungsdurchmesser  a  mit  der  nothwendigen  Seitenverschie- 
grosser  Hohlspiegel  vom  Oeffnungshalbmesser  8+a  mit  einer 
nsbohrung  vom  Halbmesser  8  verwendet,  so  sind  die  sphäri* 
ationen   ganz   dieselben,  aber  die  spiegelnden  Flächen  ver- 

nahezu  wie  -^:a^  +  2as  und  ebenso  (angenähert)  die  Hellig- 

tstehenden  Bildes. 

ichtig  ist,  dass  bei  dem  Cassegrain'schen  (und  dem  6re- 
)  Teleskop  die  geometrische  Axe  des  Femrohres  nach  dem 
Lichtpunkte  gerichtet  ist,  also  ein  Sucher  entbehrlich  ist  oder, 
regen  au  kleinem  Gesichtsfeld  des  Reflectors)  angewendet  wird, 
n  dort  er  Stellung  zur  geometrischen  Axe  des  Teleskops  (die- 
.)  bei  jeder  Oegenstandsweite ,  bei  jedem  Ocular,  für  jeden 
bleibt,  während  bei  dem  Brachy-Teleskop  der  Sucher  nicht 
brt  werden  kann  und  mit  Aenderung  der  Gegenstandsweite 
culars  oder  des  Beobachters  seine  Stellung  ändern  muss. 
ings  wird  das  Gewicht  des  durchbohrten  Spiegels  ungefähr  im 
bältniss,  wie  seine  Fläche  jene  des  Spiegels  des  Bracfay->Tele- 
treffen.  Allein  das  dürfte  nicht  bedenklich  sein.  Einmal  ge- 
D  die  centrische  Anbringung  des  Hohlspiegels  Bequemlichkeit 
)il  ftlr  die  mechanische  Einrichtung,  dann  aber  kann  das  Ge- 
Spiegels  selbst  bei  sehr  grosser  Fläche  desselben  recht  klein 
fan  braucht  nur  eine  ziemlich  dOnne  Glasschüssel  annähernd 
erlangten  Gestalt  des  Hohlspiegels  in  einer  Form  zu  giessen, 
lache  genau  auszuschleifen  und  in  bekannter  Weise  mit  glän- 
sserst  dünner  Silberschichte  zu  Überziehen.  Es  genügt  auch, 
piegel  und    den    zweiten   (ob  eben  oder  convex)  je  nur  mit 
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einem  kurzen  Gylinderstntzen  ans  Metall  zn  nmgeben  (wie  bei  dem 
Brachy-Teleskop),  die  beiden  Metallstntzen  dnrch  drei  bia  vier  nicht  su 
schwere  Metallstangen  zn  verbinden  nnd  den  Kegelmantel  mit  leichtem 
Stoff,  Holz,  Leder,  Wachstnch,  Tnch  zu  schliessen.  Das  Gewicht  des 
Femrohrs  kann  also  selbst  bei  grossen  Abmessungen  gering  gehalten 
werden. 

Bei  dem  von  Herrn  F  ritsch  abgebildeten  Brachj  -  Teleskop  kann 
fremdes  Licht  znm  Hohlspiegel  gelangen.  Inwieweit  dieses  stört  (jeden- 
falls erhellt  es  bei  Beobachtung  am  Tage  oder  im  erleuchteten  Baame 
das  Gesichtsfeld),  kann  nur  die  Erfahrung  lehren,  die  dem  Bericht- 
erstatter mangelt. 

Aus  Beschreibung  und  Abbildung  des  Bracby-Teleskops  in  der  be- 
sprochenen Schrift  geht  nicht  mit  Deutlichkeit  hervor,  wie  bei  dem  be- 
absichtigten Gebrauche  für  verschiedene  Gegenstandsweiten  die  erforder- 
liche Einstellungsänderung  vorgenommen  wird.  Will  man  stets  die  kleinst- 
mögliche  Länge  beibehalten,  so  muss,  wie  aus  obigen  Formeln  henroigeht, 
der  kleine  Spiegel  verschoben  werden.  Es  mtisste  ein  sehr  verwickelter 
Mechanismus  sein,  der  eine  Abänderung  des  Abstandes  beider  Spiegel 
und  zugleich  die,  für  die  möglichste  Vollkommenheit  erforderliche,  der 
Seitenverschiebungen  beider  Spiegel  gestattete,  —  wobei  dann  immer 
noch  die  nutzbare  Fläche  des  einen  oder  beider  Spiegel  nicht  constant 
bliebe.  —  Für  die  centrirten  Reflectoren  mit  durchbrochenem  Hauptspie- 
gel entfällt  diese  Schwierigkeit,  ihre  Einstellung  ist  äusserst  einfach. 

Nach  vorstehender  Untersuchung  übertrifft  ein  Cassegrain'sches 
Teleskop  bester  Construction  *  in  mehrfacher  Hinsicht  das  Bracby-Tele- 
skop,  hinsichtlich  Schärfe  des  Bildes  und  Kürze  des  Rohres  auch  das 
Her  scher  sehe  Vornschau  -  Femrohr,  welches  jedoch  hinsichtlich  der 
Helligkeit  den  Vorzug  hat,  wobei  zur  Vergleichung  natürlich  gleiche 
Brennweite  und  gleiche  Oeffnung  (nutzbare)  des  Hauptspiegels  voraus- 
gesetzt sind.  Wird  hauptsächlich  geringste  Länge  angestrebt ,  so  empfiehlt 
sich  eine  Abänderung  des  Newton' sehen  Teleskops,  welche  den  ebenen 
Spiegel  normal  zum  Hauptstrahl  (nicht  45^  geneigt)  stellt  und  den  auch 
bei  New  ton' s  Einrichtung  doch  nutzlosen  Centraltheil  des  Hohlspiegels 
zur  Durchlassung  der  zweimal  gespiegelten  Strahlen,  wie  bei  Gregory's 
und  Cassegrain's  Instrument,  ausbohrt.  Hinsichtlich  der  Bildschärfe 
wird  ein  solches  Femrohr,  wenn  das  Verhältniss  der  Spiegelöffnnng  zur 
Brennweite  genügend  klein  gewählt  wird,  dem  bebten  Cassegrain'schen 
nur  wenig  nachstehen.  Die  jetzige  Herstellungs weise  der  Spiegel,  dünne 
Silberschicht  auf  geschliffener  Glasschale,  gestattet  aber  sehr  grosse 
Krümmungshalbmesser  ohne  die  störende  starke  Belastung.  Bohn. 

*  Die  wenigen  (2)  Gassegrain*  sehen  Teleskope,  die  ich  zu  prüfen  Gelegen- 
heit hatte,  haben  ein  ungünstiges  Verhältniss  der  zwei  Erömmungshalbn — '^ 

« 
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des  Problems  der  Beweg^g  der  Knoten  auf  drei  Planeten- 
)n  durch  Einfthrong  elliptiseher  Ponotionen  nnd  Einleitang 
llgemeinen  Problems,  Inauguraldissertation  von  L.  Huebnbr. 
^sberg  1878,  Druck  von  Dalkowski.     A^.     50  8. 

age  bat  in  seiner  Abbandlung  j,Sur  le  mouvemeni  des  noeuds 
laneiaire$^^  (Memoires  de  Vacademie  royale  ä  Berlin  annee  1774, 
107)  das  angezeigte  Problem  bebandelt.  Die  vorliegende 
i  demnach  nur  durch  eine  Vergleicbung  mit  Lagrange*s 
ürdigen  sein. 

tnan  in  demjenigen  Tbeile  der  Störungsfunction ,  welcher  die 
)ränderuBgen  der  Neigung  und  des  Knotens  hervorbringt,  die 
ken   als  sebr  klein  annimmt  und  schliesslich  die  zweiten  .Po- 
elben  vernachlässigt,  so  wird   das  Resultat  unabbängig  von 
sein   und  nur  von  den  Neigungswinkeln  abh&ngen,   welche 
der  störenden  Planeten  sowohl  mit  der  Bahn  des  gestörten 
is  aucb  unter  einander  bilden.     Es  lässt  sich  aus  dieser  ein- 
erkung    sehr   leicht   der  Satz,    der  den  Ausgangspunkt  der 
scben  Abhandlung  bildet,   ableiten,   dass  die  Durchschnitts- 
weier  Bahnen  sich  auf  diesen  selbst  mit  constanter  Oeschwin- 
zwar  in  retrograder  Bichtung  bewegen,  sobald  man  nur  die 
n  Neigungen  als  unveränderlich  annimmt.    Durch  dieses  Theo- 
Berechnung  der  säcularen  Veränderungen  der  Neigungen  und 
Planetenbahnen  auf  die  rein  analytische  Aufgabe  zurück- 
UntjBrsuchung  der  Form-  und  Lagenänderungen ,  welche  von 
:leichungen    der    ersten   Ordnung    abhängen,   gewisser  sphä- 
ecke. 

n  Fall,  dass  nur  ein  störender  Planet  wirkt,  ist  die  Aufgabe 
Qge  vollständig  durchgeführt  worden;  die  Integration  gelingt 
bst  eleganter  Weise  durch  Sinus-  und  Cosinus -Functionen, 
egen  zwei  störende  Planeten,  so  führt  die  Untereuchung  der 
UDg  des  obenerwähnten  sphärisciken  Dreiecks  (in  diesem  Falle 
8  zu  betrachten)  auf  elliptische  Functionen  und  eine  weitere 
des  Problems  war  bei  dem  damaligen  Zustande  der  Func« 
e  nicht  möglich.  Da  nun  auch  die  Integration  der  Differen- 
zen, welche  die  Lagenänderung  des  sphärischen  Dreiecks 
ron  der  bereits  gefundenen  Lösung  des  ersten  Theiles  der 
bangt,  so  musste  Lagrange  zu  der  vereinfachenden  Annahme 
iht  nehmen,  dass  schon  die  zweiten  Potenzen  der  als  sehr 
^hteten  gegenseitigen  Neigungen  der  Planetenbahnen  zu  ver- 
i  seien.  Es  ist  bekannt,  wie  mit  Hilfe  dieser  Voraussetz* 
h  Lagrange  und  Laplace  die  Theorie  der  säcularen  Ver- 
ven Knoten    und   Neigung  von  einem   integrablen   System 
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linearer  Differentialgleichangen  abhängig  gemaeht  vorden  iat,  und  wie 
dann  der  berühmt  gewordene  Nachweis  der  Stabilität  des  SonnensystemB 
in  Bezug  anf  die  Neigungen  ganz  in  derselben  Weise  gelungen  ist,  wie 
in  Bezug  auf  die  Excentricitftten.  Diese  Untersuchungen  aber  basiren 
auf  einem  nicht  hinlänglich  zuverlässigen  Fundament.  Denn  der  Beweis, 
dass  die  Neigungen  und  Excentricitäten  stets  sehr  klein  bleiben,  dass 
also  ihre  höheren  Potenzen  schon  in  den  ursprünglichen  Differential- 
gleichungen vernachlässigt  weiden  können,  ist  erst  mit  Hilfe  der  soleker- 
gestalt  bereits  vereinfachten  Ausdrücke  geführt  worden.  Die  auf  ein 
solches  Verfahren  gegründeten  Schlüsse  bewegen  sich  deshalb  ohne  Zweifel 
in  einem  Kreise. 

Diese  Bemerkungen  werden  genügen,  um  zu  zeigen,  dass  in  der 
Theorie  der  säcularen  Störungen  noch  mancherlei  Fragen ,  die  daa  Wesea 
der  Sache  berühren ,  der  Beantwortung  harren.  Im  Allgemeinen  hat  sick 
die  neuere  mathematische  Forschung  diesen  Fragen  eher  ab«  als  zu- 
gewandt, vielleicht  aus  dem  Grunde,  weil  die  Hoffnung,  hier  neue  ele- 
gante Theoreme  zu  finden,  nicht  allzugross  sein  dürfte.  Wir  begrfissea 
deshalb  die  vorliegende  Schrift,  welche  einen  speciellen  Theil  dieser 
Theorie  einer  eingehenden  Behandlung  unterzieht,  mit  Freude. 

Was  die  Art  und  Weise  betrifft,  wie  das  Problem  in  dem  FaUe 
zweier  störender  Planeten  in  der  vorliegenden  Schrift  in  Angriff  geaoa- 
men  wird,  so  ist  diese  kurz  folgende.  Bezeichnet  man  mit  a^  ß^  y  die 
drei  Winkel  in  dem  von  den  drei  in  Frage  kommenden  Planetenbahoei 
gebildeten  sphärischen  Dreiecke,  und  mit  I,  i7>  t  die  Winkel,  welche 
die  drei  genügend  verlängerten  Dreiecksseiten  mit  einem  beliebig  gewlhl- 
ten  grössten  Kreise  bilden,  so  hat  schon  Lagrange  Differentialgleich- 
ungen der  ersten  Ordnung,  wobei  die  Zeit  t  als  unabhängige  Variable 
auftritt,  zwischen  den  drei  Grössen  cosa,  cosß  und  co$y  aufgestdlt  und 

auf  gleiche  Weise  drei  Gleichungen  zwischen  den  neun  Grössen  — — , 

dcosti    dcost  ^  .  ,*.,..  ^ 

— - — -,  —j — ,   cosa^  cosßy  cosy,   co^s,   costi  und   co^f  abgeleitet     Der 

Verfasser  stellt  nun  von  Neuem  die  Lagrange 'sehen  Gleichungen  her, 
leitet  dann  verschiedene  andere  Systeme  simultaner  Differentialgleich- 
ungen her  und  ersetzt  schliesslich  die  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung für  coj|,  cos  71  und  cosj^  durch  solche  von  der  zweiten  Ordnung.  Die 
mit  bedeutender  analytischer  Gewandtheit  durchgeführten,  ziemlich  com- 
plicirten  Rechnungen  sind  aber  nicht  immer  —  so  will  es  mir  wenigstens 
scheinen  —  auf  dem  kürzesten  Wege  erhalten.  Es  mag  dabei  eine  Be- 
merkung gestattet  werden.  Zwischen  den  Grössen  a^  ß^  y  und  |,  ^,  t 
giebt  es  eine,  sich  aus  der  Figur  ergebende  Abhängigkeit,  welche  La- 
grange (S.  297)  ableitet  und  die  der  Verfasser  auf  S.  (14)  in  folgender 
Form  hinschreibt: 
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lässt  steh  diese  Determinantenrelation  sofort  ans  der  Be- 
eiten,  dass  die  Gleichung 

1  €08y    .  €OSX 

€08  y  1  €08  m 

€08X      €08  m  1 

IU68,  wenn  y— xssm  ist.  Femer  aber  dürfte  doch  der  In- 
%  VIII   (8.  37),  dass   die  Gleichung  ^»0   ein   particulXres 

simaltanen  Differentialgleichungen  für  ro<|,  co8ri,  co8i  ist, 
dlich  sein ;  denn  dieser  Nachweis  ist  nichts  Anderes ,  als  eine 
der  Rechnungen,  welche  zu  der  Aufstellung  der  Differen- 
:en  und  der  Ableitung  der  Relation  4^=0  ausgeführt  wurden« 

Integration  der  Differentialgleichungen  für  die  Winkel  a,  /?, 
lg  ränge,  wie  bereits  erwähnt,  auf  ein  elliptisches  Integral, 
lung  dieses  Integrals  und  seine  Umkehrung  bildet  den  gröss- 
in falls  wichtigsten  Theil  der  vorliegenden  Schrift.  Mit  grosser 
;  wird  die  Reduction  des  auftretenden  Integrals  auf  die  Nor* 
igeführt  und  die  drei  Grössen  cosa^  cosß  und  co8y  als  ellip- 
tionen  der  Zeit  dargestellt.  Ist  einmal  diese  Darstellung  ge- 
folgt nun  sehr  einfach  der  Satz,  dass  die  cosa,  co8ß  und  cosy 

I  periodischen  Aenderungen  unterworfen  sind,  dass  also  in 
ie  Neigungen  der  Planetenbahnen  immer  klein  bleiben ,  wenn 
rgend  einem  beliebigen  Zeitpunkte  waren.     Dieser  Satz,   der 

II  dreier  Planeten  bewiesen  wird,  ist  jedenfalls  das  interes- 
^ebniss  der  vorliegenden  Schrift  und  nach  dem  oben  Gesagten 

es  auch  als  ein  wichtiges  Brgebniss  betrachten.  Die  Integra- 
fferentialgleichungen ,  welche  die  Lage  des  ofterwAhnten  sphä- 
iecks  ausdrücken ,  gelingt  dem  Verfasser  nicht  und  er  muss  hier 
igsmetboden  seine  Zuflucht  nehmen ,  die  indess  manches  Inter- 
Qieten.  Zum  Schlüsse  der  Abhandlung  wird  noch  der  allgemeine 
störenden  Planeten  erwähnt.  Indessen  begnügt  sich  hier  der  Ver- 
einigen kurzen  Andeutungen^,  da  ihm  bis  jetzt  nicht  gelungen 
enswerthe  Resultate  in  diesem  jedenfalls  sehr  schwierigen  Pro- 
inden. 

iesen  wenigen  Zeilen  muss  ich  mich  bescheiden.  Jedenfalls 
nhalt  der  Schrift  den  Mathematiker  und  Astronomen  interes- 
I  was  die  Nebenresultate  betrifft,  welche  der  Verfasser  gefun- 
Der  Wuosch  aber,  dass  auch  der  Text  der  Arbeit  in  einer 
randeteren  Gestalt  gegeben  worden  wäre .  als  dieses  geschehen 
icht  verschwiegen  werden.  ^   Sbbligbb. 
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Lehrbuch  der  Physik  flLr  höhere  Lehranstalten.  Von  Dr.  H.  Lobbe&g, 
Oberlehrer  am  kaiserl.  Lyceum  zu  Strassburg.  Leipzig,  B.  6. 
Teubner. 

Der  Herr  Verfasser  bietet  uns  in  diesem  Werke  ein  neues  Lehrbuch 
der  Physik,  bei  dessen  Abfassung  unzweifelhaft  richtige,  yon  anderen 
Schriftstellern  leider  nur  zu  oft  nicht  genügend  berücksichtigte  Principifn 
zur  Geltung  gelangt  sind.  Mit  vollem  Rechte  und  im  wohlthuenden 
Gegensatze  zu  den  meisten  Büchern'  dieser  Art  ist  hier  das  Hauptgewicht 
auf  streng  logische  Entwickelung  und  mathematische  Beweisführung  ge- 
legt und  dem  Experimente ,  soweit  es  nur  thunlich ,  also  insbesondere  in 
der  Mechanik  nur  die  Rolle  einer  nachträglichen  Verification  der  ab- 
geleiteten Gesetze  zuertheilt.  Gegenüber  so  manchen  neueren  Bestre- 
bungen auf  dem  Unterrichtsgebiete  kann  sich  der  Recensent  der  Ueber- 
zeugung  des  Verfassers  nur  aus  vollem  Herzen  anschliessen ,  dass  gerade 
der  letztgenannte  „wichtigste  Theil  der  Physik  seinB  eigentliche  Bedeu- 
tung für  den  Jugendunterricht  nur  darin  finden  könne,  angewandte  Logik, 
sowie  angewandte  Mathematik  und  damit  die  naturgemässe  Krönung  des 
mathematischen  Unterrichtsgebäudes,  zugleich  neben  der  Mathematik  das  ein- 
zige der  Jugend  zugängliche  Beispiel  einer  sich  mit  vollkommener  Con- 
Sequenz  aufbauenden  deductiven  Wissenschaft,  ja  von  Wissenschaft  Über- 
haupt zu  sein,  und  dass  ferner  die  in  der  logischen  Folgerichtigkeit 
liegende  Ueberzeugungskraft  durch  keine  noch  so  sorgfliltig  ausgewählte 
Reihe  einzelner  Erfahrungsthatsachen  in  gleichem  Masse  gewährt  werden 
könne**. 

In  dem  übrigen  Theile  der  Physik  ist  dem  Stande  unseres  Wissens 
nach  eine  durchaus  consequente  Einhaltung  dieses  rein  deductiven  Ganges 
nicht  zu  ermöglichen;  der  Recensent  glaubt,  dass  schon  aus  diesem  Um- 
stände die  volle  Berechtigung  der  Anschauung  sich  ergiebt,  dass  unsere 
Gymnasien ,  welche  auf  das  akademische  Studium  vorzubereiten  und  ihre 
hauptsächlichsten  Bemühungen  auf  die  formale  Ausbildung  ihrer  Schüler 
zu  concentriren  haben,  sich  auf  den  einzig  ihr  dienlichen  und  mit  dem 
übrigen  Hauptunterrichtsstoffe  homogenen  Theile  der  Physik,  auf  die 
Mechanik  beschränken  sollten. 

Aber  auch  auf  diesen  Gebieten,  in  denen  in  Ermangelung  logischer 
Anknüpfungspunkte  die  Erscheinungen  vorantreten  müssen,  hat  Lorberg 
sorgfältig  den  Schein  zu  vermeiden  gesucht,  als  könne  die  Physik  im 
Schulunterrichte  in  der  Form  einer  inductiven  Wissenschaft  behandelt 
werden.  Der  Unterzeichnete  muss  es  in  der  That  für  seltsam  erachten, 
dass  in  keineswegs  so  kleinen  Kreisen  immer  noch  die  Ansicht  sich 
erhalten  kann,  dass  man  dem  Schüler,  obwohl  er  noch  mit  der  blossen 
Kenntnissnabme  der  Apparate  selbst  zu  kämpfen  hat,  obwohl  er  die  Be- 
dingungen, unter  denen  dieselben  die  besonders  gearteten  Erscheinungen 
hervorbringen,   gar  nicht  zu  übersehen  und  überhaupt  von  der  Methode 
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lg  keine  halbwegs  klare  Vorstellnng  sich  zu  bilden  vermag, 
en  könne,  die  Gesetze  aus  den  Erscheinungen  abzulesen  und 
berg  treffend  bemerkt,  ein  Stück  des  Entwickelungsganges 
Q  sich  durchzumachen.  Die  Jugend  wird  sich  vermöge  ihrer 
i   der  nothwendig  kurzen  Dauer  der  Demonstrationen  immer 

an   das  Neue,  an  das  Frappante  der  Erscheinungen  halten 

dessen  nur  zu  leicht  dem  Nebensächlichen  mehr  Beachtung 
Is  den  abzusehenden  Gesetzen.  Die  Einführung  in  die  For- 
>  sie  sich  nicht  in  eine  recht  bedenkliche  Spielerei  verlieren 
eben  ein  gewisses  Beherrschen  der  Physik  voraus  und  kann 
ihendem  Erfolge  nur  unter  dieser  Voraussetzung,  unter  den 
1   einer  vorangegangenen  guten  formalen  Schulung  und  unter 

persönlichen  Einwirkung  des  Lehrers,  d.  h.  in  unseren  aka- 
>eminarien  geschehen. 

Beifall  hat  der  Verfasser  darin  gefunden,  dass  er  den  vollen 
en  seiner  leitenden  Principien  nicht  aus  dem  Wege  gegangen 
1  loben  nämlich  ist  es,  dass  er  einige  weniger  wichtige  Gegen- 
Physik,  wie  die  Botationserscheinungen ,  die  Theorie  des  in- 
hgewichts  der  Körper  und  andere  Gapitel,  weil  sie  sich  auf 
1  mathematischem  Wege  nicht  zum  genügenden  Verständnisse 
sen,  aus  seinem  Buche  überhaupt  ausgeschlossen  hat;  sicher 
schweigende  Uebergehung  dieser  Partien  weit  jener  ungründ- 

unklaren  Behandlung  derselben  vorzuziehen ,  die  nur  ein  un- 
nd    vom    strengen   Denken    ablenkendes  Wissen    zu  erzielen 

Bhen  von  Kleinigkeiten,  die  nicht  besonders  ins  Gewicht  fal- 
mt  ebenso ,  wie  der  Plan ,  auch  die  Ausführung  dieses  Werkes 
ahnt  zu  werden.  In  knapper  und  doch  klarer  Fassung  führt 
}er  die  verschiedenen  Disciplinen  der  Physik  vor,  schränkt  den 
istoff,  dessen  Massenhaftigkeit  in  vielen  derartigen  Lehrbüchern 
ichtlichkeit  und  damit  das  klare  Verstau dniss  wesentlich  schä- 
das  Nothwendige  ein,  sucht  dagegen  in  Anmerkungen  durch 
Aufgaben  und  Anwendungen  die  vorausgehenden  allgemeinen 
1  illustriren,  das  Verständniss  des  Folgenden  vorzubereiten  und 
Ol  Denken  anzuregen ,  als  auch  das  Interesse  zu  erwecken  und 
Uten.  Indem  der  Becensent  die  Anstrengungen  des  Verfassers, 
irigeren  Capitel  der  Physik  dem  Verständnisse  der  Leser  seines 
iber  zu  bringen,  im  Allgemeinen  lobend  anerkennt,  möchte  er 
ermuthigen,  dieselben  bei  einer  neuen  Auflage  in  einzelnen 
insbesondere  in  dem  Abschnitte  über  die  Doppelbrechung,  der 
böberer  Lehranstalten  doch  nicht  unbeträchtliche  Schwierigkeiten 
Itirfte,  unermüdet  fortzusetzen,  selbst  auf  die  Gefahr  hin,  dass 
Buch  am  einige  Blätter  vermehrte. 
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Vermöge  seines  massigen  and  doch  das  Wesentliche  in  sich  schlies- 
senden  Umfanges,  vermöge  seiner  strengen  Begründnng  and  grosseo 
Klarheit  dürfte  das  vorliegende  Bach  nicht  blos  Schülern  höherer  Lehr- 
anstalten za  empfehlen  sein,  sondern  aach  den  Stadiren  den  anserer  Uni- 
versitäten, welche  einen  gaten  mathematischen  Schalsack  aaf  die  Hoch- 
schale mitbringen  and,  ohne  die  Physik  als  Specialfach  za  wfihlen,  doch 
einen  gründlichen  Einblick  in  die  Haaptergebnisse  derselben  wünschen 
oder  bedürfen,  also  vor  Allem  den  Stadirenden  der  Medicin  die  besten 
Dienste  leisten. 

München.  Dr«  Friedrich  Nabe. 


Physik  in  Bildern.  Bearbeitet  von  E.  Teller,  Lehrer  in  Naumburg 
a.  d«  Saale.     Leipzig,  O.  Spamer. 

Die  günstige  Beartheilang,  welche  Teller*6  „Wegweiser  durch  die 
drei  Reiche  der  Natar"  in  verschiedenen  Zeitschriften  za  Theil  wurde, 
veranlasste  denselben,  in  dem  oben  angezeigten  Bache  aach  den  physi- 
kalischen Theil  der  Natarkande  nach  einem  ähnlichen  Plane  zu  bearbei- 
ten. Dasselbe  behandelt  die  physikalischen  and  meteorologischen  und 
zagleich  auch  eine  Anzahl  der  wichtigsten  chemischen  Erscheinungen  in 
„Bildern^*,  d.h.  in  Zasammenstellnngen,  wie  sie  ans  im  täglichen  Leben 
in  abgeschlossenen  Kreisen  entgegentreten.  Ein  jeder  dieser  Abschnitte 
zerfällt  in  ein  einleitendes  „Gesammtbild*'  and  in  die  „Einzelheiten  des 
Bildes'*;  während  das  erstere  eine  belehrende  and  zagleich  unterhal- 
tende Uebersicht  über  die  Einzelheiten  des  Bildes  geben  and  die  Ge- 
schichte and  Entwickelung  der  wichtigsten  derselben  in  Kürze  darlegen 
soll,  enthalten  die  letzteren  die  Erklärung  der  einzelnen  Erscheinungen, 
die  in  dem  ersteren  anter  dem  angegebenen  Gesichtspunkte  zu  einer 
Gruppe  zusammengefasst  sind.  Hierbei  schickt  der  Verfasser  einfache 
Versache  und  deren  Erläuterung  voraus  and  wendet  sich  dann  in  um- 
fangreicher Weise  za  den  Erscheinungen  in  der  Natur  und  im  Menschen- 
leben, am  an  ihnen  das  bezügliche  Gesetz  nachzuweisen. 

Wenn  sich  nun  der  Becensent  in  die  Lage  des  dnrchschnittlichen 
Lesers  eines  solchen  Baches,  der  gewöhnlich  in  seinen  Musest&nden 
nach  beendigter  Berufsarbeit  nach  demselben  greifen  wird,  versetzt  und 
dessen  Wünsche  und  Bedürfnisse  prüft,  so  will  es  ihm  bedünken,  dsM 
die  Därstellungs weise  Teil  er* s  vor  der  sonst  üblichen  den  Vorzug  hat, 
dass  sie  einerseits  eine  fesselndere  und  anregendere  Form  des  Vortrages 
ermöglicht,  andererseits  die  speciell  physikalischen  Apparate  mehr  in  den 
Hintergrund  treten  und  dadurch  einen  grösseren  Baum  für  die  nähere 
Erklärung  der  Erscheinungen,  wie  sie  una  in  der  Natar,  im  Leben  ent- 
gegentreten und  den  Laien  hauptsächlich  interessiren ,  gewinnen  lässt;  in 
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Ten  Beziehung  dürfte  das  vorliegende  Buch  wohl  von  keinem 
ieichbaltigkeit  übertroffen  werden.  Diese  beiden  Eigenthüm- 
ieser  Physik  im  Verein  mii  ihrer  elementaren  Fassung  wer- 
3n  viele  Freunde  aus  dem  grossen  Publikum  zuführen, 
an  die  Ausführung  dieses  Buches  im  Einzelnen  angeht,  so 
ieselbe  im  Grossen  und  Ganzen  den  Anforderungen,  die  man 
^fiik,  die  der  Mathematik  grundsätzlich  aus  dem  Wege  geht, 
I ;  von  einzelnen  Partien  dagegen  ist  der  Becensent  weniger 
'Orden, 
zu  rechtfertigen  ist  es  wohl ,  dass  die  Lehre  von  der  Zusam- 
und  Zerlegung  der  Kräfte  erst  im  dritten  Bilde  zur  Sprache 
so  in  den  beiden  ersten  Bildern  zum  Schaden  derselben  keine 
:  finden  konnte;  ebenso  dürfte  auch  die  Betrachtung  der  Pen- 
g  vor  den  Gesetzen  des  freien  Falles  und  vor  der  Lehre  vom 
Lte  nicht  zur  Nachahmung  empfohlen  werden  können, 
gründlichere  Behandlung  hätte  das  Capitel  über  die  Theorie 
ntät  und  des  Magnetismus  verdient;  auch  die  Klarstellung  des 
er  stehenden  Schwingungen  und  ihrer  Entstehung  lässt  Man- 
ansehen  übrig.  Bedenklich  geradezu  ist  die  Behandlung  des 
'.setzes,  die  zu  dem  Missverständnisse,  dass  das  Beharrungs- 
ier  Körper,  wenn  sie  aus  dem  Zustande  der  Ruhe  in  den  Zu- 
Bewegung versetzt  werden  sollen,  als  ein  Widerstand  gegen 
mde  Kraft  aufzufassen  sei,  mit  Nothwendigkeit  führen  muss. 
ger  bedenklich  sind  die  Aufklärungen ,  die  der  Verfasser  über 
der  Constanten  Ketten  giebt. 
ben.  Dr.  Friedrich  Narr. 


physikalisoher  Forschung,  bearbeitet  von  Dr.  C.  BoiiN.'Pro- 
or  der  Physik  an  der  Forstlehranstalt  in  Aschaffenburg. 
m  letzten  Jahrgange  dieser  Zeitschrift  (hist.>lit.  Abthlg.  S.  98) 
te  Lieferung  dieses  Werkes  angezeigt  worden.  Jetzt  sind  die 
l  dritte  Lieferung  rasch  nach  einander  erschienen.  Es  ist  nun 
:her  Band  von  mehr  als  tausend  Seiten ;  schon  daraus  lässt  sich 
eichhaltigkeit  und  theilweise  Ausführlichkeit  schliessen,  da  ja 
misse  ohne  Ableitungen  und  Beschreibung  von  Apparaten  ge- 
den  sollen. 

ird  in  den  neuen  Lieferungen  die  Wärmelehre  vollendet,  dann 
UDg  (Licht  und  strahlende  Wärme)  und  endlich  Magnetismus 
ricität  abgehandelt.  Der  Plan ,  wie  er  in  der  ersten  Lieferung 
m  begonnen  wurde,  wird  consequent  durchgeführt:  klare  und 
efinitionen,  knapper  Ausdruck,  vollständige  Anführung  der  be- 
Fbatsachen. 
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In  der  Lehre  vom  Licht  ist  die  Zurückwerfang  und  Brechung  be- 
sonders eingehend  mit  Hilfe  der  verschiedensten  Illustrationen  behandelt: 
es  scheint  uns  darin  ein  grosser  «Vorzug  des  Buches  zu  liegen.  Erfren- 
lieh  ist  insbesondere  die  Aufführung  der  Cardin  alpunkte  von  G-auss  und 
die  Darstellung  ihrer  Lage  bei  verschiedenen  Linsensorten.  Die  so  ein- 
fache Theorie  dieser  Punkte  wird  hoffentlich  dadurch  mehr  VerbreitnDg 
finden.  Auch  'die  Bewegung  des  Lichtes  in  nicht  isotropen  Mitteln  ist 
viel  vollständiger  als  gewöhnlich  behandelt. 

Bei  der  Elektricität  ist  die  Zusammenstellung  der  Resultate  über 
Vertheilung  der  Elektricität,  namentlich  die  bildliche  Darstellung,  dann 
die  Aufführung  der  verschiedenen  Elektroskope  und  Elektrometer  nnd 
der  Influenzmaschinen  zu  bemerken.  In  einem  letzten  Abschnitte  sind 
die  Masseinheiten  physikalischer,  besonders  galvanischer  Grössen  in  ihrer 
gegenseitigen  Beziehung  zusammengestellt. 

In  einem  Anhang  wird  noch  die  kinetische  Theorie  der  Wärme  und 
die  neueste  Speculation  über  Abstand  und  Grösse  der  kleinsten  Oastheile 
gegeben. 

Den  Schluss  des  Werkes  bildet  ein  Register  auf  22  Seiten ,  jede  mit 
drei  Columnen,  im  Ganzen  mit  mehr  als  3000  Zahlenangaben  nicht  blos 
der  Paragraphen-,  sondern  auch  der  Seitenzahlen.  Es  hat  diese  doppelte 
Angabe  den  grossen  Vortheil ,  dass  ein  Druckfehler  der  einen  Zahl  durch 
die  andere  corrigirt  wird.  Uebrigens  ist  es  uns  bei  vielfältigem  Nach- 
schlagen des  Registers  nicht  gelungen,  einen  Druckfehler  in  den  Zahlen 
zu  finden. 

Jetzt,  nachdem  das  Werk  als  Ganzes  vorliegt,  kann  das  ürtheilnnr 
dahin  gefasst  werden ,  dass  es  als  Nachschlagebuch  jedem  Physiker  grosse 
Dienste  leisten  wird  und  dass  wir  es  mit  einem  sehr  verdienstlichen  Un- 
ternehmen zu  thun  haben,  dessen  Benützung  nicht  genug  empfohlen 
werden  kann.  Zbch 


Orundiüge  der  Elektrioitätslehre.  Zehn  Vorlesungen  von  D.  W.  v.  Bbbtz. 
Stuttgart,  Meyer  &  Zel1er*s  Verlag.     1878. 

Auf  einem  Raum  von  109  Seiten  gr.  8^  enthält  das  Schriftchen  in 
zwei  Vorträgen,  die  21  Seiten  in  Anspruch  nehmen,  die  Lehre  von  der 
Reibungselektricität  und  in  den  acht  folgenden  Vorträgen  die  Lehre  vom 
Galvanismus. 

Hinsichtlich  des  Zweckes  und  der  Stoffvertheilung  können  wir  das 
Werkchen  nicht  besser  charakterisiren,  als  wenn  wir  die  Worte  des 
„Vorworts**  wiederholen:  „Die  Aufgabe,  welche  ich  mir  gestellt  hatte, 
war  durchaus  nicht,  die  Lehre  von  der  Elektricität  erschöpfend  yotvi- 
tragen,  ebenso  wenig  die,  eine  Reihe  von  Vorschriften  zu  geben,  wie 
man    mit    elektrischen    Apparaten    umzugehen    habe,    sondern    die,   das 
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Nichtigste  aas  der  Elektricitätslehre  in  seinem  natürlichen  Zusammen- 
ange  darzustellen  und  alles  Gegebene  durchaus  ans  den  vorgezeigten 
ixperimenten  herzuleiten/'  nAuf  die  ins  Einzelne  gehende  Beschreibung 
on  Messapparaten  habe  ich  wenig  Zeit  und  Raum  verwendet;  ich  habe 
ieselben  immer  durch  schematische  Apparate  ersetzt/*  „So  ist  denn  ein 
1  engen  Rahmen  zusammengedrängter  Abriss  der  Elektricitätslehre  ent- 
tanden,  der  vielleicht  auch  manchem  andern  Leser  willkommen  sein 
ird,  zumal  da  viele  Versuche  von  der  üblichen  Form  abweichen/' 

Mit  Freuden  bekennen  wir,  dass  der  Verfasser  seinen  Zweck  durch 
as  Werkchen  vollständig  erreicht  hat.  Waren  auch  die  zehn  Vorträge 
auptsächlich  für  das  medicinische  Publikum  des  Verfassers  berechnet 
od  konnten  demgemäss  einzelne  Hinweise  auf  gerade  medicinisch  wich- 
ge  Dinge  nicht  umgangen  werden,  so  erscheint  doch  auch  andererseits 
ieser  medicinische  Zweck  sehr  untergeordnet,  indem  nur  da  und  dort 
is  den  physikalischen  Gesetzen  das  ftir  den  Arzt  speciell  Wichtige  kurz 
.8  Folgerung  hingestellt  ist« 

Eine  leichte,  lebendige  und  anschauliche  Darstellung  vereinigt  sich 
it  der  Fertigkeit,  Apparate  und  Versuche  sehr  gut.  ihrem  Zwecke  an- 
ipassen,  um  dem  Anfänger  das  erste  Studium  der  Elektricitätslehre 
icht  und  angenehm  zu  machen  und  um  namentlich  auch  denjenigen, 
[e  die  vox  viva  des  Verfassers  gehört  haben,  als  erfreuliches  Repetito- 
um  zu  dienen.  Diejenigen  aber,  welche  in  dem  Studium  der  Elektri- 
tätslehre*  bereits  weiter  vorgedrungen  sind,  werden  in  der  originellen 
üd  anschaulichen  Einrichtung  der  beschriebenen  Vorlesungsapparate  und 
ersuche  eine  erwünschte  Anregung  zu  eigenen  Constructionen  und  Un- 
rsuchungen  erhalten.  Es  giebt  wenig  Compendien,  die  wir  mit  glei- 
lem  Genuss  gelesen  haben,  und  es  würde  uns  freuen,  wenn  der  Ver- 
sser  auch  die  anderen  Disciplinen  der  Physik  in  gleich  vorzüglicher 
^eise  dem  Publikum  zugänglich  machen  wollte. 

Freiberg,  den  24.  Juli  1878.  Th.  Köttbritzsch, 


»rieht   über   den    historisohen  Theil   der   internationalen  Ausstellung 
wissensohaftlicher   Apparate    in   London   im   Jahre   1876.     Von 

Dr.  E.  Gerland   in  Kassel.     Mit  61   in  den  Text  eingedruckten 

Holzstichen.      Braunschweig,    Druck    und    Verlag    von   Friedrich 

Vieweg  und  Sohn.     1878.     119  S. 

Aus   dem  Generalberichte   über  die  wissenschaftlichen  Apparate  der 

ondoner  Ausstellung,  welchen  die  betheiligten  preussischen  Ministerien 

isarbeiten  Hessen,  ist  vorliegende  kleine  Schrift  als  Separatabdruck  ver- 

Tentlicht  worden.      Dieselbe   hat   es   ausschliesslich   mit   der  berühmten 

ümmlung  geschichtlich  merkwürdiger  Apparate  aus  dem  Gesammtgebiete 
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der  exActen  Wissenschaften  zu  thun,  welche  im  Kensington -Honse  ver- 
einigt war.  Specialberichterstatter  für  diese  Abtheilnng  war  der  auf  dem 
Boden  der  geschichtlich -physikalischen  Forschung  wohlbekannte  Dr.  Ger- 
land, von  dem  sich  gleich  anfangs  mehr  als  ein  trockner  Katalog  der 
ausgestellten  Gegenstände,  von  dem  sich  vielmehr  eine  die  historiKhe 
£ntwickelung  der  betreffenden  Fächer  an  der  Hand  der  Erfahrung  schil- 
dernde Gesammtskizze  erwarten  Hess.  Diese  Erwartung  hat  denn  auch 
in  der  That  nicht  getrogen,  vielmehr  muss  die  Brochure  Gerland's  als 
ein  sehr  verdienstlicher  Beitrag  zur  Geschichte  der  Physik  und  an- 
gewandten Mathematik  bezeichnet  werden,  da  der  Verfasser  sich  nicht 
lediglich  auf  die  Beschreibung  der  einzelnen  wirklich  ausgestellten  In- 
strumente beschränkt,  sondern  jene  blos  als  das  Gerippe  seiner  Darstel- 
luDg  betrachtet  hat,  welches  er  dann  nachträglich  durch  Beiziehung  frem- 
der und  eigener  Untersuchungen  derart  Überkleidete,  dass  wir  von  der 
allmäligen  Ausbildung  einer  Anzahl  wichtiger  Beobachtungs-  und  Mes- 
snngsmethoden  ein  recht  klares  und  übersichtliches  Bild  gewinnen. 

Den  Eingang  bildet  die  Geschichte  der  Maasse  und  Gewichte,  zu 
welcher  mehrere  sehr  interessante  englische  Originalurkunden  mitgetheilt 
werden;  aus  denselben  geht  die  bis  fast  in  die  neueste  Zeit  herein 
herrschende  Unsicherheit  in  volumenometrischen  Präcisionsbestimmungen, 
unter  der  besonders  im  Mittelalter  alle  bürgerlichen  Verhältnisse  so  unglaub- 
lich litten,  recht  deutlich  hervor.  Ob  es  gerade  nothwendig  war,  die  nnqua- 
lificirbaren  Träumereien  Jener,  welche  das  altägyptische  Masssystem  mit  den 
Dimensionen  des  Erdkörpers  in  Beziehung  setzen,  in  einen  den  Umstanden 
gemäss  so  gedrängten  Bericht,  wie  den  vorliegenden,  aufzunehmen,  dar- 
über wird  sich  streiten  lassen.  Den  Maassen  schlie^sen  sich  naturgemäss 
die  Mess  Vorrichtungen  an;  unter  den  Kathetometern  ist  das  Gray '«che 
Modell  von  1698,  dessen  Beobachtungswerkzeug  nicht,  wie  heutzutage 
üblich,  ein  Fernrohr,  sondern  vielmehr  ein  Mikroskop  war,  sowie  das 
durch  seine  Inhaber  Dulong  und  Petit  zu  einer  gewissen  Berühmtheit 
gelangte  Instrument  hervorzuheben.  Von  Seite  der  Universität  Leyden 
war  eine  Garnitur  s'Gravesande-Musschenbroek'scher  Demonstra- 
tionsapparate für  die  Lehren  der  elementaren  Statik  und  Dynamik  aus- 
gestellt. Auch  unter  den  ausgestellten  Uhren  befanden  sich  merkwürdige 
Stücke,  so  insbesondere  Wollaston^s  Metronom,  Galilei's  Pendulen- 
modell ,  über  welches  wir  uns  einige  Worte  noch  für  später  vorbehalten, 
und  vor  Allem  eine  aus  dem  Jahre  1348  stammende  Gewichtsuhr,  welche 
nach  dem  bekannten  Principe  Heinrich's  von  Wyk  eingerichtet  ist 
und  heute  noch  ihren  Dienst  thut.  Ein  Zeitmesser  von  ganz  ähnlichem 
Mechanismus,  als  dessen  charakteristischer  Bestandtheil  der  horizontale 
Balancier  gelten  kann,  befand  sich  noch  im  ersten  Viertel  dieses  Jahr- 
hunderts auf  einem  der  Uhrthürme  von  Nürnberg.  Unter  den  Waagen 
der  Ausstellung  ragte  besonders  ein  Exemplar  der  altrömischen  Schnell- 


Digitized  by 


Google 


Recensionen.  63 

Laufgewicht  hervor,  welches  in  EDgland  aafgefanden  and 
gant  gearbeitet  war.  An  die  Waagen  reibt  der  Verfasser  an 
aagen,  welche  durch  einige  Fragmente  des  bekannten,  yön 
-  Bestiminnng  der  Erddichte  angewandten  Apparates  repräsen- 
,  und  die  Senkwaagen,  für  deren  Geschichte  sich  in  London 
es  Material  vorfand.  Was  jedoch  historische  Einzelheiten  an- 
scheint dem  Verfasser  die  grundlegende  Monographie  von 
(1869  als  Separatabdruck  aus  der  ^yBevue  archäologique''  erschie- 
angen  zn  sein,  welche  er  denn  auch  unter  den  sehr  gewissenhaft 
gemachten  Quellenschriften  nicht  mit  aufführt.  Dort  würde  er  ge- 
abeu,  dass  das  erste  Aräometer  in  dem  angeblich  aufPriscia- 
Ickzuführenden  ,,Carmen  de  ponderibus'^  beschrieben  wird.  Wahr- 
b  mit  der  1603  in  Thölden*s  „Haligraphia^'  zuerst  verzeicfa- 
ilzspindel  ist  das  in  Schwenter^s  „Math.  u.  philos.  Erquick- 
^  gelegentlich  erwähnte  Instrumentchen  identisch,  welches  der 
on  einem  berühmten  Kriegsobersten  erhalten  haben  will.  Das 
saräometer  ist  nach  6 er  1  and  nicht  von  Monconys,  sondern 
berval  angegeben  worden,  doch  gelang  es  erst  Fahrenheit, 
len  zur  vollen  Brauchbarkeit  zu  verhelfen.  Von  hydraulischen 
wies  die  Ausstellung  namentlich  das  Bramah^sche  Original  auf, 
»rrichtungen  zur  Messung  der  Luftschwere  einen  sehr  ingeniösen, 
elice  Fontana  verfertigten  Selbstregistrator.  Es  folgt  die  ein- 
V  bebandelte  Luftpumpe,  über  welche  wir  manches  Neue  erfahren, 
r  Verfasser  die  Angabe  des  Jahres,  in  welchem  Otto  von  6ue- 
semeu  mehrfach  missglückten  Fundamentalversuch  endlich  voll- 
ßn  zu  Stande  brachte,  vergeblich  gesucht  hat,  so  erlauben  wir  uns, 
nf  Hochheim's  „Otto  von  Ouericke  als  Physiker*^  (Magdeburg 
binzuweisen,  wo  (S.  4)  auf  Grund  des  allerdings  nur  spärlichen 
enmaterials  das  Jahr  1650  genannt  wird.  Von  neuen  Aufschlüssen 
Verfassers  heben  wir  den  hervor,  dass  nicht  Pap  in,  wie  man  ge- 
licb  annahm,  sondern  Huygens  die  Luftpumpe  mit  dem  Teller  in 
induQg  setzte.  In  dieses  Capitel  gehört  ferner  noch  das  Sympiezo- 
r,  mittels  dessen  Despretz  die  Allgemeingiltigkeit  des  Mariotte- 
D  Gesetzes  prüfte,  und  eine  1721  in  England  erfundene  „neue  Wasser- 
ihine  zum  Löschen  des  Feuers*^  Die  Akustik  war  in  Kensington- 
se  nur  sebr  stiefmütterlich  bedacht;  unser  Bericht,  in  welchem  nur 
ge  altägyptiscbe  Pfeifen  und  einige  neuere  Apparate  zur  Messung 
Schallgescbwindigkeit  eine  Stelle  finden,  fertigt  dieselbe  nothgedrungen 
zehn  Zeilen  ab.  Jedenfalls  ist  es  auffallend,  dass  das  Vaterland  des 
^&cWobr8  dieses  nützliche  Werkzeug  nicht  in  seinen  verschiedenen 
twickelungsstadien  zur  Anschauung  gebracht  hat.  Um  so  reichhaltiger 
^  ^&&  optiscbe  Fach  ausgestattet :  F i z e a u ' s  M essapparat ,  Schwerd^s 
rühmtes  und  dabei  doch  eigentlich  recht  wenig  bekanntes  Sternpboto- 
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meter,  s^Grav  es  anders  Uhrwerk  -  Heliostat ,  Wollaston^s  ReflexioDs- 
goniometer  vertreten  die  einleitenden  Abschnitte  dieser  Disciplin.  Das« 
die  Idee  des  Heliostaten,  den  nach  unserer  Vorlage  Lieberktihn  im 
Jahre  1738  in  die  Praxis  eingeführt  hat,  auf  eine  weit  ftltere  Zeit  hin- 
weist, geht  aus  einer  Stelle  der  Heron' sehen  Katoptrik  hervor  (Can- 
tor*s  „Agrimensoren'',  S.  19).  Für  die  Geschichte  der  Linsen  und  der 
aus  ihnen  zusammengesetzten  Sehwerkzeuge,  Fernrohre  und  Mikroskope, 
ist  hier  viel  Stoff  zusammengebracht.  Auch  Herr  Gerland  kommt  sei- 
nerseits zu  dem  von  Henri  Martin  definitiv  festgestellten  Ergebnisse, 
dass  dem  gesammten  Alterthum  derartige  Vorrichtungen  gänzlich  fern 
lagen,  womit  natürlich  nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  man  nicht  die  Eigen- 
schaften geschliffener  Gläser  als  Brenn-  und  Vergrösserungslinsen  einiger- 
massen  kannte.  Für  Letzteres  scheinen  uns  auch  die  kunsthistorischen 
Forschungen  Lessing's  zu  sprechen.  Unter  den  ausgestellten  Linsen 
befand  sich  auch 'die  bekannte  von  Bregens  angefertigte,  welche  gegen 
das  Ende  des  XVII.  Jahrhunderts  die  ersten  glücklichen  Experimente 
bezüglich  des  Verfiüchtigens  kleiner  Diamanten  ermöglichte.  In  Sachen 
der  eigentlichen  Erfindungsgeschichte  der  Vergrössernngsapparate  schliesst 
sich  der  Verfasser  an  vanSwinden^s,  resp.  MolTs  massgebende  Studien 
an,  ohne  dieser  beiden  Gelehrten  indess  Erwähnung  zu  thun;  dieselben 
haben  festgestellt,  dass  das  erste  zusammengesetzte  Mikroskop  1590  von 
den  beiden  Janssen  construirt,  das  Fernrohr  dagegen  von  Jakob  Me- 
tius,  einem  Bruder  des  bekannten  Mathematikers,  ersonnen  und  von 
Lippershey  praktisch  ausgeführt  worden  ist.  Vorhanden  waren  in 
London  zwei  Originalfernrohre  Galilei's,  drei  Exemplare  des  von 
Schjrle  de  Reita  angegebenen  Erdfernrohrs,  die  Photographie  einer 
Linse,  deren  sich  Huygens  bei  seinen  Forschongen  über  das  Satnm- 
System  bediente,  das  von  Newton  selbst  hergestellte  Teleskop,  welches 
behufs  bequemer  Einstellung  tangential  auf  einer  frei  beweglichen  Kugel 
angebracht  ist,  endlich  mehrere  Reflectoren  von  Her«chel  und  dessen 
Maschine  zum  Spiegelpoliren.  Unter  den  Mikroskopen  interessirt  ein 
solches  von  Leeuwenhoek  mit  ebenso  zierlicher,  als  sinnreicher  Ein- 
stell Vorrichtung,  weiterhin  ein  Lieberkühn^sches  Mikroskop,  dessen 
man  sich  damals  bei  allen  anatomischen  und  physiologischen  Arbeiten 
bediente;  endlich  eine  Anzahl  neuerer  und  feinerer  Instrumente  dieser 
Art.  Nicht  minder  liegt  die  von  Wo  Ilaston  erfundene  Camera  Iticida 
im  Original  vor.  Zur  Geschichte  der  Photographie  sind  Platten  von 
Daguerre,  John  Herschel,  Talbot,  Fizeau,  Bequerel,  sowie 
moderne  astro- photographische  Bilder  ausgestellt;  erwähnt  werden  ferner 
Wheatstone^s  katoptrisches  Stereoskop  und  diverse  NicoTsche  Prismen. 
Ein  Raum  von  nicht  weniger  denn  11  Seiten  ist  den  Leuchtthürmen  ge- 
widmet, und  in  der  That  ist  dieser,  vom  Verfasser  offenbar  mit  beson- 
derer Vorliebe  ausgearbeitete  Abschnitt  ein  rechtes  Cabinetsstück  glänzen- 
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Igen  des  menschlichen  Geistes.  Wir  vermögen  an  diesem  Orte 
in  dl  ich    dem  reichen  Inhalt  nicht  näher  zn  treten  and  bemerken 

die  meisten  Verbesserungen  auf  diesem  Gebiete  doch  immer 
i  FresneTs  fmchtbaren  Gedanken  der  Beleuchtung  durch 
311  anknüpfen;  als  Vervollkommnungen  im  Einzelnen  können 
t  ^Brsetzring  der  Linsen  durch  total  -  reflectirende  Prismen ,  sowie 
LÜobe  Combination  sphärischer  mit  parabolischen  Reverberen. 
die  Wärmelehre,  beginnend  mit  dem  Thermometer.  Die  Prio- 
ler  Brfindnng  dieses  Instrumentes  wird  entschieden  für  Galilei 
*ncb  genommen;  ein  von  diesem  Letzteren  selbst  verfertigtes 
ermometer,  sowie  ein  sehr  schönes  Alkoholthermometer  der  tos- 
a  Akademie  waren  nach  London  gesandt  worden.  Ihrer  ganz 
.ren  Ginrichtung  halber  ibussten  daselbst  ein  Paar  für  den  medi- 
1   Gebrauch  bestimmte  Wärmemesser  die  allgemeine  Aufmerksam- 

sich  ziehen.  Die  Pyrometrie  fand  in  den  bekannten  Apparaten 
^dgewood,  Musschenbroek  und  Daniell  ihre  Vertretung, 
inpt  war  an  solchen  Apparaten^  welche  durch  den  Namen  ihrer 
r  eine  gewisse  Rolle  in  der  Geschichte  der  Wärmelehre  spielen, 
angel;  erwähnt  seien  die  Röhrenverbindung,  welche  Joule  und 
air  bei  der  Bestimmung  des  Maximums  der  Wasserdichte  benütz- 
nd  die  von  Faraday  hinterlassen en  Glasröhrchen  mit  flüssig  ge- 
n  Gasen.  Auch  enthielt  die  Sammlung  zwei  alte  Hygrometer, 
\  gewissermassen  als  die  Protot jpe  der  beiden  seitdem  in  Gebrauch 
menen  Constructionsprincipien  anzusehen  sind;  das  eine  rührt  von 
jTossherzog  Ferdinand  II.  her  und  diente  bei  alP  seiner  Unvoll- 
enheit  doch  sofort  zum  Nachweise  einer  wichtigen  meteorologischen 
heit,  das  andere,  von  Folli  da  Poppi,  weist  Papier  als  hygro- 
scbe  Substanz  auf.  Den  Schluss  dieses  Abschnittes  bilden  Apparate 
angewandten  Oalorik.  Es  befanden  sich  in  der  Sammlung  viele 
irheitslampen  nach  Stephenson'schem  und  Davy^schem  Muster, 
deren  Erwähnung  auch  der  älteren  Versuche  von  Lowther  und 
.  Humboldt  gedacht  wird,*  sodann  Joule' s  Maschinen  zur  Unter- 
lUDg  des  mechanischen  Wärmeäquivalents,  das  Perpetuum  mobile,  wel- 
i  Young  zur  Demonstration  der  Unmöglichkeit  solcher  Arbeitsregen e- 
ren  verwandte;  endlich  eine  Fülle  von  Modellen  zur  Dampfmaschinen- 
:e.  Für  diese  letztere  ist  der  Verfasser,  welchem  sein  Aufenthalt  in 
98el  schon  früher  Anlass  zu  eingehender  Prüfung  der  Papin' sehen 
twürfe  geboten  hat,  besonders  competent.  Er  macht  uns  denn  auch 
r  bekannt  mit  dem  „Dampfcylinder*^  welchen  der  genannte  franzö- 
che  Emigraot  dem  hessischen  Landgrafen  für  hydrotechnische  Zwecke 
fertigte,  sodann  mit   dem   angeblichen  Dampfschiffe,   welches  sich  bei 


*  Nach  Hqc  und  Gäbet  bedient  man  sich  auch  in  den  chinesischen  Berg- 
erken eines  Leachtmittels,  welches  den  schlagenden  Wettern  nicht  nnterliegt. 
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nüherem  Zusehen  als  einfaches  Ruderboot  entpuppt,  auf  welchem  ein 
Dampfkessel  erst  nachträglich  angebracht  werden  sollte.  Dass  die  ente 
Heissluftmaschine  schon  1816  einem  Dr.  Stirling  patentirt  und  in  die- 
ser ihrer  primitiven  Form  ausgestellt  war,  wird  ebenfalls  Vielen  neu  und 
interessant  sein.  —  Den  buntesten  Anblick  gewährte  natürlich  die  Serie 
magnetischer  und  elektrischer  Apparate.  Da  sehen  wir  vor  uns  den  von 
Galilei  selbst  armirten  Naturmagneten,  Faraday's  sibirischen  Magne- 
ten, durch  den  erstmalig  die  Existenz  der  Magnetelektricität  dargethan 
ward,  No biliös  astatische  Nadel,  Blanchini^s  Declinationscompass 
von  1564  und  Daniel  Bernoulli^s  Inclinatorium,  die  Magnetometer 
von  Hansteen  und  Gauss,  eine  Menge  berühmter  Elektrisirmaschinen, 
worunter  diejenige  Arm  Strongus,  Wheats  tone's  Geschwindigkeits- 
messer, Volta's  Elektrophor,  die  verschiedenen  immer  vervollkommneten 
Vorrichtungen ,  mit  welchen  W.  Thomson  die  Elektrometrie  bereicherte, 
alle  möglichen  galvanischen  Säulen  und  Elemente,  Seehechts  und 
Peltier^s  Thermosäulen,  die  erste  gelungene  Probe  von  Jacobi's  Gal- 
vanoplastik u.  s.  w.  Die  Geschichte  der  miteinander  eng  verbundenen 
Erscheinungen  der  Magnetelektricität,  Induction  und  des  Kotationsmagne- 
tismus  konnte  man  durchweg  an  den  Inductionsap paraten  derFaradaj, 
Arago  u.  s.  w.  studiren;  bezüglich  jenes  letzteren 'muss  bemerkt  werden, 
dass  der  neuen  Entdeckung  allerdings  erst  im  Jahre  1825  ihr  Name  bei- 
gelegt wurde,  dass  jedoch  die  erste  Erwähnung  dieser  Entdeckung  der 
Angabe  Gerland's  entgegen  in  den  Pariser  Sitzungsberichten  vom 
22.  November  1824  angetroffen  wird  (vergl.  Bielmayr,  Zur  Geschichte 
des  Botationsmagnetismus,  Aschaffenburg  1877).  Von  G  ei  ssler' s  Bohren 
enthielt  die  Sammlung  alle  Abstufungen,  vom  ersten  Versuch  bis  znr 
gegenwärtigen  Vollendung.  Dass  auch  die  optischen  und  elektrischen 
Telegraphen  reichlich  vertreten  waren,  bedarf  keiner  Versicherung;  uns 
interessirten  besonders  die  anscheinend  ganz  neuen  Mittheilungen  über 
das  Schilling-Muncke'sche  Modell.  —  Ein  leider  recht  kurzer  Schlnss- 
paragraph  bespricht  die  astronomischen  und  mathematischen  Instrumente, 
welche  unter  Anderem  besonders  einige  merkwürdige  Astrolabien  in  ihrer 
Mitte  hatten.  Das  Prachtstück  der  Collection  jedoch  war  der  sogenannte 
Azimuthaiquadrant  Tycho  Brahe^s,  über  dessen  Entstehungsgeschichte 
der  Verfasser  eine  genaue  Untersuchung  anstellt,  deren  Resultat  den 
bekannten  Schweizer  Bürgi  als  den  muthmasslichen  Constructenr  dieses 
Instruments  erscheinen  lässt.  Wenn  jedoch  dabei  dasselbe  als  „der  älteste 
Theodolith^'  bezeichnet  wird,  so  müssen  wir  Einsprache  erheben:  dieser 
Name  kommt  mit  Becht  lediglich  der  „Dioptra^^  Heron's  zu,  und  auch 
von  dem  kleinen  Universalinstrument,  dessen  Beferent  unlängst  in  seiner 
Beschreibung  der  mathematischen  Sammlung  des  germanischen  Museums 
gedachte,  lässt  sich  durchaus  nicht  behaupten,  es  stamme  aus  späterer 
Zeit,  als  Bürgi^s  Quadrant. 
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Der  Leser  wird  aus  dieser  gedrängten  Uebersicfat  ersehen,  dass  Ger- 
land's  Bericht  für  jeden  Geschichtsfrennd  eine  sehr  ansehende  Lectnre 
bietet.  Die  ungewöhnliche  Belesenheit  des  Verfassers  gestattet  ihm  so- 
gar, manche  Mängel  des  englischen  Aasstellnngskatalogs  sachgemäss  zn 
verbessern.  Dem  Druck  der  Fremdwörter  und  Eigennamen  hätte  stellen- 
weise eine  grössere  Aufmerksamheit  gewidmet  werden  dürfen;  Entstel- 
lungen wie  Akademia  statt  Accademia ,  Boekh  statt  Boeckh ,  Virtmv  statt 
Vitrnv,  Hang  statt  Hauy  stören  den  Gennss  des  Lesens.  Dies  sagen  wir, 
wie  sich  wohl  von  selbst  versteht,  lediglich  im  Interesse  des  Bnches, 
gerade  wie  wir  auch  auf  einzelne,  defn  Verfasser  entgangene  Belegschrif- 
ten nicht  deshalb  verwiesen,  um  an  der  tüchtigen  Leistung  zu  mäkeln. 
Nur  zu  gut  wissen  wir  aus  eigener  Erfahrung,  wie  schwierig,  ja  unmög- 
lich es  ist,  auch  bei  aller  Sorgfalt,  das  gesammte  Material  zu  kennen 
und  auszunützen. 

Eben  aber,  weil  wir  dies  wissen,  ist  es  uns  nicht  recht  erfindlich, 
wieso  der  Verfasser  dazu  kommt,  in  einem  an  seinen  „Bericht^*  unmittel- 
bar sich  anschliessenden  Aufsatze  der  Poggendorff 'sehen  „Annalen'S 
welcher  sich  mit  der  Erfindungsgeschichte  der  Pendeluhr  beschäftigt,  es 
so  höchst  befremdlich  zu  finden,  dass  Referent  bei  seiner  eigenen  Be- 
arbeitung dieses  Gegenstandes  von  einer  Quellenschrift  Viviani*s  keinen 
Gebrauch  gemacht  hat.  Wir  haben  —  was  wieder  Herr  Gerland  nicht 
(gemerkt  zu  haben  scheint  —  ausdrücklich  erklärt,  dass  wir  den  betref- 
fenden Brief  in  der  ihn  angeblich  enthaltenden  Sammlung  vergeblich 
mchten,  sowie  dass  uns  die  Nachricht,  derselbe  sei  auch  in  Albiri*s 
Gr  alil  ei  -  Ausgabe  reproducirt,  zu  spät  zukam,  um  noch  geeignete  Ver- 
werthung  zu  finden.  Unsere  ausgesprochene  Absicht  in  diesem  ersten 
Fheile  unserer  Abhandlung  war  die,  das  deutsche  Publikum  mit  den 
Porschungen  van  Swinden's  vertraut  zu  machen;  ob  dessen  von  uns 
üdoptirte  Confundirnng  des  G alil  einsehen  Zählwerkes  mit  dem  von  Vi- 
7iani  namhaft  gemachten  Selbstregulator  eine  so  höchst  gezwungeneist, 
wie  unser  Gegner  annimmt,  darüber  werden  auch  nach  seiner  Publication 
die  Ansichten  noch  immer  auseinandergehen.  Das  Zeugniss  des  „letzten 
Schülers*^  sind  wir  überhaupt  nicht  gewillt,  gar  so  hoch  anzuschlagen; 
v^as  diesem  an  äusserem  Muth,  für  das  verlästerte  Andenken  seines 
Leisters  einzutreten,  abging,  das  suchte  er  einzubringen,  indem  er  alle 
möglichen  wissenschaftlichen  Verdienste  auf  dessen  Haupt  vereinigte; 
Berr  Gerland  selbst  weist  ihm  (S.  51  des  Berichts)  eine  grobe  Unrich- 
tigkeit in  dieser  Hinsicht  nach.  Uebrigens  ist  Gerl and' s  Resultat  kein 
oenes:  Professor  Favaro  hat  in  den  Acten  des  venetianischen  Instituts 
bereits  eine  ganz  ähnliche  Ansicht  vertreten,  und  auch  Schreiber  dieses 
bat,  von  Herrn  Dr.  Wohlwill  in  dankenswerther  Weise  hierauf 
aufmerksam  gemacht,  im  D ar b o uz -HoüeT sehen  „Bulletin"  bemerkt, 
dass  seine  früheren  Aufstellungen   einer  Ergänzung  bedürftig  seien.  — 
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Dies  zur  nothwendigen  Klarstellung  der  Angelegenheit;  nicht  Terkannt 
soll  werden  di^  sachliche  Form  der  Oerland' sehen  Polemik  und  das 
entschiedene  Verdienst,  welches  auch  dieser  neueste  Beitrag  zu  einer  oft 
yentilirten  Frage  —  namentlich  in  Sachen  der  von  Wolf  postulirten* 
Priorität  Bürgi's  —   für  sich  beanspruchen  darf. 

Ansbach.  Dr.  S.  Günther. 


Lehrbuch  der  analytisohen  Oeome^e  und  Kegelschnitte.  Ein  Leitfaden 
beim  Unterricht  an  höheren  Lehranstalten,  von  Wilhblm  Mihk, 
Oberlehrer  an  der  städtischen  Bealschule  I.  Ordn,  zu  Crefeld. 

Der  Verfasser  des  in  der  üeberschrift  bezeichneten  Werkchens  stellt 
«ich  im  Vorwort  die  Aufgabe,  innerhalb  der  durch  die  AnforderuDgen 
beim  Abiturientenexamen  gesteckten  Grenzen  einen  Leitfaden  für  den 
mathematischen  Unterricht  zu  liefern.  Man  kann  nicht  verkennen,  dass 
die  Darstellung  des  Herrn  Mink  eine  klare,  dass  die  Auswahl  des  Stof- 
fes eine  zweckmässige  ist  und  dass  die  an  rechter  Stelle  eingelegten 
Uebungsbeispiele  für  den  Schüler  anregend  sein  werden.  Demnach  hat 
der  Verfasser  seinen  Zweck,  ein  brauchbares  und  kurzes  (96  Octavseiten) 
Schulbuch  zu  liefern,  unzweifelhaft  erreicht. 

Die  Ausstellungen,  welche  Referent  zu  machen  hat,  liegen  gewisser- 
massen  alle  in  einer  Richtung.  Sie  sind  alle  aus  dem  Grundsatz  er- 
fiossen,  dass  es  eine  Forderung  der  Pädagogik  an  den  höheren  Lehr- 
anstalten ist,  auch  im  Schulunterrichte  den  Anforderungen  strenger 
Wissenschaftlich keit,  wenn  irgend  möglich,  zu  genügen. 

Es  ist  z.  B.  leicht,  auch  im  elementaren  Unterrichte,  sofern  es  sich 
nicht  um  die  unbegrenzte  Gerade  handelt,  das  Wort  Linie  ganz  zn 
vermeiden  und  durch  Strecke  zu  ersetzen.  So  darf  es  Seite  7  nicht 
heissen,  in  der  Gleichung  der  geraden  Linie  j4a: -{^  By  +  C=:0  sei  (- 
eine  Gerade. 

Auf  Seite  5 ,  wo  von  der  Gleichung  einer  beliebigen  Linie  die  Bede 
ist,  wird  behauptet,  man  könne  zu  jeder  willkürlich  gewählten  Abscisse 
die  (sie!)  zugehörige  Ordinate  bestimmen.  Wie  das  Folgende  zeigt,  wUl 
der  Verfasser  darlegen,  dass  es  im  Allgemeinen  möglich  sei,  einen  oder 
mehrere  reelle  oder  complexe  Werthe  zu  finden ,  welche  statt  der  Ordinate 
in  die  Gleichung  eingeführt,  derselben  genügen. 

Seite  12  und  19  stösst  der  Verfasser  auf  Ausdrücke,  welche  eine 
Quadratwurzel  enthalten.  Hier  kann  nicht  oft  genug  wiederholt  werden, 
dass  es  eigentlich  überflüssig  und  nur  ein  Schulbehelf  ist,  zu  schreiben 
+  ]/a.  Denn  jede  Quadratwurzel  ist  von  Natur  doppeldeutig  und  jede 
geometrische  Interpretation  eines  algebraischen  Ausdrucks,  in  welchem 
ein  solches  Wurzelzeichen  vorkommt,  hat  damit  zu  beginnen,  dass  man 
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der  Wurzel  ein  bestimmtes  Vorzeichen  ertheilt.  Der  Verfasser  hat  ihr 
stillschweigend  das  positive  gegeben.  Nur  unter  diesem  Beding  ist  seine 
Darstellung  Seite  12  richtig. 

Die  Einführung  des  Imaginären  endlich  in  die  elementare  Geometrie 
ist  durch  die  Forschungen  der  letzten  Decennien  eine  so  klare  und  ein- 
fache Sache  geworden,  dass  Referent  dieselbe  in  einem  Schulbuche  mit 
Bedauern  vermisst.  Jede  Gerade  schneidet  den  Kreis  in  zwei  Punk- 
ten; aber  diese  Punkte  können  reell  und  verschieden,  reell  und« zu- 
sammenfallend oder  imaginär  sein.  Niemals  aber  hat,  wie  Seite  19 
behauptet  wird,  eine  Gerade  mit  einem  Kreise  nur  einen  Punkt  ge- 
meinsam, um  so  weniger,  als  im  weiteren  Verlaufe  die  Tangente  immer 
als  Grenzfall  der  Secante  erscheint. 

Brilon,  den  8.  August  1878.  Dr.  K.  Schwbring. 
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Carl  Anton  Bretschneider. 

Ein  Gedeiikblatt  für  seine  Freunde  und  Schüler 


Alfred  Bretschneider, 

henogl.  Amtaasieitor  mu  Obrdrnf. 


Carl  Anton  Bretschneider  warde  geboren  am  27.  Mai  1808  sn 
Bchneeberg  im  sächsischen  Erzgebirge  als  ältestes  Kind  des  dortigen 
Oberpfarrers ,  späteren  Sachsen  •  gothaischen  Generalsuperintendenten  Dr. 
Clarl  Gottlieb  Bretschneider  und  dessen  Ehefrau  Charlotte  geb.  Hauschild. 
[m  September  1808  wi\rde  Bretschneider* s  Vater  als  Superintendent 
nach  Annaberg  versetzt  und  der  Sohn  siedelte  sonach  als  etwa  vier 
Monate  altes  Kind  mit  dorthin  über.  Mit  gelehrten  und  Berufsarbeiten 
schon  damals  viel  zu  sehr  beschäftigt,  um  den  Unterricht  des  Sohnes, 
Dachdem  derselbe  das  schulpflichtige  Alter  erreicht  hatte,  selber  leiten 
zu  können,  überliess  der  Vater  denselben  Privatlehrern,  welche  indess 
den  darch  Kinderkrankheiten  in  seiner  ersten  Entwickelung  ohnehin  viel- 
fach gestörten  Knaben  nicht  erheblich  zu  fördern  vermochten.  Im  Jahre 
1816  verzog  Bretschneider^s  Vater  nach  Gotha  und  hier  wurde  der 
Knabe,  nachdem  er  noch  einige  Zeit  Privatunterricht  genossen ,  im  Jahre 
1818  der  soeben  neu  eingerichteten  untersten  (vierten)  Classe  des  dor 
tigen  Gjmnasiams  zugeführt. 

Das  Gothaische  Gymnasium  erfreute  sich  damals  mit  Recht  eines 
hervorragenden  und  weitverbreiteten  Rufes.  Männer  wie  Döring, 
Schalze,  Regel,  Kries,  Uckert,  Rost,  Wüstemann  u.  A.  waren 
theils  gleichzeitig,  theils  successive  Bretschneider's  Lehrer.  Alle  diese 
Männer  waren  ausgezeichnete  Gelehrte.  Die  Anstalt,  an  der  sie  wirkten, 
hielt  sich  völlig  frei  von  der  Einseitigkeit,  nur  gute  Philologen  bilden 
zu  wollen.     Wenngleich  die  alten  Sprachen  stets  den  ersten  Platz  unter 
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den  Lehrgegenständen  einnahmen,  so  waren  doch  die  übrigen  Zwöge 
des  menschlichen  Wissens  nicht  weniger  berücksichtigt  nnd  treffliche  Vor- 
träge über  Geschichte,  Geographie,  Mathematik,  Physik  n.  s.  w.  gaben 
den  Schülern  viel  fach  Gelegenheit,  den  Geist  nnd  die  Haaptresnltate 
dieser  Wissenschaften  kennen  zn  lernen  nnd  sich  so  jene  Vielseitigkeit 
zu  erwerben,  welche  nn erlässliche  Bedingung  aller  wahren  Wissenschaft- 
lichkeit ist.  Auch  die  neueren  Sprachen,  als  die  französische,  englische 
nnd  italienische,  waren  nicht  vergessen,  und  durch  einen  beaondem  Cqt- 
sus  im  Hebräischen  war  dafür  gesorgt,  die  Schüler  mit  dem  Geiste  der 
morgenländischen  Sprachen  wenigstens  einigermassen  bekannt  zu  machen. 

Wahren  Nutzen  you  all'  diesem  Segen  hatte  allerdings  im  Grande 
nur  derjenige  Schüler,  welcher  den  Bestrebungen  der  Lehrer  selbstden- 
kend und  selbstthätig  entgegenkam.  Die  Lehrer  waren  nur  zum  kleinem 
Theil  zugleich  gute  Pädagogen.  Die  straffe  Disciplin  des  modernen 
Gymnasiums,  die  es  fertig  bringt,  selbst  den  Schwerfälligsten  und  Fsnl- 
sten  zuletzt  noch  auf  den  Standpunkt  anständiger  Mittelmässigkeit  em- 
porzuschrauben, herrschte  nicht  und  manches  pingue  ingenium  verkam. 
Dem  Strebsamen  dagegen  war  auch  Gelegenheit  gegeben,  sich,  ungestört 
in  seiner  Eigenart,  bis  zur  höchstmöglichen  Potenz  zu  entwickeln. 

Bretschneider  war  ein  strebsamer  Schüler,  ein  lebhafter,  offener 
Kopf,  doch  hatte  er  nicht  gleiche  Begabung  für  alle  Fächer,  neigte  viel- 
mehr  frühzeitig  vorwiegend  nur  den  Beal Wissenschaften,  insbesondere  der 
Mathematik  zu. '  Vor  der  Gefahr,  in  Einseitigkeit  zu  verfallen,  würde  ihn 
die  Schule  allein  nicht  bewahrt  haben;  dieselbe  abgewendet  zu  haben, 
ist  das  Verdienst  seines  Vaters.  Derselbe  griff  zwar  auch  während  der 
Gymnasialzeit  seines  Sohnes  selbstthätig  in  den  Unterricht  desselben  nie 
ein,  controlirte  jedoch  den  Entwickelungsgang  des  Knaben  aufmerksam. 
Weit  entfernt,  die  Liebhabereien  seines  Sohnes  zu  stören,  war  er  den- 
selben im  Gegentheil  in  vielfacher  Weise  positiv  förderlich;  mit  unerbitt- 
licher Strenge  hielt  er  jedoch  darauf,  dass  das  Studium  der  Geschichte 
und  der  Sprachen,  insbesondere  der  klassischen,  nicht  vernachlässigt 
werde.  Während  er  es  z.  B.  bereitwilligst  geschehen  Hess,  dass  der  Sohn 
Privatunterricht  in  der  Mathematik,  im  Situationszeichnen,  sogar  im  Feld- 
messen nahm  und  während  er  den  Hang  desselben  zu  mathematischer, 
physikalischer,  geographischer  Privatlecture  durchaus  nicht  störte,*  liess 
er  ihm  gleichzeitig,   ein  Zurückbleiben  des  Knaben  im  Lateinischen  be- 


*  Bretschneider  las  als  Schüler  seichte  ünterhaltangBlectare  fast  nie,  da- 
gegen alle  Werke  des  ebenerwähnten  Inhalts,  deren  er  nur  habhaft  werden  konnte. 
Sommer 's  „Qemälde  der  physischen  Welt*'  verschlang  er  mit  Andacht;  später 
gerieth  er  auf  Zach 's  „Geographische  Ephemeriden"  nnd  deren  Fortsetsong,  die 
„Monatliche  Correspondens".  Letztere  beiden  Werke  hat  er  sich,  um  deren  Inhalt 
sich  dauernd  zu  sichern,  eifrigst  excerpirt,  zum  Theil  ToUst&ndig  abgeschrieben. 
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merkend,  lange  Zeit  hindurch  besondere  Nachhilfe  in  dieser  Spri^he 
durch  den  ihm  eng  befreundeten  Döring  ertheilen. 

Zu  Gute  kam  Bretschneider  überhaupt  in  hohem  Grade  der  in- 
nige geistige  Verkehr,  in  welchem  sein  Vater  mit  den  meisten  Lehrern 
des  Gymnasiums  stand,  und  nicht  minder  seines  Vaters  eigene  umfas- 
sende wissenschaftliche  Bildung.  Bretschneider's  Vaterhaus  war  in 
Gotha  eine  Heimstätte  alles  höheren  geistigen  Lebens  in  Wissenschaft 
und  Kunst  —  nicht  zum  Mindesten,  was  die  Pflege  der  Musik  anlangt, 
zu  welcher  Bretschneider  frühzeitig  ein  erstaunliches  Talent  ent- 
wickelte* — ,  und  dass  diese  Atmosphäre  den  Knaben  acht  Jahre  lang 
gleichmässig  umgab,  hatte  die  äusserst  wohlthätige  Folge  für  ihn,  dass 
er  bei  seinem  Abgange  zur  Universität  gegen  alle  Einflüsse  niedrigen, 
oberflächlichen  und  materiellen  Wesens  vollständig  gefeit  war  und  tieferer 
Geistes-  und  Herzensbildung  sich  rühmen  konnte,  als  viele  seiner  Com- 
militonen. 

Auf  sein  Talent  für  die  Mathematik  zurückzukommen,  so  erkannte 
dasselbe  bald  der  hellblickende  Kries.  Er  war  es,  der  aus  Freundschaft 
für  den  Vater  des  Knaben  und  mächtig  angezogen  von  des  Letzteren 
regem  Eifer  ihm  bis  zu  seinem  Abgang  von  der  Schule  in  uneigennützig- 
ster Weise  privatim  förderlich  war  und  ihn,  bei  seinen  mathematischen 
Studien  besonders  thätig  eingreifend,  weit  über  die  Grenzen  hinaus- 
leitete, welche  der  Gymnasialunterricht  vernünftigerweise  sich  stecken 
konnte.  Die  zum  Theil  noch  vorhandenen  Elaborate  Bretschneider^s 
aus  jener  Zeit  weisen  nach,  dass  der  bei  seinem  Abgange  zur  Univer- 
sität kaum  18jährige  Jüngling  in  der  Mathematik  damals  bereits  auf 
einem  Standpunkte  stand,  der  das  Verhältniss  zwischen  ihm  und  Kries 
aus  dem  eines  Schülers  zum  Lehrer ,  fast  schon  in  das  zweier  vereint 
strebender  Jünger  der  Wissenschaft  verwandelt  gehabt  haben  muss.  Bret- 
schneider hat  Kries  bis  an  dessen  Lebensende  unveränderliche  Ehr- 
furcht gezollt  und  ihm  sein  erstes  grösseres  Werk  (das  „Lehrgebäude  der 
niederen  Geometrie^*)  „aus  Dankbarkeit  und  Liebe**  gewidmet. 

Die  Zeit  kam  heran,  wo  Bretschneider  zum  Abgang  von  der 
Schule   reif  war.     Eigentlich  schon    im  Octuber  1825  hätte  er  sich  zum 


*  Ein  redendes  Beispiel  für  die  oft  aufgestellte  Behauptung,  dass  Mathematik 
und  Masik  eng  verwandte  Dieciplinen  seien.  Für  Musikverständige  sei  hier  die 
Thaisache  mitgetheilt,  dass  Bretschneider  als  14jähriger  Knabe  in  den  öfl^ent- 
lichen  Abonnementsconcerten,  die  damals  im  Gasthof  „zum  Mohren''  in  Gotha  die 
dortige  musikalische  Welt  allwinterlich  regelmässig  vereinigten,  Compositionen 
wie  das  C7dw -Concert  von  Mozart  Nr.  17  und  das  Ddur- Concert  von  Aloys 
Schmidt  unter  dem  ungetheilten  Beifall  der  Sachkenner  zum  Vortrag  brachte.  Sein 
Vater  inhibirte  dieses  öffentliche  Auftreten  bald  aas  Besorgniss,  dass  einer  —  gar 
nicht  vorhandenen  —  Eitelkeit  des  Ejiaben  dadurch  Vorschub  geleistet  werden 
könne. 
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Abiturienten ezamen  melden  können.  Seines  jagendlichen  Alters  halber 
hielt  ihn  sein  Vater  indessen  bis  Ostern  1826  znrück,  wo  er  denn  du 
Examen  in  allen  Fächern  mit  Auszeichnung,  in  der  Mathematik  ganz 
vorztlglich  bestand. 

Nun  trat  ein  Wendepunkt  in  B  retschneid  er*  s  Leben  ein,  der  f&r 
seinen  ganzen  zukünftigen  Entwickelungsgang  von  tiefeinschneidender 
Bedeutung  war. 

Bretschneider*s  Vater  war  bei  alF  seinem  eminent  wissenschaft- 
lichen Sinne  doch  auch  ein  praktischer,  so  zusagen  auf^s  Nüchterne  ge- 
stellter Kopf  —  ein  Dualismus,  der  ihm  selbst  in  seiner  Lebensstellnng 
die  schönsten  Früchte  getragen,  seinen  Sohn  aber  entschieden  geschädigt 
hat.  Wohl  mag  der  abgehende  Jüngling  den  Wunsch  geäussert  haben, 
sich  seiner  Lieblingswissenschaft  und  den  ihr  verwandten  Disciplinen  voll 
widmen  zu  dürfen  —  Genaueres  ist  hierüber  nicht  bekannt  — ;  sein 
Vater  aber  —  dies  steht  fest  —  glaubte,  dass  vor  allen  Dingen  ein  so- 
genanntes Brod Studium  betrieben  werden  müsse,*  und  ein  solches  ver- 
mochte er  im  Studium  der  Mathematik  nicht  zu  erkennen.  Er  hatte 
damit  zwar  so  absolut  Unrecht  nicht.  Die  Realwissenschaften  lagen 
damals  noch  sehr  im  Argen,  Derjenigen,  denen  es  gelungen  war,  ander 
Hand  derselben  eine  nach  damaligen  Begriffen  sichere  und  angesehene 
Stellung  zu  erlangen,  waren  verhältnissmässig  nicht  viele.  Doch  beging 
Bretschneider's  Vater  den  doppelten  Fehler,  dass  er  einerseits  das  auch 
damals  schon  für  den  Unbefangenen  deutlich  wahrnehmbare  Wachsen 
der  Bedeutung  der  Realien  vollständig  übersah  und  andererseits  das 
Talent  seines  Sohnes  für  dieselben  weit  unterschätzte.  Auf  die  ihm  nn- 
sicher  scheinenden  Erfolge  des  Letzteren  mochte  er  nicht  Alles  geradezu 
ausgesetzt  sehen,  sondern  war  der  Meinung,  dass  sein  Sohn  zunächst 
auf  möglichst  rasch  zum  Ziele  führende  Weise  irgend  eine  Staatsstelle 
zu  erlangen  suchen  müsse,  wobei  er  sich  der  Hoffnung  schmeichelte,  dass 
gerade  die  Bewandertheit  desselben  in  den  Realwissenschaften  ihn  der- 
maleinst ganz  besonders  befähigen  werde,  eine  höhere  Stellung  in  einem 
Staatswesen  mit  Erfolg  auszufüllen.  ,,Mein  Sohn  hat  die  schönsten 
Kenntnisse  zu  einem  Regierungsrath*^  war  eine  wohlverbürgte  Aeussemng 
von  ihm  im  vertrauten  Freundeskreise.  Aus  diesen  Erwägungen  hertos 
legte  er  dem  Sohne  ans  Herz  —  um  nicht  zu  sagen :  schrieb  ihm  vor  — , 
die  Rechtswissenschaft  zu  studiren;  dann  werde  es  ihm,  so  meinte  er, 
nicht  fehlen  können.  Und  der  Sohn?  Er  ordnete  sich  dem  bestimmt 
geäusserten  Willen  des  von  ihm  hoch  und  wahrhaft  verehrten  Vaters  unter. 

Alte  Anhänglichkeit  an  sein  Vaterland  Sachsen ,  zahlreiche  Bekannt- 
schaften unter  der  Gelehrtenwelt  Leipzigs  und  andere  Umstände  privater 


*  Bret8chneider*8  Vater   bezog  zwar  einen  ansehnlichen  Gehalt,  besaN 
jedoch  eigenes  Vermögen  nicht. 
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Natur  beatimmten  den  Vater,  die  Musenstadt  an  der  Pleisse  als  diejenige 
üniversitfit  auszuwählen,  die  der  Sohn  beziehen  sollte.  Hier  fand  sich 
noch  ein  Hindernias.  Wer  damals  in  einem  thüringischen  Staat  emesti- 
niscber  Linie  angestellt  werden  wollte,  musste  die  Landesuniversität  Jena 
besuchen  oder  einen  nicht  leicht  zn  erlangenden  Dispens  erwirken.  Letz- 
teres wurde  dem  Vater  bei  seinem  Einfluss  auf  die  höchsten  Stellen  nicht 
schwer;  der  Form  Rechnung  zu  tragen,  Hess  er  den  Sohn  in  Jena  als  Studio- 
sus juris  immatriculiren  und  dann  zog  Letzterer,  mit  der  Jenenser  Matrikel 
nnd  dem  Dispens  in  der  Tasche,  nach  Leipzig.  Hier  Hess  ersieh  noch- 
mals immatriculiren.  £r  hatte  den  ernstlichen  Willen,  sich  seinem  Vater 
zu  Liebe  zum  Juristen  auszubilden,  dabei  aber  den  Hintergedanken, 
nebenbei  seine  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Studien  der- 
art fortzutreiben ,  daaa  er  nöthigenfalls  immer  noch  im  Stande  sein  würde, 
bei  sich  bietender  Gelegenheit  „umzusatteln".*  Ein  wahrhaft  heroiscber 
EDtschluaa,  dem  die  ebenso  heroische  Ausführung  frischweg  folgte!  Cha* 
rakteristisch  ist  in  dieser  Beziehung,  was  Bretschneider  in  einer  yor- 
liegenden  Aufzeichnung  aus  dem  Jahre  1835  (wo  er  die  juriatiache  Car- 
ri^re  definitiv  verlieaa)  von  eich  aagt: 

„Muaaten  nun  auch  infolge  dieaea  Entachluaaes  die  mathematischen 
und  naturwissenschaftlichen  Studien  gegen  die  juristischen  in  den  Hin- 
tergrund treten,  so  konnte  ich  mich  doch  keineswegs  entachlieasen,  sie 
gleich  aufzugeben ;  vielmehr  diente  mir  die  Beschäftigung  mit  denselben 
dazu,  mich  von  den  mühseligen  juristischen  Studien  zu  er- 
holen  und  neue  Kräfte  zu  neuen  Anstrengungen   zu  sam- 
meln.'* 
Bretschneider  hörte  mit  Fleiss  und  Erfolg  sämmtliche  vorgeschrie- 
bene juristische  Collegien   und   noch   mehr,   als  dieae,*   denn   aehr  bald 
stand  bei  ihm  die  Idee  feat,  aich  nach  absolvirter- Universitätszeit  —  es 
waren   von  vornherein  vier  Jahre  zum  Studium  bestimmt  —  als  Docent 
in   der  juriatiachen  Facultät  zu   habilitiren.     Er  fürchtete,    bei  dereinati- 
gem  Eintritt  in   den   praktiachen  Juatizdienat  Zeit  nnd  Gelegenheit  zu 
verlieren,  aeinen  Lieblingastudien  so,  wie  es  ihm  Bedürfniss  war,  nebenbei 
obliegen   zu  können,   wollte   zu  letzterem  Endzwecke  jedenfalls  mit  der 
belebenden  Atmoaphäre   der  Leipziger  Hochachule   in  Berührung  bleiben 
nnd  trug  aich  mit  der  Hoffnung,   endli(;h  noch  einen  Anlaaa  zu  finden, 
aas  der  juriatiachen  in  die  philosophische  Facultät  überzugehen.     Nur  in 
den   ersten  Semestern   seines  Leipziger  Aufenthalts  hörte  er  neben  den 
juristischen  noch  andere  Gollegia,   namentlich  Differential-  und  Integral- 
rechnung bei  Brandes,  Weltgeschichte  bei  Beck,  auch  einen  vollstän- 


*  Adolph  Schilling,  Otto,  Heimbach,  Stöckhaittt,  Bruno  Schil- 
^ingi  Weiske,  Weisse,  Held,  Elien,  Einert,  POlitz  waren  seine  Univerai- 
tätsiehrer  auf  jurifitiachem  und  staatawiasenachafbiichem  Gebiete. 
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digen  Cnrsus  der  Philosophie  bei  Krug;  später  innsste  er  dies  der  Col- 
lision  mit  den  juristischen  Collegien  halber  aufgeben  und  studirte  ledig- 
lich privatim  in  der  Mathematik  und  den  verwandten  Disciplinen  weiter, 
dabei  beständig  berathen  und  unterstützt  von  Brandes,  der  auf  den  talent- 
vollen Studenten  besonders  aufmerksam  geworden  war,  von  seinen  Plänen 
bald  Kenntniss  erlangte,  ihm  seine  bedeutende  Bibliothek  zur  unbeschränk- 
ten Verfügung  stellte  und  seine  Häuslichkeit  erschloss.  Zwischen  Beiden 
stellte  sich  nach  und  nach  ein  sehr  angenehmes  Verhältniss  her,  ähnlich 
wie  das  zwischen  Bretschneider  und  Kries,  anmuthender  noch  um 
deswillen,  weil  Brandes  und  dessen  hochgebildete  Gattin  den  jungen 
Studenten  auch  in  seinem  Privatleben  in  höchst  taktvoller  und  späterhin 
oft  von  ihm  gerühmter  Weise  leiteten  und  zu  feineren  Lebensanschau- 
ungen  und  Umgangsformen  unmerklich  heranbildeten. 

Gedacht  muss  hier  auch  der  Beziehungen  Bretschneider's  au  dem 
Astronomen  Möbius  werden.  Bei  diesem  hatte  Bretschneider  im 
ersten  Semester  schon  belegt;  das  betreffende  Golleg  kam  jedoch  nicht 
zu  Stande.  Dagegen  nahm  Möbius  Gelegenheit,  Bretschneider  bei 
dessen  Besuchen  auf  der  Leipziger  Sternwarte  persönlich  an  sich  heran- 
zuziehen ,  gewann  ihn  lieb ,  Hess  ihn  nach  Belieben  in  der  Bibliothek  der 
Sternwarte  schalten  und  hat  ihm  sein  Wohlwollen  vielfach  in  fSrdersamer 
Weise  bethätigt. 

Mit  welchem  Erfolge  Bretschneider  trotz  angestrengter  Thätigkeit 
auf  dem  Felde  der  Juristerei  seinen  Privatstudien  oblag,  dafür  zwd  Bei- 
spiele. Schon  im  ersten  Universitätsjahre  siegte  er  bei  einer  mathemati- 
schen Preisbewerbung  —  um  das  sogenannte  Trier* sehe  Stipendium  im  Be- 
trage von  300  Thalern  —  %ber  einen  Concurrenten ,  einen  armen  Stu- 
denten aus  Freiberg  in  Sachsen ,  dem  er  indess  generöserweise  die  Hälfte 
der  genannten  Summe  Überliess.  Und  ferner:  im  Sommer  1827  emaonte 
ihn  die  philosophische  Facultät  auf  Brandes'  und  Möbius'  Vorschlag 
nach  erfolgtem  Ableben  des  damaligen  Adjuncten  an  der  Univeraitäts- 
sternwarte  zu  dessen  Nachfolger  —  eine  Stelle,  welche  Bretschneider 
jedoch  auf  ausdrücklichen  Befehl  seines  Vaters,  der  von  der  Bedeutung 
derselben  wohl  eine  ganz  falsche  Vorstellung  haben  mochte  (sie  war  aUer- 
dings  nur  mit  180  Thalern  dotirt)  refüsiren  musste.  Traurigen  Herzens 
gab  Bretschneider  die  diesbezügliche  Erklärung  ab;  sein  Eifer  für  seine 
Lieblings  Wissenschaften  wurde  jedoch  dadurch  keineswegs  geschwächt. 

Die  vierjährige  Studienzeit  neigte  zu  Ende  und  Bretschneider 
ging  daran,  sich  als  Docent  zu  habilitiren,  zu  welchem  Schritte  er  die 
Genehmigung  seines  Vaters  übrigens  für  sich  hatte.  Es  ward  daau  die 
Würde  eines  Baccalaureus  der  Rechte  erfordert,  welche  nur  durch  eine 
öffentliche  Disputfjtion ,  sowie  durch  ein  mündliches  und  schriftliches  Exa- 
men in  den  Rechtswissenschaften  erworben  werden  konnte.  Allen  diesen 
Erfordernissen  genügte  Bretschneider  und  am  5.  Juli  1830  wurde  er 
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von  der  Jnristenfacaltät  zum  Baccalanreus  beider  Rechte  creirt,  znm 
köDigl.  säeheischen  Notar  ernannt  und  anter  die  Zabl  der  akademischen 
Docenten  aufgenommen.  Von  Michaelis  an  hielt  er  nunmehr  öffentliche 
Vorlesungen  über  römische  Staats-  und  Rechtsgeschichte,  ingleichen  Über 
dentsches  Recht  und  Lehnrecht,  und  obschon  die  Concurrenz  in  der 
juristischen  Facultflt  nicht  unbedeutend  war,  fanden  dieselben  doch  ihr 
Auditorium  und  wurden  mehrere  Semester  hindurch  regelmässig  fort- 
gesetzt. Nur  ein  beiläufiger  Act  war  es,  dass  Bretschneider  sich  im 
Winter  1830  auf  1831  um  das  Auditoriat  beim  köuigl.  sächsischen  Ober- 
hofgericht zu  Leipzig  bewarb.  Er  erhielt  dasselbe,  wurde  am  1.  Februar 
1831  verpflichtet,  ist  jedoch  in  dieser  Stellung  wenig  in  Anspruch  genom- 
men worden.  Neben  seiner  Thätigkeit  auf  dem  juristischen  Katheder  fand 
Bretschneider  wieder  mehr  Muse,  als  bisher,  um  Mathematik,  Physik 
u.  8.  w.  zu  betreiben.  Namentlich  setzte  er  den  Unterricht  in  diesen 
Wissenschaften  fort,  den  er  auf  Brandes'  Anrathen  bereits  seit  1829 
einzelnen  Studirenden  und  Gymnasiasten  ertheilt  hatte ,  um  auf  alle  Fälle 
auch  einigermassen  für  das  Lehrfach  in  diesen  Dingen  sich  auszubilden. 

So  war  Alles  eingeleitet,  um  eine  sich  bietende  Gelegenheit  zum 
Uebertritt  in  die  philosophische  Facultät  beherzt  am  Schöpfe  zu  fassen. 
Bretschneider  hatte  sogar  bereits  Schritte  gethan,  sich  die  Doctor- 
würde  zu  erwerben,  als  er  infolge  des  längst  empfundenen  Einflusses 
des  Leipziger  Klimas,  sowie  der  mit  seiner  Habilitation  verbunden  ge- 
wesenen ausserordentlichen  körperlichen  und  geistigen  Anstrengungen  in 
eine  langwierige  Krankheit  (das  Wechselfieber)  verfiel,  die  ihn  nöthigte, 
gegen  Ende  des  Jahres  1831  nach  Gotha  zurückzukehren,  wo  er  ärzt- 
licherseits den  Bescheid  erhielt:  nur  eine  längere  gänzliche  Entfemupg 
von  Leipzig  vermöge  seine  Wiederherstellung  zu  bewirken. 

Dies  war  eine  der  härtesten  Prüfungen,  die  Bretschneider  in 
seinem  Leben  betroffen  haben.  Nur  widerstrebend  fügte  er  sich  und  trat 
auf  Betreiben  seines  Vaters,  der  in  dieser  Beziehung  sehr  eigenmächtig 
vorging,  zu  Ostern  1832  als' Auditor  in  das  herzogl.  Justizcollegium  zu 
Gotha  ein.  Seine  neue  Stellung  war  allerdings  mit  einer  nicht  unbedeu- 
tenden Menge  von  Arbeiten  verknüpft,  doch  waren  diese  minder  wich- 
tiger Art  und  er  behielt  mehr,  alt  er  vermnthet  hatte ,  Zeit  zu  fortgesetz- 
ten Studien  in  seinen  LieblingsHtchem  übrig.  In  jener  Zeit  war  es,  wo 
Bretschneider  neben  seinen  Amtsgeschäften  ganz  besonders  eifrig  und 
abgeschlossen  von  der  Aussen  weit  seinen  inneren  Neigungen  folgte  und 
zuerst  verschiedene  Aufsätze  für  den  Druck  ausarbeitete,  welche  zum 
Theil  im  Grell  ersehen  „Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathe- 
matik^' erschienen  sind  (s.  den  Anhang).  Daneben  ertheilte  er  fort  und 
fort  Privatunterricht  in  der  Mathematik  und  nahm  hierbei  Gelegenheit, 
mannigfache  Versuche  über  die  zweckmässigste  Methode  des  Vortrags  in 
dieser  Wissenschaft  anzustellen. 
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Die  einzige ,  ihm  sehr  wohlthätige  Unterbrechang  dieses  bis  Michaelis 
1835  fortgesetzten  Stilllebens  bestand  in  einer  Reise  nach  der  Schweis, 
welche  sein  Vater  im  Sommer  jenes  Jahres  anlässlich  des  Genfer  Eefor- 
mationsjabiläums  ansführte  and  bei  welcher  er  sich  von  seiner  Fran,* 
seinem  ältesten  Sohne  und  einer  Tochter  begleiten  Hess. 

Mehr  als  je  widerte  Bretschneider  nach  seiner  Rückkehr  die 
Juristerei  an  und  er  wagte  es  endlich,  seinfm  Vater  bestimmte  desfall- 
sige  Andeutungen  zu  machen.  Doch  dieser  war  taub  gegenüber  den 
Klagen  seines  Sohnes  und  »drang  heftiger  als  bisher  darauf,  dass  das 
Referendarexamen,  zu  welchem  derselbe  sich  bereits  vor  Antritt  der 
schweizer  Reise  hatte  melden  müssen,  fördarsamst  erledigt  werde.  Wie 
es  scheint,  sind  Bretschneider  bei  demselben  mancherlei  kleintiche 
Schwierigkeiten  in  den  Weg  gelegt  worden ,  die  Sache  rückte  nicht  recht 
vorwärts,  der  Vater  drängte,  der  Sohn  wurde  immer  missmuthiger  und 
Alles  spitzte  sich  mehr  und  mehr  zu  einer  endlichen  Katastrophe  zu. 

Da  trat  ein  Zufall  lösend  ein. 

Bretschneider*s  früherer  Lehrer  Kries  musste  wegen  eintreten- 
der Beschwerden  des  Alters  zu  Michaelis  1835  seine  Unterrichtsstunden 
am  Gothaischen  Gymnasium  aufgeben. '  Ein  Vertreter  war  nicht  sogleich 
zu  finden ,  tüchtige  Mathematiker  waren  damals  eben  ausserhalb  der  Uni- 
versitätsstädte selten.  Bretschneider,  die  Unmöglichkeit  einsehend, 
nach  Leipzig  zurückkehren  zu  können  und  in  der  juristischen  Praxis  sich 
nachgerade  vollständig  unglücklich  fühlend,  glaubte  die  Gelegenheit,  als 
Hilfslehrer  am  Gymnasium  eintreten  zu  können,  nicht  versäumen  zu  dür- 
fen, wiegte  sich  in  der  Hoffnung,  das  Provisorium  mit  Kries^  eigener 
Unterstützung  bald  in  ein  Definitivum  übergeleitet  zu  sehen,  und  ver- 
traute sich  dem  Hausarzt  seines  Vaters ,  dem  hochverdienten  Hofrath  Dr. 
Kerst  in  Gotha,  an.  Dieser  hatte  schon  lange  mit  stillem  Bangen  za- 
gesehen,  wie  der  junge  Mann  sich  marterte,  seinem  juristischen  Berufe 
invita  minerva  Genüge  zu  thun,  und  dabei  seine  Gesundheit  untergrab. 
Jetzt  trat  er  mit  der  Erklärung  an  den  Vater  heran:  „Wenn  Sie  nicht 
wollen,  dass  Ihr  Sohn  in  einigen  Jahren  zu  Grabe  getragen  wird,  so 
lassen  Sie  ihm  freien  Lauf,  seinen  innersten  Neigungen  zu  folgen;  ausser- 
dem stehe  ich  für  Nichts!*'  Bretschneider 's  Vater  erschrak.  Er  wil- 
ligte, wenn. auch  ungern  und  missmuthig,  darein,  dass  sein  Sohn  den 
Justizdienst  quittirte  und  sich  zur  Uebemahme  der  Kries 'sehen  Lehr- 
stunden meldete.  Die  Genehmigung  des  Gesuches  stiess  auf  keinerlei 
Schwierigkeiten,  Bretschneider  wurde  zu  Michaelis  1835  durch  den 
damaligen  Oberhofprediger  Dr.  Jacobi  am  Gymnasium  zu  Gotha  ab 
Hilfslehrer  eingeführt  und  sofort  stellte  sich  seine  enorme  Begabung  ffir 
den  Unterricht  so   augenfällig  heraus,   dass  selbst  sein  Vater  überzesgt 


*  Der  zweiten;  Bret schneiderte  Mutter  war  1833  verstorben. 

Digitized  by  VjOOQIC 


Carl  Anton  Bretaclineider.  81 

warde  nnd. aufborte,  ihm  die  Misslichkeit  des  Berufswechselg  vorzuhalten. 
„Mein  Sohn  ist  an  seinem  Platze!**  war  seine  Aeusserung,  als  er  zum 
ersten  Male  in  seiner  Eigenschaft  als  Ephorus  des  Gymnasiums  den  Sohn 
öffentlich  hatte  examiniren  hören. 

Die  obenerwähnten  Abbandlungen  Bretschneider's  im  Crelle- 
schen  Journal  hatten  inmittelst  bereits  die  Aufmerksamkeit  fachmänni- 
scher Kreise  erregt  und  wurden  Veranlassung,  dass  an  den  genannten 
Jacobi  im  Winter  1835  auf  1836  von  Kurhessen  aus  der  Auftrag  erging, 
zu  sondiren,  ob  der  Verfasser  geeignet  und  geneigt  sei,  die  erledigte 
Stelle  eines  .Professors  der  Mathematik  am  Gymnasium  zu  Bioteln  zu 
übernehmen.  Auf  Jacobi*s  Rath  reiste  Bretschneider  persönlich 
Dach  Binteln;  die  Sache  zerschlug  sich  jedoch  aus  äusserlichen ,  hier  nicht 
interessirenden  Gründen.  Dagegen  bot  sich  gleich  darauf  eine  andere 
Gelegenheit  für  Bretschneider,  ein  seinen  Neigungen  entsprechendes 
sicheres  Unterkommen  zu  finden. 

Gegen  Ende  1835  gedieh  der  Plan  der  Errichtung  einer  Bealschule 
höherer  Ordnung  in  Gotha  zur  Reife.  Die  Anstalt  sollte  mit  drei  Glassen 
zu  Ostern  1836  eröffnet  werden.  Es  war  die  Stelle  eines  Lehrers  der 
Mathematik  und  Geographie  zu  besetzen.  Bretschneider,  schnell  ent- 
schlossen, bewarb  sich  um  dieselbe.  Er  hatte  nur  einen  Mitbewerber. 
Ad  competenter  Stelle  wurde  für  ihn  entschieden  und  dem  jetzt  voll  in 
die  Waagschale  geworfenen  Einfluss  seines  Vaters,  verbunden  mit  dem 
ehrlichen  Lobe,  das  seiner  Befähigung  zum  Unterricht  Seiten  des  Lehrer- 
collegiums  am  Gymnasium  ertheilt  wurde,  verdankte  er  die  Anstellung 
als  erster  Lehrer  an  der  gedachten  Anstalt  mit  dem  Titel  „Professor*'* 
und  sah  sich  auf  diese  Weise  unerwartet  mit  einem  für  damalige  Zeiten 
auskömmlichen  Gehalt  von  500  Thalern  in  einer  Stellung,  welche  seinen 
Wünschen,  nachdem  er  auf  die  akademische  Garri^e  verzichtet  hatte, 
zunächst  vollständig  entsprach. 

Der  Missklang  zwischen  Vater  und  Sohn  war  für  immer  beseitigt, 
nnd  wenn  irgend  Etwas  Bretschneider  als  einen  ethisch  reinen,  wahr- 
haft selbstlosen  Charakter  zu  kennzeichnen  im  Stande  ist,  so  ist  es  dies, 
dass  diese  Aussöhnung  einen  Stein  von  seiner  Seele  nahm,  dass  er  sei- 
nem Vater  nie  mit  einem  Worte,  nie  mit  einer  Andeutung  nahe  gelegt 
bat,  dass  dessen  eiserner  Wille  ihm  manches  Jahr  aufreibender,  verlore- 
ner Geistesarbeit  aufgebürdet  hatte,  dass  er  seinem  Vater  vielmehr  bis 
an  dessen  Lebensende  (1848)  mit  kindlicher  Verehrung  zugetban  war  und 
oft  und  gern  rühmte,  was  er  ihm  in  Wahrheit  auch  zu  verdanken  hatte 
"^  jene  allseitige  Bildung,  die  ihm  äussere  Glücksgüter  zwar  nie  ein- 
gebracht, dagegen  hohe  innere  Befriedigung  gewährt  und  weit  über  den 


*  Ohne  weiteres  Examen.   Das  Prüfongswesen  im  höheren  Schalfach  entbehrte 
damals  in  Gotha  überhaupt  noch  g&nzlich  der  gesetzlichen  Begelang. 
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geistigen  Standpunkt  Vieler  emporgehoben  hat,  die  das  Leben  in  der 
Folge  in  seine  Nttbe  stellte. 

Bretschneider  lebte,  wie  sieh  leicht  denken  iXsst,  vollstindig 
neu  auf.  Seine  Gesundheit  kräftigte  sich ,  er  verheiratbete  sich  noch  im 
Jahre  1836.  Glückliche  Beziehungen  zum  elterlichen  und  schwiegerelter- 
lichen Hause  und  vielleicht  auch  die  Furcht  vor  dem  Leipziger  Klimt 
Hessen  ihn  1838  einen  Ruf  als  Professor  der  Mathematik  an  der  Nicolai- 
schule  zu  Leipzig  ausschlagen,  das  Interesse  an  der  Anstalt,  der  er  an- 
gehörte, in  derselben  Zeit  eine  Vocation  an  das  Gothaiscbe  Gymnasimn. 
Neben  seinem  Lehrerberuf,  dem  er  mit  Feuereifer  oblag,  ^chriftstellerte 
er  fortab  fleissig.  Eine  ganze  Reihe  von  Aufsätzen  inserirte  er  dem 
damals  ins  Leben  getretenen  Grunert'schen  „Archiv*^  und  dieadben 
haben  zur  Begründung  des  Rufes  dieser  Zeitschrift  nicht  unerheblich  bei- 
getragen. Auch  eine  höchst  praktische  „Productentafel**  gab  er  in  jener 
Zeit  heraus  (s.  den  Anhang). 

Im  Jahre  1839  wurde  er  ständiger  Mitarbeiter  der  Darmstädter  „All- 
gemeinen Schulzeitung*^  hat  jedoch  die  Thätigkeit  an  diesem  Blatte, 
dessen  Zwecke  mit  seinen  Neigungen  weniger  zusammenfielen,  bald  wie- 
der eingestellt. 

Im  Jahre  1844  erschien  sein  erstes  grösseres  Werk,  das  „Lehr- 
gebäude der  niederen  Geometrie*'  (Jena,  bei  Friedrich  Frommann).  Von 
kundiger  Seite  ist  wohl  behauptet  worden ,  dass  dieses  Buch  weniger  ein 
Lehrbuch  für  Anfänger,  als  ein  Handbuch  zum  Selbststudium  für  Solche 
sei,  die  zur  Mathematik  von  innen  heraus  und  durch  das  Talent  getrie- 
ben würden.  Wohl  mag  es  mehr  enthalten,  als  gemeiniglich  von  den 
Lehrern  der  Mathematik,  namentlich  auf  Gymnasien,  den  Schülern  ge- 
boten zu  werden  pflegt  und  geboten  werden  darf,  auch  mag  dasselbe 
wesentliche  AbweiclMingen  von  dem  bis  dahin  üblich  Gewesenen  über- 
haupt enthalten.  Doch  ist  zu  bedenken,  dass  Bretschneider  bei  Ab- 
fassung des  Buches  aus  äusseren  Gründen  sich  vielfach  den  Anschau- 
ungen seines  Directors,  des  nunmehr  verstorbenen  Dr.  Traugott  Mül- 
ler, unterordnen  musste,  und  dass  doch  auch  aus  dem  Buche  selber  flir 
den  Sachverständigen  ohne  Weiteres  hervorgeht,  dass  der  Verfasser  in 
demselben  zunächst  dem  Lehrer  in  streng  systematischer  Folge  den  n 
verarbeitenden  Stoff  vollständig  darbieten  wollte,  dabei  aber  voraussetzte, 
dass  der  Masse  der  Schüler  nur  das  leicht  auszuscheidende  Allgemeine 
deducirt,  die  Fülle  der  zum  Theil  höchst  feinen  Einzelheiten  aber  ledig- 
lich dem  —  nöthigenfalls  privaten  —  Austausch  zwischen  dem  Lehrer 
und  den  strebsamen  und  talentvolleren  Schülern  vorbehalten  blei- 
ben müsse. 

Als  Curiosum  sei  hier  erwähnt,  dass  Bretschneider  in  späte- 
ren Jahren  mit  einer  Art  von  Behagen  constatirt  hat,  wie  Abschnitte 
aus   den  „Erweiterungen**  betitelten  Theilen  seines  Baches  sammt  allen 
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Druckfehlem  in  einem  Programm  des  Oymnasiama  eines  entlegenen  Oanes 
iDseres  Vaterlandes  als  selbstständiges  Elaborat  des  dortigen  Mathemati- 
cers  fignrirten,  dass  er  in  seiner  Ontmüthigkeit  aber  nnr  erklärte:  „Was 
nag  der  Hecht  für  eine  Freude  gehabt  haben,  als  er  seine  Angst  los 
var!*'  und  der  Sache  nie  wieder  Erwähnung  that. 

Bretschneider^ 8  Lehrerstellung  brachte  es  mit  sich,  dass  er  auch 
D  der  Geographie  auf  schriftstellerischem  Gebiet  sich  regte.  Zunächst 
:a  seiner  eigenen  Bequemlichkeit,  um  lästiger  Dictate  tiberhoben  zu  sein, 
rerfasste  er  1847  einen  kleinen  „Leitfaden  für  den  geographischen  Unter- 
icht  an  Gymnasien  und  Realschulen**  (Gotha,  bei  Justus  Perthes)  und 
raf  damit  yom  pädagogischen  Standpunkte  aus  das  Richtige  so  sehr,  dass 
las  Werkchen  bis  auf  die  neueste  Zeit  herab  eine  ganze  Reihe  von  Auf- 
agen  erlebte  und  den  Namen  des  Verfassers  bei  einer  grossen  Anzahl 
roD  Schulanstalten  einbürgerte. 

Ziemlich  in  dieselbe  Zeit  fällt  als  Frucht  seiner  zeitweisen  Verwen- 
Inng  im  Geschichtsunterricht  das  Erscheinen  seiner  „Historischen  Wand- 
karte, das  Zeitalter  der  Reformation  darstellend**  (ebenfalls  bei  Justus 
Perthes),  eine  Arbeit,  welche  sich  des  Beifalls  einer  nicht  geringen  An- 
zahl von  Pädagogen  erfreute  und  welcher  im  Jahre  1856  in  demselben 
i^erlage  der  „Historisch -geographische  Wandatlas  nach  Carl  v.  Spruner** 
olgte.  Von  letzterem  Werke  besorgte  der  Herausgeber  die  zweite  Auf- 
age  im  Jahre  1876,  die  letzte  wissenschaftliche  Arbeit,,  die  er  vor  seinem 
Tode  zum  Abschluss  gebracht  sah.  Mit  Justus  Perthes*  geographischer 
instalt  stand  Bretschneider  überhaupt  während  seines  Lebens  stets 
Q  regstem  Verkehr.  Den  verstorbenen  Chefs  derselben,  Wilhelm  und 
Bernhard  Perthes,  war  er  persönlich  befreundet  und  hat  mehr  als  eine 
Arbeit  im  Auftrag  der  Anstalt  ausgeführt ,  so  z.  B.  die  Redaction  des 
Textes  von  Barth* s  Reise  nach  dem  centralen  Afrika  u.  A.  m. 

Auch  mit  anderen  Gelehrten,  namentlich  Mathematikern,  unterhielt 
Bretschneider  regen  geistigen  Verkehr  und  ganz  besonders  fruchtbar 
tir  ihn  war  sein  Umgang  mit  dem  berühmten  Analytiker  C.  G.  J.  Jacobi, 
1er  1849  seinen  Wohnsitz  in  Gotha  aufschlug,  auf  Bretschneider*s 
lamalige  Studienrichtung  erheblichen  Einfluss  ausübte  und  ihn  persönlich 
toch  schätzte.  Eine  verdienstvolle  und  originelle  Abhandlung  Bret- 
chneider's  in  Crelle's  Journal  (vergl.  den  Anhang  sub  II,  20)  ist 
luf  Jacobi*s  directe  Anregung  entstanden.  Jacobi^s  bald  darauf  er- 
folgter jäher  Tod  versetzte  Bretschneider  in  tiefe  Trauer. 

Im  Jahre  1856  veröffentlichte  Bretschneider  sein  „System  der 
Arithmetik  und  Analysis^'  (Jena,  bei  Friedrich  Mauke),  ein  Buch  von 
merkanntem  Werthe,  in  welchem  Das,  was.  hier  und  da  am  „Lehr- 
gebäude der  niederen  Geometrie**  getadelt  worden,  in  glücklicherweise 
•vermieden  ist,  während  dasselbe  doch  den  imponirend  streng  wissen- 
tchaftlichen   Gang  jenes  Erstlings-  und  Lieblingswerkes  des  Verfassers 
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abermals ,  nur  in  glücklicherer,  knapper  gewählter  Form  voUwiegend  snr 
Geltung  bringt. 

Im  nämlichen  Jahre  widerfahr  Bretschneider  die  Ehre,  zum  wirk- 
lichen Mitgliede  des  natarwissenschaftlichen  Vereins  für  Sachsen  und 
Thüringen  in  Halle  ernannt  zu  werden. 

Bis  zum  Jahre  1870  erschien  ein  neues  grösseres  Werk  aus  Bret- 
schneider's  Feder  nicht  wieder.  Nichtsdestoweniger  widmete  er  auch 
in  dieser  Periode  seines  Lebens  die  Zeit,  welche  ihm  der  eigentliche 
Beruf  übrig  Hess,  unausgesetzter  wissenschaftlicher  Thätigkeit.  Abgesehen 
davon ,  dass  er  die  verschiedenen  sich  nöthig  machenden  neuen  Auf  lagen 
seines  geographischen  Leitfadens  besorgte  und  verschiedene  zerstreute 
Abhandlungen  schrieb,  arbeitete  er  nach  und  nach  eine  zweite  Auflage 
seines  „Lehrgebäudes  der  niederen  Geometrie'*  aus,  welche  zwar  bei 
seinen  Lebzeiten  nicht  zur  Publication  gelangt  ist,  jedoch  im  Manuscript 
druckfertig  vorliegt  und  eine  zum  Theil  gänzlich  veränderte  Bearbeitung 
und  Anordnung  des  Stoffes  nachweist,  und  bereitete  vor  allen  Dingen 
sein  letztes,  geradezu  epochemachendes  Werk  vor,  das  1870  bei  B.  6. 
Teubner  in  Leipzig  erschienene  Buch:  „Die  Geometrie  und  die  Geometer 
vor  Euklides,  ein  historischer  Versuch",  eine  Schrift,  welche  Bret- 
schneider allezeit  einen  geachteten  I^amen  in  der  mathematischen  Welt 
sichern  wird. 

Die  Entstehungsgeschichte  dieses  Buches  weist  auf  die  Schicksale 
der  Anstalt  zurück,  bei  welcher  Bretschneider  im  Jahre  1836  als 
Lehrer  eintrat. 

Das  „Realgymnasium**  (dies  war  der  officielle  Titel  der  Anstalt) 
bestand  bis  zum  Jahre  1859  als  selbstständiges  Bildungsinstitut  fort,  war 
bis  dahin  allmälig  zu  einer  sechsclassigen  Anstalt  erweitert  worden  nnd 
4iatte  einmal  das  Directorat  gewechselt;  im  Jahre  1844  nämlich  hatte 
dasselbe  an  Stelle  des  einem  Kufe  nach  Wiesbaden  folgenden  Dr.  Tran- 
gott Müller  der  bisherige  Director  der  höhern  Bürgerschule  zu  Aschers- 
leben,  Friedrich  Wilhelm  Looff,  übernommen.  Eine  Reihe  theib 
eigenthümlicher  Umstände,  deren  Darlegung  in  eine  Geschichte  der  An- 
stalt, nicht  in  diese  Zeilen  gehört,  veranlasste  das  herzogl.  Staatemini- 
sterium zu  Gotha  im  Jahre  1859,  die  Anstalt  mit  dem  „Gelehrten  Gjm- 
nasium**  zu  einem  Ganzen  unter  dem  Namen  „Gymnasium  Ernestinnm" 
und  unter  dem  Directorat  des  aus  Posen  berufenen  Dr.  Joachim  Mar- 
quardt,  eines  Philologen  von  anerkanntem  Rufe,  zu  verbinden.  Bret- 
schneider kam  von  diesem  Zeitpunkte  ab  wieder  in  innigere  Berührong 
mit  einer  ganzen  Reihe  von  Männeru,  welche  vornehmlich  den  Geist  des 
klassischen  Alterthums  cultivirten.  Sein  Interesse  an  diesem  unvergäng- 
lichen Urquell  aller  wahren  Bildung,  welches  nur  geschlummert  hatte, 
aber  nichts  weniger  als  abgestumpft  war,  erwachte  zu  neuem  Leben.  Es 
verursachte  ihm  inniges  Behagen,   dass  seih  Director  und  seine  neuen 
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CoUegen  in  ihm  einen  Mann  fanden,  der  seine  Griechen  nnd  Bömer  noch 
anstandslos  las  nnd  verstand;  der  Zufall  führte  ihn  auf  nähere  Beschäf- 
tigung mit  Montncla's  Puhlicationen  tiher  die  vorenklidische  Geometrie, 
er  kam  zn  der  Ueberzengnng,  dass  dieselben  verschiedener  Richtigstel- 
lungen bedürftig  seien,  die  Neuheit  der  Sache  reizte  ihn,  die  reiche,  von 
ihm  selber  grösstentheils  ganz  neu  geordnete  Bibliothek  des  Gymnasiums 
lieferte  ihm  zahlreiche  Quellen  zu  den  einschlägigen  Studien,  das  Feh' 
[ende  suchte  er  theils  in  der  Bibliothek  des  Friedenstein  aus  dem  Staube 
]er  Jahrhunderte  zusammen,  theils  verschaffte  er  es  sich  durch  seine 
insgebreitete  Bekanntschaft  in  der  gelehrten  Welt,  und  so  entstand  nach 
and  nach  das  Manuscript  zu  jenem  historisch  -  kritischen  Werke,  das 
Bretschneider's  Namen  noch  an  der  Schwelle  des  Greisen  alters  plötz- 
lich weit  über  die  Grenzen  des  deutschen  Vaterlandes  hinaus  bekannt 
machte.  Es  wäre  überflüssig,  hier  noch^  ein  Wort  über  die  Bedeutung 
ßiner  Arbeit  hinzuzufügen ,  welche  gerade  in  dieser  Zeitschrift  (Bd.  XVI, 
LiteratuTztg,  S.  65 — 70)  eine  eingehendere  lobende  Besprechung  erfuhr; 
las  aber  Kann  gesagt  werden:  Es  ist  lebhaft  zu  bedauern,  dass  Bret- 
schneider nicht  in  früheren  Jahren  dazu  gelangt  ist,  die  historische  Seite 
seiner  Wissenschaft  zu  cultiviren ;  er  würde  Bedeutendes  geleistet  haben 
und  die  Frucht  seiner  umfassenden  Geistesbildung,  die  namentlich  auch 
die  formale  Seite  der  Klassicität  in  sich  begriff,  würde  ihm  noch  voller 
gereift  und  noch  eher  in  den  Schooss  gefallen  sein. 

Der  Erfolg,  den  sein  letztes  Werk  gehabt,  feuerte  ihn  mächtig  an, 
stuf  der  betretenen  Bahn  fortzuschreiten.  Verschiedenes  in  seinem  lite- 
rarischen Nachlass  deutet  darauf  hin,  dass  er  allen  Ernstes  an  einer  Fort- 
setzung des  Buches  gearbeitet  hat.  Doch  die  Kraft  des  Körpers  hielt 
mit  der  des  Geistes  nicht  gleichen  Schritt.  Im  Jahre  1872  befiel  ihn  zum 
ersten  Male  ein  heftiges  Unwohlsein,  -welches  auf  das  Vorhandensein 
eines  lange  vorbereiteten  Nierenleidens  hindeutete.  Die  Zufälle  wieder- 
bolten  sich  und  legten  Bretschneider  den  ungewohnten  Zwang  auf, 
iie  unausgesetzte  Thätigkeit  am  Schreibtisch  auf  das  nothwendigste  Mass 
&a  beschränken.  Im  Jahre  1876  verdunkelte  sich  plötzlich  die  Sehkraft 
auf  seinem  rechten  Auge.  Hierdurch  gerieth  seine  wissenschaftliche  Thä- 
tigkeit noch  mehr  ins  Stocken.  Wiederholt  setzte  ihm  sein  Nierenleiden 
SU,  im  Frühjahr  1878  so  hart,  dass  es  dauernde  Körperschwäche  zurück- 
iiess  und  ihn  nöthigte,  zu  Michaelis  desselben  Jahres  mit  schwerem  Her- 
ren sein  Gesuch  um  Versetzung  in  den  Ruhestand  einzureichen.  Seinem  - 
Wunsche  wurde  stattgegeben.  Se.  Hoheit  der  regierende  Herzog,  der 
bn  schon  früher  durch  Verleihung  .des  Ritterkreuzes  II.  Classe  des  Erne- 
stinischen  Hausordens  ausgezeichnet  hatte,  ertheilte  ihm  das  Prädicat 
iiHofrath*^  und  ein  schmeichelhaftes  Schreiben  des  herzoglichen  Staats- 
ministeriums würdigte  seine  Verdienste  auf  pädagogischem  und  wissen- 
Bchaftlichem  Gebiete  in  ehrender  Weise.     Nicht  lange  sollte  er  sich  der 
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ihm  nachgerade  wohlthätigen  Entbindung  vom  Lehreramte  erfreuen  — 
im  October  1878  warf  ihn  ein  erneuerter  heftiger  Leidensanfall  auf  du 
Krankenlager  und  am  6.  November,  Morgens  gegen  3  Ubr,  entschlief  er 
—  wie  sein  fester  Glaube  war,  ,zu  höherem  Dasein  — ,  betrauert  hienieden 
ausser  von  seinen  Angehörigen  von  einer  durch  alle  Lande  Eerstreaten 
Schaar  aufrichtiger  Freunde  und  dankbarer  Schüler,  die  sein  Andenken 
segnen. 

Mit  kurzen  Strichen  seien  die  Familienverhältnisse  des  Entschlafenen 
gezeichnet. 

Seine  erste  Gattin,  eine  Tochter  des  Kaufmanns  und  Senators 
Johann  Friedrich  Arnoldi  in  Gotha,  raubte  ihm  schon  1841,  nachdem 
sie  ihm  zwei  Söhne  geboren,  der  Tod.  Seine  zweite,  ebenso  glückliebe 
Ehe  mit  einer  Tochter  des  grossherzogl.  Oberbaudirectors  C.  W.  Coudray 
in  Weimar  währte  bis  zum  Jahre  1853,  wo  ihm  auch  diese  Gattin  ver- 
starb. Auch  sie  hatte  ihm  zwei  Söhne  geboren.  Die  Sorge  um  vier  der 
häuslichen  Erziehung  noch  bedürftige  Kinder  nöthigte  ihn  zu  einer  drit- 
ten Heirath  und  in  einer  Tochter  des  verstorbenen  grossherzogl.  weima- 
rischen Kammersängers  Moltke  (eines  Zeitgenossen  Goethe^s)  fand  er  eine 
ebenso  gebildete,  als  welterfahrene  GeHihrtin,  die  ihm  alle  Seiten  des 
täglichen  Lebens  abnahm  und  bis  zu  seinem  letzten  Athemzuge  treu  und 
mit  hohem  Verständniss  für  sein  inneres  Geistesleben  zur  Seite  stand. 
In  den  letzten  Jahren  seines  Lebens  traf  Bretscbn eider  noch  der 
Schmerz ,  seinen  zweiten  Sohn  erster  Ehe  im  besten  Mannesalter  zu  ver- 
lieren. Schwere  Leiden  sind  ihm  sonach  nicht  erspart  geblieben,  aber 
er  ist  ihrer  Herr  geworden  durch  die  unversiegliche  Elasticitftt  seines 
Geistes,  sie  haben  ihn  nicht  zu  beugen  vermocht! 


Blicken  wir  nun  resumirend  zurück ,  so  liegt  ein  Leben  vor  uns  ans- 
gebreitet,  das  voll  Mühe  und  Arbeit  war,  aber  deshalb  köstlich. 

Bretschneider  war,  wie  sich  aus  vorliegenden  Zeilen  von  selber 
ergiebt,  vor  allen  Dingen  ein  mit  zäher,  unermüdlicher  Arbeitskraft  und 
energischem  Willen  ausgerüsteter  Mensch.  Leben  hiess  bei  ihm  Arbeiten. 
Wenn  man  bedenkt,  dass  er  nach  allen  Anstrengungen  seiner  üniversitats- 
jähre  als  Mann  bei  zeitweise  über  30  berufsmässigen  wöchentlichen  Un- 
terrichtsstunden ,  auf  welche  er  sich  stets  sorgsam  vorbereitete  und  welche 
stets  eine  unerquickliche  Menge  von  Correcturarbeiten  mit  sich  führten, 
noch  Zeit  und  Kraft  fand,  bis  in  das  spätere  Mannesalter  hinein  unaus- 
gesetzt Privatstunden  zu  ertheilen,*  daneben  stets  fortstudirte  und  wissen- 
schaftlich producirte,  in  den  1850er  Jahren  7  Jahre  lang  das  Amt  eines 

*  Von  1846  ab  z.  B.  17  Jahre  lang  in  dem  höheren  Töchterinstitat  des  Fifia 
lein  Alix  Hnmbert  zu  Gotha  als  Lehrer  der  Geographie. 
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Stadtverordneten  in  der  Stadt  Gotha  bekleidete*  and  endlich  noch  eine 
erspriessliche,  Fracht  bringen  de  Thätigkeit  als  Mitglied,  zaletzt  z.  g.  Meister 
vom  Stahle,  der  gothaischen  Freimaurerloge  „Ernst  zum  Compass**  ent- 
faltete, so  wird  man  die  höchste  Achtang  solcher  Tüchtigkeit  nicht  versagen. 

Tüchtigkeit  and  strebsamen  Sinn  ehrte  Bretschneider  unbedingt 
üod  überall,  wo  er  ihn  fand.  Wer  seine  Pflicht  that,  wie  er,  der  war 
sein  Freund,  gleichgiltig,  ob  er  hoch  stand  oder  niedrig.  Hohlheit  und 
Süsserer  Schein  waren  ihm  zuwider.  Wo  diese  sich  ihm  aufdrängten, 
koDnte  er  leicht  schroff  werden  und  vergass  dabei  sogar  manchmal  die 
Regeln  der  Vorsicht.  .  Bei  gleichgiltigem  Gespräch  in  geselligen  Kreisen 
hielt  er  nur  ungern  Stand;  er  kannte  das  BedÜrfniss,  sich  von  ernster 
Arbeit  in  Öffentlicher  Gesellschaft  zu  erholen,  nicht.  Seine  Erholung 
bestand  in  früheren  Jahren  in  der  Pflege  der  Musik,  in  der  er  selber 
Meister  war,  späterhin  mehr  nur  in  der  Cultivirung  feinerer  Geselligkeit 
im  Familien-  und  ausgewählten  Freundeskreise.  So  lange  er  arbeitete 
in  sich  gekehrt,  konnte  er  einen  liebenswürdigen,  in  jüngeren  Jahren 
bis  zur  Witzigkeit  gesteigerten  Humor  entwickeln ,  sobald  er  unter  Gleich- 
gesinnten aus  sich  heraustrat.  Ihm  unsympathische  Persönlichkeiten  und 
Verhältnisse  that  er  lieber  mit  meist  treffenden  Sarkasmen  ab,  als  dass 
er  lange  widerlegte  und  sich  dabei  ärgerte.  So  lange  es  ging,  fasste  er 
überhaupt  gern  Alles  von  der  heiteren  Seite  auf  und  erst  in  seinen  letz- 
ten Lebensjahren  warf  körperliches  Leiden  einen  Schatten  von  Schwer- 
rnnth  dauernd  über  sein  im  Grunde  kindlich  frohes  Gemüth.  Wahre  Re- 
ligiosität wohnte  ihm  unveränderlich  inne,  obschon  er  auf  die  äussere 
Ausübung  kirchlicher  Pflichten  nur  untergeordneten  Werth  legte;  er  er- 
klärte dieselbe  wiederholt  und  nachdrücklich  für  ein  Gut,  für  welches 
philosophische  Speculationen  keinen  Ersatz  bieten  könnten.  Die  mo- 
dernste, ziemlich  materialistisch  angehauchte  Richtung,  welche  die  Natur- 
wissenschaften eingeschlagen  haben,  verfolgte  er  mit  einem  gewissen  Miss- 
behagen und  bezeichnete  sie  als  unhaltbar. 

Seinem  innersten  reichen  Geistesleben  haben  natürlich  nur  Wenige 
dauernd  nahe  gestanden ;  Viele  aber,  die  als  Freunde  und  Berufsgenossen 
wenigstens  einigen  Einblick  in  dasselbe  gethan,  und  Tausende,  die  als 
Schüler  zu  seinen  Füssen  gesessen  haben ,  werden  stets  mit  inniger  Freude 
sich  seiner  als  eines  Mannes  erinnern,  der  ihnen  Allen  Achtung  abzwang 
lediglich  durch  das  Gewicht  seiner*  Persönlichkeit,  durch  die  Urbanität 
seines  ganzen  Wesens,  durch  die  Frische  und  Innerlichkeit,  mit  der  er 
Bich  mittheilte,  mit  einem  Worte  durch  den  Zauber  seiner  Individualität, 
die  sich  unbefangen  gab,  wie  sie  war,  und  die  es  unmöglich  erscheinen 
Hess,  ihrem  Träger  jemals  unehrerbietig  zu  begegnen. 

Have,  pia  anima! 

*•  Auch  in  diesem  „Ehrenamt*^  arbeitete  Bretschneider. 
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Anhang. 


Verzeiehiilss  der  im  Druck  erschieneneiL  Schriften 
C.  A.  Bretschneider's. 

I.  Beoensionen. 

1.  Schulze,  Dr.  G.  L,,  Das  veranschaulichte  Weltsystem  etc. 

2.  Derselbe,   Ausführl.   BeschreibuDg  astronomischer  Versinnlichnngs- 

werkzeuge  etc. 

(Im  Allgemeinen  Anzeiger  der  Dentschen,  Jahrg.  1869  Nr.  172.) 

3.  Focke   Hoissen  Müller,   Elemente   der  Arithmetik  und  Algebra 

in  System,   Commentar  und  Anwendungen.     Potsdam  1839.    8^ 
(Jahn*8  Jahrbücher,  27.  Bd.  S.  356— 388.) 

4.  Francoeur,   Vollständiger  Lehrcursus   der  Mathematik.     Nach  der 

4.  Auflage  übersetzt  von  £dm.  Eülp. 

(Allgem.  Schulzeitang ,  Jahrg.  1840  Nr.  32  u.  33.) 

5.  Zehender,   Anfangsgründe  der  Mathematik,  I.  Theil.     Bern  1839. 

(ibid.,  Jahrg.  1840  Nr.  96.) 

6.  Littrow^s  Himmelsatlas. 

{ibid.,  Jahrg.  1840  Nr.  169.) 

7.  Hermann,   Die  Zahlenreihe   und  ihre  Anwendung  im   bürgerlichen 

Leben.     Darmstadt  1839. 
(ibid.,  Jahrg.  1841  Nr.  90.) 

8.  V.  Sydow,  Wandkarte  über  alle  Theile  der  Erde. 

(ibid.,  Jahrg.  1841  Nr.  3,  4,  6.) 

9.  Bühlmann,  Logarithmisch -trigonometrische  Tafeln.     2.  Auflage. 

(}bid.,  Jahrg.  1841  Nr.  183.) 

10.  Prestel,  Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra« 

(ibid.,  Jahrg.  1841  Nr.  71  u.  72.) 

11.  Scherling,  Lehrbuch  der  Trigonometrie,   Stereometrie  und  Kegel- 

schnitte.    Lübeck  1839. 

(ibid.,  Jahrg.  1842  Nr.  60  u.  61.) 

12.  Francke,  Die  Elemente  der  Zahlenlehre  in  System  und  Beispielen. 

(ibid.,  Jahrg.  1843  Nr.  31.) 

13.  Moosbrugger,  Analytische  Geometrie. 

(Loofrs  pädagog.  Zeitschr.,  Jahrg.  1846.) 

14.  Snell,  Lehrbuch  der  Trigonometrie,  und 

15.  Witzschel,  Grundlehren  der  neueren  Geometrie. 

(Cantor'g  Zeitschrift  fflr  ACathematik  u.  Natarwissenschaften,  Jahrg. 
1868.) 
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n.   Einselne  Abhandlungen. 

1.  Beiträge  zur  sphärischen  Trigonometrie. 

(Crelle'B  Journal,. Bd.  13.) 

2.  Theoriae  logarithtni  integrälis  lineamenta  novo. 

{ibid.,  Bd.  15.) 

3.  Von   den  Relationen,   welche  zwischen  den  Halbmessern  der  sphäri- 

schen Dreiecken  ein-  und  umgeschriebenen  Kreise  stattfinden. 
(Programm  des  BealgymnaBiomB  zu  Gotha  1838.) 

4.  Neue  Methode,  die  rationalen  und  irrationalen  Wurzeln  numerischer 

Gleichungen  zu  finden. 

(Leipzig  bei  Voss,  1838.    4».) 

5.  Beiträge  zur  Untersuchung  der  dreiseitigen  Pyramide. 

(Grunert'a  Archiv,  Bd.  1  S.  1.) 

6.  Tafel  der  Pythagoräischen   Dreiecke. 

(ibid.,  Bd.  1  S.  66.) 

7.  Eigenschaften   der  ungeraden  Zahlen   in  Bezug  auf  beliebige  Poten- 

zen der  einzelnen  Glieder  der  natürlichen  Zahlenreihe. 
{ibid.,  Bd.  1  S.  416.) 

8.  Trigonometrische  Relationen  zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  zweier 

beliebiger  ebener  oder  sphärischer  Dreiecke. 
{ibid.,  Bd.  2  S.  132.) 

9.  Untersuchung     der    trigonometrischen    Relationen    des    geradlinigen 

Vierecks. 

(ibid.^  Bd.  2  S.  226.) 

10.  Ueber  eine  Aufgabe  der  praktischen  Geometrie. 

{ibid.,  Bd.  2  S.  431.) 

11.  Ueber  das  Pothenofsche  Problem. 

(ibid,,  Bd.  2  S.  433.) 

12.  Ueber  die  Berechnung  der  Länge  und  Breite  eines  Gestirns  aus  ge- 

rader Aufsteigung  und  Abweichung  und  umgekehrt. 
{ibid.,  Bd.  2  S.  339.) 

13.  Uebungsaufgaben  für  Schüler. 

{ibid.,  Bd.  2  S.  330.) 

14.  Berechnung  der  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen,  sowie  mehre- 

rer anderer  mit  ihr  zusammenhängender  Zahlen. 
{ibid.,  Bd.  3  S.  27.) 

15.  Ueber   die  abgeleiteten  Vierecke,   welche  von  je  vier  merkwürdigen 

Pupkten  des  geradlinigen  Vierecks  gebildet  werden. 
{ibid.,  Bd.  3  S.  86.) 

16.  Synthetischer  Beweis   der  Incommensurabilität  zweier  Geraden,   die 

sich  wie  ^3:1  verhalten. 
{ibid.,  Bd.  3  S.  440.) 
Hlit-llt.  Abthlg.  d.  Z«itaohr.  f.  Math.  u.  Phyi.  XXIV,  3  ^  {^  ^ 
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17.  Ueber  die  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen. 

(ibid.,  Bd.  4  S.  410.)     . 

18.  Arithmetische  Sätze. 

(ibid.,  Bd.  18  S.  228.) 

19.  Elementare  Entwickelung  der  Gauss*schen  Methode,  die  Werthe  be- 

wegter Integrale  zu  bestimmen.         * 

(Programn^  des  BealgymnasiumB  su  Gotha,  1849.) 

20.  Tafeln  für  die  Zerlegung  der  Zahlen  in  Biquadrate  Ton  1  —  4100. 

(Grelle 'b  Journal,  Bd.  46  S.  1.) 

21.  Tafeln  für  die  hyperbolischen  und  cyklischen  Integralfunctionen  nnd 

die  Integrallogarithmen. 

(Schlömilch*8  Zeitschrift,  Bd.  6.) 

22.  Ueber  die   Anzahl  der  Linien,   Ebenen   und  Punkte,    welche  durch 

Punkte,  Linien  nnd  Ebenen  im  Räume  bestimmt  werden. 
(ibid.,  Bd.  6.) 

23.  Ueber  das  Wittstein^sche  Prismatoid. 

(Grunert'B  Archiv,  Bd.  86  S.  18.) 

24.  Bestimmung    des  kürzesten   Abstandes    zweier  im  Räume  gelegener 

nicht  paralleler  Geraden. 
(ibid.,  Bd.  46  S.  601.) 

25.  Ueber  die  Zerlegung  einer  ganzen  rationalen  Function  in  Factoren. 

(ibid.,  Bd.  46  S.  428.) 

26.  Beitrftge  zur  Geschichte  der  griechischen  Geometrie. 

(Programm  des  Gymnas.  Ernestin.  zu  Gotha,  1869.) 

27.  Der  Lehrsatz  des  Matthew  Stewart. 

(Grunert'B  Arohiv,  Bd.  60  S.  11.) 

28.  Bemerkungen  über  einen  im  Archiv  besprochenen  Lehrsatz  von  Fsss- 

bender. 

(ibid.,  Bd.  60  S.  108.) 

29.  Bemerkung  zu  einer  vom  Professor  Ligowski  im  Archiv  mitgetbeilten 

Aufgabe. 

(find,,  Bd.  60  S.  118.) 

30.  Ueber  die'  harmonischen  Polarcnrven  dritter  Ordnung. 

(ibid.,  Bd.  60  S.  432.) 

31.  Einfache  Berechnung    der  Winkel    eines    ebenen    oder   flphXriscben 

Dreiecks  aus  den  Seiten  der  Figur. 
(ibid.,  Bd.  62  S.  871.) 


m.    Selbststftndige  Werke. 

1.  Productentafel,  enthaltend  die  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9  fachen  aller 
Zahlen  von  1—100,000.  Hamburg  und  Gotha,  bei  Fr.  A  Andr. 
Perthes.     1841.     Hoch  4^ 
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2.  Lehrgebäude   der  niederen  Geometrie.     Für  den  Unterricht  an  Gym- 

nasien und  höheren  Realschalen  entworfen.     Jena  1844,  bei  Fried- 
rich Frommann.     8^ 

3.  System  der  Arithmetik  nnd  Analysis.     Für  den  Gebranch  in  Gymna- 

sien  und  Realschulen,   sowie   auch  znm  Selbststudium  entworfen. 
4  Bdchn.     Jena  1856  u.  1857,  bei  Friedr.  Mauke.     8^ 

4.  Die  Geometrie  und  die  Geometer  vor  Euklides.     Ein  historischer  Ver- 

such.    Leipzig  1870,  bei  B.  G.  Teubner.     8®. 

5.  Tafel    der   HilPschen    Lambda- Functionen,    ingleichen    der  Function 

Igx.lg^l-'x)   für   alle  Werthe   von   a:  =  0,000  bis   ar=  1,000   auf 
7  Decimalen. 

6.  Leitfaden    für  den  geographischen  Unterricht  in  den  unteren  Classen 

der  Gymnasien  nnd  Realschulen.     Gotha,  bei  Justus  Perthes.    8^ 

1.  Auflage  1847, 

2.  „    1854, 

3.  „    1857, 

4.  „    1861, 

5.  „    1868. 

7.  Historische    Wandkarte,    das  Zeitalter    der    Reformation    darstellend. 

{ibid.,  1849.) 
^.  Historischer  Wandatlas  nach  Carf  v.  Spruner.     10  Wandkarten  nebst 
Begleitworten,     {ibid.) 

1.  Auflage  1856, 

2.  „         1876. 
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Vorlesungen   über   die   Theorie    der   hyperelliptischen   Integrale,   von 
Dr.  Leo  Königsberoer.     Leipzig  1878. 

Das  vorliegende  Werk  ist  eine  zusammenfassende  Darstellung  und 
theilweise  weitere  Ausführung  der  Untersuchungen,  die  der  Verfasser  in 
den  letzten  Jahren  in  Borchardt^s  Journal  und  in  den  mathematischen 
Annalen  veröffentlicht  hat,  und  soll,  wie  die  Vorrede  betont,  als  Gmnd- 
lage  für  eine  später  zu  erwartende  Bearbeitung  der  hyperelliptiscben 
Functionen,  d.  h.  der  durch  Umkehrung  der  hyperelliptischen  Integrale 
entstehenden  Tran scen deuten  dienen.  Den  Gegenstand  der  Betrachtung 
bilden  daher  ausschliesslich  die  in  einer  zweihlättrigen  Rie man  naschen 
Fläche  darstellbaren  Functionen,  die 'als  einzige  Irrationalität  die  Qua- 
dratwurzel aus  einem  rationalen  Ausdruck  von  beliebig  hohem  Grade  ent- 
halten, und  Integrale  solcher  Functionen.  Der  Weg,  den  die  Unter 
suchung  einschlägt,  beruht  auf  einer  Verbindung  der  älteren  algebraischen 
Methode  mit  den  R i em an n' sehen  Principien  der  allgemeinen  Fänctio- 
nentheorie,  soweit  sie  in  dem  Werke  desselben  Verfassers:  „Vorlesungen 
über  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen"  behandelt  sind.  Da  der 
Verfasser  in  dem  von  ihm  herausgegebenen  „Repertorium  der  Mathe- 
matik*' ein  ausführliches  Referat  über  sein  Werk  gegeben  hat,  so  können 
wir  bezüglich  einer  genaueren  Inhaltsangabe  den  Leser  dorthin  verweisen 
und  uns  auf  die  Hervorhebung  einiger  Hauptpunkte  beschränken. 

Nachdem  in  der  ersten,  einleitenden  Vorlesung  zunächst  die  Beding- 
ungen für  die  Zahl  und  Ordnung  der  Unstetigkeiten  der  in  der  zwei- 
blättrigen Fläche  eindeutigen  algebraischen  Functionen  abgeleitet  nnd 
die  Bildungsweise  solcher  Functionen  aus  gegebenen  Unstetigkeiten  ge- 
lehrt ist,  beschäftigen  sich  die  drei  folgenden  Vorlesungen  mit  den  In- 
tegralen solcher  Functionen.  Diese  werden  zunächst  in  die  drei  Gat- 
tungen der  allenthalben  stetigen,  der  algebraisch  unstetigen  und  der 
logarithmisch  unstetigen  eingetheilt  und  von  letzteren  d^r  Satz  aus- 
gesprochen, dass  die  Summe  der  Coefficienteu  der  logarithmischen  Un- 
stetigkeiten verschwinden  muss.  Was  jedoch  die  Begründung  dieses 
Satzes  anlangt,  so  scheint  uns  dieselbe  nicht  ganz  stichhaltig  zu  sein; 
es   erhellt   z.  B.   nicht,   warum  nicht  durch  die  gleiche  Schlussweise  g^ 
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folgert  werden  kann,  dass  jeder  einzelne  dieser  Coefficienten  verschwin- 
den mnss,  wenn  man  die  Unstetigkeitspunkte  mit  verschiedenen  Be- 
grenzungspunkten  verbindet.  Weit  bündiger  folgt  der  Satz  aus  der  Be- 
merkung, dass  jedes  Integral  //"(«,  ][/ä(2))  rfz,  in  welchem  f  eine  ratio- 
nale Function  von  z, YR (z)  bedeutet,  verschwindet,  wenn  es  über  die 
ganze  Begrenzung  der  einfach  zusammenhängenden  Riemann' sehen 
Fläche  ausgedehnt  wird,  weil  jeder  Querschnitt  zweimal  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  und  mit  demselben  Werthe  von  f  durchlaufen  wird. 
Es  wird  dann  ferner  in  der  vierten  Vorlesung  ein  System  hinreichender 
Unstetigkeitsbedingungen  aufgesucht,  welches  eine  Function  der  in  Rede 
stehenden  Art  vollständig  definirt,  und  diese  durch  die  einfachen  Inte- 
grale der  drei  Gattungen  dargestellt.  £ndlich  wird  in  der  vierten  Vor- 
lesung gezeigt,  wie  sich  ein  beliebiges  hyperelliptisches  Integral  zerlegen 
lässt  in  eine  aus  den  einfachsten  Integralen  der  drei  Gattungen  und  einer 
algebraisch -logarithmischen  Function  gebildeten  Summe.  Diese  Entwicke- 
lang gründet  sich  auf  eine  Art  von  Partialbruchzerlegung  und  geht  rech- 
nend zu  Werke.  Etwas  einfacher  würde  man  wohl  zum  Ziele  gelangen, 
wenn  man  sich  auch  hier  der  Rie mann 'sehen  Principien  bedienen  würde, 
indem  man  in  dem  Integral 

dz 

JVW) 

zunächst  die  Constanten  Ci  so  bestimmt,  dass  die  logarithmischen  Un- 
Stetigkeiten  herausfallen,  und  hierauf  die  c,  so,  dass  die  Periodicitäts- 
moduln  von  Sl  sämmtlich  verschwinden.  Die  Bedingungen  hierfür  kann 
man  so  ausdrücken,  dass,  wenn  q>^(z)  eine  beliebige  ganze  rationale 
Function  von  z  vom  Grade  r<2/?--l  ist,  das  über  die  ganze  Begren- 
zung der  einfach  zusammenhängenden  Riemann 'sehen  Fläche  genom- 
mene Integral 

J    J   VW) 

verschwinden  muss.  Die  Functionen  ^^{z)  lassen  sich  so  wählen,  dass 
diese  Gleichungen  geradezu  nach  c^  aufgelöst  erscheinen.  Es  ist  dann 
•^  eine  algebraische  Function ,  deren  Ausdruck  man  mittelst  der  gleichen 
Principien  durch  Bildung  des  Begrenzungsintegrals 

dz 


-/(n..+2r?-.+J.-"'-), 


M-^i 


erhält. 

Die  fünfte  Vorlesung  behandelt  die  Relationen ,  welche  zwischen  den 
Periodicitätsmoduln  der  verschiedenen,  zu  derselben  Irrationalität  gehöri- 
gen Integrale  stattfinden,  von  denen  die  Legendr  ersehe  Relation  zwi- 
schen  den   vollständigen   elliptischen  Integralen  erster  und  zweiter  Gat- 
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tung  das  bekannteste  Beispiel  ist.  Das  Verfahren,  welches  zur  Her- 
leitung dieser  Relationen  dient,  wurde  zuerst  von  Eiern  an  n  auf  die 
Integrale  erster  Gattung  angewandt  und  wurde  später  von  Clebschiuid 
Gordan  auf  allgemeinere  Fragen  ausgedehnt.  Gruppirt  man  die  Quer- 
schnitte der  Riemann* sehen  Fläche  in  bekannter  Weise  in  p  Paare 
^1»  ^19  ^81  ^8  9  •••  ^py^p  ^^^  bezeichnet  mit  w^  w  irgend  zwei  zu  dersel- 
ben Fläche  gehörige  hyperelliptische  Integrale  mit  den  Periodicitats- 
moduln 

^n  ^i5  -^8»  -^85  •••  ^py  ^p\     -^1»  ^i5  -^s»  ^2»  •••  ^py  ^pj 
so  erhält  man  durch  Bestimmung  des  Integrals 


/■ 


w  dm 


über  die  Begrenzung  der  Fläche   einerseits  und   um  die   Unstetigkeits- 

dtü 
punkte  von  w,  -r—  andererseits  für  die  Summe 

einen  nur  von  den*  Unstetigkeiten  von  rv^  w  abhängigen  Ausdruck,  welcher 
algebraiscli  ist,  falls  keines  der  beiden  Integrale  w^  tv  zur  dritten  Gat- 
tung gehört,  andernfalls  noch  Integrale  algebraischer  Functionen  enthSlt, 
welche  zwischen  den  Punkten  logarithmischer  Unstetigkeit  verlaufen.  Für 
die  Integrale  dritter  Gattung  gelangt  man  auf  diese  Weise  zu  dem  Satze 
von  der  Yertauschung  von  Argument  und  Parameter. 

Wendet   man    das  gleiche  Verfahren   auf  die   Integrale  erster  und 
zweiter  Gattung  an 

VW)' 

mit  den  Periodicitätsmoduln  yi^\  J^^\  so  ergiebt  sich  ein  System  von 
Relationen  zwischen  diesen  Periodicitätsmoduln ,  welches  für  die  Theorie 
der  hyperelliptischen  Functionen  von  grosser  Bedeutung  ist  und  welches 
zuerst  von  Weierstrass  in  der  Programmabhaudlung  des  Braunsberger 
Gymnasiums  vom  Jahre  1849  aufgestellt  wurde.  Man  erhält  nämlich  fdr 
die  Summen  ^ 

den  Werth  Null,  wenn  a  +  j3<2/>  — 1  ist,  sonst  gewisse,  nur  von  den 
Goefficienten  von  R(z)^  also  von  den  Yerzweigungspunkten  abhängige 
Ausdrücke,  von  denen  die  einfachsten  beispielsweise  lauten 

^//(P  +  ö)  f(p-a-«)        r(P+«)  r(p-tt-  \)\  _  ^  8n;t 

^  KJa^      Jk  -  -^K       ^-^  )  -  27+T • 


yß^^r^,     «  =  0,l,2,...2p-l 


*  Die  Vorzeichen  in  diesen  Formeln  entsprechen  der  Erklärung  der  Periodi- 
citatsmoduln,  wie  sie  Biemann  giebt.    Bei  der  davon  etwas  abweichenden  £i- 
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»6 


Es  wird  nnn  ferner  der  Werth  der  Determinante 


D  = 


4^ 

4!' , 


/(O) 


..^c. 
...^c. 


,(2|l«l)  r(2p-l) 

•'Ä,  »         •'Ol  I 

iiDtersacht  und  gleich  ,      ..„  rt,.    ^ 


^i:''- 


42p-i, 


1.2.3... 2i>-l 
gefunden.*  Die  hierdurch  ausgedrückte  Relation  zwischen  den  Periodi- 
citätsmodnln  ist  zuerst  von  Hfidenkamp  durch  eine  von  Jacob!  her- 
rührende Verallgemeinerung  der  Transformation  durch  elliptische  Coordi- 
naten  abgeleitet  (Grelle' s  Journal  Bd.  22) **  und  einen  ähnlichen  Weg 
schlägt  Ennep er  ein  (Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,  6.  Jahrg.). 
Später  hat  Fuchs  aus  den  Differentialgleichungen,  welchen  die  Perio- 
dicitätsmoduln  gentigen,  die  Relation  bewiesen  fBorchardt*s  Journal 
Bd.  71).  Der  Verfasser  zeigt,  um  die  in  Rede  stehende  Formel  zu  be- 
weisen, zunächst,  dass  die  Determinante  D  eine  eindeutige  Function  der 
Verzweignngswerthe  a^,  a^,  ...  c(2p4-)  ist,  die  für  kein  Werthsystem  der 
et  verschwindet  und  die  sonach  constant  sein  muss.  Der  constante  Werth 
ergiebt  sich,  wie  in  der  erwähnten  Abhandlung  von  Fuchs,  durch  Be- 
trachtung eines  speciellen  Falles.  Wir  können  indess  gegen  dies  Be- 
weisverfahren ein  Bedenken  nicht  unterdrücken,  welches  darin  besteht, 
dass  beim  Zusammenfallen  zweier  Verzweigungspunkte  immer  einige  der 
Periodicitätsmoduln  unendlich  werden.  Dass  aber  auch  für  diesen  Fall 
B  nicht  verschwindet,  müsste  noch  nachgewiesen  werden. 

Es  sei  mir  gestattet,  an  dieser  Stelle  auf  einen  Beweis  dieser  For- 
mel hinzuweisen,   der  nich(  nur  bei  Weitem  der  einfachste  sein  dürfte, 


klänmgBweise  des  VerfEtssers  würden  dieselben  nur  unter  der  Voraussetzung  rich- 
tig sein,  dasB  die  Aufeinanderfolge  der  positiven  imaginären  und  reelleu  Axe  dem 
gewöhnlichen  Gebrauch,  der  in  des  Verfassers  „Vorlesungen  Über  elliptische  Fnno- 
tionen**   ausdrücklich  festgehalten  ist,   entgegengesetzt  angenommen  wird.    Das 

Gleiche  gilt  von  dem  auf  Ste.  83  bewiesenen  Satze,  dass  Ji{av9vffy¥)>0  ist. 


*  Der  von  dem  Verfasser  angegebene  Ausdruck 


(~l)»2»>«rP 
1.8...2P-1 


entspricht, 


falls  anter  (—1)'  i^  verstanden  wird,  seiner  Definition  der  Periodicitätsmoduln, 
aber  nicht  der  von  ihm  angegebenen  Form  der  Wei  er  st  rassischen  Relationen. 
Die  genaue  Vorzeichenbestimmung  macht  übrigens  bei  dem  von  dem  Verfasser 
eingeschlagenen  Wege  noch  Schwierigkeiten,  da  das  Vorzeichen  des  Products 
(«-«•) («-«")  ...  (a*>»-^-a«»'),  in  welchem  a  eine  primitive  Wurzel  der  Gleich- 
ung jr*P+*=l  ist,  von  der  Wahl  dieser  primitiven  Wurzel  abhängt. 

**  £ine  mit  der  Hädenkamp 'sehen  ungefähr  gleichzeitige  Abhandlung  von 
Catalan  über  denselben  Gegenstand  ist  mir  nicht  zur  Hand. 
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sondern  zugleich  zeigt  —  was  nirgends  bemerkt  zn  sein  scheint  — ,  dus 
man  es  nicht  mit  einer  neuen  Relation  zwischen  den  Periodicitätsmoduln, 
sondern  mit  einer  einfachen  algebraischen  Folge  aus  den  erwähnten 
Weierstrass' sehen  Formeln  zu  thun  hat.  Dieser  Beweis  beruht  auf 
einem  Determinantensatze,  der  auch  bei  anderen  Gelegenheiten,  z.  B. 
in  der  Transformationstheorie  der  Thetafünctionen  von  Nutzen  ist. 

Wenn   man    eine   Determinante  von   4p^  vorläufig  ganz   beliebigen 
Elementen  a^  ß 


J  = 


«,'",  ft'". 


i\  ß^m, 


ßn 


4y.  ß^i^  4^,'.  ß^' 

mit  sich  selbst  multiplicirt ,  nachdem  man  die  Vertikalreihen  der  o  mit 
denen  der  ß  vertauscht  und  zugleich  die  Vorzeichen  der  ersteren  nm- 
jgekehrt  hat,  so  ergiebt  sich,  wenn  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird ,  so  dass  (ä,  ä)  =  0,  (ä,  Ar)  =  —  (A:,  h)  wird, 
(1,1),       (1,2),    ...    {1,2p) 
(2,J),       (2,2),    ...    (2,2p) 


^  = 


(2/>,l),  (2p,  2).  ...  (2p,  2p) 
Die  Determinante  rechts  ist  aber  nach  einem  bekannten  Satze  das  Qua- 
drat eines  rational  aus  den  (A,  k)  zusammengesetzten  Ausdruckes,  nnd 
wenn  daher  die  Wurzel  gezogen  wird,  so  kann  das  Vorzeichen  ducb 
irgend  eine  specielle  Annahme  über  die  a,  ß  bestimmt  werden. 

Wird   nun  insbesondere  vorausgesetzt,* dass  die  a,  ß  den  Beding- 
ungen gentigen 

(Ä,Ä)  =  0, 

so  lange  AH~^<2p  +  l  ist,  so  ergiebt  sich  sofort 

^/=±(l,2p)(2,2/>-I)...(/>,p  +  l), 
und   aus   der  speciellen  Annahme,   dass   sämmtliche  a,  ß  mit  Ausnahme 
von  a/i),  /?(n,  «,<«),  i5^^_,,   ...  «<?>,  i50»|j  gleich  Null  seien,  ergiebt  sieb, 
dass   in  dieser  Formel  das  positive  Zeichen  zu  nehmen  ist.     Macht  man 
sodann  die  Annahme 

so  erhält  man  mit  Hilfe  der  oben  angeführten  Weierstrass^schen  For- 
meln ohne  Weiteres  den  Werth  von  D  mit  genauer  Vorzeichenbestimmung. 
Das  AbeTsche  Theorem  bildet  den  Gegenstand  der  sechsten 
Vorlesung.  Dieses  Theorem  besteht  darin,  dass  sich  eine  Summe  von 
gleichartigen   Integralen,   die  sich  nur   durch   verschiedene  Werthe  der 
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oberen  Grenzen  nnterscheiden,  welche  letzteren  in  einer  gewissen  alge- 
braischen Abhängigkeit  stehen,  durch  eine  algebraische  and  logarithmische 
Function  ansdrücken  lässt.  Diese  Function  reducirt  sich  auf  eine  Con- 
stante  für  die  Integrale  erster  Gattung,  auf  eine  algebraische  Function 
für  die  Integrale  zweiter  Gattung.  Nachdem  diese  Function  für  die  ein- 
fachsten Integrale  der  drei  Gattungen  gefunden  ist,  lässt  sich  dieselbe 
nach  den  früher  entwickelten  Principien  für  das  allgemeinste  hyperelHp- 
tische  Integral  zusammensetzen.  Eine  Folge  (oder  andere  Ausdrucksweise) 
dieses  Theorems  ist,  dass  sich  eine  Summe  Ton  beliebig  vielen  gleich- 
artigen Integralen  mit  irgendwelchen  Grenzen,  die  auch  gruppenweise 
zusammenfallen  können,  ausdrücken  lässt  durch  eine  Summe  von  p  sol- 
chen Integralen ,  deren  obere  Grenzen  mittelst  einer  algebraischen  Gleich- 
ung />*®"  Grades  gefunden  werden. 

Das   Abel' sehe  Theorem  ist  hiernach   eine   algebraische  Beziehung 
zwischen  byperelliptischen  Integralen  und  Logarithmen ,  deren  Argumente 
in  algebraischer  Abhängigkeit  stehen.     Diese  Bemerkung  leitet  den  Ver- 
fasser auf  die  Frage  nach  der  allgemeinsten  algebraischen  Beziehung  die- 
ser Art.      Dies  Transformationsproblem  der  hyperelliptischen   In- 
tegrale  wird   in  der  siebenten  Vorlesung  zunächst  in  seiner  vollen  All- 
gemeinheit   aufgenommen.     Nachdem  sodann   gezeigt  ist,   dass  eine  Re- 
lation   der   in  Rede  stehenden   Art  die   hyperelliptischen  Integrale  nur 
linear  und  mit  constanten  Coefficienten  enthalten  kann ,  wird  das  Problem 
ßuccessive   auf  einfachere  Aufgaben   reducirt.     Indem  von   den  als   uü- 
abhängige  Variable  vorausgesetzten  oberen  Grenzen  alle  bis  auf  eine  als 
constant   angenommen   werden,   gehen   die  oberen  Grenzen   der  übrigen 
Integrale  in  algebraische  Functionen  von  dieser  einen  über  und  es  lässt 
sich  das  Problem  so  weit  reduciren,  dass  die  oberen  Grenzen  von  Sum- 
men gleichartiger  Integrale  Wurzeln  von  algebraischen  Gleichungen  wer- 
den, deren  Coefficienten   rational  aus   der  unabhängigen  Variablen  und 
der  zugehörigen  Irrationalität  gebildet    sind,    während   zugleich   die  zu 
jenen  Summen  gehörigen  Irrationalitäten  rational  durch  die  entsprechen- 
den oberen  Grenzen   und    durch  die  unabhängige  Variable  mit  ihrer  Ir- 
rationalität ausgedrückt  sind.     Hiernach  lassen  sich  die  erwähnten  Sum- 
men  zusammenfassen   zu  einzelnen  Integralen,   deren  obere  Grenze  die 
unabhängige  Variable   ist,    die   alle  zu   derselben   Irrationalität  gehören, 
xind   die   Beurtheilung   der  Möglichkeit   einer  Relation  von   der  voraus- 
gesetzten Form   hängt   dann   noch   von   der  Frage   ab,   ob  ein  einzelnes 
hyperelliptisches  Integral  einer  algebraisch-logarithmischen  Function  gleich 
sein  kann.     Inzwischen  führt  die  genaue  Untersuchung  der  charakterisir- 
ten  Abhängigkeit  der  oberen  Grenzen  und  Irrationalitäten   zur  Formu- 
lirung  des  rationalen  Transformationsproblems,  bei  dem  es  sich 
darum  handelt,  p  Summen  von  je  p  Integralen  erster  Gattung  in  p  ähn- 
liche Summen  überzuführen  durch  algebraische  Bestimmung  der  gesuchten 
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oberen  Grenzen   und  Irrationalitäten  aus  den  gegebenen,   in  bestimMn 
einfacher  Form. 

Am  Schlnsse  dieser  Vorlesung  wird  noch  die  Frage  aafgeworfeiif  ob 
in  einer  algebraischen  Relation  zwischen  hyperelliptischen  Integralen  tri- 
gonometrische oder  elliptische  Functionen  vorkommen  können^  nnd  ver- 
neinend beantwortet. 

In  der  achten  Vorlesung  werden  sodann  die  Bedingungen  aufgesucht, 
unter  denen  sich  ein  hyperelliptisches  Integral  auf  eine  algebraische  oder 
logarithmische  Function  reduciren  lässt.  Für  die  Reducirbarkeit  aaf 
algebraische  Functionen  ergeben  sich  die  Bedingungen  sehr  einfach  ms 
der  Zerlegung  des  Integrals  in  die  Summe  von  Normalintegralen.  Die 
Frage  nach  der  Reducirbarkeit  auf  Logarithmen  wird  auf  einem  umständ- 
lichen Wege  beantwortet,  gegen  den  wir  zunächst  den  Einwand  erheben 
müssen,  dass  das  auf^Seite  136  aufgestellte  zweite  Gleichungssystem  noth- 
wendig  identisch  sein  muss,  also  zur  Bestimmung  von  Constanten  A  darch 
die  Constanten  C  nicht  mehr  dienen  kann.  Dass  gleichwohl  das  Endeigeb- 
niss  nicht  falsch  ist,  beruht  darauf,  dass  die  Functionen 

Pk-\-i-Ok+i]/Rz 

sich  auf  Constanten  reduciren.  Es  lässt  sich  übrigens  die  ganze  Frage 
wesentlich  kürzer  erledigen,  wie  folgt:  Da  sich  algebraische  Unstetigkei- 
ten  gegen  logarithmische  nicht  fortheben  können,  so  kommt  die  ganse 
Frage  darauf  zurück,  unter  welchen  Bedingungen  man  der  Gleichung 
genügen  kann 


worin  <P<Ä-i ^=- ,  p<,  qi  ganze   rationale  Functionen  von  :  und 

St  ein  Integral  erster  Gattung.  Wenn  nun  zwischen  den  Constanten  (^ 
lineare  homogene  Gleichungen  mit  ganzzahligen  Coefficientcn  bestehen, 
so  kann  man  statt  derselben  eine  geringere  Anzahl  Constanten  (o,-  ein- 
führen ,  die  nicht  mehr  in  einer  solchen  Abhängigkeit  stehen ,  indem  man 

setzt 

i  _ 

worin  die  fn/9^  ganze  Zahlen  bedeuten.  Die  Gleichsetzung  der  Coeffi- 
cientcn der  logarithmischen  Unstetigkeiten  in  obiger  Gleichung  ergiebt 
dann,  wenn  fi/^^  gleichfalls  ganze  Zahlen  bedeuten, 

i 

^,,(€)a),=  Vfi/^'^.,     (»  =  1,2,...«. 


t' 
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Genügen  diese  Gleichungen  nicht,  nm  die  Ai  linear  durch  die  mt  auszu- 
drücken, 80  füge  man  die  nöthige  Anzahl  willkürlicher  Gleichungen  von 
der  Form  ^ 

lim 

hinzu ,  welche  so  gewählt  sind ,  dass  zwischen  den  i)  und  a>  keine  lineare 
Gleichung  mit  ganzzahligen  Coefficienten  besteht,  was  stets  möglich  ist. 
Dann  ergiebt  sich 

h  h 

worin   D^  n^^*),  yj^H)  ganze  Zahlen  sind,   die   den   Bedingungen   genügen 

i  i 

D  m^'e)  =  V  «a(«)  (Ai(l\    0  =  V  ^'^^'^  ^'^^^- 
Damach  geht  die  obige  Gleichung  über  in 

Jk 

Hierbei  sind  nun  die  Coefficienten  der  r^u  constant,  da  sie  nicht  unend- 
lich werden ,  und  die  Factoren  der  einzelnen  Wh  müssen ,  von  Integralen 
erster  Gattung  abgesehen,  auf  beiden  Seiten  einander  gleich  sein. 

Damit  ist  die  Frage   auf  die  einfachere  reducirt:    Wann  lässt  sich 
eine  Gleichung  von  der  Form 


yR(zil^_,^^tzQym^a 


^     J  {z-z,)VR{z)  P+QVRiz) 

erfüllen,  in  der  die  m^  ganze  Zahlen  sind?    Die  Antwort  darauf  ist,  dass 
die  Punkte  Zi  solche  sein  müssen ,  in  denen  eine  Function  von  der  Form 

, Null  und  unendlich  in  der  Ordnung  ttii  werden  kann.     Die 

p+QVH^) 

Constanten  dieser  Function  ergeben  sich  dann  durch  lineare  Gleichungen 
und  um  Sl  zu  finden,   hat  man    diese  Gleichung   nur   zu   differentiiren, 

wodurch  sich  für  YR{z)—-  eine  ganze   rationale  Function  von   z  vom 

ÜZ 

p  — Iten   Grade    ergiebt.     Die    Einführung   von   Normalintegralen,    sowie 
überhaupt   transcendenter  Constanten   erscheint  hiemach   auch  als  über- 


Den  Schluss  des  Werkes  bildet  die  Anwendung  der  Transformations- 
theorie  auf  die  Mültiplication  und  Division  der  hyperelliptischen  Inte- 
grale.    Die  Mültiplication  erledigt  sich,  indem  sie  als  specieller  Fall  des 
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Aber  sehen  Theorems  aufgefasst  wird.  Die  Umkehrung  der  Aufgabe  der 
Multiplication  führt  auf  das  Theilungsproblem ,  dessen  Lösung  von  einer 
algebraischen  Gleichung  vom  Grade  n^^  abhängt,  wenn  n  die  Zahl  ist, 
durch  welche  getheilt  werden  soll.  Der  Hauptsatz  über  diese  Theilangs- 
gleichung  ist  bekannt  und  von  C  leb  seh  und  Gordan  für  die  allgemein- 
sten algebraischen  Integrale  bewiesen.  Er  besteht  darin,  dass  dieselbe 
durch  Wurzelgrössen  auflösbar  ist,  wenn  man  einen  speciellen  Fall  der 
Theiluugsaufgabe,  die  Theilung  der  Perioden,  als  gelöst  ansieht.  Die 
Lösung  der  Aufgabe   für   diesen  Fall  hängt,   falls  n  eine  Primzahl  ist, 

von  einer  Gleichung  des  (. —\  Grades  ab.  Damit  sind  die  Haupt- 
punkte der  Theorie  der  hyperelliptischen  Integrale ,  so  weit  sie  sich  ohne 
Zuziehung  der  Umkehrungsfunctionen  bequem  behandeln  lassen ,  erledigt 
und  die  zusammenfassende  eingehende  Darstellung  dieser  interessanten 
Theorie  wäre  gewiss  ein  danken swerthes  Unternehmen. 

Referent  bedauert  aber,  durch  eingehendes  Studium  des  vorliegen- 
den Werkes  nicht  die  Ueberzeugung  gewonnen  zu  haben ,  dass  demselben 
diejenige  allseitige  und  sorgfältige  Durcharbeitung  des  Gegenstandes  zn 
Grunde  liegt,  welche  für  einen  solchen  Zweck  erforderlich  wäre.  Ab- 
gesehen von  den  im  Vorstehenden  namhaft  gemachten  sachlichen  Un- 
genauigkeiten  wird  durch  die  Art  der  Darstellung  und  die  Wahl  der 
Bezeichnung  der  Ueberblick  ausserordentlich  erschwert.     So  werden ,  am 

Eines  hervorzuheben,  auf  Str.  69  die  Zeichen  J(^\  e)^]  für    /  ", 

.  gebraucht,  während  auf  der  folgenden  Seite  dieselben  Zeichen 

Pzßdz        P  z'^  dz 
die   Bedeutung  haben     /     .  ,    1 —p=,    j3  =  0, 1, 2,  ...  p— 1,   c  =  ' 

/^zfi  dz 
P%  P+U  —  2;»— 1;  wäre  für  das  Integral   /  ein  Zeichen  durchweg 

J  VK^) 
festgehalten,  etwa  J^)^  so  würden  sich  auch  die  Formeln  dieses  Ab- 
iBchnittes  nicht  unwesentlich  vereinfacht  haben.  Ebenso  würde  bei  einer 
umsichtigeren  Wahl  der  Bezeichnung  der  Abschnitt  über  das  allgemeine 
Transformationsproblem  sich  weit  übersichtlicher  gestaltet  haben.  Auch 
die  Anordnung  des  Stoffes  scheint  nicht  überall  ganz  sachgemäss.  So 
hätten  die  Betrachtungen  Ste.  140  flg.,  wenn  sie  überhaupt  noch  nöthig 
waren ,  besser  ihre  Stelle  in  der  fünften  Vorlesung  gefunden ,  wo  von  der 
Normirung  der  Integrale  dritter  Gattung  die  Rede  ist,  während  die  auf 
Ste.  146  flg.  stehende  Untersucbuug  sich  passender  an  den  Abschnitt  über 
das  Aber  sehe  Theorem  angeschlossen  hätte. 

Königsberg,  im  December  1878.  H.  Weber. 
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Die  Farallelonrve  der  Ellipee,  als  Gurve  vom  Ba&ge  Eins,  unter  An- 
wenduBg  eines  neuen  Liniencoordinatensystems.  Von  Dr.  K.  ScnwB- 
BiNO.     Scbalprogralom  Brilon  1878,  Nr.  289. 

Ein  besonders  fruchtbaret  Begriff  der  neueren  Geometrie  ist  der  der 
Reciprocität.  Indem  man  eine  algebraische  Cnrve  abwechselnd  als  Ord- 
nnngs-  nnd  als  Glassengebilde  auffasst,  ergiebt  sieb  ans  jeder  durch  die 
erste  Betrachtung  gewonnenen  Singularität  im  Allgemeinen  eine  neue  für 
die  zweite  Betrachtung.  So  sehr  aber  jener  Begriff  auch  geeignet  ist, 
den  Weg  zn  neuen  Eigenschaften  einer  Curve  zu  zeigen,  so  sehr  bedarf 
sr  doch  der  Ergänzung  durch  die  Rechnung,  weil  er  eben  nur  Über  das 
Vorhandensein  gewisser  Eigenschaften  Auskunft  giebt,  nicht  aber  über 
die  durch  solche  Eigenschaften  bedingte  besondere  Gestalt  des  Gebildes. 
Die  Ausführung  solcher  auf  reciproke  Betrachtungen  gegründeten  Rech- 
nungen ist  jedoch  bis  jetzt  oft  mit  grossen  Unbequemlichkeiten  verbun- 
den ,  die  in  der  Beschaffenheit  des  zn  Grunde  gelegten  Coordinatensystems 
wurzeln.  Wir  besitzen  zwar  homogene  Punkt-  nnd  Liniencoordinaten ; 
aber  ob  im  gegebenen  Falle  die  Untersuchung  mit  diesen  Coordinaten 
sich  einfacher  gestaltet,  als  mit  anderen,  hängt  davon  ab,  ob  sich  ein 
Fundamentaldreieck  bestimmen  lässt,  mit  welchem  Entstehung  und  Grund- 
eigenschaften des  geometrischen  Gebildes  in  -einfacher  Weise  zusammen- 
hängen. Man  wird  also  in  vielen  Fällen  die  rechtwinkligen  Cartesischen 
Coordinaten  vorziehen,  um  so  mehr,  da  die  letzteren  mehr  als  die  erste- 
ren  zur  Aufsuchung  der  metrischen  Eigenschaften  sich  eignen.  Dann 
aber  zeigte  sich  bisher,  wenn  man  zu  reciproken  Betrachtungen  über- 
gehen wollte,  der  Uebelstand,  dass  es  an  einem  dem  Cartesischen  reci- 
proken System  fehlte.  Und  es  kann  doch  vorkommen ,  dass  ein  Gebilde 
seiner  Entstehung  nach  sich  mehr  zur  Darstellung  durch  -Linien-  als 
durch  Punktcoordinaten  eignet,  mehr  zur  Darstellung  durch  gewöhnliche, 
als  durch  homogene  Coordinaten.  Es  hat  denn  auch  an  Versuchen  nicht 
gefehlt,  Systeme  von  Liniencoordinaten  aufzustellen,  die  sich  den  recht- 
•winkligen  Cartesischen*  oder  sogar  den  Polarcoordinaten**  gegenüber- 
stellen sollten.  Als  durchaus  zweckentsprechend  kann  jedoch  nur  das 
von  Herrn  Schwerin g  (diese  Zeitschrift XXI ,  278)  aufgestellte  bezeich- 
net werden,  weil  dasselbe,  wie  Referent  (/.  c.  XXIII,  195)  nachgewiesen 
hat,  in  der  That  dem  Cartesischen  vollständig  reciprok  ist.  —  In  der 
obengenannten  Abhandlung  giebt  nun  Herr  Schwering  ein  recht  augen- 
fälliges Beispiel  von  dem  Nutzen  seines  Coordinatensystems. 


*  Ausfahrlich  behandelt  sind  solche  Coordinaten  in  WeisBenborn's  „Grund- 
zöge der  anal.  Geom.  d.  Ebene".    (S.  die  Vorrede  S.  IV.) 

**  Weinmeister,  „Das  System  der  polaren  Liniencoord.  i.  d.  Ebene",  diese 
Zeitsclv.  XXI,  301. 
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In  der  Abhandlung:  „lieber  diejenigen  Curven,  deren  Coordinaten 
sich  als  elliptische  Fnnctionen  eines  Parameters  darstellen  lassen"  (Crelle^s 
Journ.LXIV,  210)  hat  C  leb  seh  als  Beispiel  einer  Curve  vom  Geschlecht  1 
die  Curven  vierter  Ordnung  init  zwei  Doppelpunkten  untersucht  (/.  c.  250) 
unter  Anwendung  homogener  Coordinaten,  welche  nachher  durch  ellip- 
tische Functionen  ausgedrückt  werden.  Diese  letzteren  Ausdrücke  sind 
indess  schon  ziemlich  complictrt,  und  bei  der  Bestimmung  der  Siogn- 
laritäten  ergeben  sich  so  umständliche  Formeln,  dass  das  geometrische 
Element  der  Untersuchung  fast  ganz  gegen  das  analytische  zurücktreten 
muss.  Herr  Schwering  behandelt  die  entsprechende  Curve  vierter 
Classe  mit  zwei  Doppeltangenten ,  geht  aber  von  einer  rein  geometrischen 
Definition  derselben  aus,  indem  er  die  Parallelcurve  der  Ellipse  unter- 
sucht und  zeigt,  dass  dieselbe  die  ebenerwähnte  Eigenschaft  besitzt.  Der 
y ortheil  dieses  Ausgangspunktes  liegt  auf  der  Hand.  Die  zu  unter- 
suchende Curve  steht  mit  einem  bekannten  Gebilde  in  Zusammenhang; 
und  dadurch  erhält  die  Untersuchung  von  vornherein  den  Charakter  einer 
grösseren  geometrischen  Anschaulichkeit.  Dieser  Ausgangspunkt  erfordert 
aber  auch  neue  Mitfei  der  Rechnung.  Da  die  Tangenten  der  Curve  zn 
denen  der  Ellipse  parallel  in  constantem  Abstände  sein  sollen,  so  weist 
diese  Definition  von  vornherein  darauf  hin,  beide  Curven  als  Tangenten- 
gebilde aufzufassen.  Und  hier  bewährt  gerade  das  neue  Coordinaten- 
system  seine  vereinfachende  Kraft.  Denn  die  Gleichung  der  Ellipse  in 
demselben  ist 

1)  WiPj  =  a*. 

Und  man  erhält,  wenn  u  und  o  die  Coordinaten  der  Parallelcurve  sind, 
sehr  leicht  die  Gleichungen 

2)  u^u,^v^p,^^^yAb^  +  {u--v)^ 

worin  k  der  constante  Abstand  der  beiderseitigen  Tangenten  ist,  während 
a  und  b  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  in  der  gewöhnlichen  Gleichung 
der  Ellipse.  Durch  Elimination  von  u^  und  v^  zwischen  den  Gleichungen 
1)  und  2)  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  Parallelcurve. 

Es  werden  darauf  die  gewöhnlichen  und  die  Liniencoordinaten  eines 
Curvenpunktes  durch  elliptische  Functionen  ausgedrückt.  Diese  Aus- 
drücke sind  zwar  nicht,  wie  bei  Clebsch  (Formeln  70,  S.  255)  rational, 
besitzen  aber  den  Vorzug  weit  grösserer  Einfachheit.  Der  Verfasser 
erklärt  auch  die  Ursache  dieses  verschiedenen  Verhaltens.  Uebrigens 
bewähren  die  von  ihm  gefundenen  Formeln  ihre  Brauchbarkeit  sogleich 
dadurch,  dass  sich  an  der  Hand  derselben  eine  ziemlich  ausfuhrliche  Bis- 
cussion  des  Verlaufs  der  Curve  geben  lässt.  Unter  den  Singularitäten 
werden  die  Doppeltangenten  zuerst  rein  geometrisch,  dann  ihre  Coordi- 
naten sehr  leicht  analytisch  bestimmt,  und  festgestellt,  dass  die  Aus- 
drücke  der  Coordinaten    für   beide  Parameter  einer  Doppeltangenie  die- 
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selben  sind.  Die  weitere  geometrische  Untersnchnng  wird  vorbereitet 
durch  die  sinnreiche  Ableitung  einer  Beziehung  zwischen  den  vier  Ar- 
gumenten der  ans  einem  Punkte  an  die  Curve  gehenden  Tangenten. 
Durch  Specialisirung  dieser  Beziehung  wird  ohne  Mühe  die  Frage  nach 
der  Reellität  und  Lage  der  Doppelpunkte  beantwortet.  Vergleicht  man 
diese  Darstellung  mit  den  beiden  von  Clebsch  gegebenen  Methoden  zur 
Bestimmung  der  Doppeltangenten,  so  tritt  der  doppelte  Vorzug  der  erste- 
ren  hervor,  dass  ihre  Formeln ,  weil  sie  ausser  den  sparsam  vorkommen- 
den a- Quotienten  nur  Argumente  enthalten,  einfacher  sind,  als  die  der 
letzteren ,  sodann ,  dass  die  abgeleitete  Formel  nicht  nur  zur  Ermittelung 
der  Doppelpunkte,  sondern  auch  der  übrigen  Singularitäten  brauchbar 
ist.  Zur  Bestimmung  der  Wendetangenten  giebt  Clebsch  nur  eine 
Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  der  Wendepunkte,  mit  der  Bemer- 
kung, dass  dieselbe  durch  Einführung  einer  einzigen  elliptischen  Func- 
tion den  12.  Orad  erhalte.  Gleich  einfach  wie  die  Doppelpunkte  findet 
Herr  Seh  wer  ing  auch  die  Kückkehrpunkte  der  Curve,  indem  wiederum 
die  Deutung  der  Formeln  durch  einfache  geometrische  Betrachtungen 
unterstützt  wird.  Am  Schluss  wird  noch  die  Frage  nach  den  gemein- 
samen Tangenten  und  Brennpunkten  der  beiden  Curven  beantwortet  und 
die  Gleichung  der  Parallelcurve  in   elliptischen  Coordinaten   angegeben. 

Die  Bedeutung  der  vorliegenden  Arbeit  ist  demnach  eine  doppelte. 
Einmal  eröffnet  sie  durch  Einführung  des  neuen  Liniencoordinatensystems 
die  Aussicht,  dass  man  künftig  mit  Hilfe  desselben  Untersuchungen  üher 
Tangentialgebilde  bequemer  als  bisher  wird  anstellen  können.  Sodann 
aber  —  und  dieser  Umstand  scheint  von  noch  grösserer  Wichtigkeit  zu 
sein  —  zeigt  sie,  wie  die  geschickte  Benutzung  der  Argumente  ellipti- 
scher Functionen  zur  Aufstellung  von  Formeln  führt,  welche  sich  viel 
leichter  geometrisch  verwerthen  lassen ,  als  die  gewöhnlich  benutzten.  Bei 
den  grossen  Vortheilen  aber,  welche  die  Geometrie  aus  der  Verwendung 
jener  Functionen  bisher  schon  gezogen  hat,  ist  jeder  Fortschritt  in  der 
Vereinfachung  dieser  Methoden  mit  grösstem  Interesse  zu  begrüssen.  Es 
ist  ein  Verdienst  des  Verfassers  unserer  Abhandlung,  auch  in  dieser 
Richtung  einen  wesentlichen  Schritt  gethan  zn  haben. 

Waren,  Septemher  1878.  V.  Schleoel. 


Handbuch  der  elektrischen  Telegraphie.  Unter  Mitwirkung  mehrerer 
Fachmänner  herausgegeben  von  Dr.  K.  E.  Zbtzsohe,  Professor 
der  Telegraphie  ^m  Polytechnikum  zu  Dresden.  Zweiter  Band: 
Die  Lehre  von  der  Elektricität  und  dem  Magnetismus ,  mit  beson- 
derer Berücksichtigung  ihrer  Beziehungen  zur  Telegraphie.  8^  mit 
267  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten  und  einer  Tafel  in 
Lichtdruck.     1878.     Berlin,  Julius  Springer.     Preis  14  Mark. 
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Im  vergangenen  Jahre  hatten  'vrir  Gelegenheit,  den  ersten  Band  des 
Werkes  zn  besprechen;  heute  liegt  uns  der  zweite,  von  Dr.  0.  Frölich 
(Elektriker  bei  Siemens  &  Halske)  bearbeitete  Theil  vollständig  vor. 
Oleichwie  der  erste  Band  des  Handbuches,  so  bildet  auch  dieser  ein  für 
sich  abgeschlossenes  Ganze. 

Eine  populär  gehaltene  und  doch  gründliche  Lehre  von  der  Elek- 
tricität  und  dem  Magnetismus  zu  schreiben,  kann,  wie  der  Herr  Ver- 
fasser in  der  Vorrede  betont,  als  keine  leichte  Aufgabe  betrachtet  wer- 
den; es  handelt  sich  hier  darum,  dem  Techniker  alles  Das  zu  bieten, 
was  er  sonst  aus  vereinzelten  Abhandlungen  zusammensuchen  müsste. 
Eine  weitere  Frage  ist  die,  wie  weit  man  mit  der  Theorie  gehen  dürfe, 
ohne  einem  grössern  Theile  der  Leser  unverständlich  zu  werden.  Dass 
von  einer  Wiedergabe  der  Potentialtheorie  in  einem  Werke  wie  dem  vor- 
liegenden nicht  die  Rede  sein  kann,  ist  selbstverständlich;  dagegen  scheint 
es  uns,  als  hätte  der  Herr  Verfasser  in  der  Anwendung  der  Mathematik 
einen  Schritt  weiter  gehen  dürfen.  Die  Einschränkung  auf  die  Mittel 
der  Elementarmathematik  ist  meist  der  Allgemeinheit  der  Resultate,  sowie 
dem  Ueberblicke  ihres  Zusammenhanges  mehr  oder  weniger  abträglich. 
Wer  sich  heutzutage  dem  Studium  der  elektrischen  Technik  widmet,  soll 
doch  mit  den  Elementen  der  Differential-  und  Integralrechnung  vertnint 
sein  und  mit  den  Anfangsgründen  schon  lässt  sich  in  unserem  Fache 
Vieles  erreichen. 

Die  ersten  Capitel  des  Buches  handeln  von  der  Reibungselektrieität; 
wir  finden  hier  die  Fund  amental  versuche,  die  gewöhnlichen  und  die  In- 
fluenz-Elektrisirmaschinen  u.  A.  m.  Schon  hier  wird  der  für  die  moderne 
Telegraphentechnik  so  wichtige  Begriff  der  Capacität  erläutert^  der  Aus- 
druck 

i27cl 


C  = 


R 
lognat  — 

r 


(S.  26  unten)  bedeutet  indessen  weniger  die  Capacität  im  modernen 
Sinne,  als  vielmehr  das  specifische  Vertheilungsvermögen  nach  Siemens. 
Definirt  man    elektrische   Capacität   eines  Leiters   oder  Condensators  als 

C  =  — ,   so   ergiebt   die  Rechnung   für   einen   cjlindrischen  Condensator, 

ein  Kabel 


R' 
lognat  — 

r 


Diese  Formel  rührt  von  Thomson  her  (1852).     In  gleicherweise  wäre 
zu  setzen 


statt  6'  =  -^:    C^4^.' 
d  And 
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Die  Liehre  vom  öüvanTsimis  wird  dnrcb  die  Ohm' sehen  OefS&lle  ein- 
;eleitet;  es  hat  diese  Art  der  Darstellung  den  Vortheil,  dass  die  Vor- 
länge alle  graphisch  dargestellt  werden  können.  Die  Ohm' sehen  und 
Circhhoff 'sehen  Gesetze  sind  siemlich  ansführlich  behandelt,  was  nur 
egrüsst  werden  kann.  Es  folgen  dann  die  verschiedenen  Hanpttypen 
galvanischer  Elemente  mit  numerischen  Angaben  ihrer  elektromotorischen 
Crftfte.  Bei  der  Lehre  von  der  Leitangsfähigkeit  finden  wir  sehr  brauch- 
lare  Tabellen  zur  Berechnung  des  Widerstandes  von  Drähten  und  Flüs- 
igkeitssäalen.  Ein  grösserer  Raum  ist  der  Besprechung  der  Wärmewir- 
Lungen  des  galvanischen  Stromes  gewidmet;  da  gerade  jetzt  die  elek- 
riscbe  Beleuchtung  an  der  Tagesordnung  ist,  so  dürften  diese  Paragra- 
)hen  besonderes  Interesse  bieten.  Puncto  Lichtregulatoren  hat  sich  der 
lerr  Verfasser  auf  die  Beschreibung  der  Siemens' sehen  Lampe  (Con- 
itructioD  von  Hefner-Alteneck)  beschränkt.  Wir  hatten  vor  zwei 
Fahren  Gelegenheit,  diesen  sinnreichen  und  doch  so  einfachen  Apparat 
m  Etablissement  der  Herren  Siemens  &  Halske  in  Thätigkeit  zu  sehen, 
md  sind  überzeugt,  dass  derselbe  in  den  meisten  Fällen  den  Vorzug 
7or  Foucault's  complicirtem  Arrangement  verdient.  Die  mechanischen 
Pernewirkungen  des  Stromes  sind  sehr  ausführlich  behandelt,  fast  zu 
Ausfährlieb.  Das  Gleiche  lässt  sieh  auch  von  der  Lehre  vom  Magnetismus 
und  Elektromagnetismus  sagen ;  doch  ist  es  hier  geboten ,  auf  den  Grund- 
gesetzen lange  zu  verweilen.  Für  die  Frage  der  elektrischen  Beleuchtung 
bietet  die  ausführliche  Beschreibung  der  magneto- elektrischen  Maschinen 
besonderes  Interesse.  Es  mag  an  dieser  Stelle  rühmend  hervorgehoben 
werden,  dass  sich  das  Werk  im  Allgemeinen  durch  einen  durchaus  ori- 
ginellen Ton  auszeichnet  und  dass  der  Ideengang  des  Herrn  Verfassers 
c\n  ganz  selbstständiger  ist.    . 

Es  folgt  nun  ein  äusserst  wichtiges  Capitel:  „Die  elektrischen  Er- 
scheinungen in  Kabeln."  Was  im  Anfange  unserer  Besprechung  in  Be- 
zug auf  das  Sammeln  des  Materials  gesagt  wurde,  hat  an  dieser  Stelle 
seine  vollste  Bedeutung.  Wohl  wird  gerade  über  diesen  Gegenstand  sehr 
viel  geschrieben,  allein  die  betreffenden  Abbandlungen  finden  sich  in 
deutschen,  französischen,  englischen  Zeitschriften,  die  man  doch  nicht 
immer  zur  Hand  hat,  zerstreut.  Der  Herr  Verfasser  hat  diesen  wichtigen 
Abschnitt  seines  Werkes  mit  besonderer  Vorliebe  bearbeitet;  die  Beigabe 
von  trefflichen  graphischen  Darstellungen  (Spannungscurven)  erleichtert 
das  Verständniss  ungemein;  aber  gerade  hier  Hesse  sich  die  Deutlichkeit 
der  Darstellung  durch  Anwendung  der  Differentialrechnung  erhöhen.  Die 
Anfertigung  dei  Condensatoren  ist  nur  ganz  kurz  besprochen;  die  Art 
and  Weise  ihrer  Adjustirung  ist  nicht  angegeben.  Die  Curve  des  anstei- 
genden Stromes  wird  durch  eine  vortrefflich  in  Lichtdruck  ausgeführte 
Tafel,  welche  die  von  Siemens  &  Halske  an  den  neuen  deutschen  Erd- 
kabeln  angestellten  Versuche    veranschaulicht,    erläutert.     Den   Schluss 
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dieses  Abschnittes  bilden  einige  Notissen  '^tü^arliie  'if'«fftpfl«iittagBge8chwiii- 
digkeit  der  Elektricität 

Unter  dem  Titel  „Anhang*^  nmfassen  die  letzten  Bogen  des  Bandes 
die  elektrischen  Messungen,  d.  i.  die  Messinstrumente,  die  Messmetboden, 
das  absolute  Maasssystem,  Zahlen  und  Tabellen. 

Nach  einer  kurzen  Theorie  der  Galvanometer  finden  wir  hier  Bat- 
terieprüfer, Tangenten-  und  Sinus  -  Boussole  und  Spiegelgalvanometer 
beschrieben,  und  zwar  speciell  die  Anordnungen,  welche  Siemens  &  Halske 
den  betreffenden  Instrumenten  gegeben  haben.  Es  wurde  a.  0.  dem 
Herrn  Verfasser  der  Vorwurf  gemacht,  er  sei  stets  bemüht,  die  Construe- 
tionen  dieser  Firma  in  den  Vordergrund  zu  stellen;  diesem  Tadel  ver- 
mögen wir  uns  nun  nicht  anzuschliessen.  Dass  Herr  Dr.  Fr  öl  ich  mit 
Vorliebe  diejenigen  Apparate  beschreibt ,  welche  er  durch  tägliche  Hand- 
habung genau  kennt,  ist  ganz  selbstverständlich;  man  schlage  irgend  ein 
französisches  oder  englisches  Werk  auf  und  man  wird  finden,  dass  anch 
dort  die  Erzeugnisse  des  Vaterlandes  vorzüglich  berücksichtigt  werden. 
Neu  waren  uns  hier  das  transportable  und  das  astatische  Spiegelgalva- 
nometer. Ersteres  zeichnet  sich  durch  grosse  Handlichkeit  aus,  indem 
das  ganze  Magnetsystem  in  einem  beweglichen  Eupferstück  enthalten  ist. 
Aehnliche  Instrumente  hatte  auch  die  französische  Telegraphenverwaltnog 
1878  in  Paris  ausgestellt;  es  werden  dieselben  dort  theils  zum  Kabel- 
sprechen, theils  zur  Herstellung  des  Gleichgewichts  bei  Ailhaud's 
Hughes- Gegensprecher  benutzt.  Das  astatische  Spiegelgalvanometer 
besitzt  zwei  Glockenmagnete  in  zwei  übereinander  liegenden  Rollen,  bei 
dieser  Anordnung  wird  die  höchste  Empfindlichkeit  erzielt.  .  Neu  sind 
ferner  der  Russschreiber  und  das  Torsions -Dynamometer.  Ersterer,  nach 
dem  Princip  des  aperiodischen  Submarine: Relais  construirt,  diente  bei 
den  obenerwähnten  Versuchen  an  den  deutschen  Erdkabeln;  letzteres 
wird  von  Siemens  &  Halske  zur  Messung  der  starken  Ströme  der  dj- 
namo  -  elektrischen  Maschinen  benutzt.  Es  folgt  nun  noch  eine  ausführ- 
liche Beschreibung  des  Thomson*schen  Quadranten  -  Elektrometers, 
sowie  einige  Notizen  über  die  Anfertigung  der  Widerstandsscalen. 

Die  Ausführung  der  Messungen  ist  etwas  kurz  behandelt.  Das 
Gleiche  lässt  sich  auch  von  der  Besprechung  der  Fehlerbestimmungen 
sagen;  vielleicht  beabsichtigt  der  Herr  Verfasser,  in  Band  3  des  Hand- 
buches näher  auf  diesen  Gegenstand  einzugehen. 

Den  Schluss  des  Werkes  bilden  die  Grundzttge  des  absoluten  Maass- 
systems; man  kann  nicht  verlangen,  dass  in  einer  populären  Lehre  von 
der  Elektricität  dieses  Tractandum  ausführlich  zu  behandeln  sei;  um  einen 
oberflächlichen  Begriff  von  der  Sache  zu  erhalten,  genügt  das  Gesagte. 
Es  haben  sich  hier  einige  Druckfehler  eingeschlichen,  die  indessen  so  in 
die  Augen  springen,  dass  es  uns  unnöthig  erscheint,  dieselben  namhaft 
zu  machen. 
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Die  Ansstattung  des  Werkes  ist  eine  des  werthyollen  Inhalts  durch- 
HQS  würdige.  ^ 

Es  sei  anch  dieser  Band  den  Fachgenossen  warm  empfohlen! 
Zürich,  4.  Januar  1879.  Dr.  A.  Tobler. 


üebnngsbuch  zum  Stadium  der  höheren  Analysis.  Von  Dr.  Oscar 
ScuLOEMiiiCH ,  geh.  Schulrath  im  königl.  sächs.  Cultusministerinm. 
Erster  Theil:  Aufgaben  aus  der  Differentialrechnung. 
3.  Auflage.  Leipzig  1878,  Verlag  von  B.  G.  Teubner.  VIT,  308  8. 
Wenn  im  Allgemeinen  es  kaum  als  passend  erscheinen  dürfte,  dass 
der  Leiter  einer  Abtheilung  einer  wissenschaftlichen  Zeitschrift  ein  Werk 
aus  der  Feder  des  Leiters  einer  andern  Abtheilung  derselben  Zeitschrift 
der  Besprechung  unterwerfe,  weil  eine  durch  Jahre  fortgesetzte  Collegia- 
litiit  die  Unbefangenheit  des  Urtheils  zu  trüben  geeignet  sein  könnte, 
80  erleidet  diese  Regel  eine  Ausnahme,  wo  es  sich  um  wiederholt  erschei- 
nende Schriften  handelt,  -um  solche,  deren  günstiges  Urtheil  das  Publi- 
kum schon  gesprochen  hat,  indem  es  eine  zweite,  eine  dritte  Auflage 
forderte.  In  diesem  Falle  hat  nämlich  meistens  die  Kritik  einer  blossen 
Ankündigung  Platz  zu  machen,  es  sei  denn,  dass  man  mit  dem  all^ 
gemeinen  Urtheil  sich  nicht  einverstanden  erklären  wollte,  und  beabsich- 
tigte, unter  genauer  Begründung  gegen  Verfasser  und  Leser  gleichzeitig 
vorzugehen.  Wir  befinden  uns  heute  in  dem  angenehmeren  und  beque- 
meren Falle,  das  Recht  in  Anspruch  zu  nehmen,  nur  kurz  anzuzeigen, 
dass  eine  dritte  Auflage  des  allgemein  geschätzten  und  vielfach  Benutz- 
ten Uebungsbuches  zur  Differentialrechnung  von  dem  Leiter  der  dogma- 
tischen Abtheilung  dieser  Zeitschrift  die  Presse  verlassen  hat.  Gegen  die 
früheren  Auflagen  sind,  wie  das  Vorwort  bemerkt,  namentlich  in  der 
Einleitung,  welche  mit  Grenzwerthen  von  Functionen  es  zu  thun  hat, 
Zasätze  hinzugetreten.  Diesmal  hat  der  Verfasser  nämlich  auch  fünf 
Aufgaben  von  Grenzwerthen  von  Functionen  zweier  Veränderlichen  be- 
handelt und  gezeigt,  welche  Schwierigkeiten  bei  derartigen  Aufgaben  der 
Beachtung  unterliegen,  wie  es  insbesondere  keineswegs  gleichgiltig  ftir 
den  erscheinenden  Grenzwerth  ist,  ob  zuerst  die  eine  und  dann  die 
andere  Variable  ihrer  Grenze  sich  nähere,  oder  ob  die  entgegengesetzte 
Reibenfolge  stattfindet,  oder  endlich  ob  beide  gleichzeitig  zur  Grenze 
gelangen,  indem  sie  als  Vielfache  einer  und  derselben  dritten  Veränder-' 
liehen  mit  constanten  Coefficienten  erscheinen.  Für  spätere  Auflagen 
möchten  wir  an  den  Verfasser  die  Bitte  richten,  in  dem  Capitel  IV,  der 
Diecussion  ebener  Curven,  doch  auch  die  vielfachen  Punkte,  sowie  die 
isolirten  Punkte  der  Curven  zu  berücksichtigen,  als  Singularitäten,  welche 
keinem  Schüler  der  höheren  Analysis  fremd  sein  dürfen.         Cantor 
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avec  la  rögle  et  le  compas.    I)e  Tilly.    N.  corresp.  math.  IV,  272. 

18.  Ueber  das  gleichseitige  hyperoolische  Paraboloid  und  ein  aus  ihm  abgeleitetes 

Strahlsystem.    Schoenflies.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXIII,  245. 

19.  Ueber  ein   specielles   Hyperboloid   und   andere   mit  ihm   zusammenhängende 

Regelflächen.    Schoenflies.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXIII,  269. 
Vergl.  Mannigfaltigkeiten.    Oberflächen.    Oberflächen  zweiter  Ordnung. 
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AstronomiA. 

20.  Veränderte  Form  für  die  Berechnang  der  Hypothesen  bei  Bahnbefitimmungen 

ans  drei  beobachteten  Oertem.    Fabritius.    Astr.  Nachr.  XC,  217,  2-25. 

21.  Ueber  eine  strenge  Methode  zur  Berechnung  des  Ortes  von  Polarstemen.    Fa- 

britins.    Astr.  Nachr.  LXXXVII,  113,  129. 

22.  Die  säculare  Beschleunigung  der  mittleren  Bewegung  des  Mondes.    Weiler. 

Astr.  Nachr.  XC,  369;   XCI,  1,  17,  83.  —  Seeliger  ibid    193.  —  Hill 
ibid.  251. 

23.  On  double -star  calculatious.    Doberck.    Astr.  Nachr.  XC,  57;  XCI,  119. 

24.  Zu  Encke's  Methode  der  Berechnung  der  speciellen  Störungen.    Th.  ▼.  Oppol- 

zer.    Astr.  Nachr.  LXXXIX,  273. 

25.  Ucber  das  Gesetz  der  numerischen  Coefficienten,   die  bei  den  mechanischen 

Quadraturen  auftreten.    Th.  v.  Oppolzer.    Astr.  Nachr.  XCI,  329. 

26.  üeber    die  Bessersche   Correctionsformel   für  Mikrometerschrauben.     Lamp. 

Astr.  Nachr.  LXXXVII,  359;  LXXXVIII,  179. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  103,  107. 

AtjrmptoteiL 

27.  Allgemeine  Theorie  der  Asymptoten  der  algebraischen  Curven.    Stolz.    Math. 

Annal.  XI,  41. 

Attractioii. 

28.  Zu  Iiiemann*8  Gravitationstheorie.    Helm.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXIH,  261. 

29.  Oscillatorische  Bewegung   eines   verlängerten  Botationselli]>8oid8  infolge  der 

Anziehung  eines  weit  entfernten  Punktes.    G  lesen.    Zeitschr.  Math.  Phys. 
XXIII,  380. 
Vergl.  Potential. 

Ansdehnongslehre. 

30.  Die  Mechanik  nach  den  Principien  der  Ausdehnungslehre.    H.  Grassmann. 

Mathcm.  Annal.  XII,  222. 

31.  Der  Ort  der  Hamilton'schen  Quaternionen  in  der  Ausdehnungslehre.   H.  6  rase - 

mann.    Mathem.  Annal.  XII,  375. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  111.    Imaginäres  129.  y 


Bemonlirsohe  Zahlea. 

32.  Sur  les  nombres  de  Bemoulli.    Catalan.    N.  corresp.  math.  IV,  119. 

Bestimmte  Integrale. 

33.  Ueber  bestimmte  Integrale.    Thomae.    Zeitschr.  Math,  Phys.  XXIII,  67. 

Ver^l.  Elliptische  Transcendenten.    Ultraelliptische  Transcendenten.    Varia- 
tionsrechnung. 

Biangnlarcoordinaten. 

34.  Demonstration  d^un  th^or^me  g^om^trique  par  coordonn^es  biangnlaires.    Le- 

meine.    N.  corresp.  math.  IV,  59. 

Binomialcoefftcienten. 

35.  Zur  Lehre  von  den  Binomialcoefficienten.    V.  Sc  hie  gel.    Zeitschr.  Math.  Phjä. 

XXlll,  263. 

C. 

Cnbatnr. 

36.  Einfachste  Formel  für  das  Volumen  des  Prismatoids.    J.  E.  Becker.   Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXIII,  412. 


Detemiinaiiten. 

37.  Extraits   de  Touvrage  de  Mr.  Günther  sur  les  d^terminants.    Brocard.    N. 

corresp.  math.  IV,  16. 

38.  Th^orämes  arithm^tiques  reposant  sur  la  thdorie  des  d^terminants  et  vice  versa. 

Smith  et  Mansion  (nouvellement  redig^  par  Catalan).    N.  corresp. 
math.  IV,  103.  —  Le  Paige  ibid.  176. 

39.  Sur  une  propriäte  des  determinants  nuls.    Falk.    N.  corresp.  math.  IV,  37S. 

40.  Sur  une  transformation  de  dt^terminants.    Le  Paige.    N.  corresp.  math.  IV,  79. 

Vergl.  Function  78.    Gleichungen  115. 
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Determfaiuitwi  in  geometriseher  Anwendung. 
4L  Sur  un  principe  fondamental  de  gdom^trie  et  de  trigonom^tne.    E.  Lncas. 
N.  corresp.  math.  IV,  85,  169,  200. 

BifferentialgleiQhnngen. 

42.  Ueber  die  Integration  totaler  Differentialgleichungen.    Du  Boig-lioymond. 

Mathem.-Annal.  XII,  123. 

43.  Sur  r^quation  de  Riccati  gänäralisee.^  Picard.     N.  correep.  math.  IV,  184. 

44.  Integrer  Tdquation  -5^  +  ay  +  6aj™y»=0.    Latars.    N.  corresp.  math.  IV,  397. 

45.  Integrer  T^qnation  — ,-f--r,  =  — .    Menneseon.    N.  corresp.  math.  IV,  263. 

46.  Ueber  lineare  Differentialgleichungen.     F.  Klein.    Mathem.  Annal.  XI,  115; 

XII,  167. 

47.  La  thdorie  des  formes  dans  Tint^^ration  des  ^quations  diffdrentielles  lindaires 

du  second  ordre.     Brioschi.    Mathem.  Annal.  XI,  401. 

48.  Theoreme  sur  la  r^duction  d'une  dquation  Unfaire  d'ordre  n  ä  une  autre  ^qua- 

tion  lindaire  d'ordre  n— 1.    lliansion.    N.  corresp.  math.  IV,  154. 

49.  Allgemeine  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  zweite 

Abhandlung.    Lie.    Mathem.  Annal.  XI,  464.    [Vergl.  Bd.  XXIII,  Nr.  78.] 
60.  On  the  theorj  of  partial  differential  equations.    Caylej.    Mathem.  Annal.  XI, 
194. 

51.  Ueber  partielle  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung,  die  intermediäre  erste 

Integrale  besitzen.    Baecklund.    Mathem.  Annal.  XI,  199. 

52.  Ueber  Systeme  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.    Baecklund. 

Mathem.  Annal.  XI,  412. 

53.  Ueber   den  Multiplicator  eines  Jacobi*Bchen  Systems.    A.  Mayer.    Mathem. 

Annal.  XII,  132. 
Vergl.  Invariantentheorie  131.        ^ 

M. 

Elektrodynamik. 

54.  Ueber  die  Zuverlässigkeit  des  Ampere'schen  Gesetzes.    C.  Neumann.    Mathem. 

Annal.  XI,  309. 

55.  Ueber  die  gegen  das  Weber'sche  Gesetz  erhobenen  Einwände.    C.  Neumann. 

Mathem.  Annal.  XI,  318. 

56.  Zur  Theorie  des  Condensators.    Eirchhoff.    Berl.  Akad.-Ber.  1877,  144. 

57.  Zur  Theorie  der  Bewegung  der  Elektricität  in  unterseeischen  oder  unterirdi- 

schen Telegraphendrähten.    Eirchhoff.    Berl.  Akad -Ber.  1877,  598. 

58.  Ueber  galvanische  Ströme,  verursacht  durch  Concentrationsunterscl^ede;  Fol- 

gerungen   aus   der  mechanischen   Wärmetheorie.     Helmholt z.     Berl. 
Akad.-Ber.  1877,  713. 

59.  Ueber  das  Problem  der  Strom  Verzweigung  in  einer  ebenen  Platte.   Chwolson. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXIII,  47. 

Sllipte. 

60.  Propriätes  g^oml^triques  de  Tellipse.    Laisant    N.  corresp.  math.  IV,  118. 

61.  Propriätds  d'une  ellipse  inscrite  ä  un  parallMogramme.    Jamet.    N.  corresp. 

math.  IV,  123. 

62.  Thäorämes  sur  Tellipse.    Mennesson.    N.  corresp.  math.  IV,  357. 

63.  Geometrische  Untersuchungen.    S.  Eantor.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XXIII,  414. 

64.  Sur  les  3  cerdes  osculateurs  ä  Tellipse  passant  par  un  point.  •  Neuberg.    N. 

corresp.  matii.  IV,  399. 

65.  Gerde  de  courbure  de  Tellipse  ayant  la  m^me  surface  que  Fellipse.    Yagane. 

N.  corresp.  matii.  IV,  898. 
Vergl.  Bectincation  178. 

EUiptoid. 
Vergl.  Attraction  29. 

SUiptttehe  Transeendenten. 

66.  Ueber  die  Theilung  der  elliptischen  Functionen.    Eronecker.    Berl.  Akad.- 

Ber.  187«,  242.     [Vergl.  Bd.  XXII,  Nr.  343.] 

67.  Algebraische  Untersuchungen   aus   der   Theorie   der   elliptischen  Functionen. 

Erause.    Mathem.  Ai\nal.  XII,  1. 

68.  Ueber  die  Modulargleichungen  der  elliptischen  Functionen  und  ihre  Anwen 

düng  auf  die  Zahlentheorie.    Erause.    Mathem.  Änual.  XII,  419. 
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69.  8ur  Taddition  des  fonctionfi  elliptiqaes,    Neuberg.    N.  oorresp.  matfa.  IV,  343. 

70.  On  ihe  theory  of  elliptic  iotegralB.    Cayley.    Mathem.  Annal  XII,  14S. 

71.  On  Bome  formulae  in  elliptic  iniegrals.    Cayley.    Mathem.  Annal.  XII,  369. 

72.  üeber  elliptische  Integrale.    Thomae.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXIII,  409. 

73.  üeber  einige  elliptische  Integrale.    Enneper.    Mathem.  Annal.  XT,  567. 

74.  Sar  la  r^duction  de  quelques  integrales.    Jamet.    N.  corresp.  math.  lY,  18S. 

1*. 
FimotiQnML 

75.  Beweis  eines  Hauptsatzes  der  Theorie  der  periodischen  Functionen  von  mehre- 

ren Veränderlichen.    Weierstrass.    Berl.  Akad.-Ber.  1876,  680. 

76.  Ueber  das  arithmetisch-geometrische  Mittel  aus  vier  Elementen.    Borchardt. 

Berl.  Akad.-Ber.  1876,  611. 

77.  Ueber  Grenzwerthe  von  Fonctionen  zweier  Veränderlichen.    Du  Bois-Bej- 

mond.    Mathem.  Annal.  XI,  146. 

78.  Produit  dont  les  n  facteurs  sont  des  fonctions  alff^riques  des  radnes  n>^^ 

de  Tunit^.    Mennesson.    N.  corresp.  math.  IV,  185. 

79.  SurTidentitö  (a-f-&-f-c)«  =  (a-f-5-c)*+(a-6-f-c)»-f-(-a+64-c)»  +  24«6c.  Bro- 

card.    N.  corresp.  math.  IV,  186. 

80.  Sur  quelques  identit^s.    Proth.    N.  corresp.  math.  IV,  377. 

Vergl.  Analytische  Geometrie  des  Baumes  16.  BemouUi'sche  Zahlen.  Bi- 
nomialcoeificienten.  Elliptische  Transcendenten.  Gleichungen  116.  Ho- 
mogene Functionen.  Reihen.  Substitutionen.  Thetafimctionen.  Zahlen- 
theorie. 

Goodlal». 

81.  Strenge  Gleichungen  zwischen  den  Seiten  eines  Dreiecksnetzes  auf  i^end  eioer 

Oberfläche,  insbesondere  auf  BesseVs  mittlerem  Erdsphäroid.   Kamm  eil. 
Astr.  Nachr.  LXXXIX,  49. 

82.  Ueber  die  Bestimmung  des  mittleren  Winkelmessungsfehlers  einer  nach  der 

BesseFschen  Meuiode  ausgeglichenen   Trianguürung.     Jordan.     Ask 
Nachr.  LXXXIX,  27. 

83.  Ueber  Winkelmessung  und  Ausgleichung.  Bremiker.  Astr.  Nachr.  LXXXIX,  65. 

84.  Ueber  den  Einfluss  der  Lothablenkungen  auf  Winkelmessungen.    Sadebeck. 

Astr.  Nachr.  XC,  113:  XCI,  145.  —  v.  Morozowicz  ibid.  XC,  353. 

85.  Ueber  Abweichungen  des  Lothes  von  der  Normale  des  homogenen  Erdsphä- 

roids,  erzeugt  durch  locale  Unregelmässigkeiten  der  Massenvertheiiimg. 
Winterberg.    Astr.  Nachr.  XCI,  97. 

86.  Ueber  die  geodätische  Linie.    Winterberg.    Astr.  Nachr.  LXXXIX,  103,113; 

XCI,  IIB. 

87.  Ueber  den  Genauigkeitsgrad  telegraphischer  Längenbestimmungen.  Alb  recht 

Astr.  Nachr.  LXllXIX,  805. 

Ooometrie  (litthere). 

88.  Ueber  correlative  oder  reciproke  BündeL    Sturm.    Mathem.  AnnaL  Xn,  26i 

89.  Das  Correspondenzprincip  für  Gruppen  von  n  Punkten  und  von  n  Strahleo. 

Schubert.    Mathem.  Annal.  XII,  180. 

90.  Sur  les  polygones  conjugu^s.    Dewulf.    N.  corresp.  math.  IV.  286,  397. 

91.  Bemerkungen  über  das  vollständige  Viereck.    Schlö milch.    Zeitsohr.  Math. 

Phys.  XXIII,  191. 

92.  Theoreme  se  rapportant  ä  un  polygone  de  n  cötds  et  ä  un  point  fixe.    Van 

Au  bei.    N.  corresp.  math.  IV,  93. 

93.  Sur  une  transformation  aes  figures.    Neuberg.    N.  corresp.  math.  IV,  397. 

94.  Zur  synthetischen  Behandlung   der   ebenen  Curven  dritter  Ordnung.    Mili- 

nowski.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXÜI,  343.    fVergl.  Bd.  XXU,  Nr.  81.] 

95.  Deux  propridt^s  gdn^rales   des   conrbes  du  troisi^me  degr^.     Van  AubeL 

N.  corresp.  math.  IV,  356. 

96.  Zur  synthetischen  Behandlung  der  ebenen  Curven  vierter  Ordnung.    Mili- 

nowski.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXIII,  85,  211. 
Vergl.  Kegelschnitte.    Mechanik  148,  145,  146.    Oberflächen. 

eesohiohta  der  Mathematik. 

97.  Näherungswerthefdr^.  Cantor.  Zeitschr. Math. Phys. XXIU,hist.Abth. 89, 17a 

98.  Ueber  eine  Stelle  des  Pappus.    Heiberg.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXÜI,  hist 

Abth,  117. 
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99.  Sur  la  Bomme  des  pulssances  quatriemes  des  nombres  entierB.     Boncom- 
pagni.    N.  corresp.  math.  IV,  22. 

100.  Sar  fe  mot  cumulo  daus  le  sens  de  mille  milliona.    Boncompagni.   N.  cor- 

resp. math.  lY,  24. 

101.  Sur  la  construction  du  pentagone  d' Albert  Dürer.     Brocard.     N.  corresp. 

math.  IV,  136. 

102.  Matäriaox  pour  Thistoire   des   math^matiques  en   Hollande.     Bierens   de 

Haan  (eztrait  par  Neuberg).    N.  corresp.  math.  IV,  886. 

103.  Swift  und  die  Monde  des  Mars.    Th,  v.  Oppolzer.    Astr.  Nachr.  XCI,  308. 

104.  Der  Briefwechsel  zwischen  Lagrange  und  Euler.    Cantor.    Zeitschr.  Math. 

Phys.  XXIII,  bist.  Abth.  1. 

105.  üne  question  anglaise  de  1743.    N.  corresp.  math.  IV,  146. 

106.  Quelques  quadrateurs     Catalan.    N.  corresp.  math.  IV,  63. 

107.  Ueber  die  erste  Auffindung   des  Planeten  Neptun.     Galle.     Astr.  Nachr. 

LXXXIX,  349. 

108.  Ueber  den  Antheil  Petiina's  an  der  Erfindung  des  telegraphischen  Gegen- 

sprechens.   2fetz8che.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXIII,  bist.  Abth.  87. 

109.  Todesanzeige  von  Simon,  Freiherr  von  Sina,  f  Ib,  April  1876.    Astr.  Nachr. 

LXXXVIII,  65. 

110.  Canno  necrologico  di  Giovanni  Santini,  f  ^^  giugno  1877.   Lorenzoni.   Astr. 

Nachr.  XC,  79. 

111.  Hermann  Grassmann's  Nekrolog.    Junghans.    Zeitschr.  Math.  Phjs.  XXIII, 

bist.  Abth.  69. 

112.  Todesanzeige  von  C.  L.  v.  Littrow,  f  lö-  November  1877.    Weiss.     Astr. 

Nachr.  XCI,  118. 
Vergl.  Kreis  140. 

Oleiduugen« 

113.  Ueber  Abersche  Gleichungen.    Eronecker.    Berl.  Akad.-Ber.  1877,  845. 

114.  Ueber  die  Discriminante.    Brill.    Mathem.  Annal.  XH,  87. 

115.  Th^ordme  sur  les  fonctions  de  Sturm  d'une  Donation  n*ayant  que  des  racines 

simples.    Mennesson.    N.  corresp.  math.  IV,  152,  212. 

116.  Ueber  zwei  einfache  Methoden  zur  Auflösung  numerischer  Gleichungen.   Gie- 

sen.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXIE,  35.    . 

117.  Trouver  une  valeur  de  x  v^rifient  T^quation  og^—g-t-    ""    .    Cesaro.    N. 

corresp.  math.  IV,  365. 

118.  Zur  Theorie  der  Elimination.    Toeplitz.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXHI,  61. 

119.  Zur  Eliminationstheorie.    Noether.    Mathem.  Annal.  XI,  571. 

120.  Ueber  ein  Eliminationsproblem.    Erey.    Mathem.  Annal.  XII,  476. 

Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  105. 


Homogen»  FunotioiMB. 

121.  Sur  quelques  formes  binaires.    Brioschi.    Mathem.  Annal.  XI,  111. 

122.  Systeme    simultan^    de  denx   formes   biquadratiques.     Bertini.     Matkem. 

Annal.  XI,  30. 
Vergl.  Ikosaeder.    Invariantentheorie.    Quadratische  Formen. 

Hydrodynamik. 
1*23.  Zur  Discussion   der  Bewegung  eines  Botationskörpers  in  einer  Flüssigkeit. 
Eoepcke.    Mathem.  Annal.  XII,  387. 

124.  Ueber  die  gleichft^rmige  Bewegung  des  Wassers  sowohl  in  kleineren  Eanälen 

und  Gräben,  wie  in  Flüssen  und  Strömen.    Hagen.    Berl.  Akad.-Ber. 
1876,  243. 

HyporboL 

125.  Sur  une  circonf^rence  coupant  une  hyperbole  en  3  points  sommets  d'un  triangle 

dquilatäral.    Dubois.    N.  corresp.  maÜi.  IV,  88.  —  E.  Lucas  ibid.  282. 

126.  Somme  des  anwies  d'un  triangle  curvdigne  form^  jpar  8  arcs  d'hyperboles  ou 

de  paraboles.     Dewulf.    N.  corresp.  math.  IV,  112.  --  Brocard  ibid. 
138. 

Hyperboloid. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  des  Eaumes  19. 
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I. 

Ikotaeder. 

127.  Weitere  Untersuchungen   über  das  Ikosaedcr.     F.  Klein.     Ifathem.  Annal 

XU,  603.    [Vergl.  Bd.  XXIH,  Nr.  162.] 

IsLAginiret. 

128.  Das  Imaginäre  in  der  Geometrie  und  das  Rechnen  mit  Würfen  (zweite  Ab- 

handlung).  Lüroth.    Mathem.  Annal.  XI,  84.    [Vergl.  Bd.  XXII,  Nr. 399.] 

129.  lieber  die  geometrische  Darstellung  des  Imaginären  vom  Standpunkte  der 

Ausdehnungslehre.    V.  Schlegel.    Zeitschr.  Math.  Ph^s.  XXIII,  141. 
Vergl.  Ausdehnungslehre  31.    Quatemionen.    Zahlentheorie  227. 

Integration  Cnnbeitimmta). 

130.  Ueber  die  Verallgemeinerung  der  partiellen  Integration.  Worpitzky.  Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXÜI,  407. 

Invariantmitlisorie. 

131.  Binäre  Formen  mit  verschwindenden  Covarianten.    G  o  r  d  a  n.    Mathem .  Amul. 

Xn,  147. 
Vergl.  Differentialgleichungen  47.     Elliptische  Transcendenteu  67.    Gleich- 
ungen 114. 

K. 

Xegeltohnittd. 

132.  Einige  Eigenschaften  der  ebenen  und  sphärischen  Kegelschnitte.    Mehmcke. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXIII,  265. 

133.  Ueber  die  Verallgemeinerung  einer  Erzeugungsart  der  Curveu  zweiten  Grades. 

V.  Schlegel.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXIII,  402. 

134.  Sur  les  cercles  osculateurs  d*une  conique  en  trois  points.    De  Longchamp. 

N.  corresp.  math.  IV,  393. 

135.  Trouver  Tenveloppe  des  axes  des  coniques  tangentes  en  deux  points  donnes 

ä  deux  droites  donndes.    Jamet.    N.  corresp.  math.  IV,  299. 

136.  Sur  la  corde  commune  ä  deux  coniques.    Henry.    N.  corresp.  math.  IV,  24. 

[Vergl.  Bd.  XXIII,  Nr.  174.] 

137.  Synthetischer  Beweis  des  Satzes,  dass  jede  ebene  Curve  dritter  Ordnung  durch 

ein  KegAschnittbüschel  und  ein  projeciivisches  Strahlenbüschel  erzeugt 
werden  kann.    Milinowski.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XXEFI,  327. 
Vergl.  Ellipse.     Hyperbel.    Normalen  162,  153.    Oberflächen  zweiter  Ord 
nung.    Parabel. 

Ereii. 

138.  Sur  le  cercle  de  9  points.    Mennesson.    N.  corresp.  math.  IV,  241. 

139.  Th^or^me  sur  les  quatre  cercles  inscrits  et  exinscrits  ä  un  triangle.   Braun. 

N.  corresp.  math.  IV,  364. 

140.  Ueber  eine  Maximumaufgabe.    Lorsch.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXITT,  hist 

Abth.  120. 
Vergl.  Biangularcoordinaten.    Geschichte  der  Mathematik  106.   Hyperbel  125. 

LogUcoalenl. 

141.  Ueber  den  Operationskreis  des  Logikcalculs.   E.  Schroeder.    Mathem.  Aniial. 

xn,  481. 


Maniüchfiatigkeiten. 

142.  Les  fonctions  mt^triques  fondamentales  dans  un  espace  de  plusieurs  dimensions 

et  de  courbure  coustante.    D'Ovidio.    Mathem.  Annal.  XH,  403. 

Medumik. 

143.  Kinematisch -geometrische  Theorie  der  Bewegung  der  affin- veränderliches, 

ähnlich' veränderlichen  und  starren  räumlichen  oder  ebenen  Systeme.  Bur- 
m  est  er.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXm,  108, 

144.  Die  Zerlegung  und  Zusammensetzung  der  unendlich  kleinen  Bewej^gen  eines 

starren  Körpers  als  Hilfsmittel  bei  Aufstellung  der  dynamischen  Diffe- 
rentialgleichungen.   C.  Neumann.    Mathem.  Annal.  aI,  379. 
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145.  Kaastische  Linien  in  kinematischer  Behandlung.    Kessler.    Zeitschr.  Math. 

Phya.  XXUI,  1. 

146.  Demonstration  d'un  th^or^me  relatif  a  une  courbe  quelconqae  tracäe  sur  une 

Sphäre  au  mojeu  de  consid^rations  cin^matiques.    Le  Paige.    N.  corresp. 
math.  IV,  232. 

147.  Trois  th^or^mes  de  statique.    Mansion.    N.  corresp.  math.  IV,  148. 

148.  De  la  rotation  d'un  corps  autour  o'un  point  fixe.    Siacci  (extrait  par  Man- 

sion).   N.  corresp.  math.  IV,  61. 

149.  Vitesse  d^un  point  d^crivant  une  trajectoire  plane  sous  Tinfluence  d^nne  force 

6mtin6e  d'un  point  fixe.    Jamet.    N.  corresp.  math.  IV,  295. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  17.    Astronomie.    Attraction.    Aus- 
dehnungslehre 30.     Elektrodynamik.     Hydrodynamik.    Molecularphysik. 
Optik.    Potential.     ^ 

Moleealarphyiik. 

150.  UeberdieBedingimgenderAggregatzustandsveränderung.  Wittwer.  Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXJII,  286.    [Vergl.  Bd.  XIX,  Nr.  163.J 

W. 

Kormalen. 

151.  Thdor^me  sur  les  normales  d'une  courbe  fermee  convexe.    Jamet    N.  cor- 
f  resp.  math.  IV,  251.  —  Mennesson  ibid.  329. 

152.  Sur  les  normales  aux  coniques  ä  centre.     DeLongchamps.    N.  corresp. 

math.  IV,  279. 

153.  Th^orömes  sur  les  normales  de  coniques.     De  LoDgchamps.    N.  corresp. 

math.  IV,  390. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  5. 


Oberflädien. 

154.  Zur  Theorie  dreifach  orthogonaler  Flächensysteme.  Koctteritzsch.  Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXIU,  158. 

155.  Ueber  ein  Flächennetz  zweiter  Ordnung.    Toeplitz.    Mathem.  Annal.  XI,  434. 

156.  Ueber  die  Polarflächen  der  windschiefen  Flächen  dritter  Ordnung.    Hoch- 

heim.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXIII,  308,  345. 

157.  Ueber  die  Haupttangentencurven  der  windschiefen  Flächen.    Voss.    Mathem. 

Annal.  XII,  485. 

158.  Ueber  correspondirende  Flächenelemente.     C.  Neumann.     Mathem.  Annal. 

XI,  306. 

159.  Th^oröme  de  g^om^trie  infinitesimale.    Mennesson.    N.  corresp.  math.  IV, 

187. 

160.  Proc^dä  pratique  pour  trouver  une  g^n^ratrice   d'une   surface  cylindrique. 

Brocard.    N.  corresp.  math.  IV,  66. 
Vergl.  Smgularitäten  189,  190. 

OberflSohen  iweiter  Ordnung. 

161.  Ueber  eine  den  Brennpunktseigenschafben  der  •  Kegelschnitte  analoge  Eigen- 

schaft gewisser  Oberflächen  zweiter  Ordnung.    Schroeter.    Berl.  Akad.- 
Ber.  1877,  594. 
Vergl.  Geodäsie  81,  86. 

Optik. 

162.  Ueber  die  Theorie  der  Reflexion  und  Befraction   des   Lichtes.     Lorentz. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXIII,  196.    [Vergl.  Bd.  XXIII,  Nr.  274.] 

163.  The  shadow  of  a  planet.    Hall.    Asir.  Nachr.  XC,  306. 

164.  Sur  Fombre  d'ime  plannte.    Souillart.    Astr.  Nachr.  XCI,  129. 

Vergl.  Befraction. 

P. 

^  Parabel. 

165.  Parabole  enveloppe  d'une  droite  mobile.   Brocard.   N.  corresp.  math.  IV,  46. 

166.  Paraboles  satisfaisants  ä  trois  conditions.    Jamet.    N.  corresp.  math. IV,  247. 

167.  Probl^es  relatifs  ä  deux  paraboles  de  m^me  sommet  dont  les  axes  sont  per- 

pendiculaires.    Jamet.    N.  corresp.  math.  IV,  296. 
Vergl.  Hyperbel  126. 
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Farftboloid. 
Yergl.  Analytische  Geometrie  des  Baumes  18. 

Planimetrie. 

168.  Quelques  propri^tds  du  triangle.    Neuberg.    N.  corresp.  math.  lY,  142. 

169.  Sur  Texpression  ^triangles  sym^triquement  semblables*'.    Laisant.    N.  cor- 

resp. math.  IV,  68. 

170.  l'hdor^me  sur  le  Parallelogramme.    N.  corresp.  math.  IV,  30. 

171.  Note  concemant  les  centres  des  carr^s  construits  sur  les  cötäs  d*nn  polygone 

quelconque.    Yan  Aubel.    N.  corresp.  math.  lY,  40. 

172.  Ueber    doppelt- centrische  Yierecke.     Schlömilch.     Zeitschr.  Math.  Phjs. 

XXni,  193. 

173.  üeber  einen  das  Sehnenfönfeck  betreffenden  Satz.    Preuss.    Zeitschr.  Math.' 

Phys.  XXIII,  194. 
Yergl.  Wahrscheinlichkeitsrechnung  208. 

Potential. 

174.  Zur  Theorie  des  logarithmischen  und  des  Newton'schen  Potentials.    C.  Nea> 

mann.    Mathem.  Annal.  XI,  568.  • 

Yergl.  Attraction. 

Qnadratisehe  Pennen. 
176.  Sur  les  formes  quadratiques  positives.    Eorkine  &  Zolotareff.    Matiiem. 
Annal.  XF,  242.  Qnadratnr. 

176.  Sur  une  aire  d^crite  par  un  segment  constant  de  la  tangente  d'nne  coarbe 

formte.    Jamet.    N.  corresp.  math.  lY,  249. 
Yergl.  Ellipse  66. 

Qoatemionen. 

177.  Yersuch  einer  neuen  Entwicklung  des  Hamilton'schen  „Calculns  of  qnater- 

nions*^    Dillner.    Mathem.  Annal.  XI,  168. 
Yergl.  Ausdehnungslehre  31. 

R. 

Beotifleation. 

178.  De  quelques  propri^t^s  des  arcs  d^ellipse.    Dnbois.    N.  corresp.  math.  lY,  11. 

179.  Equation  approch^e  entre  Tarc  d'une  flourbe  et  sa  corde.    Freson.    N.  cor- 

resp. math.  lY,  87. 

180.  Sur  la  m^thode  des  isop^rim^tres.    Catalan.    N.  corresp.  math.  lY,  147. 

Befraction.  

181.  Zur  Theorie  der  terrestrischen  Refraction.  Jordan.  Astr.  Nachr.  LXXXYIII,  99 

182.  Eine  neue  Refractionsformel.    Yon  Oppolzer.    Astr.  Nachr.  LXXXIX,  865. 

Reihen. 

183.  Sur  une  formule  de  Libri.    Geuocchi.    N.  corresp.  math.  lY,  319. 

184.  üeber  einige  unendliche  Reihen.    Schlömilch.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXIII, 

132. 
!"•      2**         3"* 
186.  T  +  7^  +  r"^^  +  --*  =♦*••*•     Freson.     N.  corresp.  math.  lY,  220.  —  Le 

Paige  ibid.  287.  —  Cesaro  ibid.  329.  —  Ligowski  ibid.  383. 

186.  Ueber  die  Summen  von  Potenzen  der  reciproken  natürlichen  Zahlen.   Schlö 

milch.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXIII,  136. 

187.  Sur  les  sommes  des  puissances  p  des  n  premiers  nombres  entiers.    Dostor. 

N.  corresp.  math.  lY,  382. 

188.  La  somme  des  carr^s  des  nombres  impairs  de  rang  pair  diminu^  de  la  somme 

des  carr^  des  nombres  impairs  de  rang  impair  est  le  double  d^m  carr^ 
Cesaro.    N.  corresp.  math.  IV,  364. 
Yergl.  Functionen  76.    Geschichte  der  Mathematik  99. 

Blngnleritaten. 

189.  Tangentensingularitäten  der  allgemeinen  Ordnungsfläche.    Schubert.  Math. 

Annal.  XI,  347. 

190.  Singularitäten  des  Gomplexes  n^"  Grades.  Schubert  Maihem.  Annal. Xn, 20S. 

191.  Ueber  rationale  Guryen  yiorter  Ordnung.    BrilL    Mstii.  Aimal.  XFl,  90. 
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Stdreoawtrie. 

192.  Sur  les  polygones  Bemi-rdgulien.    De  Tilly.    N.  corresp.  math.  IV,  290. 

Vergl.  Cobatar. 

Subititiitloiitii. 

193.  Ueber   endliche  Gruppen    linearer  Transformationen   einer  Veränderlichen. 

Gordan.    Mathem.  Annal.  XIF,  28. 

T. 

TheUfonetioiien. 

194.  Zur   Theorie    der  Jacobi'schen  Thetafnnctionen.     HerstowskL      Mathem. 

Annal.  XI,  1. 

Trigonomttrit. 

195.  Stu"  quelques  identit^s  irigonom^triques.     Brocard.    N.  corresp.  math.  IV, 

Ul. 

196.  Sur  trois  angles  dont  leg  cosinus  donnent  la  somme  zdro.    Freson.    N.  cor- 

resp.  math.  IV,  91. 

197.  Satz  von  einem  Viereck,  das  zugleich  Sehnen-  und  Tangentenviereck  ist.    Mi- 

linowflki.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXUI,  139. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  101, 

U. 
ültraAlliptiMlit  TransseiidmitML 

198.  Üeber  den  Verlauf  der  Aberschen  Integrale  bei  den  Curven  vierten  Grades 

(zweiter  Aufsatz).     F.  Klein.     Mathem.  Annal.  XI,  293.     [Vergl.  Bd. 
•     XXm,  Nr.  337.] 

199.  Zur  Theorie  der  hyperellipÜBchen  Functionen,  insbesondere  derjenigen  dritter 

Ordnung  (p  =  4).    A.  P  rings  heim.    Mathem.  Annal.  XU,  435. 

200.  Ueber  die  Redaction  hyperelliptischer  Integrale  auf  algebraisch-logarithmische 

Fimctionen.    Eoenigsberger.    Mathem.  Annal.  XI,  119. 

TJnendlieh. 

201.  Ueber  die  Paradoxen  des  Infinitärcalculs.    Du  Bois-Reymond.    Mathem. 

Annal.  XI,  149. 

V. 

VarUÜoiisreclmimg. 

202.  Zur  Untersuchung  der  zweiten  Variation  einfacher  Integrale.    G.  Erdmann. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXUI,  362.    [Vergl.  Bd.  XXIII,  Nr.  339.] 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  104. 


WahrsehoialiohkoitsroGlinimg. 

203.  Sur  le  principe  de  la  moyenne  arithm^tique.    Schiaparelli.    Astr.  Nachr. 

LXXXVII,  65;  LXXXVUI,  141.  —  E.  J.  Stone  ibid.  LXXXVUI,  61. 

204.  Vergleichung  von  zwei  Werthen   des  wahrscheinlichen  Fehlers.     Lüroth. 

Astr.  Nachr.  LXXXVU,  209. 

205.  Die  Genauigkeit  der  Formel  von  Peters  zur  Berechnung  des  wahrscheinlichen 

Beobacmtungsfehlers  directer  Beobachtungen  gleicher  Genauigkeit   Uel- 
mert.    Astr.  Nachr.  LXXXVUI,  118. 

206.  Zur  Bestimmung  des  Gewichts  von  Beobachtungen,  deren  mittleres  Fehler- 

quadrat sicn  aus  mehreren  Theilen  zusammensetzt.     Helmert.     Astr. 
Nachr.  LXXXIX,  226,  241,  367. 

207.  Sur  le  problöme  des  partis.    Catalan.   N.  corresp.  math.  IV,  8.  —  Ghysens 

ibid.  86. 

208.  Une  question  de  probabilitäs.    Laianne.    N.  corresp.  math.  IV,  385. 

VergL  Geodäsie  82. 

B. 
Zahlentheorie.        ' 

209.  Sur  la  thdorie  des  fonctions  num^riques  simplement  p^riodiques.    E.  Lucas. 

N.  corresp.  math.  IV,  1.  33,  66,  97,  129,  225.     [Vergl.  Bd.  XXIII,  Nr.  352.] 

210.  Sur  les  fonctions  U^,,  F»  de  M.  E.  Lucas.    DeLongchamps.    N.  corresp. 

math.  IV,  88. 
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211.  Sur  le  th^or^me  de  Fermat.    Mansion.    N.  corresp.  math.  lY,  72.  —  Ca- 

talan  ibid.  76. 

212.  Sur  quelques  relations  ind^termin^es.    Realis.    N.  corresp.  math.  IV,  32d, 

846,  369. 

213.  Verallgemeinerung  des  GausB'schen  Griteriums  für  den  quadratischen  BM> 

Charakter  einer  Zahl  in  Bezug  auf  eine  andere.    Schering.   Berl.  Akad.- 
Ber.  1876,  330.  —  Kronecker  ibid.  331. 

214.  Bemerkungen  zum  analytischen  Beweise  des  kubischen  B^ciprodtätsgcsetzes. 

Dantscher.    Mathem.  Annal.  XII,  241. 

215.  Triangles  magicjues.    Cesaro.    N.  corresp.  math.  IV,  293.  —  Proth  ibid. 395. 

216.  Notes  ^l^mentaires  sur  le  probläme  de  Pell.    Brocard.    N.  corresp.  math. 

IV,  161,  193,  228,  837. 

217.  Solutions  entiäres  de  T^quation  Ä*  +  17  =  y*.    Brocard.    N.  corresp.  math. 

IV,  50. 

218.  Tout  nombre  entier  est  la  somme  de  quatre  nombres  contenus  dans  la  for- 

mule  2e^±z.    Realis.    N.  corresp.  math.  IV,  29. 

219.  Tout  nombre  entier  est  la  somme  de  quatre  nombres  contenus  dans  la  for- 

mule  — —-.    Realis. .  N.  corresp.  math.  IV,  27. 

220.  Le  carr^  de  tout  nombre  impair  divisible  par  3  est  la  diff^rence  de  deux 

nombres  triangnlaires  premiers  avec  3.    Cesaro.    N.  corresp.  math. IV, 
156. 

221.  D^composition  d'uu  cube  en  quatre  cubes.    Catalan.    N.  corresp.  math.iy, 

852,  371. 

222.  Tout  nombre  entier  est  la  somme  de  47  bicarr^s  au  plus,  dont  6  sont  ^nx. 

Realis.    N.  corresp.  math.  IV,  .209. 

223.  Sur  la  d^composition  des  nombres  en  bicarräs.    E.  Lucas.    N.  corresp.  math. 

IV,  32a. 

224.  Resolution  d'un  nombre  entier  en  somme  de  4  nombres  polygones  de  meme 

ordre.    Realis.    N.  corresp.  math.  IV,  30. 

225.  Propridt^  des  nombres  de  la  forme  6a;4-l.    Proth.    N. corresp. math. IV,  179. 

226.  Theoräme  d'arithm^tique.    DePolignac.    N.  corresp.  math.  IV,  181. 

227.  üeber   die  Wurzeln  <ler  Gleichung  y»  =  ay,     Schwering.     Zeit«chr.  Math. 

Phys.  XXUI,  339. 

228.  Sur  une  transformation  de  s^ries  num^riques.     Tchebychef.     N.  corresp. 

math.  IV,  305. 

229.  Sur  la  s^rie  des  nombres  premiers.    Proth.    N.  corresp.  math.  IV,  236. 

230.  Sur  un  crit^rium  suivant  lequel  un  nombre  2*+ 1  est  reconnu  premier.  Protfi. 

N.  corresp.  math.  IV,  210. 

281.  Nouveaux  cas  de  divisibilit^  des  nombres  de  la  forme   2**  +  l.    Boonia- 

kowsky.    N.  corresp.  math.  IV,  284. 

282.  Sur  quelques  th^orämes  d'arithmätique  de  Mr.  Proth.    E.  Lucas.    N.  corresp. 

math.  IV,  120. 
233.  Sur  un  probl^me  d*aritiimdtique.    Postula.    N.  corresp.  math.  IV,  204.  — 

Catalan  ibid.  207. 
284.  De  la  divisibilitä  d*un  nombre  par  7.    Mennesson.    N.  corresp. math. IV,  151. 

—  Postula  ibid.  156.  —  Cesaro  ibid.  157.  —  Le  Paige  ibid.  212. 
235.  Trouver  des  couples  de  nombres  dont  le  produit  ait  tous  les  diiffres  egaux. 

Angenot.    J^,  corresp.  math.  IV,  61.  —  Catalan,  ibid.  62. 
Vergl.  Determinanten  88.     Elliptische  Transcendenten  68.     Functionen  76, 

79,  8a    Reihen  188. 
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Zur  OMchichte  Abü'l  Wef&'s. 

Von 
ElLHABD    WiEDEMANN. 


Bei  der  grossen  Bedeutung,  welche  die  Aufsätze  von  Woepcke  über 
die  arabischen  Mathematiker  und  Astronomen  für  die  Geschichte  dersel- 
ben haben,  da  sie  zn  den  wenigen  gehören,  die  aus  den  arabischen 
Quellen  selbst  geschöpfte  Nachrichten  bringen,  dürfte  die  Berichtigung 
eines  Irrthumes  Woepcke' s  von  einigem  Interesse  sein,  um  so  mehr, 
als  er  sich  auf  einen  der  bedeutendsten  arabischen  Astronomen,  auf 
Abü'l  WefÄ,  bezieht. 

Woepcke*  berichtet  uns  über  das  Leben  AbA*l  WefÄ*s,  indem 
er  den  Angaben  des  Tarikh  al  HukamA  yon  Ihn  al  Kifti,  des 
Kit^b  al  Fihrist  von  Abü'l  Farag  Ihn  an  Nadtm  und  des  Bio- 
graphischen Lexikons  von  Ihn  Khallikan  folgt. 

AbüM  Wef4  Muhammed  Ben  Muhammed  Ben  Jahja  Ben 
l8md''il  Ben  al'Abb&s  al  Büzg&ni  wurde  in  Büzg&n,  einer  kleinen 
Btadt  von  Ehorsts&n  zwischen  Her&t  und  Ntsäpür,  am  Mittwoch,  dem 
ersten  Tage  des  Ramadan  des  Jahres  328  der  Hegra  (10.  Juni  940  A.  D.) 
geboren.  Mit  20  Jahren,  348  d.  H.,  verliess  er  sein  Heimathland  und 
siedelte  nach  Irak  über,  wo  er  die  speculative  Mathematik  [Arithmetik  der 
Griechen,  o  OüJ  t  Jic.  film  al  'adad)  der  Araber]  und  die  Geometrie  unter  Abu 
Jabj4  al  B&wardi  und  AbüM  'AU  Ben  Earntb  studirte.  Er  selbst 
hielt  Vorträg^jUber  praktische  [v  LmA  JU.  film  al  his&b)]  und  speculative 
Arithmetik,  die  fieissig  besucht  wurden  und  aus  denen  man  vielfach  citirte.** 
Zu  seinen  Zuhörern  gehörte  sein  Oheim  väterlicher  Seite  Ihn  ''Omar  al 
Mog&zilt  und  sein  Oheim  mütterlicher  Seite  Abu  ''Abd  Allah  Mu- 
hammed Ben  A nbasah.     Bis  zu  seinem  Tode  lebte  er  in  Bagdad  und 


•  Journal  asiatigue  (5),  F,  p,  243  «g. 

**  Es  geschah  dies  nach  Ihn  Khallikan  von  seinem  Lehrer  E&mal  ed 
Din  Abü'l  Patli  Müsä  Ibn  Tünus, 

Hlrt.-Ut  Abthl«.  d.  Zeltaohr.  t  UmIOu  u.  Pliji.  XXIV,  4.  -  O  OOqIc 
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starb  dort  am  dritten  Tage  des  Monats  Bagab  im  Jahre  388  d.  H.  (1.  Juli 
998  A.  D.) 

Ans  diesen  Angaben  würde  sieb  das  eigenthfimliche  Besnltat  henos- 
stellen,  dass  die  beiden  Oheime  AbüM  Wef^'s  die  Schüler  ihres  Neffen 
gewesen  sind« 

Da  mir  dies  unwahrscheinlich  erschien,  so  habe  ich  die  arabischen 
Qnellen  noch  einmal  verglichen»  Ihn  Khallikan^  erwähnt  bei  der 
Lebensbeschreibnng  Abü'l  Wefd's  der  beiden  Oheime  gar  nicht,  wohl 
abet  der  Fihrist,  **.  und  es  ergiebt  sich,  dass  die  obige  üebersetznng 
Woepcke^s  anf  einem  Missverstiindnisse  des  Wortes  {3  kara*  beroht 

Um  dies  Wort,  das  wörtlich  „lesen''  heisst,  richtig  zn  yerstehen, 
müssen  wir  uns  daran  erinnern,  dass  der  arabische  Unterricht  in  der 
Weise  organisirt  war  und  bis  anf  unsere  Zeit  sich  so  erhalten  hat,  dtss 
entweder  der  Lehrer  den  Schülern  den  Koran  oder  wissenschaftliche 
Werke  vorlas,  oder  aber  Letztere  sie  dem  Ersteren  vorlasen,  der  sie 
dann  mit  seinen  Erläuterungen  versah  oder,  was  besonders  beim  Koran* 
Studium  von  grosser  Bedeutung  war,  die  Aussprache  corrigirte. 

Uebersetzen  wir  nun  die  Wendung«  (auJL  13)  (kara'  'alaihi)  in  der 
richtigen  Weise  „er  erhielt  Unterricht  von  ihm'S  so  ist  der  Inhalt  der 
Stelle  im  Fihrist,  soweit  sie  die  Beziehungen  zwischen  Schülern  und  Lehrern 
betrifft,  der  folgende: 

Abü'l  Wefft  erhielt  Unterricht  bei  seinen  Oheimen  und  von  diesen 
hatte  Abu  'Amr  von  Abu  Jahj&  AI  M&werdi  und  Abu  'AlÄ  Ben 
Karnib  in  der  Geometrie  Unterricht  erhalten. 

Es  ist  demnach  Abü'l  Wef4  der  Schüler  seiner  beiden  Oheime 
und  nahm,  wie  so  häufig  bei  arabischen  Gelehrten,  die  wissenschaftlichen 
Kenntnisse  seiner  Vorfahren  in  sich  auf,  die  er  dann  weiter  verarbeitete. 

Ob  der  eine  der  beiden  Oheime  Abu  ''Amr  Ihn  'Omar  oder  Ahü 
'Omar-  geheissen  hat,  darüber  gehen  die  Angaben  der  Handschriften 
auseinander,  was  sich  durch  Schreibfehler  leicht  erklären  lässt;  ebendar- 
auf dürften  die  verschiedenen  Bezeichnungen  des  Abu  Jahjd  als  AI 
BÄwerdi  (sj'^j^^^)  ^^^^  ^^  MÄwerdt  C,^*^  %jUf)  zurückzuföh- 
ren  sein. 


*  Ibn  KhaUikan,  BiogrojMcal  Lexieon  translated  fram  the  Äräbic  by  B*-  de 
Slane  III,  p.320. 

**  AI  Fihrist  cd.  G.  Flügel,  ßd.  I  S.  283. 

Leipzig,  im  December  1878. 
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Das  Brachy-Teleskop.  Bemerkangen  za  der  Becension  des  Herrn  Bobn 
im  XXIV.  Jahrgange  dieser  Zeitschrift,  S.  43  —  52  der  hlstor.- 
literar.  Abtheilung. 

Das  von  Herrn  F ritsch  in  Wien  constmirte  Brachy-Teleskop,  das 
sich  bereits  vielfacher  Anerkennung  erfreut,  ist  ein  Beflector,  der,  ähn- 
lich wie  der  Cassegrain'sche,  aus  einem  grösseren  Hohlspiegel  und 
einem  kleineren  Convezspiegel  zusammengesetzt  ist.  Der  Gonvexspiegel 
steht  aber  bei  dem  neuen  Beflector  ganz  ausserhalb  des  Strahlenbändels, 
das  auf  den  Hohlspiegel  fällt,  und  gestattet  so,  die  ganze  Fläche  des- 
selben auszunützen.  In  der  hierdurch  bedingten  grösseren  Licht- 
stärke, in  dem  Umstände,  dass  der  Hohlspiegel  nicht  durchbohrt 
werden  mnss  und  dass  der  Beobachter  den  betrachteten  Gegenstand 
vor  sich  hat,  endlich  in  der  Kürze  und  Leichtigkeit  der  Construc- 
tion  erblickt  Herr  F ritsch  die  Vorzüge  seines  Beflectors  vor  den  älteren 
Teleskopen. 

Wenn  nun  die  Bilder  des  Brachy'Teleskops  an  Schärfe  denen  eines 
New  ton* sehen  oder  HerscheTschen  mit  gleichem  Hohlspiegel,  wie  das 
erstere,  nicht  nachstehen,  so  wird  man  wohl  zugeben  müssen,  dass  der 
neue  Beflector  die  Vorzüge  der  älteren  vereinigt,  ohne  deren  Nachtheile 
za  besitzen,  und  das  ist  Herrn  F ritsch  bei  den  bisher  ausgeführten 
Instrumenten  in  der  That  gelungen. 

Das  Schriffchen,  durch  welches  das  neue  Teleskop  weiteren  Kreisen 
bekannt  gemacht  werden  soll,  benützt  Herr  Bohn,  um  in  Form  eines 
Referate»  die  Principien  der  neuen  Construction  und  gelegentlich  auch 
die  der  älteren  einer  kritischen  Beleuchtung  zu  unterziehen. 

Das  Ergebniss  dieses  Beferates  ist  für  das  Brachy  -  Teleskop  kein 
günstiges.  Die  neue  Anordnung  soll  weder  in  mechanischer,  noch  in 
optischer  Hinsicht  Vortheile  vor  der  Cassegrain' sehen  voraus  haben 
(8.  51),  das  neue  Teleskop  sei  länger  als  ein  Newton'sches  (S..45  Z.  11 
y.  n.),  ausserdem  soll  aber  das  Brachy- Teleskop  noch  weitere  Mängel 
zeigen,  die  bei  einen)  wirklich  vollkommen  eingerichteten  Instrumente 
nnr  durch  einen  äusserst  verwickelten  Mechanismus  behoben  werden 
können. 

Digitized  by  VjOOQIC 


124  Historisch  -  literarische  Abtheilnng. 

Worin  bestehen  nun  zunächst  diese  Mängel? 

S.  47  wird  behanptet:  So  oft  man  das  Ocnlar  des  Brachy-Teleskops 
wechselt,  ist  zur  völligen  Ausnutzung  des  Hohlspiegels  eine  seitliche 
Verschiebung  desselben  (nach  der  für  a  auf  S.  46  gegebenen  Formel  wohl 
auch  des  Convezspiegels)  nothwendig  und,  was  noch  bemerkenswerther^ 
der  Winkel  des  Suchers  mit  der  Ocularaxe  muss  ebenfalls  ge- 
ändert werden.  Streng  genommen  ist  das  schon  bei  gleichbleibendem 
Ocular  für  Beobachter  von  verschiedener  deutlicher  Sehweite  erforderlich. 
Auch  die  Aenderung  der  Gegenstandsweite  macht  ähnliche  Verschiehnngen 
der  Spiegel  und  des  Suchers  nothwendig  (S.  48  und  51),  doch  ging  dem 
Referenten  „aus  Beschreibung  und  Abbildung  des  Brachy-Teleskops  nicht 
mit  Deutlichkeit  hervor",  wie  die  ,jzur  möglichsten  Vollkommenheit"  des 
Instrumentes  erforderlichen  Einstellungsänderungen  vorgenommen  werden. 

Wir  bemerken  sogleich,  dass  der  Grund  dieser  geringen  Deutlichkeit 
einfach  darin  liegt,  weil  derartige  complicirte  Mechanismen  gar  nicht 
nothwendig  und    daher  an  dem  Instrumente  auch  nicht  vorhanden  sind. 

In  der  That,  bedenkt  man,  dass  der  Sucher  die  Richtung  des  auf 
den  Hohlspiegel  fallenden  Parallelstrahlenbündels  (einen  unendlich  ent- 
fernten strahlenden  Punkt  vorausgesetzt)  hat,  die  Ocularaxe  aber  mit  der 
Axe  des  vom  Convexspiegel  kommenden  Strahlenkegels  zusammenfallen 
muss,  falls  das  Ocular  richtig  eingestellt  ist,  so  wird  die  behauptete 
Nothwendigkeit,  beim  Wechsel  des  Oculars,  Spiegel  und  Sucher  zu  ver- 
schieben, ganz  unfassbar,  wenn  anders  das  Ocularrohr  die  gewöhnliche 
Einrichtung  besitzt,  wie  sie  jedes  Fernrohr  zeigt.* 

Diese  Einrichtung  setzt  aber  Herr  Bohn  in  seiner  Theorie  des 
Brachy-Teleskops  nicht  voraus;  es  wird  vielmehr  angenommen,  die 
Ocularlinse,  welches  Ocular  auch  eingesetzt  werden  mag,  befinde  sich 
immer  an  derselben  Stelle  und  in  derselben  Lage.  Dann  bleiht 
freilich  kein  anderer  Ausweg,  als  die  Spiegel  gegen  die  Ocularlinse  zn 
stellen,  und  hieraus  resultirt  eine,  je  nach  der  Brennweite  des  Oculan 
verschiedene  Neigung  der  ankommenden  und  vom  Convexspiegel  reflec- 
tirten  Strahlen  gegen  die  Ocularaxe.  Nebst  den  von  Bohn  angegebenen 
Verschiebungen  wäre  übrigens  noch  eine  Neigung  des  Ocularrohres  nötbig 
behufs  Centrirung  der  Ocularlinse  gegen  die  ankommenden  Strahlen. 

Der  Grund,  warum  Herr  Bohn  diese  Annahme  macht,  dürfte  anf 
S.  45  zu  finden  sein;  dort  heisst  es:  „Wie  der  für  das  neue  Instrument 
gewählte  Name  anzeigt,  wird  die  Kürze  als  wesentlichster  Vortheil  an- 
gesehen/* Damit  man  es  also  immer,  bei  jedem  Ocular,  bei  jedem  Be- 
obachter .wirklich  mit  einem  Brachj-Teleskop  zu  thun  habe,  muss  seine 


*  Es  giebt  kleinere  Cassegrain'sche  Teleskope  mit  fixer  Ocularlinse  ond 
beweglichem  Convexspiegel,  doch  eignet  sich  diese  Anordnung  nicht  für  gröesere 
und  nicht  fQr  Prädsionsinstramente. 
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Länge  ein  Minimam  sein,  d.  h.  die  Ocnlarlinse  unmittelbar  hinter  dem 
Hohlspiegel  stehen.  Dies  trifft  ans  begreiflichen  Gründen  beim  Brachy- 
'  teleskop  nicht  zu,  das  Ocular  steht  etwas  hinter  dem  Hohlspiegel,  „die 
von  Herrn  F ritsch  ausgeführten  Instrumente  sind  also  nicht  so  kurz, 
als  sie  sein  könnten *^ 

Die  in  dem  Beferate'aufgefundenen  Mängel  des  neuen 
Keflectors  sind  also  nur  Folge  einer  ganz  unnöthigen,  ja 
uDstatthaften  Annahme,  die  für  jedes  andere  Instrument  ähnliche 
oder  auch  gar  nicht  zu  beseitigende  Schwierigkeiten  nach  sich  zöge;  man 
denktf  etwa  an  ein  gewöhnliches  Femrohr,  dessen  Ocularlinse  eine  fixe 
Lage  gegen  das  Objectiv  erhalten  sollte. 

Dass  femer  Herr  Bohn  auch  die  eingangserwähnten  Vortheile  der 
neuen  Construction  bestreitet,  erklärt  sich  aus  weiteren  Betrachtungen, 
die  sein  Referat  enthält. 

Auf  S.  52  wird  eine  Abänderung  des  Newton 'sehen  Teleskops 
empfohlen,  die  darin  besteht,  dass  der  Planspiegel  nicht  unter  45^  ge- 
neigt, sondern  normal  zur  Aze  des  Bohres  gestellt  und  der  auch  bei 
Newton*s  Einrichtung  nutzlose  Centraltheil  des  Hohlspiegels  ausgebohrt 
wird.  Auf  dieses  Teleskop  bezieht  sich  wohl  die  Behauptung,  dass  der 
neue  Reflector  länger  sei,  als  ein  Newton'scher  mit  gleichem  Hohl- 
spiegel; dasselbe  gleicht  aber  wohl  mehr  einem  Cassegrain 'sehen  Tele- 
skop. Der  Radius  des  Planspiegels  wird  zwar  jetzt  halb  so  gross,  als 
der  des  Hohlspiegels,  und  beschattet  von  der  Fläche  des  letzteren  den 
vierten  Theil;  die  nöthige  Lichtstärke  macht  dann  viel  grössere  Dimen- 
sionen nothwendig.  Allein  nach  der  Meinung  des  Referenten  dürfte  die 
Anwendung  so  grosser  Hohlspiegel  „nicht  bedenklich  sein'S  um  den 
durch  Plan-  oder  Convexspiegel  bedingten  Entgang  an  Licht  (dem  Brachj- 
Teleskop  gegenüber)  wieder  ersetzen  zu  können.  Das  „Gewicht  des 
Spiegels'^  (andere  Bedenken  werden  nur  beiläufig  erörtert)  „kann  selbst 
bei  sehr  grosser  Fläche  desselben  recht  klein  werden",  man  braucht  ihn 
ja  nur  „ziemlich  dünn*^  zu  machen.  Auch  das  durch  den  grösseren 
Spiegel  bedingte  grössere  Gewicht  des  Bohres  etc.  „kann  gering  gehalten 
werden".  „Es  genügt,  den  Hohlspiegel  und  den  zweiten  (ob  eben  oder 
convex)  je  nur  mit  einem  kurzen  Cylinderstutzen  aus  Metall  zu  umgeben, 
die  beiden  Metallstutzen  durch  drei  bis  vier  nicht  zu  schwere  Metall- 
stangen zu  verbinden  und  den  Kegelmantel  mit  leichtem  Stoff,  Holz, 
Leder,  Wachstuch,  Tuch  zu  schliessen"! 

Solche  Erwägungen  und  Vorschläge  dürften  wohl  nicht 
geeignet  sein,  die  Vortheile  der  von  Herrn  Fritsch  aus- 
geführten Anordnung  als  illusorisch  erscheinen  zu  lassen. 

Ein  wesentliches  Bedenken  gegen  diese  Anordnung  kann  sich  nur 
aaf  die  grösseren  Neigungen  der  Spiegel  gegen  die  sie  treffenden  Strahlen 
beziehen;   allein   hierüber  lässt  sich   ohne  eingehendere  Bechnung  nicht 
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80  leicht  ein  Urtheil  abgeben.  Es  mag  bemerkt  werden,  dass  bei  der 
Gassegrain  "sehen  Construction  znr  theilweisen  Behebang  der  sphäri- 
schen Aberration  zwei  Elemente  zu  Gebote  stehen :  der  Badias  des  Con- 
vezspiegels  und  innerhalb  sehr  enger  Grenzen  seine  Entfernang  Yom 
Hohlspiegel;  dass  hingegen  beim  Brachy  -  Teleskop  der  nngfinstigeren 
Stellung  des  Hohlspiegels  noch  ein  drit'tes  Element ,  die  Neigung  de« 
Convexspiegelsi  zn  Hilfe  kommen  kann.  Wie  schon  erwiUint,  geben  die 
Brachy-Teleskope  in  der  That  ganz  vorzügliche  Bilder: 

Prag,  den  5.  März  1879.  P.  Lippich. 


Pappi  Alexandrini  Collectionis  quae  supersuni  e  librig  manu  scripUs 
edidit    latina    interpretaiione    et   commentariis    in^iruxü    Fridericus 
Hultsch.     Volumen  III.     Berolini  apud  Weidmannos  1878.     XXU, 
1021  —  1288,  IV,  144  S. 
Der  dritte   und  letzte  Band  der  neuen  Pappus  -  Ausgabe  liegt  voll- 
endet vor  uns.     Wir  verweisen  unsere  Leser  auf  die  Anzeigen,   die  wir 
im  XXI.  Bande  dieser  2ieitschrift,  histor.-iiterar.  Abtheilung  S.  70  — 80, 
und  im  XXII.  Bande,   histor.-iiterar.  Abtheilung  8.  173  — 179,  von  den 
beiden    früheren  Bänden  erstattet  haben,   und  wenden  uns  ohne  weitere 
Einleitung  zum  Inhalt  des  dritten  Bandes. 

Von  der  Sammlung  des  Papp us  fehlte  uns  nur  noch  das  VIILBucfa, 
und  dessen  Abdruck  müssen  wir  zur  Anknüpfung  einiger  weniger  Be- 
merkungen wählen ,  wie  wir  sie  auch  mit  Bezug  auf  die  vorhergehenden 
Bücher  uns  gestatteten.  Haben  doch  unsere  damaligen  Erörterungen  vor 
dem  Bichterstuhle  des  urtheilsfähigsten  Fachmannes,  des  Herausgeben 
des  Pappus,  in  dem  Maasse  bestanden,  dass  er  einigen  derselben  die 
Ehre  zu  Theil  werden  liess,  in  seinem  III.  Bande  auf  sie  zu  verweisen. 
Papp  US  kündigt  den  Inhalt  des  VIII.  Buches  mit  den  Worten  an 
(S.  1028,  4  —  10):  „Ich  habe  für  gut  gehalten,  die  mit  Hilfe  der  Geo- 
metrie gewonnenen  und  zur  Lehre  von  der  Bewegung  schwerer  Körper 
noth wendigsten  Theoreme,  sowohl  die,  welche  bei  den  Alten  vorhanden 
sind,  als  auch  die  von  uns  selbst  zu  gutem  Gebrauche  aufgefunden  wur- 
den, kürzer  und  deutlicher  niederzuschreiben  und  auf  eine  bessere  Weise, 
als  es  von  früheren  Schriftstellern  geschah,  darzustellen.**  Es  wäre  m5g* 
lieh,  gleich  die  Worte  „von  uns*S  v<p\i^fi(ovy  mit  einem  Commentar  sn 
versehen,  da  es  von  vornherein  nicht  ganz  zweifellos  erscheint,  ob  man 
sie  so  zu  verstehen  hat,  dass  Pappus  nur  von  sich  reden  will,  oder  so, 
dass  er  die  Zeitgenossen  mit  einbegreift.  Jedenfalls  dürfte  aber  diese 
Streitfrage,  wie  wir  noch  sehen  werden,  zu  Gunsten  der  ersteren  Auf- 
fassung entschieden  werden  müssen.  Als  Aufgaben ,  mit  welchen  er  sich 
der  gegebenen  Erklärung  gemäss  näher  beschäftigen  wolle,  nennt  Pap- 
pus   die   drei   folgenden:    1.   die  Auffindung   derjenigen   Kraft,  welche 
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erforderlich  ist,  am  eine  gegebene  Last  längs  einer  gegebenen  schiefen 
Ebene  in  Bewegung  zu  setzen ;  2.  die  Einschiebnng  zweier  mittlerer  geo- 
metrischer Proportionalen  zwischen  zwei  gegebene,  einander  ungleiche 
Grössen;  3.  die  Anpassung  eines  Zahnrades  mit  gegebener  Anzahl  der 
Zähne  zum  Eingriff  in  ein  anderes  Zahnrad,  dessen  Zähne  ihrer  Zahl 
nach  gleichfalls  gegeben  sind.  Diese  Aufgaben  werden  dann  auch  im 
Laufe  des  Buches  als  9.,  11.,  23.  Batz  behandelt,  aber  ohne  dass  man 
gerade  ihnen  zu  Liebe  eine  Dreitheilnng  des  Buches  annehmen  müsste, 
wie  es  bei  früheren  Büchern  wohl  der  Fall  war.  üeberhaupt  scheint  uns 
—  und  wir  vermuthen  uns  hier  in  Uebereinstimmung  mit  Hm.  Hultsch—- 
das  Vin.  Buch  im  Laufe  der  Jahrhunderte  seit  Pappus  bis  zur  Ent- 
stehung der  Vaticanhandschnft  fast  am  Meisten  gelitten  zu  haben.  Aus- 
züge aus  den  mechanischen  Schriften  des  Heron  von  Alexandrien 
mögen  ja  von  Anfang  an  Theile  dieses  Buches  gebildet  haben,  wie  wir 
überhaupt  bei  Pappus  daran  gewöhnt  sind,  dass  er  seine  geistreichen 
Zusätze  an  Dinge  anknüpft,  die  anderen  Schriftsteilem  angehörten,  und 
dass  so  eine  Berechtigung  zu  dem  bescheidenen  Namen  „Sammlung^S 
welchen  er  seinem  Werke  beilegte,  vorhanden  ist;  aber  ob  die  Auszüge 
aus  Heron  im  VllL  Buche  von  Anfang  an  an  den  Stellen  und  in  sol- 
cher Ausdehnung  sich  fanden,  wie  wir  sie  jetzt  mit  Hultsch  im  Ver- 
laufe und  namentlich  am  Ende  des  Buches  erkennen,  ob  nicht  an  der 
Anordnung  überhaupt  ganz  wesentliche  Veränderungen  vorgenommen 
worden  sind,  das  erscheint  uns  recht  zweifelhaft.  Ohne  daher  zu  Muth- 
massungen  über  die  ursprüngliche  Gestalt  des  VIII.  Buches  uns  verstei- 
gen zu  wollen,  bemerken  wir  nur,  dass  der  Lehre  von  der  Bewegung 
auf  der  schiefen  Ebene  verschiedene  Sätze  aus  der  Theorie  des  Schwer- 
punktes vorangehen,  darunter  der  von  Chasles  bereits  hervorgehobene 
Satz,  dass  der  Schwerpunkt  eines  an  sich  beliebigen  Dreiecks  zugleich 
auch  Schwerpunkt  eines  Dreiecks  sei,  dessen  Eckpunkte  auf  den  drei 
Seiten  des  ersteren  so  liegen,  dass  dadurch  jen^Seiten  sämmtlich  in 
gleichem  Verhältnisse  getheilt  erscheinen.  Wir  bemerken,  dass  an  die 
Delische  Aufgabe,  die  zwar  schon  im  III.  Buche  in  anderem  Zusammen- 
hange behandelt  worden  war,  die  aber  hier  wiederkehrt,  weil  auf  ihr  die 
Vergrösserung  eines  durch  mechanische  Vorrichtungen  irgendwie  in  Be- 
wegung zu  setzenden  Körpers  unter  Festhaltung  seiner  Gestalt  bemht, 
die  Aufgabe  folgt,  den  Ereisumfang  eines  geraden  Cylinders  zu  finden, 
aus  welchem  überall  Stücke  herausgebrochen  sind,  so  dass  eine  unmittel- 
bare Messung  an  keiner  Stelle  stattfinden  kann.  Wir  treffen  sodann  auf 
Fragen,  bei  denen  es  sich  um  Auffindung  gewisser  Punkte  auf  einer 
Kugel  bandelt,  z.  B.  des  Punktes,  der  einer  gegenüberliegenden  Ebene 
am  Nächsten  liegt,  und  der  Punkte,  in  welchen  eine  gegebene  gerade 
Linie  die  Kugel  durchdringt.  Daran  schliesst  sich  die  Einbeschreibung 
von  7  einander  gleichen  regelmässigen  Sechsocken  in  einen  gegebenen 
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Kreis,  so  dass  das  einis  dem  Kreise  concentrisch  ist,  die  übrigen  sechs 
auf  je  einer  Seite  des  mittleren  aufstehend,  die  dieser  gegenfiberliegende 
Seite  jedesmal  als  Kreissehne  besitzen.  Pappos  geht  nunmehr  za  der 
schon  angekündigten  Aufgabe  von  der  Anpassung  der  Zahnräder  an  ein- 
ander über  und  schliesst  mit  den  vorerwähnten  längeren  Auszügen  ans 
den  mechanischen  Schriften  Heron's,  deren  ersten  Pappus  um  des- 
willen angefertigt  hat,  damit  man  nicht  nöthig  habe,  anderwärts  als  in 
seiner  Sammlung  sich  Bath  zu  holen.  Im  Anschlnss  an  die  oben  von 
uns  berührte  Streitfrage  wegen  der  Bedeutung  der  Worte  vq>*  i^^ov  er- 
wähnen wir,  dass  Pappus  bei  Angabe  des  Grundes,  weshalb  ein  Ex- 
cerpt  aus  Heron  von  ihm  angefertigt  sei,  genau  der  gleichen  Wortver- 
bindung sich  bedient  {pag.  1114  lin.  6),  was  dafür  spricht,  dass  auch  an 
der  früheren  Stelle  (pag,  1028  lin,  8)  er  nur  sich  selbst  im  Sinne  hatte, 
so  dass  die  dortige  Uebersetzung  von  Hultsch  damit  Unterstützung 
findet.  Ueber  die  Auszüge  aus  Heron's  Mechanik  hat  Herr  Hultsch 
selbst  an  anderem  Orte,  in  dem  Sammelbande,  den  Freunde  und  Ver- 
ehrer Mommsen^s  zu  Ehren  von  dessen  Doctorjubiläum  gemeinschaft- 
lich veröffentlichten,  in  umfassender  Weise  gehandelt.  Wir  begnügen 
uns  daher,  auf  jenen  Aufsatz  zu  verweisen  und  ihn  selbst  unseren  Lesern 
zu  empfehlen.  Auch  über  Pappus  und  dessen  stjiistische  Eigenthüm- 
lichkeiten  hat  der  Verfasser  sich  dort  ausgesprochen  und  insbesondere 
auf  eine  Stelle  aufmerksam  gemacht,  deren  Erwähnung  wir  bei  Besprech- 
ung des  I.  Bandes  der  Pappusausgabe  mit  Unrecht  unterlassen  haben. 
Wir  meinen  die  Einleitung  zum  V.  Buche,  in  welcher  in  schwungvoller 
Weise  von  der  Oestalt  der  Wachszellen  die  Bede  ist,  welche  die  Bienen 
so  kunstreich  und  geradezu  geometrisch  anzufertigen  wissen. 

Wir  selbst  möchten  nur  eine  Stelle  des  VIII.  Buches  noch  hervor- 
heben, in  welcher,  wie  uns  scheint,  eine  bisher  unbenutzte  wichtige 
historische  Thatsache  enthalten  ist.  Auf  pag,  1074  lin,  2  ist  ganz  ge- 
legentlich von  AufgHben  die  Rede,  rcr  ivl  dtccoxfj fiati  yQaq>6(iBva^  d.  h. 
deren  Zeichnung  mit  einem  Zwischenräume  ausgeführt  wird.  Wir  glauben 
nicht  zu  irren,  wenn  wir  hierin  die  erste  Erwähnung  der  sogenannten 
Geometrie  mit  einer  Zirkelöffnung  erkennen.  Wir  haben  im  XXII.  Bande 
dieser  Zeitschrift,  historisch -literarische  Abtheilung  S.  146,  von  dieser 
wissenschaftlichen  Spielerei  gesprochen ,  die  im  X.  Jahrhundert  bei  einem 
Araber,  im  XV.  und  XVI.  Jahrhundert  in  Italien  auftaucht,  ohne  dass 
wir  damals  wussten,  wann  und  wo  man  sie  ersann.  Auch  heute  können 
wir  diese  Frage  noch  nicht  beantworten,  aber  wir  sind  doch  um  einen 
grossen  Schritt  weiter,  wenn  wir  eine  Spur  solcher  Aufgaben  bei  den 
Griechen,  dem  eigentlich  geometrisch  begabten  Volke  des  Alterthums, 
aufgefunden  haben,  und  darin  macht  es  keinerlei  Unterschied,  ob  die 
von  uns  angezogenen  Worte  von  Pappus  selbst  herrühren  oder  einiger- 
massen   spätere  Einschiebnngen   sind,   die  jedenfalls   einen   griechischen 
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Nachfolger  des  Pappns  zam  Verfasser  haben,  der  hier  wie  von  etwas 
ganz  Bekanntem  redet. 

Am  Anfange  des  Bandes,  dem  Texte  des  VIII.  Baches  vorangehend, 
hat  eine  etwa  einen  Druckbogen  füllende  Vorrede  Platz  gefanden.  Dort 
sind  alle  Stellen  vereinigt,  in  welchen  von  Pappus  in  irgend  einer 
Weise  die  Bede  ist,  and  Herr  Hultsch  hat  daraus  wichtige  Folgerungen 
zu  ziehen  gewusst.  Pappus  hat  nach  ihm  später  gelebt,  als  der  A^stro- 
Dom  Ptolemaeus,  früher  als  dessen  Gommentator  Theon  von  Alexan- 
drien,  also  wahrscheinlich  unter  Diokletian,  wie  bekanntlich  ein 
Scboliast  des  X.  Jahrhunderts  behauptet.  Pappus  hat  nicht  blos  zu  den 
vier  ersten  Büchern  des  Almagestes  Erläuterungen  unter  dem  Titel 
eioXia  geschrieben,  sondern  zu  allen  13  Büchern,  und  jene  falsche  Be- 
hauptung ist  durch  eine  falsche  Lesart  (z/  statt  IF)  entstanden.  Von 
den  Scholien  des  Pappus  sind  ziemlich  umfangreiche  Bruchstücke  erhal- 
ten. Pappus  hat  femer  einen  Commentar  zu  Schriften  des  Euklid 
verfasst,  und  zwar  jedenfalls  zu  den  Daten,  wahrscheinlich  auch  zu  den 
Elementen  dieses  Geometers.  Endlich  werden  ausser  der  „Sammlung'' 
des  Pappus  noch  erwähnt  ein  Commentar  zur  Projectionslehre  eines, 
gewissen  Diodorus,  eine  Schrift  über  Musik,  und  verschiedene  Abhand- 
lungen, welche  ihrem  Titel  nach  der  rechnenden  Astronomie  angehören. 

Nach  dem  Abdrucke  des  VIII.  Buches  ist  der  Band  noch  keineswegs 
abgeschlossen.  Unsere  Leser  erinnern  sich ,  dass  im  V.  Buche  der  Samm- 
lung des  Pappus  ein  Auszug  aus  der  Abhandlung  des  Zenodorus 
über  isoperimetrische  Kaumgebilde  eingeschaltet  ist,  dass  ein  ähnlicher 
Auszug  in  Theon's  Commentar  zum  I.  Buche  des  Almagestes  sich 
erhalten  hat.  Herr  Hultsch  hat  nun  als  ungemein  zweckmässige  Zu- 
gabe zu  seinem  Pappus  einen  Abdruck  der  lateinischen  Uebersetzung 
jenes  Theon* sehen  Berichtes  auf  S.  1190  — 1211  folgen  lassen,  bei  wel- 
chem er  in  zahlreichen  Anmerkungen  auf  die  wenn  auch  kleinen,  doch 
mannigfachen  Verschiedenheiten  gegen  Pappus  aufmerksam  macht;  er  hat 
ferner  S.  1138— 1165  den  griechischen  Text  einer  anonymen  Abhand- 
lung über  isoperimetrische  Figuren  in  der  Ebene  mit  nebenstehender 
lateinischer  Uebersetzung  mitgetheilt.  Auch  diese  Abhandlung,  aus  einer 
Vaticanhandschrift  entnommen ,  zeigt  die  entschiedenste  Abhängigkeit  von 
Zenodorus,  dessen  Spuren  damit  allmälig  wesentlich  zahlreicher  wer- 
den, als  man  früher  annahm.  Wir  werden  weiter  unten  noch  auf  eine 
bisher  nicht  berücksichtigte  Stelle  hinweisen,  in  welcher  wir  Zenodo- 
rus zu  erkennen  glauben.  So  gewinnt  es  auch  an  Wahrscheinlichkeit, 
was  wir  im  XXII.  Bande  dieser  Zeitschrift  aussprachen,  dass  Quin- 
tilian  von  dem  Hauptinhalte  der  Untersuchungen  des  Zenodorus 
Kenntniss  hatte.  Wir  bedauern  nur,  dass  Herr  Hultsch  zur  grösseren 
Vollständigkeit  nicht  auch  noch  jene  lateinische  Abhandlung  veröfifentlicht 
hat,  auf  welche  wir  im  XXI.  Bande  hingewiesen  haben  und  welche  den 
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Beweis  liefert,  dass  Zenodorus  zu  den  Schriftstellern  gehört,  welche 
ins  Arabische  übersetzt  worden  sind.  Wir  sind  tiberzengt,  dass  Herr 
Cartze  sein  betreffendes  Material  dem  Herausgeber  des  Pappns  bereit- 
willig mitgetheilt  haben  würde,  wenn  derselbe  dahin  zielende  Wünsche 
geäussert  hätte.  Was  die  Lebenszeit  des  Zenodorus  betrifft,  so  schliesst 
sich^  Herr  Hultsch  unserer  Auffassung,  dieselbe  müsse  zwischen  Ar- 
c  h  i  m  e  d  und  Q  u  i  n  t  i  1  i  a  n  gesucht  werden ,  unbedingt  an.  Er  geht  abei 
noch  einen  bedeutenden  Schritt  weiter,  indem  er  aus  dem  engen  An- 
schlüsse des  Zenodorus  an  Euklid  und  Archimed  die  Folgerang 
ziehen  zu  dürfen  glaubt,  Zenodorus  habe  nicht  lange  nach  diesen  Für- 
sten der  Wissenschaft ,  jeden  falls  vor  Heron  vonAlexandrien  gelebt, 
an  dessen  Schreibweise  nicht  der  leiseste  Anklang  erinnere.  Allerdings 
giebt  Herr  Hultsch  diese  Vermuthung  nur  als  solche  und  keineswegs 
als  erwiesene  geschichtliche  Thatsache,  und  in  diesem  Sinne  nehmen  wir 
auch  keinen  Anstand ,  uns  seiner  Folgerung  anzuschliessen.  Der  mathe- 
matische Styl  des  Zenodorus  erinnert  auch  uns  an  das  Jahrhundert 
der  Epigonen,  wie  wir  dasjenige  zu  nennen  uns  gewöhnt  haben,  welches 
.auf  das  Jahrhundert  des  Euklid  unmittelbar  folgte.. 

Ferner  begegnen  wir  in  dem  uns  vorliegenden  Bande  auf  8.  1166 
bis  1188  den  Schollen,  welche  am  Bande  des  ältesten  Vaticancodex 
Nr.  CCXVIII  von  einer  Hand  des  XII.  oder  XIII.  Jahrhunderts  nieder- 
geschrieben wurden.  Grosse  Wichtigkeit  ist  denselben  nicht  gerade  zu- 
zuschreiben, aber  immerhin  ist  es  geschichtlich  nicht  ganz  gleichgiltig, 
was  man  in  jener  Zeit  kümmerlichsten  mathematischen  Studiums  bei  den 
Griechen  als  Erklärung  niederzuschreiben  für  gut  fand. 

Ungleich  schätzbarer  sind  die  Erklärungen,  welche  Herr  Hultsch 
selbst  ausser  den  überall  unter  dem  Texte  befindlichen  kleineren  Anmer- 
kungen in  einem  besondem  Anhang  auf  S.  1212 — 1276  folgen  l&sst. 
Wir  verweisen  den  Leser  auf  diese  schönen  Erläuterungen  und  erlauben 
uns  nur  einige  wenige  Zusätze  theils  aus  unseren  eigenen  Studien,  theils 
aus  von  Herrn  Hultsch  unberücksichtigt  gebliebenen  sonstigen  Ver- 
öffentlichungen. 

Zum  II.  Buche  möchten  wir  in  Erinnerung  bringen,  dass  das  Wort 
nvQfifjv  für  die  von  ihrem  den  Rang  bestimmenden  Factoren  entkleidete 
einfache  Zahl  zuerst  bei  Plato  vorkommen  dürfte,  woraus  über  das  Alter 
verwandter  Untersuchungen,  wie  Pappuä  sie  nach  Apollonius  mit- 
theilt, eine  Schlussfolgerung  versucht  werden  kann. 

Zum  ni.  Buche  machen  wir  auf  eine  Abhandlung  „Antike  Näbe- 
rungsmethoden  im  Lichte  modemer  Mathematik,  von  S.  Günther*'  aus 
den  Abhandlungen  der  königl.  böhm.  Gesellsch.  d.  Wissensch.,  VI.  Folge 
9.  Bd.,  mathm.-naturwiesenschaftl.  Classe  Nr.  4,  aufmerksam.  Der  Ver- 
fasser hat  dort,  wenn  auch  nicht  zuerst,  so  doch  zuerst  im  Zusammen- 
hange mit  anderen  Näherungsverfahren,  die  Methode  der  Würfelverdop- 
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pelung  besprochen,  welche  Pappns  am  Anfang  des  III.  Buches  als  voller 
Richtigkeit  entbehrend  zurückweist.  Er  hat  einen  kettenbmchartigen 
Gedankengang,  wenn  auch  natürlich  keinen  solchen  Algorithmus  darin 
zu  erkennen  geglaubt  und  sich  dadurch  in  der  Ueberzeugung  bestärkt 
gefühlt,  dass  dem  antiken  Bewusstsein  bei  Bestimmung  von  Näherungs- 
werthen  ein  solcher  fortgesetzter  Bechnungsprocess  keineswegs  fremd  war. 
Wir  benutzen  diese  Gelegenheit  zur  Erklärung,  dass  diese  uns  früher 
ziemlich  unsympathische  Auffassung  für  uns  nahezu  Gewissheit  geworden 
ist,  seitdem  wir  in  dem  31.  Gapitel  der  Arithmetik  des  Theon  von 
Smirna  einen  fast  unwiderlegbaren  Beweis  daftir  gefunden  haben.  Wir 
fügen  hinzu,  dass  wir  nachträglich,  sollen  wir  sagen  das  Vergnügen  oder 
den  Aerger  hatten,  diese  Verstau dniss  der  Theonstelle,  welche  Nessel - 
mann  nicht  besass,  in  einem  sehr  wenig  bekannten  Erfurter  Schulpro- 
gramm von  1843  (Unger,  Kurzer  Abriss  der  Geschichte  der  Zahlenlehre 
von  Pythagora»  bis  auf  Diophant)  der  Oeffentlichkeit  schon  übergeben 
zu  sehen.  Dass  freilich  in  jenem  Gapitel  Theon' s  neben  dem  plato- 
nischen j/2  =  ^  auch  das  indische  }/2  =  4^^  schon  enthalten  sei,  dürfte 
hier  als  neu  ausgesprochen  werden. 

Im  IV.  Buche  ist  am  Schlüsse  eine  Archimedische  durch  eine  Ver- 
bindung von  Hyperbel  und  Parabel  lösbare  Aufgabe  angegeben,  deren 
Text  Herr  Baltzer  in  einer  von  Herrn  Hultsch  abgedruckten  Weise 
verbessert  und  deutlich  gemacht  hat.  Wegen  derselben  früher  verderbten 
Stelle  verweisen  wir  auch  auf  einen  Aufsatz  im  XXIII.  Bande  dieser 
Zeitschrift,  histor.  •  literar.  Abtheilung  S.  117  — 120:  „Ueber  eine  Stelle 
des  Pappus,  von  J.  L.  Heiberg/*  Es  ist  wohl  einem  Zweifel  nicht  unter- 
worfen, dass  beide  Verbesserer  ganz  unabhängig  von  einander  zu  ihren 
wesentlich  übereinstimmenden  Ansichten  gelangt  sind. 

Im  V.  Buche  kommt  bei  Gelegenheit  der  isoperimetrischen  Figuren 
ein  Lemma  vor,  welches  in  dem  Anhang  S.  1231  genauer  besprochen  ist. 
Das  9.  Capitel  des  I.Buches  des  Alma ge st  verwerthet  nun  bekanntlich 
mit  grossem  Erfolge  einen  diesem  Lemma  mindestens  sehr  ähnlichen  Satz. 
Sollte  der  Schluss  allzukühn  erscheinen ,  dass  Ptolemaeus  hier  aus 
Zenodorus,  der  jedenfalls  lange  vor  ihm  lebte,  geschöpft  habe? 

Das  sind  etwa  die  wenigen  Zusätze,  TfTelche  wir  uns  gestatten  woll- 
ten. Den  zweiten  Theil  des  Schlussbandes  der  Pappusausgabe  nimmt 
endlich  ein  acht  Druckbogen  starkes  griechisches  Wortverzeichniss  ein, 
welches  jedes  Lob,  das  man  ihm  spenden  möchte,  weit  hinter  sich  lässt. 
Es  ist  eine  Meisterarbeit  und  wird  auch  den  unnachsichtigsten  Kritiker 
vollauf  befriedigen  müssen.  So  ist  der  Eindruck,  mit  welchem  man  das 
Werk  verlässt,  gleich  wohlthuond,  wie  er  im  ganzen  Verlauf  geblieben 
war;  die  Ueberzeugung,  dass  der  richtige  Mann  an  der  richtigen  Stelle 
stand,  wird  keinen  Augenblick  wankend.     Wir  können  unsere  Besprech- 
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ung  schliesslich  in  den  einen  Satz  zusammenfassen:  Herr  Halt  seh  hat 
uns  mit  einer  klassischen  Ausgabe  eines  klassischen  Schriftstellers  be- 
schenkt. Cahtob. 


G,  Biadego,  Pieiro  Maggi  matematico  e  poeia  Veronese  (1809  — 1854). 
Verona,  H.  F.  Münster  (C.  Kayser  Succ).  1879.  16^  176  S. 
Unsere  Leser  kennen  aas  mehrfachen  Beispielen  die  Sitte  italieni- 
scher,  Schriftsteller,  Freunden  zum  Hochzeitstage  irgend  ein  literarisches 
Werkchen  zuzueignen,  welches  zu  der  Feier  auch  nicht  die  geringste 
Beziehung  hat.  Einer  solchen  Gelegenheit  verdankt  auch  die  gegenwär- 
tige Schrift  ihr  Dasein,  in  welcher  der  Verfasser  das  Leben  und  die 
Wirksamkeit  eines  Veroneser  Landsmannes  schildert.  Herr  Biadego, 
Eisenbahningenieur  und  als  solcher  Verfasser  verschiedener  Abhandlungen 
aus  dem  Gebiete  der  technischen  Mechanik,  hat  auch  schon  auf  ge- 
schichtlichem Boden  sich  früher  umgethan  und  werthvolle  Beiträge  in 
dem  Bulletino  Boncompagni  erscheinen  lassen  —  wir  erinnern  an  seine 
Abhandlung  aus  dem  Jahrgange  1873  über  zehn  noch  nicht  veröffent- 
lichte Briefe  von  Lagrauge.  Heute  rühmt  er,  wie  schon  bemerkt,  eine 
landsmännische  Grösse  im  engsten  Sinne  dieses  Wortes,  und  dem  Orts- 
patriotismus mag  es  zugeschrieben  werden ,  wenn  die  Farben ,  in  welchen 
die  Verdienste  von  Pietro  Maggi  schillern ,.  etwas  zu  glänzend  aus- 
gefallen zu  sein  scheinen.  Wir  sagen  „scheinen",  weil  wir  für  die  Kennt- 
niss  der  meisten  wissenschaftlichen  Leistungen  des  Maggi  auf  den  vor 
uns  liegenden  Bericht  allein  angewiesen  sind.  Die  Arbeiten,  auf  welche 
Herr  Biadego  das  meiste  Gewicht  legt,  sind  in  einer  Veroneser  Zeit- 
schrift aus  den  dreissiger  Jahren,  in  dem  „Poligrafo''  erschienen,  und 
diese  dürfte  deutschen  Lesern  nur  in  den  seltensten  Fällen  zum  Ver- 
gleiche zu  Gebote  stehen.  Maggies  Arbeiten  gehören  als  rein  mathe- 
matische der  Lehre  von  den  Oberflächen  an,  als  mathematisch -physika- 
lische vorzugsweise  der  Elektrodynamik,  und  hier  würde  allerdings,  wenn 
Herr  Biadego  vollständig  zuverlässig  berichtet,  Maggi  als  Urheber 
einer  bahnbrechenden  Arbeit  künftig  in  der  Geschichte  dieser  Disdplin 
zu  nennen  sein.  „Es  ist  eine  unwidersprechliche  Thatsache,^^  sagt  Herr 
Biadego  S.  59,  „dass  Maggi  der  Erste  war,  welcher,  den  Spuren  von 
Ampere  folgend,  eine  Theorie  der  elektrodynamischen  Induction  auf- 
stellte und  die  Ebenmässigkeit  hervorhob,  welche  zwischen  dei#Indnc- 
tionserscheinungen  und  den  elektrodynamischen  Wirkungen  obwaltet." 
Dass  Maggi  auch  als  Dichter  sich  verdient  machte,  dürfte  für  den  Zweck 
dieser  Zeitschrift  als  nebensächlich  erachtet  werden.  Das  Büchlein  des 
Herrn  Biadego  ist  sehr  warm  geschrieben  und  macht  schon  dadurch 
einen  wohlthuenden  Eindruck.  C\ntob 
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Rede  nun  Oedäehtniss  an  Ernst  Heinrich  Weber»  gehalten  im  Namen  der 
medicinischen  Facnltfit  am  24.  Februar  1876  in  der  akademischen 
Aula  zn  Leipzig  von  C.  Ludwig.  Leipzig  1878,  bei  Veit  &  Comp.  23  S. 
Wenn  auch  der  Verstorbene,  dem  dieser  Nachruf  gewidmet  ist,  vor- 
zugsweise Auatora  und  Physiologe  war,  so  genügt  doch  gewiss  die  kurze 
Bemerkung,  dass  derselbe  in  Gemeinschaft  mit  seinem  Bruder  Wilhelm 
der  Begründer  der  Wellenlehre  gewesen  ist,  um  auch  unsere  Leser  auf 
das  von  Meisterhand  entworfene  kleine  Lebensbild  aufmerksam  zu  machen^ 
welches    zugleich    einen  Beitrag    zur   Geschichte    der  Entwickelung  des 
naturwissenschaftlichen  Studiums  an  den  deutschen  Universitäten  bildet. 

Cantob. 


Untersuchungen  über  das  Gleichgewicht  des  elastischen  Stabes.  Von  Prof. 
Dr.  L.  PoouHAMMBR.     Kiel  1879,  Universitäts- Buchhandlung. 

Wie  der  Verfasser  in  der  Vorrede  erwähnt,  ist  der  Zweck  dieses 
Werkes,  das  sowohl  theoretisch  als  praktisch  wichtige  Problem  des 
Gleichgewichts  eines  isotropen  elastischen  Stabes  in  grösserer  Allgemein- 
heit zu  behandeln,  als  dies  in  den  darauf  bezüglichen  Untersuchungen 
von  de  Saint-Venant  und  Kirchhoff  der  Fall  ist.  Das  Problem  soll 
gelöst  werden  unter  Voraussetzung  beliebiger  an  der  Mantelfläche  und 
an  den  Endflächen  des  Stabes  wirkender  Kräfte  und  ohne  dass  die 
Durchmesser  des  Querschnittes  als  unendlich  klein  gegen  die  Stablänge 
betrachtet  werden.  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  erfolgt  durch  eine  mit 
grosser  Consequenz  durchgeführte  Näherungsrechnung,  deren  Ausgangs- 
punkt die  Forderung  der  Aufgabe  bildet,  dass  der  betrachtete  Körper  Stab- 
form haben,  sein  Querschnitt  mithin  klein  im  Vergleich  zur  Länge  sein  soll. 
Man  kann  die  Lösung  insofern  als  eine  vollständige  bezeichnen,  als  die 
benutzte  Näherungsmethode  einen  noch  höheren  Grad  von  Genauigkeit  zu 
erreichen  erlaubt,  als  der  ist,  bis  zu  welchem  die  Rechnungen  durch- 
geführt sind.  Für  praktische  Fälle  dürfte  indessen  schon  dieser  mehr  als 
ausreichend  sein.  Von  besonderem  Interesse  ist  die  Behandlungsweise 
der  Differentialgleichungen,  und  zwar  besonders  deshalb,  weil  sich  auf 
ähnliche  Weise  eine  beliebig  angenäherte  Integration  partieller  Differen- 
tialgleichungen in  allen  den  Fällen  erzielen  lassen  wird,  wo,  wie  hier, 
durch  die  Natur  der  Aufgabe  über  die  relative  Grösse  der  in, die  Rech- 
nung eintretenden  Ausdrücke  Aufschluss  gegeben  wird. 

Das  zwölf  Druckbogen  starke  Werk  enthält  ausser  der  Einleitung 
vier  Abschnitte.  Der  erste  und  theoretisch  wichtigste  Abschnitt  behan- 
delt die  Transformation  und  Integration  der  elastischen  Differentialgleich- 
ungen, soweit  letztere  ausführbar  ist,  ebne  dass  eine  bestimmte  Quer- 
schnittsform zu  Grunde  gelegt  wird.  Abschnitt  II  beschäftigt  sich  mit 
dem  cylindrischen  Stabe,  dessen  Querschnitt  ein  Kreis  ist.     Abschnitt  III 
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behandelt  den  Hohlcylinder  mit  kreisförmigem  Querschnitte.  Abschnitt  IV 
enthält  die  angenäherten  Differentialgleichungen  flär  einzelne  Fälle  des 
ursprünglich  gekrümmten  Stabes. 

In  der  Einleitung  werden  auf  elementarem  Wege  die  Differential- 
gleichungen für  kleine  Formänderungen  fester  isotroper  Körper  her- 
geleitet. Zu  Orunde  gelegt  ist  hierbei  im  Allgemeinen  die  Kirch- 
hoff*sche  Bezeichnung.  Abschnitt  I  beschäftigt  sich  darauf  zuerst  damit, 
die  in  diesen  Differentialgleichungen  enthaltenen  Variablen,  Constanten 
und  Functionen  nach  ihrer  relativen  Grösse  zu  ordnen.  Zu  diesem 
Zwecke  werden  die  verschiedenen  Grössen  verglichen  mit- der  grössten 
Querdimension  2  c  und  der  grössien  Längendimension  21,  Die  Qaer- 
schnittscoordinaten  x  und  y  gehören  hiernach  derselben  Grössenordnnng 
an  wie  c,  weil  ein  Verschwinden  von  c  ein  solches  von  x  und  y  nach 
sich  zieht  und  weil  die  Maximalwerthe  von  x  oder  y  höchstens  gleich  c 
werden  können.  Dem  entsprechend  sind  «",  y*  oder  ai^'~PyP  von  dereel 
ben  Ordnung,   wie  c".     Die  Ordnung  von  c"  wird  als  die  «*•,   die  von 

—-  als  die  —  n*®  bezeichnet.    Alle  Ausdrücke ,  auf  deren  Grösse  der  Wertb 

c  keinen  directen  Einfluss  ausübt,  wie  /,  z,  die  Elasticitätsconstanten 
u.  s.  w.,  werden  der  nullten  Ordnung  zugerechnet.  Schwierigkeiten  be- 
reiten bei  dieser  Eintheilung  nur  die  in  Frage  kommenden  Druckoom- 
ponenten,  und  es  lässt  sich  z.  B.  aus  den  5.  42  angestellten  Unteisneh- 
nngen  nicht  mit  Nothwendigkeit  erkennen,  warum  Z^  nicht  auch  einer 
niederen  als  der  -*  2^^"  Ordnung  angehören  kann.  Der  Verfasser  ist  aach 
wohl  zu  dieser  Voraussetzung  nicht  allein  durch  die  dort  angestellten 
Betrachtungen,  sondern  durch  eine  frühere  Arbeit*  gekommen,  wie  znm 
Theil  aus  S.  119  hervorgeht.  Die  Strenge  der  Rechnung  wird  indessen 
auch  hier  gewahrt  dadurch,  dass  die  weitere  Aufgabe  in  der  Form  ge- 
stellt wird: 

„Von  welcher  Form  müssen  die  Ausdrücke  der  Verschiebungen  ijfiA 
sein,  damit  allein  die  Kraft  Z^  die  Ordnung  ~  2  annimmt,  die  Componenten 
^»>  Fa,  jfjr»  ly,  Xy  dagegen  eine  höhere  Ordnung  als  die  —2'®  haben?" 

Zur  Lösung  dieser  Frage  werden  die  für  die  Druckcomponenten  auf- 
gestellten Differentialgleichungen  transformirt  durch  die  Substitution 
^^ü,+  ü^  +  u^  +  u,  fi-=^Vi+V^  +  v^  +  v,  i^fF^+W^  +  w. 
Hierin  soll  die  Ordnung  von  l^^,  F^,  ^F^  niedriger  sein,  als  —1,  die 
von  t7g,  Fg,  W^  gleich  —1,  von  Wq,  e^  gleich  Null,  von  fv  grösser  als 
Null  und  von  u  und  v  grösser  als  1.  Durch  Einsetzung  in  die  Differen- 
tialgleichungen für  die  inneren  Druckkräfte,  deren  Form  daraus  ersicht- 
lich ist,  dass  z.  B* 


*  Beitrag  zur  Theorie  der  Biegang  des  Kreiscy linders.    Borchardt's  Joarn. 
LXXXI,  S..  83—61. 
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erhält  alsdann  X»  die  Fonn 

Hieranf  wird  nun  der  Satz  angewendet:  Stehen  auf  versehiedenen 
Seiten  einer  Oleichung  Grössen,  worunter  solche,  welche  gleichen  Ord- 
nungen angehören,  so  kann  die  Gleichung  nur  dadurch  erfüllt  werden, 
dass  die  derselben  Ordnung  angehörenden  Grössen  einander  gleich  sind. 
Es  ^ setzt  dies  allerdings  voraus,  dass  die  Grössen  JT«,  Fy  u.  s.  w.  sich 
in  Summen  von  der  Form  Eh^x^y^  entwickeln  lassen,  in  denen  k^  nicht 
Yon  X  und  y  abhängt.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist  dann  auch  mit 
der  Differentiation  eines  Terms  nach  x  oder  y  eine  Erniedrigung  der 
Ordnungszahl  um  eine  Einheit  verbunden.  In  der  angegebenen  Gleich- 
ung sind  dann  die  Glieder  der  oberen  Reihe  von  niederer  Ordnung  als 

—  1   und   müssen    folglich  verschwinden,   da  Xx  höchstens  die  Ordnung 

—  1  haben  soll.     Hieraus  findet  man 

Aehnliche  Gleichungen  liefern  die  anderen  Druckcomponenten  und 
man  erhält  schliesslich  eine  hinreichende  Anzahl  von  Differentialgleich- 
ungen, um  l/j,  Fj,  W^  und  W^  daraus  zu  bestimmen.  Zur  Bestimmung 
von  Uq  und  v^  werden  in  den  für  ^«,  X^  und  Yy  geltenden  Gleichungen 

-r-^  +  --r-^  + -3-^  =  0   u.  s.  w  die  Bestandtheile  —1*"  Ordnung  von  X 
dx        dy        dz  ° 

von  denen  höherer  Ordnung  getrennt.     Man  findet  alsdann ,  dass 

Hierzu    treten   aus  den   Oberdächenbedingungen  noch   die  zwei  Gleich- 
ungen 

[Xg]^\  cosX  +  [A'yJ-i cosiic=0  und  [-Ty]-!  cosX  +  [Fy]«i  cos^i  =  0. 
Diesen   Gleichungen    wird   genügt,    wenn  man  die  Bestandtheile  ^V^^ 
Ordnung  von  X^e,   Fy,  Xy  gleich  Null  setzt. 

Unter  Berücksichtigung  dieses  Umstandes  erhält  man  alsdann  durch 
Substitution  des  für  W^  gefundenen  Werthes  in  den  für  X,  angegebenen 
Ausdruck  und  in  den  ähnlichen,  der  für  Ty  und  Xy  besteht,  Gleichungen 

för  ---^,  ---®,  -— ^  und  -r-^,  aus  denen  sich  w«  und  Vq  ergeben. 
dx^    dy^  dx  dy  '  "  "      ® 

U^  und  V^  sind  von  x  und  y  unabhängig  und  nur  Functionen  von  z, 

W^   und   W^   sind  lineare  Functionen,    üg,   Fj,  Uq  und  Vq  Functionen 
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zweiten  Grades  von  x  und  y.  Die  Factoren  von  x  nnd  y  sind  Functio- 
nen von  z,  theilweise  in  der  Form  erster  nnd  zweiter  Differentialqno- 
tiei)ten  nach  z. 

Ehe  die  Bestimmung  von  u  nnd  v  erfolgt,  werden  die  der  »2^^ 
nnd  —  r«"  Ordnung  angehörenden  Terme  von  5,  tf  nnd  t  Tollstandig 
ermittelt.  Dazn  dienen  die  für  den  Stab  ab  starres  System  geltenden 
Oleichgewichtsbedingnngen.  Bei  der  Aufstellung  derselben  ist  yoniis- 
gesetzt  y  dass  die  Z-Axe  durch  die  Schwerpunkte  der  aufeinander  folgen- 
den Querschnitte  geht  und  dass  die  X-  und  J-Axe  Haupttragheitsaxen 
des  Querschnitts  sind.  Durch  Einsetzung  der  bis  jetzt  tat  die  Druck- 
componenten  gewonnenen  Ausdrücke  in  diese  Gleichgewichtsbedingungen 
und  durch  Vergleichung  der  auf  beiden  Seiten  stehenden  Glieder  hin- 
sichtlich ihrer  Ordnung  werden  die  Bestandtheile  ^V^  und  —1'**  Ord- 
nung vollständig  ermittelt.  Sie  stellen  sich  als  Functionen  von  z  und 
von  den  gegebenen  Oberflächenkräften  dar* 

Wenn  man  sich  auf  diese  zwei  beträchtlichsten  Grössenordnungen 
von  i^  fiy  t  beschränkt,  gelangt  man  schon  zu  den  Sätzen  der  Na  vi  er- 
sehen Biegungstheorie.  Für  die  Biegung  in  der  A'Z- Ebene  ergiebt  sich 
z.  B.  der  Satz :  die  Kraft  Z^  ist  gleich  dem  Producte  aus  der  Krümmung 
und  der  Function  —  Ex.  Da  nun  eine  Vernachlässigung  der  Glieder  u, 
r,  w  einem  Verschwinden  von  X^y  7^,  Xy  für  beliebige  Werthe  von  x, 
y,  z  entspricht,  so  ergiebt  sich  für  diese  angenäherte  Lösung  eine  ein- 
fache mechanische  Erklärung.  Es  entspricht  dieselbe  der  Auffassung  des 
Stabes  als  eines  Bündels  unendlich  dünner  Prismen  mit  parallelen  Axen, 
welche  aufeinander  keine  Wirkung  ausüben.  Dies  ist  aber  die  Voraus- 
setzung von  Nävi  er. 

Nach  diesem  Exours  erfolgt  die  Berechnung  von  m,  9,  w.  Da  in- 
dessen ohne  Rücksicht  auf  die  Form  des  Querschnittes  eine  Bestimmung 
dieser  Glieder  nicht  ausführbar  ist,  so  beschäftigt  sich  Abschnitt  I  nnr 
damit,  die  Differentialgleichungen  so  zu  transformiren ,  dass  nach  Ein- 
führung einer  bestimmten  Querschnittsform  die  Integration  derselben 
erfolgen  kann.  Zu  diesem  Zwecke  werden  die  für  die  Druckcomponen- 
ten  gefundenen  Ausdrücke  in  die  Gleichungen 

-3 — ^.--— =  0  n.  s.  w. 

dx         dy        dz 

eingesetzt.  Hierin  wird  alsdann  für  w  eine  Summe  eingeführt,  welche 
neben  Gliedern  3B^  (nullte  Ordnung)  und  SB«  (erste  Ordnung)  ein  Glied 
U)  enthält,  welches  von  höherer  als  erster  Ordnung  ist.  Für  3S|  und  S^ 
entstehen  dann  die  Differentialgleichungen 

dx^  "*"  V   ~  äx*        äy^   ^ 
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zu  denen  aus   den  Oberfläcbenbedingnngen  noch  Werthe  für  —^  und 

-~-^  (n  die  Normale)  hinzutreten.     Hierdurch  werden  aber  2Bi  und  SOBg 

bis  auf  eine  willktlrliche  additive  Function  von  z  als  Functionen  von  x 
and  y  dargestellt.  In  gleicher  Weise  werden  in  u  und  v  die  Bestand- 
theile  erster  und  zweiter  Ordnung  von  denen  höherer  Ordnung  getrennt 
und  U^  und  SS^  (erster  Ordnung)  ermittelt.  Orössen  von  höherer  Ord- 
nung finden  in  den  folgenden  Bechnungen  keine  Berücksichtigung  mehr. 
Würde  man  aber  die  unbestimmt  gebliebenen  Ausdrücke  to,  u,  t)  in  ana- 
loger Weise  behandeln ,  wie  w,  Uj  Vj  so  könnte  die  Rechnung  noch  weiter 
geführt  werden. 

Nach  eitigen  Bemerkungen  über  den  Stab  mit  veränderlichem  Quer- 
schnitte erfolgt  nun  in  Abschnitt  11  die  Bestimmung  der  Componenten  von 
£,1},  £;  für  einen  cylindrischen  Stab  mit  kreisförmigem  Querschnitte.  Bei 
Berücksichtigung  von  ^^  tritt  zu  i  ein  Ausdruck,  der  für  x  und  y  vom 
dritten  Grade  ist.  Ein  beliebiger  Querschnitt  z  =  Zq  wird,  daher  durch 
die  der  Z-Axe  parallele  Verrückung  in  eine  Fläche  dritten  Grades  ver- 
wandelt, welche  durch  die  ^Z- Ebene  in  der  Curve  i=ConsLx^  geschnit- 
ten wird. 

Zur  Ermittelung  von  U^  und  SSi  werden  für  x  und  y  Polarcoordi- 
naten  eingeführt  und  die  Oberflächenkräfte  iT  und  Y  in  Normal-  und 
Tangentialkräfte  zerlegt.     Für  Z,  ergiebt  sich  dann  schliesslich  der  Aus- 

^"^"^  ^1      .  ^ 

Fx+Gy  .h    .2E.       f^_^^^\{^  +  y*      ^\  ^^^  ^  "*"  rfz*  * 


^'  A         ^  C  '    E^^^      V'EJ\     2  3/  AJ 

Dieser  Ausdruck  umfasst  alle  Tenne  —  2*®*",  —1*"  und  nullter  Ordnung. 
Hierin  bedeutet  C  die  Fläche  und  j4  das  Trägheitsmoment  des  Quer- 
schnittes. F  und  G  sind  die  resultirenden  Drehungsmomente  um  die 
V'  und  Ä'Axe  für  die  äusseren  Kräfte,  welche  an  dem  Stabtheile  von 
dem  betrachteten  Querschnitte  bis  z  =  l  wirken,  h  ist  für  ebendiesen 
Stabtheil  die  Summe  der  Z- Componenten.  /\  und  G^^  sind  Theile  von 
F  und  G,  für  welche  die  aufgestellten  Formeln,  des  bessern  Verständ- 
nisses wegen,  angeführt  werden  mögen: 

l  l 

Pi  =  -/(i-O  difx{i)dc,     G,  ^^-ßt-z)  difrii)  da. 
z  z 

Hierin  bedeutet  de  ein  Element  der  Ringfläche,  welche  durch  zwei  Ver- 
tikalebenen 2  =  2  und  z  =  i  +  dz  aus  dem  Cjlindermantel  herausgeschnit- 
ten wird.  X{i)  stellt  die  A'- Componente  der  an  der  Stelle  g^cftf  wirken- 
den äusseren  Kraft  dar.  Die  Integration  erstreckt  sich  über  den  Theil 
des  Cylindermantels  von  }  =  2  bis  2  =  /.      Die  Function  O^   wird  durch 

Hirt.-Ut.  Abthlg.  d.  Z«ltiohr.  f.  Math.  n.  Phys.  XXIV,  4.  10 
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eine  unendliche  Reihe  dargestellt  and  ihr  Werth  hängt  auBSchliesslich  tob 
den  Kräften  ab,  welche  am  Rande  des  betrachteten  Querschnittes  wirken. 
Sind  am  Rande  irgend  eines  zur  Stabaxe  senkrechten  Querschnittes  keine 
äusseren  Druckkräfte   vorhanden,   so   ist  <2>j  für  alle  Punkte  des  Quer- 

Schnittes   gleich  Null.     In   diesem  Falle  sind   aber  auch    -—=*  und  -rr 

für   den  betreffenden  Werth  z  gleich  Null;   der  Werth  Z.  reducirt  sich 

daher  auf 

Fx  +  Gif      h 

Für  A,  und  F,  ergeben  sich  ähnliche  Formeln,  wie  für  2,.  Am 
denselben  ist  zu  erkennen,  dass  die  neutrale  Schicht  in  jedem  Quer- 
schnitte im  Allgemeinen  eine  krumme  Linie  bildet.  Nur  für  den  Fall, 
dass  X=Z==0  und  dass  am  Rande  des  betrachteten  Querschnittes  keine 
äusseren  Kräfte  vorhanden  And,  geht  sie  über  in  die  Gerade  y  =  0. 

Als  spezieller  Fall  wird  das  Beispiel  des  auf  hoher  Kante  gleich- 
massig  belasteten  und  in  der  Mitte  unterstützten  Stabes  behandelt.  Die 
Berechnung  ergiebt,  dass  auf  der  obem  Seite  eine  Dehnung,  auf  der 
untern  eine  Zusammendrückung  stattfindet,  dass  aber  der  grössere  Wertli 
von  Z^  auf  Seite  der  Compression  liegt.  Der  Punkt,  an  welchem  bei 
zunehmender  Belastung  zuerst  eine  Ueberschreitung  der  Elasticitätsgrenze 
stattfindet,  liegt  daher  auf  der  untern  Seite  und  in  der  Mitte  des  Stabes. 
Am  Schlüsse  dieses  Abschnittes  vergleicht  der  Verfasser  die  für  den 
cylindrischen  Stab  gefundenen  Formeln  mit  den  früher  von  ihm  gefun- 
denen (Beitrag  zur  Biegung  des  Kreiscjlinders)  und  weist  die  volle 
Uebereinstimmung  der  in  ganz  verschiedener  Weise  hergeleiteten  Resul- 
tate nach. 

•  Abschnitt  III  behandelt,  in  ähnlicher  Weise  wie  Abschnitt  11,  den 
Fall  des  Hohlcjlinders  unter  der  Voraussetzung,  dass  nur  die  äussere 
Oberfläche  desselben  von  Druckkräften  in  Anspruch  genommen  wird  und 
dass  die  Wandstärke  klein  gegen  den  Querdurchmesser  ist.  Die  hier 
gewonnenen  Resultate  zeigen ,  dass  die  Formänderung  des  Hohlcjlinders 
sich  von  der  des  VoUcylinders  durch  das  Hinzukommen  einer  secundären 
Biegung  unterscheidet.  Letztere  vollzieht  sich  in  den  zur  Stabaxe  senk- 
rechten Querschnitten.  Denkt  man  sich  zwei  benachbarte  Querschnitte 
ausgeführt,  so  schneiden  dieselben  einen  ringförmigen  Körper  aus,  den 
man  als  einen  kreisförmigen  Stab  ansehen  kann.  In  diesem  Ringe  voll- 
zieht sich  die  secundäre  Biegung.  Es  giebt  auch  hierin  eine  neutrale 
Schicht,  welche  die  gedehnten  von  den  zusammengedrückten  Stabtheilen 
trennt. 

Abschnitt  IV  enthält  die  Ausführung  der  Nähemngsrechnungen  för 
einen  ursprünglich  gekrümmten  Stab  unter  den  Voraussetzungen:  1.  dass 
eine  Ebene  existirt,  welche  den  Stab  nach  seiner  Längsrichtung  in  zwei 
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symmetrische  Hälften  theilt;  2.  dass  alle  äusseren  Kräfte  dieser  Ebqne 
parallel  sind.  Damit  anch  hier  wieder  die  Querschnittscoordinaten  als 
klein  gegen  die  Längen dimension  betrachtet  werden  können ,  werden  statt 
der  rechtwinkligen  Coordinaten  Xy  y,  z  kmmmlinige  Coordinaten  x^  r,  n 
eingeftihrt.  Zn  diesem  Zwecke  wird  in  der  Symmetrieebene  TZ  eine 
Curve  gewählt,  welche  vollständig  im  Innern  der  Anfangslage  des  Stabes 
verläuft  und  die  Gleichung  q>  {p,  g)  =  0  hat.  p  und  q  sind  die  recht- 
winkligen Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Curve.  Durch  einen 
beliebigen  Punkt  or,  y  der  7Z- Ebene,  welcher  in  dem  Stabe  liegt,  wird 
eine  Normale  auf  die  Curve  gelegt,  welche  mit  der  positiven  Z-Axe  den 
Winkel  n  bildet.  Das  Stück  der  Normale  zwischen  ihrem  Schnittpunkte 
(p,  q)  mit  der  Curve  und  dem  Punkte  x^y  ist  +  r.  Die  Coordinaten  Xj  y 
und  r,  n  hängen  alsdann  durch  die  Gleichungen  zusammen 

dq 
Wie  in  den  früheren  Betrachtungen  o;  und  y,  so  ist  nun  r  stets  klein 
gegen  die  Längendimension  und  von  derselben  Ordnung,  wie  die  Quer- 
dimension des  Stabes.  An  Stelle  der  Ausweichungen  ri  und  i  werden 
die  Ausweichungen  q  und  ß  eingeführt,  von  denen  die  erste  dieselbe 
Richtung  hat  wie  r,  die  zweite  auf  dieser  Richtung  senkrecht  steht.  Nach 
denselben  Richtungen  werden  endlich  die  Oberfiächenkräfte  und  die  in- 
neren Druckkräfte  zerlegt.  Nachdem  nun  die  Differentialgleichungen  für 
die  Druckkräfte  aufgestellt  worden  und  für  $,(»,<;  eine  Summe. von 
Grössen  verschiedener  Ordnung  eingeführt  ist,  führen  die  nämlichen  Be- 
trachtungen, wie  in  Abschnitt  I,  zur  Bestimmung  der  Werthe  |,  ^,  ff  und 
der  Druckkräfte.  Aus  der  in  erster  Annäherung  geltenden  Lösung 
ergiebt  sich,  dass  für  den  ursprünglich  krummen  Stab  ein  ähnlicher  Satz 
gilt,  wie  für  den  geraden  cylindrischen  Stab.  Bezeichnet  nämlich  oo  den 
Zuwachs  der  Krümmung,  der  durch  die  Deformation  eintritt,  so  ist  S, 
proportional  der  Grösse  a>. 

Zum  Schlüsse  möge  das  besprochene  Werk  noch  Solchen,  welche  sich 
mit  dem  Studium  der  Mathematik  beschäftigen,  wärmstens  empfohlen  sein. 
Sie  werden  darin,  ausser  der  interessanten  Durchführung  eines  mecha- 
nischen Problems,  reichen  Stoff  zu  weiteren  Studien  finden,  da  Verfasser 
die  analytische  Behandlung  der  speciellen  Probleme  nur  eben  andeutet. 
Von  rein  theoretischem  Standpunkte  dürfte  indessen  die  besprochene  Be- 
handlungsweise  der  Differentiafgleichungen  ein  besonderes  Interesse  be- 
anspruchen. Ernst  Prix- 
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Cours  de  calcul  infinitesimal,  par  J.  Soüel,  professeur  de  maihma- 
tiques  pures  ä  la  facuU^  de  Bordeaux.  Tome  I,  ÄV,  508.  Paris, 
Gaulhier-  Villars.     1 878. 

Französische  Lehrbücher  der  Mathematik  haben  zu  allen  Zeiten  eine 
Art  von  zwischenvolklicher  Bedentang  besessen.  Wir  wissen  nicht  recht 
zu  sagen,  ob  der  Grnnd  in  dem  Geiste  der  französischen  Sprache  selbst, 
ob  in  der  Fähigkeit  der  Aneignung  und  der  Wiedergabe  fremder  Ge- 
danken in  neuer  Form  liegt,  welche  den  Franzosen  im  Allgemeinen  aus- 
zeichnet, ohne  ihm  damit  selbstständige  Erfindungsgabe  im  Mindesten 
absprechen  zu  wollen ;  aber  es  ist  eine  Thatsache ,  dass  die  Schriften  von 
Legendre,  von  Lacroix,  von  Cournot,  von  Duhamel,  von  Sturm 
weit  über  die  Grenzen  Frankreichs  hinaus  eine  wohlverdiente  Verbreitung 
gefunden  haben,  und  wenn  wir  den  Namen  J.  A.  Serret  hier  vergessen 
zu  haben  scheinen,  so  geschah  es  absichtlich,  weil  wir  seine  Algebra 
nicht  als  ein  Lehrbuch,  sondern  als  das  Lehrbuch  betrachten,  ohne  Mit- 
bewerbung und  bis  jetzt  einzig  in  seiner  Art.  Jenen  obengenannten 
Lehrbüchern  weitester  Verbreitung  dürfte  das  neue  Werk  des  Professors 
von  Bordeaux  sich  künftig  anschliessen ,  welches  seine  internationalen 
Rechte  schon  auf  die  in  einem  französischen  Werke  seltene  Thatsacbe 
stützen  kann,  dass  in  der  Vorrede  die  Namen  Gauss,  Grassmann, 
Hankel,  Jacobi,  (X  Neumann,  H.  A.  Sch*warz  mit  Ehren  genannt 
sind,  dass  der  Verfasser  also  kein  Hehl  daraus  macht,  wie  weit  er  aus- 
ländischer, insbesondere  deutscher  Wissenschaft  verpflichtet  ist.  Aller- 
dings hätten  wir  gewünscht,  auch  im  Buche  selbst,  wenigstens  bei  den 
wichtigsten  Sätzen  und  den  gebräuchlichsten  Bezeichnungen,  den  Namen 
der  Urheber  angeführt  zu  sehen.  Welchen  Leser  sollte  es  z.  B.  nicbt 
interessiren ,  zu  wissen,  dass  i  für  die  imaginäre  Einheit  von  Gauss, 
die  Vertikalstriche,  zwischen  welchen  die  Elemente  stehen,  für  die  De- 
terminante von  Cajley,  das  Zeichen  des  bestimmten  Integrals  von 
Fourier  herrühren  u.  s.  w.  Alle  derartigen  Notizen  fehlen  aber  voll- 
ständig. 

Die  Entstehung  des  HoüeTschen  Lehrbuches  war  eine  allmalige. 
In  den  Jahren  1871  und  1872  gab  der  Verfasser  autographirte  Hefte  für 
seine  Zuhörer  heraus,  und  als  diese  eine  uns  leicht  begreifliche  weitere 
Verbreitung  fanden,  entschloss  er  sich,  dieselben  zu  vervollständigen  und 
ihnen  Form  und  Umfang  eines  mehrbändigen  Werkes  zu  verleihen,  dessen 
I.  Band  nunmehr  vollendet  vorliegt.  So  ist  diese  erste  Auflage  bb  zu 
einem  gewissen  Grade  schon  eine  zweite;  der  Verfasser  konnte  aus  dem 
Urtheil  der  Benutzer  seiner  früheren  Hefte  über  etwa  nothwendige  Aen- 
derungen  sich  Eenntniss  verschaffen  und  diese  Winke  ebenso,  wie  die 
befreundeter  Lehrer  der  Mathematik  zur  Geltung  bringen.  Mehr  als  der- 
artige Winke  für  sicherlich  nicht  ausbleibende  folgende  Aufgaben  sollen 
es  nicht  sein,  wenn  wir  unbedeutende  Ausstellungen  uns  gestatten. 
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Das  Werk  beginnt  mit  einer  102  Seiten  starken  Einleitung,  welche 
nach  Grassmann's  Vorgange  von  den  Operationen  im  allgemeinsten 
Sinne  dieses  Wortes,  von  den  verschiedenen  Zahlen^rössen  und  von  dem 
unentbehrlichen  Hilfsmittel  der  neueren  Analysis,  den  Determinanten, 
handelt.  In  §  72  (S.  39)  wird  eine  aus  reellen  Grössen  bestehende 
Beihe  convergent  genannt,  „wenn  die  Summe  von  k  Gliedern  derselben, 
die  nach  dem  n^^°  Gliede  beginnen,  unendlich  klein  ist,  sofern  nunend- 
lich gross  und  k  beliebig  angenommen  wird**.  Wir  sind  mit  dem  Ver- 
fasser darin  einverstanden,  dass  es  von  Vortheil  ist,  jene  k  späten  Reihe- 
glieder in  die  Definition  mit  aufzunehmen,  aber  der  gewählte  Wortlaut 
behagt  uns  darum  doch  nicht.  Es  könnte  sein,  dass  die  betreffenden  k 
Glieder  eine  unendlich  kleine  Summe  geben,  während  die  vorhergehen- 
den unendlich  vielen  (n)  Glieder  eine  unendlich  grosse  Summe  geben, 
und  dann  ist  die  Reihe  eben  nicht  convergent.  Will  aber  die  Unmög- 
lichkeit dieser  unserer  Annahme  behauptet  werden,  so  erfordert  diese 
Behauptung  selbst  unter  allen  Umständen  einen  die  Definition  ergänzen- 
den Beweis.  Auch  mit  der  Form  von  §'  83  (S.  46)  können  wir  uns  nicht 
befreunden.  Ist  r^  diejenige  complexe  Zahl,  deren  Modul  r  und  deren 
Drehungsargument  p  beziehungsweise  p-^-^kn  ist,  so  behauptet  Herr 
Ho  fiel,  {r^^  sei  unbestimmt,  wenn  or'eine  Incommensurable  darstellt. 
Wir  sind  gleicher  Meinung,  würden  aber  den  Beweis  so  fassen:  {r^)^ 
=  {^*)pa+2*aÄ>  wo  k  alle  ganzen  Werthe  von  Null  bis  zu  «  — 1  durch- 
läuft, wenn  n  der  Nenner  des  in  Bruchform  geschriebenen  a  ist.  Nun 
ist  dieser  Nenner  bei  incommensurablem  a  unendlich  gross,  also  giebt  es 
unendlich  viele  Werthe  von  k  oder  unendlich  viele  Werthe  von  (rpY^ 
und  das  nennt  man  unbestimmt. 

Das  auf  die  Einleitung  folgende  erste  Buch  besitzt  viele  Eigenthüm- 
lichkeiten,  wenn  auch  der  Verfasser  in  der  Vorrede  bemerkt,  dass  er  in 
die  Fusstapfen  DuhamePs  trete,  soweit  es  um  das  Grenzprincip  sich 
handle,  d.  h.  um  die  Wahrheit  §  165  (S.  108),  dass  von  zwei  Veränder- 
lichen u  und  V,  deren  Werthe  entweder  immerfort  einander  gleich  sind 
oder  einen  nur  unendlich  kleinen  Unterschied  besitzen,  und  deren  eine 
einem  bestimmten  Grenz  werthe  sich  nähert,  auch  die  andere  demselben 
Grenzwerthe  zustrebt,  so  dass  der  approximativen  Gleichung  ti  =  p 
die  strenge  Folgerung  limu  =  limv  zu  entnehmen  ist.  Diese  Namen  der 
approximativen  und  der  strengen  oder  genau  richtigen  Gleichungen  sind 
für  den  Verfasser  mehr  als  blosse  Namen.  Sie  sind  ihm  ein  Ableitungs* 
verfahren  sowohl  der  Differentiale  erster,  als  höherer  Ordnung,  und  dienen 
ihm  in  einer  Ausdehnung,  welche  uns  nicht  gestattet,  ohne  allzu  aus- 
führlich zu  werden ,  auch  nur  eine  Andeutung  davon  zu  geben.  Nur  der 
Ueberzeugung  dürfen  wir  Ausdruck  verleihen,  dass  den  Schülern  der 
HoüeT sehen  Infinitesimalrechnung  die  grundlegenden  Schwierigkeiten 
dieser  Capitel  unserer  Wissenschaft  weder  bemäntelt,  noch  als  unlösbar 
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erscheinen  werden.  Der  Verfasser  macht  ansdrücklich  auf  vorhandene 
Principien fragen  anfmerksam«  Er  geht  weder  dem  Unendlich  ▼erschie- 
dener  Ordnung,  no(j^  Functionen,  welche  einen  Differentialquotienten 
nicht  besitzen,  aus  dem  Wege;  er  sucht  diese  und  ähnliche  Begriffe  von 
allen  Seiten  her  zu  beleuchten.  Er  liebt  es  überhaupt,  wichtige  Satze 
von  den  verschiedensten  Gesichtspunkten  aus  zu  betrachten,  und  vir 
möchten  beispielsweise  auf  den  Fundamentalsatz  f{xo'^^)^fi^o)'^^ 
Xf\xQ  +  dh)  aufmerksam  machen,  für  welchen  (S.  147 — 150)  nicht 
weniger  als  drei  Beweise  gegeben  sind,  von  welchen  jeder  einzelne 
volles  Interesse  verdient  und  erweckt.  Wenn  der  Verfasser  Differential- 
und  Integralrechnung  nicht  vollständig  trennt,  vielmehr  von  Anfang  an 
gemeinschaftlich  behandelt,  so  beruft  er  auch  dafür  sich  auf  Vorgänger. 
Wobl  aber  dürfte  es  ihm  eigenthümlich  sein,  schon  bei  einem  so  frühen 
Augenblick  das  bestimmte  Integral  nebst  seiner  Summendefinition  ein- 
geführt zu  haben,  aus  welchem  das  unbestimmte  Integral  sich  erst  her- 
leitet. Bei  der  dadurch  ermöglichten  Strenge  des  Verfahrens  nahm  es  uns 
einigermassen  Wunder,  dass  Nr.  242  (S.  173)  die  Veränderung  des  Inte- 
grationsbuchstaben im  bestimmten  Integral  ohne  jede  Begründung  als 
gestattet  erklärt  wird,  während  dieselbe  so  leicht  aus  dem  Satze  folgt, 
dass  die  eingeschalteten  Zwischenwerthe  zwischen  den  Grenzen  des  In- 
tegrals in  der  Summendefinition  liegen  können,  wo,  und  darum  auch  heissen 
können,  wie  sie  wollen.  Nicht  klar  wurde  es  uns  femer,  was  der  Verfasser 
Nr.  156  (S.  104)  darunter  versteht,  wenn  er  irgendwelchen  Functionen 
„die  gleichen  Eigenschaften**  wie  den  analytischen  Functionen  beilegt 
Welche  Eigenschaften  meint  er  damit  ?  Endlich  bedauerten  wir,  in  Nr.  262 
(S.*  189)  dem  freilich  althergebrachten,  aber  durchaus  verkehrten  Namen 
der  „theilweisen  Integration**  wieder  zu  begegnen.  Seit  Sturm  in  seinem 
,^Cours  d'analyse'',  Bd.  I  Nr.  328,  den  weit  zutreffenderen  Namen  der  fac- 
torenweisen  Integration  vorgeschlagen  hat,  halten  wir  es  für  Pflicht,  dem> 
selben  das  Bürgerrecht  einzuräumen. 

Das  zweite  Buch  enthält  analytische  Anwendungen  der  Infinitesimal- 
rechnung in  drei  Capiteln.  Im  ersten  Capitel  sind  Reihenentwickelungen 
von  Functionen  abgehandelt,  im  zweiten  analytische  Anwendungen  der 
Differentialrechnung  im  engern  Sinne  des  Wortes  als  Bestimmungen  der 
Werthe  vieldeutiger  Formen,  Maxima  und  Minima,  und  Lehre  von  den 
Partialbrüchen.  Das  dritte  Capitel  endlich  geht  von  der  Integration  ein- 
facher Ausdrücke,  welche,  wie  bemerkt,  schon  im  ersten  Buche  vor- 
kamen, zur  Integration  verwickelterer  Functionen  über,  bei  welcher  die 
verschiedenen  Kunstgriffe  gelehrt  werden,  welche  hier  in  Anwendung 
kommen  können,  sei  es,  dass  es  um  unbestimmte,  sei  es,  dass  es  nm 
bestimmte  Integrationen  sich  handle.  Wir  heben  aus  diesem  reichen  In- 
halt nur  einen  Gegenstand  hervor,  bei  welchem  es  sich  um  eine  grand- 
sätzliche  Frage  handelt,  in  welcher  wir  mit  dem  Verfasser  durchaus  einig 
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gehen.  In  den  meüten  Lehrbüchern  der  Integralrechnung  findet  sich 
eine  Anzahl  von  Erörterungen  vereinigt  unter  der  Ueberschrift :  „Inte- 
gration mittels  unendlicher  Reihen/*  Dadurch  wird,  scheint  uns,  in  dem 
Schüler  eine  falsche  Auffassung  erweckt.  Die  Integration  ist  nicht  erst 
ZQ  YoUziehen,  sie  ist  vielmehr  bereits  vollständig  als  vollzogen  gedacht 
in  dem  Augenblicke,  in  welchem  das  Integralzeichen  vor  die  mit  dem 
Differential  der  Veränderlichen  vervielfachte  Function  geschrieben  wurde. 
Dass  man  jenes  Integral  umzuformen  liebt,  um  es  durch  andere  Func- 
tionen auszudrücken,  welche  bereits  aus  der  Analysis  bekannt  sind,  oder 
aber  dass  man  neben  der  Bezeichnung  als  Integral  ein  besonderes  neues 
Zeichen  einführt,  wenn  jenes  Integral  häufiger  vorkommt,  gehört  nicht 
zum  Begriffe  der  Integration.'  Ebenso  wenig  gehört  dahin  das  Studium 
des  Werthes  eines  solchen  Integrals,  bei  welchem  als  wirksames  Mittel 
die  Reihen entwickelung  angewandt  zu  werden  pflegt.  Wir  freuten  uns 
deshalb  sehr,  in  Nr.  362  (S.  315)  von  der  Reihenentwickelung  gewisser 
Transcendenten ,  die  sich  nicht  auf  elementare  Functionen  zurückführen 
lassen,  statt  von  Integrationen  durch  Reihen  zu  lesen.  Ob  es  In  dem 
II.  Beispiele  der  genannten  Nummer  bei  der  Reihe  für  den  Integral- 
logarithmus angemessen  ist,  den  Werth  der  Eul  er 'sehen  Constanten 
C  =  0,57721566...  anzuschreiben,  ohne  ein  Wort  der  Begründung  oder 
der  Verweisung  auf  ein  späteres  Buch  beizufügen,  möchten  wir  be- 
zweifeln. 

In  der  Einleitung  sowohl,  als  in  den  beiden  Büchern,  welche  ge- 
meinschaftlich den  ersten  Band  bilden,  sind  vielfach  geometrische  Ver- 
sinnlichungen,  sowie  geometrische  Beispiele  geboten»  In  ersterer  Be- 
ziehung blieb  aber  der  Verfasser  stets  dem  gewiss  richtigen  Satze  getreu, 
welchen  er  auch  auf  S.  IX  der  Vorrede  ausspricht,  dass  eine  geometrische 
Darstellung  niemals  einen  Beweis  ersetzen  kann,  sondern  nur  zu  deut- 
licherem Bewusstsein  bringen  soll,  was  die  analytische  Darstellung  eigent- 
lich will.  Ueber  die  geometrischen  Beispiele  wollen  wir  nicht  rechten. 
Eine  gewisse  Inconsequenz  liegt  in  ihnen ,  da  die  Gesammtheit  geometri- 
scher Anwendungen  des  Infinitesimalcalcnls  erst  im  dritten  Buche  ver- 
einigt erscheinen  soll.  Andererseits  wüsaten  wir  freilich  nicht,  wie  jene 
Beispiele  zu  entbehren,  beziehungsweise  zu  ersetzen  wären. 

Unsere  Leser  werden  hoffentlich  aus  dieser,  im  Verhältniss  zur  Be- 
deutung des  Werkes  kurzen  Besprechung  den  Eindruck  gewonnen  haben, 
den  wir  gleich  zu  Anfang  hervorzubringen  beabsichtigten,  dass  das  Lehr- 
bach von  Herrn  Hoüel  keines  jener  Dutzendbücher  ist,  für  welche  das 
Wort  Anwendung  findet,  dass  Alles,  was  entsteht,  werth  ist,  dass  es  zu 
Grunde  geht;  drum  besser  wär^s,  wenn  Nichts  entstünde.  Sie  werden 
vielmehr  gleich  uns  der  Fortsetzung  mit  Spannung  entgegensehen. 

Cantob. 
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XTebangsbach  für  den  arithmetiBchen  XTnterrioht  an  höheren  Lehranstalten. 
Von  Dr.  Ch.  Fry.  Breslau  1879,  A.  Gosohorsky's  Verlag. 
Die  vorliegende  Sammlung  umfasst  Uebungsbeispiele  für  die  Regeln 
der  Addition,  Subtraction,  Multiplication ,  Division,  des  Potenzirens  und 
Radicirens.  Von  den  einfachsten  Ausdrücken  ausgehend,  werden  allein 
der  Arithmetik  vorkommenden  Umformungen  berücksichtigt  und  in  einer 
grossen  Anzahl  von  passend  gewählten  Rechnungsaufgaben  verwendet 
Am  Schluss  des  Oanzen  sind  mit  gedrängter  Kürze  die  zu  benutzenden 
Regeln  und  Lehrsätze  auch  noch  in  Worten  zusammengestellt,  so  das« 
dieses  Werkchen  sowohl  Lehrern ,  als  auch  Schülern  um  so  mehr  empfoh- 
len werden  kann ,  als  gerade  die  darin  behandelten  Operationen  auf  den 
meisten  Lehranstalten  viel  zu  wenig  eingeübt  werden. 

Prof.  Dr.  L.  Kiepert. 


Zahlenbttschel.  Kittelpünkt.  Aequivalente  Vertretung  von  Punktsystemen. 
Von  Wilhelm  Bunkofbr,  Professor.  Beigabe  zum  Programm  des 
Progymnasiums  zu  Bruchsal  für  das  Schuljahr  1877—1878.-  (1878 
Progr.  Nr.  494.)  4^  25  S.  mit  einer  Figurentafel. 
Der  Begriff  der  Richtungszahl,  d.  h.  einer  Grösse,  welche  der 
Versinnlichung  durch  eine  Gerade  unterworfen  ist,  die  ihrer  Länge  und 
ihrer  Lage  nach  betrachtet  wird,  hat  sich  nachgerade  volles  Bürgerrecht 
auch  in  elementaren  mathematischen  Schriften  erworben.  Herr  Bunkofer 
geht  von  diesem  Begriffe  aus  und  nennt  die  Vereinigung  mehrerer  Rieb- 
tungszahlen,  denen  der  Scheitel-  oder  Ausgangspunkt  gemeinschaftlicb 
ist,  ein  Zahlenbüschel.  Zwei  Richtungszahlen  vereinigen  sich  nach 
dem  Parallelogramm  der  Kräfte,  und  ganz  ähnlich  hat  man  aus  mehr  als 
zwei  Richtungszahlen ,  welche  addirt  werden  sollen ,  ein  Polygon  zu  bil- 
den, dessen  letzte  schliessende  Seite  die  Summe  oder  Resultante  der 
addirten  Zahlen  ist.  Schliesst  sich  das  Polygon  von  selbst,  so  hat  man 
es  mit  einem  Nullbüschel  zu  thun  gehabt.  Diese  Nullbüschel  spielen 
in  der  ganzen  Untersuchung  ehie  wichtige  Rolle,  indem  sie  bei  der  Er- 
setzung von  Richtungszahlen  durch  andere  beliebig  sich  einfügen  lassen. 
Bei  eben  diesen  Fragen  kommt  auch  die  Aequivalente  eines  Zahlen- 
büschels in  Betracht,  d.  h.  das  arithmetische  Mittel  der  ein  Zahlen- 
büschel bildenden  Richtungszahlen,  beziehungsweise  der  n\^  Theil  der 
Resultante  von  n^, Richtungszahlen.  Denkt  man  sich  eine  Anzahl  von 
Punkten  als  gegeben,  so  wird  weiter  der  Punkt  gesucht,  der  mit  allen 
gegebenen  Punkten  geradlinig  verbunden  zum  Scheitel  eines  NuUbüschek 
wird  und  als  solcher  der  Mittelpunkt  der  gegebenen  Punkte  heifist 
Mit  Zuhilfenahme  des  Grenzbegriffes  lässt  sich  auch  von  einem  Mittel- 
punkte solcher  Punkte  reden,  die  ein  continuirliches  Raumgebilde,  eine 
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Linie,  eine  Fläche,  eiDon  Körper  erftillen.  Deren  Mittelpunkt  stimmt  mit 
dem  Begriffe  des  Schwerpunktes  überein,  dem  somit  eine  über  das  Ge- 
biet der  Mechanik  hinausgreifende  allgemeinere  Bdeutung  zukommt.  An- 
knüpfungen an  örass  man  nasche  Lehren  beschliessen  das  lesenswerthe 
Programm.  Cantob. 


Die  Anfangsgründe  der  analytischen  Geometrie,  nebst  vielen  Uebungs- 
beispielen  und  verschiedenen  Anwendungen  auf  die  Naturwissen- 
schaften. Für  höhere  Lehranstalten,  insbesondere  für  Real-  und 
Gewerbeschulen,  sowie  für  den  Selbstunterricht  bearbeitet  von 
Robert  Roentgen,  Oberlehrer  an  der  städtischen  Gewerbeschule 
in  Remscheid,  Mit  116  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten. 
Jena,  Hermann  Costenoble.  1879.  XIV,  275  S. 
Die  Frage,  ob  der  mathematische  Unterricht  an  unseren  Mittelschulen 
über  die  Elemente  hinausgehen  solle,  ob  er  insbesondere  analytische  Geo- 
metrie, ob  er  sogar  Differential-  und  Integralrechnung  enthalten  dürfe, 
ist  eine  oft  aufgeworfene.  Es  wird  sich  bei  der  Beantwortung  derselben 
vielfach  darum  handeln,  von  welcher  Qualität  an  dem  bestimmten  Orte 
Lehrer  und  Schüler  sind ,  und  man  wird  meistens  nur  in  der  Lage  sein, 
unbedingt  sagen  zu  können :  dieser  Unterricht  wirkt  nützlich ,  jener  schäd- 
lich auf  diese,  auf  jene  Schüler.  Wie  mit  dem  Unterricht,  so  geht  es 
mit  den  Lehrbüchern.  Wir  haben  bei  unserem  Urtheil  über  das  Buch 
des  Herrn  Roentgen  gewiss  zu  berücksichtigen,  dass  er  als  Leser  sich 
junge  Leute  von  J6  — 18  Jahren  denkt  (S.  X),  wir  haben  einen  Nach- 
druck auf  das  Wort  des  Titels  „Anfangsgründe**  zu  legen,  und  können 
demnach  nicht  verlangen,  dass  irgend  neuere  Methoden  vorgetragen  wer- 
den, dass  mehr  als  die  ersten  Elemente  einer  Coordinatengeometrie  zur 
Uebung  kommen  sollen.  Verlangen  können  wir  jedoch  eine  möglich  ge- 
naueste Durchsicht  des  Gebotenen  von  Seiten  des  Verfassers,  an  welcher 
es  derselbe  nicht  selten  hat  fehlen  lassen.  Wir  hoffen ,  es  ist  nur  Druck- 
fehler, wenn  Vieta  im  XV.  Jahiihundert  gelebt  hat  (S.  14  Z.  9),* wenn 
der  Name  der  Function  von  D.  Bernoulli  (S.  5  Z.  14)  herrühren  soll; 
aber  geradezu  unrichtig  ist  die  an  dem  letzterwähnten  Orte  gegebene 
Erklärung:  „Eine  Gleichung  oder  ein  Ausdruck  von  zwei  oder  mehreren 
veränderlichen  Grössen  wird  eine  Function  genannt*^  uod  nicht  minder 
unbrauchbar  ist  der  ganze  §  10,  Erklärung  des  Begriffes  „analytische 
Geometrie'^  Der  Schüler,  welcher  mit  solchen  Vorbegriffen  an  eine  höhere 
Lehranstalt,  Polytechnikum  oder  Universität,  kommt,  wird,  fürchten  wir, 
Vieles  vergessen  müssen,  wenn  auch  nicht  in  Abrede  gestellt  werden  soll, 
dass  er  die  einfachsten  Rechnungsaufgaben  der  analytischen  Geometrie 
recht  geläufig  zu  lösen  im  Stande-  sein  mag.     Dass  der  Verfasser  die  Ein- 
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kleidung   einiger  solcher  Aufgaben  den  Lehren   der  Physik   entnommen 
hat,  iflt  gewiss  zu  billigen.  Cahtob. 


Elemente  der  analytischen  Oeometrie  in  der  Ebene  und  im  Banse.  Für 
Schulen  und  zum  Selbstunterricht  bearbeitet  von  Dr.  Jon.  Mdlleb, 
weil.  Professor   zu  Freiburg  i.  Br.     Zweite  verbesserte  und  ver- 
mehrte Auflage,   bearbeitet  von  Dr.  Hubert  Müller,  Professor, 
Oberlehrer  am  kaiserl.  Lyceum  in  Metz.     Braunschweig,  Friedr. 
Vieweg  &  Sohn.     1878.     XIII,   118  S.  mit  93  in  den  Text  em- 
gedruckten  Holzstichen. 
Dieses   Büchlein    schliesst    sich    der  Trigonometrie  an,    welche  wir 
Bd.  XXII  dieser  Zeitschrift,  histor. - literar.  Abtheilung  S.  187 — 188,  an- 
gezeigt haben.     Das  gleiche  Lob ,  welches  wir  dort  ausgesprochen  haben, 
gilt  auch  dieser  Fortsetzung.   Der  Leser  wird  nicht  erwarten  dürfen,  durch 
Aneignung  des   ihm   hier  gebotenen  Stoffen  ein  Meister  in   der  analyti- 
schen Geometrie  zu  werden,  er  wird  aber  genügende  Vorbereitung  darin 
finden,   um  gute  Vorlesungen   über  diese  Disciplin  mit  Erfolg  hören  zn 
können,   ohne   genöthigt  zu  sein,   Auffassungen,   an   die  er   sich  schon 
gewöhnt  hat,   wieder  zu   verbannen.     Mehr  beabsichtigt  aber  auch  du 
anspruchslos  geschriebene  Elementarwerkchen  keineswegs.     Eines  beson- 
deren Lobes  würdig  scheinen  uns  die  Holzschnitte,  namentlich  die  Dar- 
stellung  der  Raumfiguren,    welche   der  stereometrischen  Phantasie  durch 
Schattengebung  so  sehr  zu  Hilfe  kommen,  als  es  überhaupt  möglich  ist 

Cantor. 


Das  graphische  Beohnen  und  die  graphische  Statik.    Von  Karl  v.  Ott, 
Director  der  II.  deutschen  Staats  -  Oberrealschule  und  h.  Docent 
für    Baumechanik    am    k.  k.    deutschen   Polytechnikum    in  Png. 
Vierte  gänzlich  umgearbeitete  Auflage  mit  129  Holzschnitten  nnd 
2  Tafeln.     L  Theil:    Das  graphische  Kechnen.     Prag  1879, 
**  J.  G.  Calve'sche  k.  k.  Hof-  und  Universitätsbuchhandlung  (Otto- 
mar Beyer).     8^     VI,  196  S. 
Wir  müssen  unsere  Besprechung  mit  dem  Eingeständnisse  beginnen, 
dass  die  drei  früheren  Auflagen  des  uns  vorliegenden  Buches  uns  völlig 
unbekannt   geblieben  sjnd,   dass   wir  also  nicht  wissen,   ob  die  Mängel, 
welche  uns  aufgefallen  sind,  alt  übernommene  oder  bei  der  ümarbeitiiiig 
neu  entstandene  sind.     Dies  vorausgeschickt,  bezeichnen  wir  jene  Mangel 
als   die  Folgen   einer  mangelnden  Klarheit  über  die  mathematische  Aus- 
bildung der  Leser,  welche  vom  Verfasser  belehrt  werden  sollen.    Diese 
Leser  wissen  Nichts  von  dem  Rechnen  mit  Logarithmen  (S.  72),  sie  hören 
aber  die  Guld^in'sche  Regel  als  etwas  Selbstverständliches  (6.  67);  man 
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muaa  ihnen  sagen,  was  eine  geometrische  Reihe  ist  (S.  191  Anmerkung), 
die  Begel  Ton  den  Zeichenfolgen  und  Zeichenwechseln  dagegen  können 
sie  ohne  Weiteres  anwenden  (8.  186);  sie  zeichnen  sich  logarithmischiB 

Spiralen  (S.  21)  und  Sinuslinien  (S.  159),  dass  aher  — 1--^-|-  — =  1  die 

a       ß       y 

Gleichung  einer  Ebene  sei,  wird  ihnen  bewiesen  (8. 179  Anmerkung),  und 
der  hier  gegebene  Beweis  vollends  lässt  die  Qualität  derer,  denen  er  zn- 
gemuthet  wird,  erst  recht  im  Dunkeln  —  er  geht  nämlich,  kurz  aus- 
gesprochen, darauf  hinaus:  jede  Oberfläche,  welche  die  drei  Coordinaten- 
ebenen  geradlinig  schneide,  müsse  eine  Ebene  sein!  Dass  ein  Buch  für 
so  wechselsweise  unwissende,  vorgeschrittene  und  leichtgläubige  Leser 
geschTieben ,  ein  einheitliches  Gepräge  nicht  tragen  kann ,  ist  begreiflich, 
und  es  sticht  in  dieser  Beziehung  keineswegs  zu  seinem  Vortheil  gegen 
Vogler 's  Anleitung  zum  Entwerfen  graphischer  Tafeln  ab,  über  welche 
wir  im  XXIII.  Bande  dieser  Zeitschrift,  histor.-literar.  Abthlg.  8. 190 — 191, 
berichtet  haben  und  welche  dem  Verfasser  nicht  unbekannt  ist  (8.  177). 
Ein  Abschnitt  nur,  der  vierte,  über  den  logarithmischen  Bechen- 
schieber  ist  mit  einer  gewissen  Folgerichtigkeit  für  Techniker,  welche 
das  logarithmische  Bechnen  durch  ein  weniger  genaues  mechanisches  Ver- 
fahren zu  ersetzen  lieben ,  ausgearbeitet ,  und  dieser  Abschnitt  wird  auch 
wohl  Schülern  von  der  genannten  Art  nützlich  sein  können.  Die  Aus- 
stattung ist,  wenn  auch  keine  glänzende,  doch,  soviel  wir  sehen,  eine 
correcte.  Nur  Fig.  28  auf  8.  29  ist  uns  als  unrichtig  aufgefallen.  Die 
Gerade  EF  darf  dort  nicht  durch  den  Punkt  B  gehen.  Cantor 


Oyps -Modelle  von  Flachen  zweiter  Ordnung,  ausgeführt  von  B.  Diesel, 
Stud.   d.   königl.   techn.  Hochschule    in   München.     Ganze   Serie, 
bestehend  aus  18  Modellen;  I.  Gruppe:  7,  II.  Gruppe:  11  Modelle. 
Als  Serie  III  der  mathematischen  Modelle  aus  der  Verlagshandlung 
von  L.  Brill,  Darmstadt. 
Mit  dieser  neuen  Serie  geht  die  Verlagshandlung  über  den  Zweck 
der  früheren  Serien   hinaus,   der  auf  Unterstützung  der  Forschung  und 
des  höheren  Unterrichts  gerichtet  war.     Sie  wendet  sich  mit  der  ersten 
Gruppe  an  die  technischen  Mittelschulen ,  mit  der  zweiten  Gruppe  an  die 
nächstliegenden    Bedürfnisse    beim    geometrischen    Unterricht    an  Hoch- 
schulen. 

Jede  der  beiden  Gruppen  liefert  eine  systematische  Uebersicht  über 
alle  Typen  von  Flächen  zweiter  Ordnung.  Auf  den  Modellen  der  ersten 
Gruppe  sind  die  Hauptschnitte  aufgetragen,  auf  denen  der  zweiten  die 
Parallelschnitte,  die  geraden  Erzeugenden,  die  Krümmungslinien.  Nimmt 
man  also   noch   die  aus  Ereisschnitten  so  einfach  und  sinnreich  zusam- 
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meDgesetzteo  Cartonmodelle  von  Flächen  zweiter  Ordnung  hinzu,  weldie 
in  demselben  Verlag  erschienen  sind,  so  ergiebt.sich  eine  ziemlich  voll- 
ständige Uebersicbt  der  wesentlichisn  Eigenschaften  dieser  Flächen.  Ins- 
besondere ist  es  dankenswerth,  dass  die  Krümmungslinien,  von  welchen 
auch  die  besten  bisher  existirenden  französischen  Gypsmodelle  keine  voll- 
ständige Darstellung  geben,  hier  systematisch  zur  Anschauung  gebracht 
werden.  Neben  diesen  Vorzügen  der  Sammlung  tritt  auch  der  bei  den 
früheren  Serien  erwähnte  wieder  auf:  die  durchaus  elegante  und  wissen- 
schaftlich präcise  Ausführung,  welche  den  Modellen  auch  als  Bildnngs- 
element  zur  scharfen  Auffassung  geometrischer  Gestalten  ihren  Werth 
sichert. 

Die  an  sich  passende  Theilung  der  Serie  in  zwei  Gruppen  scheint 
uns  noch  nicht  für  alle  Bedürfnisse  ausreichend  zu  sein.  Die  Möglichkeit 
einer  eigenen  Auswahl  wäre  erwünscht,  z.  B.  eine  Zusammenfassung  der 
Modelle,  welche  die  Krümmungslinien  enthalten. 

Erlangen,  Januar  1879.  M.  Noethbb. 


Lehrbuch  der  Physik,  von.  Pbteb  Müncu.  5.  Auflage.  Freiburg  1878. 
Das  Buch  ist  für  die  oberen  Classen  höherer  Lehranstalten  bestimmt 
und  steht  auf  dem  gewöhnlichen  Niveau  der  vielen  Werke  dieser  Art. 
Es  fehlt  der  präcise  Begriff  der  Schwerkraft  (S.  4  und  62);  unverständ- 
lich ist  der  Satz:  „Da  das  Gewicht  der  Schwerkraft  proportional  bleibt, 
so  setzt  man  die  ebenfalls  unveränderliche  Masse  gleich  dem  Verhält- 
nisse des  Gewichts  zur  Schwerkraft**  (S.  5).  Vom  Metermass  heisst  es, 
es  sei  mit  einigen  Mo dificationen  in  Deutschland  eingeführt  (S.  2); 
in  einem  derartigen  Lehrbuch  muss  dies  zu  Missverständnissen  führen. 
Der  Drftck  der  Atmosphäre  ist  (S.  5)  als  Druck  von  einem  Kilogramm 
auf  ein  Quadratcentimeter  definirt!  Es  Hessen  sich  noch  manche  Fälle 
einer  ungenauen  Bedaction ,  wie  sie  bei  einer  fünften  Auflage  nicht  vor- 
kommen sollten j  aufführen:  so  (S.  157)  das  Bild  eines  Punktes  in  Wasser, 
das  Schema  für  die  Wirkung  des  Morse' sehen  Telegraphen  zwischen 
zwei  Stationen  (S.  300,  gleicher  Fehler  wie  in  den  früheren  Ausgaben 
von  Müller-Pouillet),  der  Satz  (S.  336),  dass  die  Fixsterne  mit 
wenigen  Ausnahmen  ihre  gegenseitige  Stellung  beibehalten  u.  s.  w. 
Es   wäre  zu  wünschen,   dass  bei  neuen  Auflagen  die  Sprache  präciser 

^**'^«-  P.  Zbch. 


La  roue  pkonique,  par  Paul  la  Cour.     Copenhague  1878. 

Der  Verfasser  beschreibt  ein  Instrument,  vermittelst  dessen  er  mit 
Hilfe  einer  schwingenden  Stimmgabel  und  des  galvanischen  Stromes  eine 
möglichst  gleichmässige  Drehung  hervorzubringen  sucht.     Die  Stimmgabel 
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schwingt  unter  dem  Einflnss  eines  Elektromagneten  zwischen  ihren  Zin- 
ken in  der  hekannten  Weise  und  nnterbricht  zugleich  einen  galvanischen 
Strom,  der  der  phonoelektrische  genannt  wird,  in  regelmässigen  Inter- 
vallen. Ein  gezahntes  Rad  von  weichem  Eisen,  nm  eine  vertikale  Aze 
leicht  drehbar,  wird  durch  die  Einwirkung  des  phonoelektrischen  Stromes 
auf  einen  horizontalen,  senkrecht  zum  Radumfang  liegenden  Elektro- 
magnet in  Bewegung  erhalten,  wenn  es  einmal  in  Bewegung  gesetzt  ist, 
indem  durch  den  Magnet  Zahn  für  Zahn  angezogen  wird,  sobald  beim 
Vorübergang  eines  Zahnes  eine  Welle  durch  den  Elektromagnet  geht. 
Dieses  Tonrad  kann  man  sonach  insbesondere  zur  Chronographie  ver- 
wertfaen,  in  der  Telegraphie  zur  Hervorbringung  übereinstimmender  Be- 
wegung auf  zwei  Stationen  u,  s.  w.  p    ^bch 


Die  Messung  des  Feuchtigkeitsgehalts  der  Luft,  von  Dr.  Koppe.  Zürich. 
Der  Verfasser  stellt  die  Formeln  und  Instrumente  zur  Bestimmung 
des  Feuchtigkeitsgehalts  zusammen  und  kommt  aus  Beobachtungen  an  der 
Sternwarte  Zürich  zu  dem  Resulate ,  dass  das  für  meteorologische  Zwecke 
meist  verwendete  Psychrometer  Fehler  bis  *  20  und  30  Procent  giebt. 
Unter  solchen  Umständen  müsse  man  sich  nach  anderen  Instrumenten 
umsehen.  Es  wird  das  schon  von  Saussure  gebrauchte  und  genau 
untersuchte  Haarhygrometer  empfohlen  mit  besonderer,  in  dem  Schrift- 
chen dargestellter  Aufstellung,  und  seine  Genauigkeit  an  einzelnen  Be- 
obachtungsreihen nachgewiesen.  Zum  Schluss  folgen  noch  einige  Angaben 
über  die  Vertheilung  des  Wasserdampfes  in  unserer  Atmosphäre  und  über 
den  ungeheuren  Eraftvorrath,  der  in  diesen  Dämpfen  liegt. 

P.  Zech. 

Bestimmung  der  Interferenzen  von  mehreren  isochronen  und  in  gleicher 
Phase  schwingenden  Lichtoentren,  von  Dr.  Eiohhobh.    In  Jena 
gekrönte  Preisschrift. 
Es  wird  der  Fall  behandelt,  dass  eine  Anzahl  Lichtcentren  in  einer 
Ebene  sich  befinden,  deren  Wirkung  auf  Punkte  einer  entfernten  paral- 
lelen Ebene  gesucht  wird,  unter  der  Annahme,    dass  es  sich  nur  um 
Strahlen  handelt,   die  nahezu  zu  beiden  Ebenen  normal  sind,   und  Bei- 
spiele gegeben ,  bei  denen  die  Lichtcentra  in  gerader  Linie ,  in  den  Ecken 
eines  gleichseitigen  Dreiecks,  eines  Quadrats,  eines  regulären  Sechsecks 
u.  s.  w.  liegen.     Es  soll  dabei  gezeigt  werden,   welche  Rolle  die  Inter- 
ferenz bei  optischen  Bildern,  insbesondere  bei  feinen  regelmässigen,  mi- 
kroskopischen Objecten  spielen.  p   2bch 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 

Ueber  den  Foacaalt'schen  Fendelverauch. 

Eine  historiscli- didaktische  Studie 

Ton 
0.    RÖTHIG. 


Die  erste  Nachricht  über  seinen  bekannten  Pendelversnch  giebt 
Foucanlt  in  den  „Comples  rendus  des  seances  de  Vacademie  des  science8^\ 
Paris  1851,  pag.  135—138.  Er  setzt  dort  zunächst  die  Erscheinung  aus- 
einander, welche  ein  senkrecht  über  einem  der  Erdpole  aufgehängtes  und 
in  einer  Ebene  schwingendes  Pendel  einem  Beobachter  darbieten 
müsste,  welcher  in  der  Nähe  des  Poles  auf  der  Erde  steht,  also  an  der 
Drehung  der  Erde  theilnimmt.  Dieser  Beobachter  wird  meinen ,  er  selbst 
stehe  fest  im  Räume  und  die  Schwingungsebene  des  Pendels  drehe  sich 
um  die  Verlängerung  der  Erdaxe  rückläufig,  also  im  Sinne  der  Bewegung 
der  Gestirne  und  mit  derselben  Winkelgeschwindigkeit,  wie  die  Erde 
selbst.     Dann  fährt  Foucanlt  wörtlich  folgendermassen  fort: 

„  . .  .  Pour  deierminer  la  loi  suivani  laquelle  varie  ce  mouvcmenl  sous  Jes 
diverses  laiiiudes,  il  faul  recourir  sott  ä  fanalyse,  sott  ä  des  considerations 
mecaniques  et  ge'ometriques j  que  ne  comporie  pas  Vetendue  restreinte  de  celle 
note:  Je  dois  donc  me  borner  ä  enoncer  que  les  deux  meihodes  s^accordent, 
en  negligeani  certains  pfienomenes  secondaires,  ä  montrer  le  de- 
placemeni  angulaire  du  plan  d'oscillaiion  comme  devani  itre 
dgal  au  mouvement  angulaire  de  la  ierre  dans  le  mime  iemps 
multiplie  par  le  sinus  de  la  iatiiude  ..." 

Der  letzte  Satz  enthält  das  sehr  bekannte  sogenannte  Sinus- 
gesetz, über  welches  im  Folgenden  einige  weitere  Betrachtungen  an- 
gestellt werden  sollen. 

Zunächst  ergiebt  das  Vorhergehende,  dass  Foucanlt  dieses  Gesetz 
nicht  begründet,  sondern  nur  behauptet;  ferner,  dass  er  selbst  es  nur 
näherungsweise  für  richtig  hält,  denn  das  soll  der  Satz  „en  ne- 
gligeani etcJ^  doch  wohl  aussagen. 

Hitt.-Ht  Abthlg.  d.  Zeltoohr  t.  Math.  n.  Phy«.  XXIV,  5.  11 
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In  demselben  Bande  der  Compies  rendus,  pag.  157—159,  folgt  dann 
eine  diesen  Gegenstand  betreffende  Note  von'  Binet.  Er  giebt  darin 
nur  Resultate,  welche  aus  den  mechanischen  Bewegnngsgleich- 
ungen  mit  Hilfe  der  Rechnung  gefolgert  sind.  Die  Herleitung 
der  Resultate  selbst  behält  er  einer  späteren  Arbeit  vor.  Aber  anf 
den  Schluss  der  hier  erwähnten  Binet'schen  Note  folgt  wörtlich  das 
Nachstehende: 

„j4  Voccasion  du  Memoire  de  M.  Binet,  M,  Liouville  expose  de  vive  voix, 
avec  detail,  une  methode  synthetique  qui  lui  parait  rigoureuse  aussi, 
Cette  methode  est  fondee  sur  Vexamen  successif  de  ce  qui  arriverait:  1^.  h  un 
pendule  oscillant  au  pole-,  2**.  a  un  pendule  oscillant  ä  Vequateur,  sott  dans 
le  plan  meme  de  Vequateur,  soit  dans  le  plan  meridicn ,  soit  enfin  dans  un  plan 
vertical  quelconque,  On  passe  de  lä  au  cas  ge'neral  d\in  pendule  oscillant  ii 
teile  laiitude  qu'on  voudra,  pnr  la  conside'ration  dont  parle  M,  Binet;  cesl  a- 
dire  en  decomposant  la  rotation  de  la  ierre  autor  de  son  axe  eu 
deux  rotations  autour  de  deux  axes  rertangulaircs,  dont  Vune 
est  la  verticnle  du  Heu  de  Vobservaleur.  ^^„LUdee  est  bien  simple, 
dit  M,  Liouville:  eile  a  du  se  presenter  mdme  ä  lout  le  monde,  apres  la  com- 
munication  de  M,  Foucault,  qui  rendait  tout  facile:  mais  les  developpemnils 
que  fai  ajoutcs  constituent^  je  croiSy  une  dcmonstration  mathematique  qui  sr 
su f fit  ä  eile -meme,  et  qui  donne  tout  ce  que  peut  donner  le  calcul:''' 

Auf  den  Seiten  197 — 205  desselben  Bandes  der  ,fiomples  rendus'^ 
giebt  dann  Binet  eine  ausführliche  Herleitung  seiner  obenerwähnten 
Resultate.  Er  geht  aus  von  Gleichungen,  die  Poisson  für  ein  ähn- 
liches Problem  {Sur  le  mouvement  des  projectiles  dans  Cair,  en  ayant  egard 
ä  la  rotation  de  la  terre)  im  26.  Bande  des  Polytechnischen  Journals  im 
Jahre  1838  gegeben  hat  und  die  mit  geringen  und  sofort  verständlichen 
Abänderungen  auch  für  das  vorliegende  Problem  gelten.  Aber  ohne  es 
irgendwo  zu  sagen,  vernachlässigt  Bin  et  in  den  Poisson' sehen  Gleich- 
ungen alle  Glieder  mit  dem  Factor  «^  wo  n  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Erde  bedeutet.  Man  vergleiche  hierzu  Binet,  Comptes  rendus,  L  f. 
pag.  198,  Gleichungen  (a),  mit  Poisson,  Journal  de  tecole  pohjtechnique, 
l.  c.  pag,  15,  Gleichungen  (A).  Binet  behandelt  daher  das  Problem  von 
vornherein  nur  näherungsweise.  Er  führt  dann  in  seine  Gleichungen 
dieselben  Vernachlässigungen  ein,  welche  man  machen  muss,  um  zn 
zeigen,  dass  ein  Pendel  isochron  schwingt,  und  gelangt  endlich  mit  allen 
diesen  Annahmen  zu  dem  Resultate: 

„Bei  dem  Foucault' sehen  Pendelversuche  schwingt  das  Pendel  im 
Allgemeinen  wie  ein  Raumpendel,  oder  die  Projection  der  Schwing- 
ungscurve  auf  den  Horizont  ist  im  Allgemeinen  eine  Ellipse.  Aber  die 
Axe  dieser  Ellipse  dreht  sich  rückläufig  mit  einer  Geschwindigkeit  gleich 
n,  multiplicirt  mit  dem  Sinus  der  Breite  des  Beobachtungsortes.'*  {Compies 
rendus,  L  c.  pag.  159  und  203.) 
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Endlich  folgt  in  demselben  Bande  der  Comptes  rendus  eine  den  Fou- 
can Umsehen  Pendelversuch  betreffende  Note  von  Poinsot,  pag.  206—207, 
die  folgen dermassen  beginnt: 

„/«  remarqne  ti^abord  qxie  le  phenomene  doni  il  s'agil  dons  cette  expe- 
rieiice  ne  depend  au  fond,  m  de  la  grämte^  ni  d'aucune  mitre  force,  Le 
motwemeni  qu'on  observe  daus  le  plan  d"* oscillaiion  d^un  pendule  simple 
el  par  leqtiel  ce  plan  parail  tourner  autour  de  la  verticale  dans  le  m^me  sens 
que  les  eloiles  el  qui  ferait  ain$i  un  tour  enlier  en  vingt-quatre  heures  si  Von 
etait  au  pole^  ei  ne  faii  de  ce  tour  qtCnne  fraclion  marquee  par  le  sinus  de 
la  latüude  du  Heu  oü  Von  fail  Cexperience;  ce  mouvement^  dis-je,  est  un 
phenomene  puremeni  geome'trique  et  donl  Vexplicaiion  doit  ilre  donne 
par  la  simple  geome'trie,  comme  Va  fail  M,  Foucault,  el  non  poini  par  des 
principes  de  dynamiques,  qui  n' y  entrent  pour  rien/^ 

Also  so  bedeutende  Autoritäten,  wie  Liouville  und  Poinsot, 
behaupten  die  Richtigkeit  des  Sinusgesetzes  und  die  Möglichkeit  seines 
Beweises  ohne  die  Principien  der  Dynamik.  Da  ist  es  um  so  mehr  zu 
bedauern,  dass  sie  nicht  ausführlicher  den  Beweis  gegeben  haben,  qui 
donne  iout  ce  que  peut  donner  le  calcul. 

Dafür  sind  seit  dem  Jahre  1851  und  bis  heute  die  Herren  an  ihre 
Stelle  getreten,  welche  in  Lehrbüchern  auch  diesen  Gegenstand  behandeln. 

Wunderbarerweise  ist  jedoch  der  Beweis,  welcher  sich  in  den  Lehr- 
büchern vorfindet,  durchaus  keine  Ausführung  des  oben  von  Liouville 
und  Poinsot  angedeuteten  Weges.  Es  mag  den  Herren  wohl  etwas 
bedenklieb  erschienen  sein,  Drehungen  zu  zerlegen,  besonders  endliche. 
Man  hat  es  deshalb  vorgezogen,  einen  ganz  neuen  Beweis  zu  erfinden. 
Dieser  ist  dann  in  die  meisten  Lehrbücher  Übergegangen  und  die  für 
denselben  nöthige  Figur  prangt  sogar  in  stattlicher  Ausführung  in  solchen 
Hörsälen,  wo  vorzugsweise  die  Wissenschaft  docirt  werden  soll. 

Und  worin  besteht  der  Beweis?  Es  lohnt  sich  nicht,  darauf  einzu- 
gehen. Wer  nicht  gewöhnt  ist.  Beweise  auf  Autoritätsglauben  hin  anzu- 
nehmen, wer  sich  noch  etwas  Kritik  bewahrt  hat,  wird  bald  die  Schwä- 
chen dieses  sogenannten  Beweises  erkennen,  der  kaum  für  eine  unendlich 
kleine  Zeit  und  höchstens  dafür  allenfalls  giltig  ist,  während  es  bei  dem 
Foucault' sehen  Versuch  gerade  darauf  ankommt,  das  Pendel  möglichst 
lange  in  Schwingung  zu  erhalten,  und  Foucault  auch  alle  Mühe  darauf 
verwandt  bat,  dies  zu  erreichen. 

Nun  hat  zwar  Herr  Lettner  (Crelle's  Journal,  Bd.  52  S.  52) 
eigens  zu  dem  Zwecke  eine  Arbeit  über  den  Foucault*  sehen  Pendel- 
versuch geschrieben,  um  die  Verfasser  von  Lehrbüchern  zu  belehren, 
dass  ihr  Beweis  nicht  richtig  sei.  Ferner  ist  mir  über  denselben  Gegen- 
stand bekannt  eine  Arbeit  des  Herrn  Dumas  (Crelle^s  Journal,  Bd.  50 
S.  52)  und  endlich,  in  dem  in  Poggen  dorff's  Annalen,  Bd.  92,  stehen- 
den Auszuge,  eine  Arbeit  von  Hansen,  welche  ursprünglich  in  den  Ver- 
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handluDgen  der  Danzigcr  natur  forschen  den  Gesellschaft,  Bd.  5  Heft  1, 
pnblicirt  ist.  Alle  diese  Arbeiten  zeigen ,  dass  das  sogenannte  Siniu- 
gcsetz  nur  sehr  nähernngsweise  gilt,  so  wie  dies  Bin  et  behauptete;  aber 
sie  zeigen  es  mit  Anwendung  der  mechanischen  BewegnngsgleichüDgen, 
während  doch  les  principes  de  dynamiques  n^y  entrenl  pour  rien. 

So  ist  es  denn  erklärlich,  dass  die  Verfasser  von  Lehrbüchern  sich 
um  diese  Arbeiten  nicht  gekümmert  haben  und  dass  sie  bis  heute  noch 
den  obenerwähnten  Beweis  publiciren,  selbst  nachdem  Herr  Schellbach 
das  geschrieben,  was  man  in  seinem  Buche  „Nene  Elemente  der  Mecha- 
nik, Berlin   1860",  S.  248  nachlesen  kann. 

Bei  dieser  Lage  der  Sache  wird  es  zweckmässig  sein,  den  Fou- 
caul tischen  Petidelversuch  etwas  genauer  zu  untersuchen. 

Man  betrachtet  bei  diesem  Versuche  den  Mittelpunkt  der  Erde  als 
festen  Punkt,  die  Erde  selbst  als  eine  homogene  Kugel  vom  Radius  r^ 
welche  sich  um  eine  feste  Axe  mit  der  constanten  Winkelgeschwindigkeit 
n  rechtläufig  dreht.  Eine  in  der  Nähe  der  Oberfläche  dar  Erde  befind- 
liche Masse  wird  dann  von  der  Erde  mit  einer  nach  dem  Mittelpaukte 
der  Erde  gerichteten  Kraft  angezogen.  Ist  die  soeben  erwähnte  Masse 
die  eines  mathematischen  Pendels  von  der  Länge  /  an  einem  mit  der 
P>do  fest  verbundenen  Aufhängepunkte,  dessen  geographische  Breite  g* 
sei,  und  schwingt  das  Pendel,  so  sieht  man  ferner  während  der  ganzen 
Dauer  der  Bewegung  die  anziehende  Kraft  der  Erde  als  constant  nnd 
parallel  dem  nach  dem  Aufhängepunkte  gezogenen  Erdradius  an.  Vor- 
stehende Annahmen  sind  so  lange  gestattet,  als  das  Verhält niss  aller  hier 
in  Betracht  kommenden  Längen  zu  r  als  Null  oder,  wie  man  gewöhnlich 
zu  sagen  pflegt,  r  als  unendlich  gross  angenommen  werden  darf. 

Das  Pendel  hänge  nun  zunächst  in  der  Gleichgewichtslage. 

Pag,  137  der  Comptes  rendus  vom  Jahre  1851  schildert  Foucanlt 
genau,  auf  welche  Weise  sein  Pendel  in  Bewegung  gesetzt  wird.  Ans 
leicht  ersicbtlichen  Gründen  geschieht  dies  nicht  durch  einen  Stoss 
gegen  die  Masse  des  Pendels,  sondern  dadurch,  dass  das  Pendel  mit 
Hilfe  eines  an  der  Masse  desselben  befestigten  organischen 
Fadens  aus  seiner  Gleichgewichtslage  gezogen  und  nun  der 
Faden  an  einem  mit  der  Erde  unveränderlich  verbundenen 
Punkte  befestigt  wird.  Nachdem  das  ganze  System  zur  Ruhe  ge- 
kommen, hat  jetzt  das  Pendel  eine  neue,  willkürliche,  von  der 
Gleichgewichtslage  verschiedene  Anfangslage.  Nun  brennt 
Foucault  den   Faden  durch  und  setzt  so  das  Pendel  in  Schwingungen. 

Werde  dieser  Versuch  zunächst  an  einem  Orte  <;o  =  90^  also  einem 
der  Pole  ausgeführt. 

So  lange  der  Faden  noch  nicht  durchgebrannt  ist,  habe  der  Schwer- 
punkt der  Masse  des  Pendels  von  der  eigentlichen  Gleichgewichtslage 
des  Pendels    die  Entfernung   e.      In  Bezug  auf  die  Erde  ist  dann  das 
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Pendel  allerdings  in  einer  relativen  Ruhelage.  Aber  die  Botation 
der  Erde  soll  doch  ausdrücklich  berücksichtigt  werden.  Dann 
ist  in  Bezug  auf  seine  absolute  Bewegung  im  Baume  das  Pendel  nicht 
in  Ruhe,  sondern,  so  lange  der  Faden  noch  nicht  durchgebrannt  ist, 
bewegt  sich  der  Schwerpunkt  der  Masse  des  Pendels  auf  einem  Kreise 
mit  dem  Radius  e,  das  Pendel  selbst  auf  der  Oberfläche  eines  geraden 
Kegels.  Der  Schwerpunkt  der  Masse  des  Pendels  hat  also  in 
jedem  Augenblick  eine  Geschwindigkeit  nCy  gerichtet  längs 
einer  Tangente  des  Kreises  oder  senkrecllt  gegen  die  Ebene 
durch  die  Gleichgewichtslage  und  die  augenblickliche  Stel- 
lung der  Anfangslage. 

Im  Moment  des  Durchbrennens  ist  Alles  ebenso.  Das  Pendel  hat 
also  in  diesem  Augenblicke 

i.  eine  von  der  Gleichgewichtslage  verschiedene  Anfangslage; 

2.  eine  Anfangsgeschwindigkeit  ne^   senkrecht  gerichtet  gegen  die 
Ebene  durch  Gleichgewichtslage  und  Anfangslage; 

3.  es  steht  unter  der  Wirkung  der  anziehenden  Kraft  der  Erde. 
Das  Pendel  wird  also  sicher  ein  Ranmpendel,  es  hat  gar  keine 
Schwingnngsebene,  die   sich  drehen  könnte,   und   die  vorstehende  ein- 
fache  Betrachtung   lehrt   für   diesen  Fall    in    der  That   tout  ce  que  peut 
dünner  le  calcul  et  les  prmcipes  de  dynamiques  rCxj  enlrent  pour  rien. 

Aber  wenn  das  Pendel  über  einem  Orte  des  Aequators  aufgehängt 
ist,  wo  9  =  0? 

*  Bei  dem  Foucaul tischen  Pendelversuch  will  man  immer  finden, 
wie  die  wirkliche  Bewegung  des  Pendels  im  Räume  einem 
Beobachter  auf  der  Erde  erscheint.  Das  heisst  doch  nichts  An- 
deres, als:  aus  der  absoluten  Bewegung  des  Pendels  im  Räume 
soll  die  relative  Bewegung  gegen  die  Erde  gefunden  werden. 
Diejenigen,  welche  das  sogenannte  Sinuegesetz  für  richtig  halten ,  gehen, 
wenn  man  sich  bei  ihren  Auseinandersetzungen  überhaupt  Etwas  denken 
darf,  aus  von  der  Annahme,  dass  die  absolute  Bewegung  des 
Pendels  im  Räume  die  eines  ebenen  Pendels  sei.  Dass  dies 
falsch,  ist  ohne  Weiteres  klar.  Denn  der  Aufhängepunkt  bewegt  sich 
auf  einem  Kreise  mit  dem  Radius  r-f /,  wenn  die  Entfernung  des  Auf- 
hängepunktes von  der  Erdoberfläche  gleich  der  Länge  des  Pendels  ge- 
nommen wird.  Trotzdem  könnte  die  relative  Bewegung  gegen  die  Erde 
die  eines  ebenen  Pendels  werden.  Aber  wie  ist  dies  durch  blosse  Ueber- 
legungen  ohne  die  mechanischen  Bewegungsgleichungen  zu  entscheiden? 
Man  könnte  Folgendes  sagen:  Wird  e  gegen  r  vernachlässigt,  so  bewegt 
sich  der  Schwerpunkt  der  Masse  des  Pendels ,  so  lange  der  Faden  noch 
nicht  abgebrannt  ist,  auf  einem  Kreise  mit  dem  Radius  r.  Relativ 
gegen  den  Aufhängepunkt  hat  also  die  Masse  des  Pendels 
eine  rückläufige  Geschwindigkeit  von  der  Grösse  w(r-f/)  — nr 
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Sit/,  gerichtet  längs  einer  Tangente  des  Kreises,  diemitder 
Ebene  durch  Gleichgewichtslage  nnd  Anfangslage  einen 
Constanten,  im  Allgemeinen  von  Null  verschiedeneu  Winkel 
bildet.  Im  Moment  des  Abbrennens  des  Fadens  ist  dies  ebenso,  das 
Pendel  befindet  sich  also  wesentlich  in  derselben  Lage,  wie  vorher,  nnd 
wird  wieder  ein  Baumpendel.  Das  soll  durchaus  kein  Beweis  seiD, 
aber  es  stimmt  im  Ganzen  mit  dem  Besultate  der  Rechnung. 

Oder  wollte  man  etwa  die  oben  dargestellte  Anfangsgeschwindigkeit 
nl  vernachlässigen,  obgleich  die  Botation  der  Erde  berücksichtigt  wer- 
den soll? 

Das  würde  zunächst  sicher  die  erhaltenen  Resultate  zu  nur  Däke- 
rungsweise  richtigen  machen  und  wäre  im  Uebrigen  sehr  eigenthfimlich. 
Denn  liei  dem  Benzen  berge  raschen  Fallversuche,  ein  dem  hier  behao 
delten  sehr  nahe  stehendes  Problem,*  ist  in  den  gewöhnlichen,  die 
Rechnung  bei  Seite  lassenden  Betrachtungen  desselben  die  oben  er- 
haltene Anfangsgeschwindigkeit  der  einzige  Grund  für  die 
östliche  Abweichung  des  fallenden  Steines.  Eine  Grösse  aa 
einer  Stelle  behalten,  weil  es  bequem  ist,  und  aus  demselben  Grunde 
an  einer  gleichbedeutenden  Stelle  weglassen,  wäre  aber  doch  ein  Ver- 
fahren, das  sich  nicht  näher  bezeichnen  lässt. 

Soll  man  nun  noch  von  dem  allgemeinen  Falle  reden,  wo  das  Pen- 
del über  einem  beliebigen  Orte  der  Erde  von  der  Breite  qt  aufgehängt  islV 

Es  bedarf  wohl  keiner  Worte  mehr,  um  die  Behauptung  zu  begrao- 
den ,  dass  die  Sache  keineswegs  erschöpfende  Ueberlegungen ,  ähnlich  den 
vorhergehenden,  auch  für  diesen  Fall  allein  schon  zeigen:  Das  Pendel 
wird  ein  Raumpendel  übereinstimmend  mit  dem  Resultate  der  Rechnang. 

So  fällt  denn  das  Phantom  der  Schwingungsebene  und  also  auch 
der  Drehung  derselben  schon  vor  su  einfachen  Betrachtungen,  wie  die 
oben  augestellten ,  und  les  principes  de  dynamiqucs  n'y  entreni  pour  rien. 
Es  bleibt  nur  das  näherungsweise  richtige,  von  Binet  durch  den  Calcnl 
gefundene  Resultat,  welches  oben  in  einer  Form  gegeben  wurde,  die 
geeignet  ist,  der  Vorstellung  zu  Hilfe  zu  kommen.  Allerdings  ist  die 
Ellipse,  von  der  dort  gesprochen  wurde,  im  Allgemeinen  so  lang  ge- 
streckt, dass  sie  dem  Beobachter  meistens  als  gerade  Linie  erscheinen 
wird.  Und  sobald  oder  soweit  dies  geschieht)  gilt  das  so- 
genannte Sinusgesetz.  Wann  aber  und  in  welchem  Umfange  oder 
für  welchen  Grad  der  Näherung  dies  geschieht,  kann  durch  nichts  An- 
deres entschieden  werden,  als  durch  die  Rechnung,  und  es  giebt  keine 
andere  Methode,  qui  tlotine  tout  cc  quo  peut  donner  le  calctd. 


*  In  beiden  Problemen  handelt  es  sich  im  WesentUchen  um  die  Bewegoog 
eines  schweren  Körpers  mit  Kücksicht  auf  die  Drehung  der  Erde. 
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Ich  erwähne  noch  kurz,  dass  der  Foncaul tische  Pendelversuch 
eigen thümli che  Modificationen  des  B inet' sehen  Besultates  zeigen  kann, 
die  man  in  den  oben  citirten  Arbeiten,  besonders  bei  Hansen  nach- 
lesen möge. 

Ist  es  denn  nua  so  sehr  schwer,  das  Problem  des  Foucault' sehen 
Pendelversuchs  sachlich  zu  behandeln? 

Nimmt  mau  zunächst  ein  im  Räume  festes ,  also  von  der  Bewegung 
der  Erde  unabhängiges  Coordinatensjstem,  und  schreibt  für  dieses  die 
La grange' sehen  Bewegungsgleichungen  hin,  so  hat  man  die  Gleich- 
ungen der  absoluten  Bewegung  des  Pendels  im  Räume. 

Nimmt  man  dann  ein  zweites,  mit  der  Erde  fest  verbundenes  Co- 
ordinatensystem ,  so  macht  dieses  die  Drehung  der  Erde  mit,  erscheint 
daher  einem  Beobachter  auf  der  Erde  als  unveränderlich.  Nimmt  man 
endlich  die  Formeln  der  Coordinatentransformation ,  so  geben  sie  die 
Werthe  der  ursprünglichen  Coordinateu,  ausgedrückt  durch  die  neuen, 
und  diese  in  die  Lagrange' sehen  Bewegungsgleichungen  eingeführt, 
ergeben  die  streng  richtigen  Gleichungen  der  relativen  Be- 
wegung des  Pendels  in  Bezug  auf  die  Erde. 

Wer  aber  in  seinem  Lehrbuche  so  nicht  verfahren  kann  oder  will, 
der  sage  doch  einfach:  Mit  Hilfe  der  höheren  Mathematik  folgt,  dass  das 
Siuusgesetz  näherungsweise  richtig  ist.  Vielleicht  regt  er  dadurch  einen 
{Strebsamen  Leser  an,  die  eigentliche  Quelle  dieser  Behauptung  kennen 
zu  lernen.  Beweise  aber,  wie  der  leider  so  vielfach  abgedruckte,  erzeu- 
gen nichts  Anderes,  als  das,  was  dem  wahren  Forscher  so  fern  liegt: 
Dünkel  und  Ueberhobung,  Verachtung  vor  einer  Wissenschaft,  die  sich 
mühselig  quält,  das  aus  schwierigen  Gleichungen  abzuleiten,  was  man 
mit  einem  paar  Strichen  auffinden  zu  können  glaubt. 
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Handbncli  der  Vermessiingskiiiide.     Von  Dr.  W.  Jordan,  Professor  der 
Vermessangskunde  am  grossherzogl.  Polytechnikum  zn  Garlsmhe. 
Zweite   umgearbeitete  und  vermebrte  Auflage  des  „Taschenbacbs 
der    praktischen    Geometrie^^      Zweite,    dritte   und    vierte   (letzte) 
Lieferung.     Stuttgart,   Verlag  der  J.  B.  Metzler'schen  Buchband- 
lung.     J877  und  1878. 
Die  Erwartungen,   welche   der  Unterzeichnete  aussprach,   als  er  im 
vorigen  Jahrgange   dieser  Zeitschrift*  über  die   erste  (18  Bogen  starke) 
Lieferung   des   genannten  Werkes  referirte,   haben   sich  vollkommen  be- 
stätigt: Fortsetzung  und  Schlnss  sind  in  der  jenen  zunächst  erschienenen 
Theil  auszeichnenden  Weise  geschrieben  und  es  ist  damit  das  Jordan'eche 
„Handbuch  der  Vermessungskunde*^  zu  einer  höchst  werthvollen  Be- 
reicherung der  Literatur  der  Geodäsie  geworden. 

Die  zweite  Lieferung  bietet  zunächst  die  Vollendung  des  in  der 
ersten  begonnenen  Capitels  über  polygonale  Züge.  Den  allgemeinen 
Betrachtungen  sind  gut  gewählte  Beispiele  angefügt  und  mit  löblicher 
Ausführlichkeit  behandelt.  Hierbei  ist  auch  die  neuere  Kreistheilnng 
benutzt  worden ,  deren  Vorzüge  in  manchen  Gegenden  Deutschlands  nach 
Ansicht  des  Referenten  bis  jetzt  noch  viel  zu  wenig  Beachtung  finden. 
Die  beiden  folgenden  Abschnitte  beziehen  sich  auf  die  Triangn- 
lirung,  ihre  Genauigkeit  und  Ausgleichung.  Sie  widmen  derselben 
nahezu  hundert  Seiten  und  bieten  in  Bezug  auf  Theorie  und  Praxis  so 
Beichhaltiges ,  dass  die  meisten  Benutzer  des  Buches  hier  wohlthun  wer- 
den, die  für  ihre  besonderen  Bedürfnisse  geeignete  Auswahl  zutreffen. 
Im  X.  Capitel  (circa  50  Seiten),  welches  vom  Nivelliren  handelt, 
gelangen  nur  solche  Instrumente  zur  Besprechung,  die  die  wagrechte 
Sehlinie  mittelst  einer  Röhrenlibelle  liefern ,  die  älteren  nicht.  Die  Ein- 
richtung der  vom  Verfasser  für  das  Nivelliren  von  Längenprofilen  vor- 
geschlagenen Tabellen  ist  von  bestechend  wirkender  Einfachheit,  aber 
diese  Einfachheit  erzeugt  —  mindestens  für  wenig  Geübte  —  den  Nach- 
theil,   dass    Ablesungsfehler    und    Rechenfehler    sich    schwer    vermeiden 


*  S.  27  der  historisch -literarischen  Abtheil ung. 
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lassen.  Am  besten  werden  Letztere  wohl  dann  beseitigt,  wenn  man  beim 
Bearbeiten  von  Längenprofilen  die  Wecbselpankte  mit  doppelter  Anbin- 
dang  nivellirt  und  die  Tafeln  so  einrichtet,  dass  die  Kechnnng  sich  selbst 
controlirt.  Der  hierdurch  entstehende  Mehraufwand  an  Zeit  wird  reich- 
lich belohnt. 

Die  Anleitung  zum  «Auftragen  von  Längen  profilen  hätte  wohl  aus- 
führlicher gegeben  werden  sollen ,  weil  in  den  Kreisen  der  Ingenieure  in 
dieser  Beziehung  Bräuche  bestehen,  die  nicht  ignorirt  werden  dürfen. 

Das  Nivelliren  der  Flächen  ist  sehr  knapp  behandelt,  empfängt  aber 
später,  bei  der  Tachymetrie,  Ergänzung.  Desto  ausführlicher  werden  die 
Präcisionsnivellements ,  die  Genauigkeit  des  Nivellirens  und  die  Ausgleich- 
ung der  Fehler  besprochen,  wobei  ausser  den  Arbeiten  des  Verfassers 
auch  die  von  Bauernfeind,  Hagen,  Helmert,  Hirsch,  Moroco- 
vics,  Plantamour,  Vogler  u.  A.  Benutzung  finden. 

Dem  barometrischen  nnd  dem  trigonometrischen  Höhen- 
messen sind  die  folgenden  125  Seiten  gewidmet;  sie  bieten  das  Zuge- 
hörige aus  den  Naturwissenschaften ,  verwenden  die  vom  Verfasser  zuerst 
in  den  „Astronomischen  Nachrichten*^  veröffentlichte Befractionstheorie,  wie 
auch  die  Untersuchungen  von  Förster,  Koppe,  Rühlmann,  Schrei- 
ber, Wild  und  mehreren  anderen,  theilweise  schon  früher  genannten 
Forschern.  Das  Federbarometer  (Aneroid)  ist  ausführlich  behandelt;  viele 
Hilfstafeln  für  die  beiden  genannten  Arten  des  Höhenmessens  sind  bei- 
gegeben. 

Bei  Besprechung  der  Distanzmesser  und  der  Tachymetrie 
(zusammen  70  Seiten)  erhalten  manche  „neue  Erfindungen*^  eine  scharfe 
Abfertigung.  Die  Instrumente  von  Beichenbach  (Porro),  Stampfer, 
ein  Tachjmeter -Theodolit  (von  Sickler,  nach  Jordan)  und  die  Bus- 
sole werden  ausführlich  untersucht,  hingegen  finden  der  Vielmesser  von 
Jahns,  das  Tachymeter  von  Kreuter  und  das  Tachygraphometer  von 
Wagner  (Tinter)  nur  flüchtige  Erwähnung.  Der  Herr  Verfasser  macht 
diesen  Instrumenten  den  Vorwurf,  „däss  sie  die  kostbare  Feldarbeitszeit 
theilweise  zu  Operationen  verwenden,  welche  bequemer,  sicherer  und 
rascher  im  Zimmer  ausgeführt  werden  können^^;  auch  spricht  er,  „ohne 
praktischen  Erfahrungen  vorgreifen  zu  wollen",  die  Ueberzeugung  aus, 
es  sei  mit  den  genannten  und  ähnlichen  Apparaten  dem  gewöhnlichen, 
geschickt  gehandhabten  Tachymeter- Theodolit  „keine  erfolgreiche  Con- 
currenz"  zu  bieten.  Möge  dies  allen  Denen ,  welche  derartige  praktische 
Erfahrungen  mittheilen  können ,  eine  Anregung  sein ,  Material  zur  Beant- 
wortung dieser  Tachymeterfrage  zu  liefern. 

Was  zum  Vortheile  der  ein  günstiges  Fehlerfortpflanzungsgesetz  auf- 
weisenden Bussolenzüge  gesagt  ist,  verdient  volle  Beachtung.  Wird 
die  Aussicht  durch  dichtes  Gebüsch  gehemmt  und  kommt  es  auf  grosse 
Genauigkeit  nicht,  an,   so  sind  diese  Züge  sehr  zu  empfehlen,   insbeson- 
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dere ,  wenn  man  dabei  den  Hängegradbogen  und  gleicbgrosse  Stablband- 
längeu  benutzen  kann. 

Bezüglich  der  Gewinnung  solcher  Situationspläne,  welche  Hori- 
zontalcurven  enthalten  sollen,  hat  der  Autor  die  Ansicht,  dass  die 
genannten  Linien  in  fast  allen  -Fällen  aus  gut  gewählten  Höhenpunkteo 
(unter  Benutzung  von  Leitcurven)  mittelst  der  Oonstruction  herzuleiten, 
nicht  direct  aufzusuchen  und  aufzunehmen  seien.  Er  nennt  das  Con- 
struiien  die  „allein  rationelle  Methode^S  hält  es  für  „ganz  unmöglich^ 
das  directe  Aufsuchen  im  Grossen  anzuwenden,  und  sagt,  die  lugenieur- 
praxis  sei  „auch  längst  über  derartige  unglückliche  Versuche  hinweg- 
geschritten". —  Darüber,  ob  das  directe  Aufsuchen  der  Schichtlinien  als 
eine  der  beim  geodätischen  Prakticum  an  technischen  Hochschulen 
vorzunehmenden  Arbeiten  empfehlenswerth  sei,  oder  ob  ihm  auch  in  dieser 
Beziehung  der  Stab  gebrochen  werden  soll,  spricht  sich  der  Herr  Ver- 
fasser nicht  deutlich  aus;  der  Referent  aber  ist  der  Meinung,  man  könne 
es  hierbei  nicht  entbehren.  Wer  nämlich  niemals  Horizontalcurven  direct 
aufgesucht  hat,  wird  —  was  man  immer  an  jungen  Studirenden  der  lu- 
genieurwissenschaften  beobachten  kann  —  den  Lauf  jener  Linien  meist 
falsch  abschätzen,  mithin  zum  Construiren  derselben  nicht  ebenso  gut 
sich  eignen,  wie  der,  welcher  das  directe  Aufsuchen  einige  Zeit  lang  übte. 

Dass  der  Verfasser  bei  der  nach  seinen  Angaben  von  Si ekler  con- 
struirten  distanzmossenden  Kippregel  (mit  Gradbogen)  „auf  Fadenkreuz- 
correctionsschrauben  verzichtet*^  vermag  Referent  nicht  zu  billigen.  Ein 
anderes  Fernrohrlineal,  als  das  J or d an- Sickle rasche,  ist  nicht  beschrie- 
ben ,  auch  wird  weder  Abbildung,  noch  Beschreibung  irgend  einer  Mess- 
tisch coustruction  geboten;  vielmehr  scheinen  diese  Constructionen 
als  bekannt  vorausgesetzt  zu  sein. 

Die  für  Kippregeln  vorgeschlagene  Prüfung  und  Berichtigung  ist 
nach  Ansicht  des  Unterzeichneten  dann  nicht  völlig  genügend,  wenn  man 
durch  Messtischaufnahmen  denjenigen  höchsten  Genauigkeitsgrad  erlangen 
will,  welchen  sie  überhaupt  zu  liefern  vermögen.  Ein  „Parallellineal'' 
für  das  Visiron  zu  empfehlen,  kann  Referent  nicht  unbedingt  billigen, 
denn  wer  sich  auf  Messtischarbeiten  tüchtig  eingeübt  hat,  wird  ohne  eine 
derartige  Hilfsvorrichtung  meist  schneller  und  sicherer  aufnehmen.  Dass 
im  Allgemeinen  nicht  Nadelstiche,  sondern  Randmarken  (welche  mit  flach- 
gespitztem Bleistifte  gezogen  wurden)  die  Richtungen  zu  bezeichnen 
haben,  wenn  die  grösste  Sicherheit  erzielt  werden  soll,  hätte  hier  doch 
wohl  betont  werden  müssen,  weil  darauf  sehr  viel  ankommt. 

Der  Umstand,  dass  das  Capitel  vom  Messtisch,  der  Kippregel  und 
deren  Anwendung  zu  gewöhnlichen,  wie  auch  zu  tachymetrischen  Auf- 
nahmen kaum  8  Seiten  umfasst  (in  einem  Werke,  welches  der  „niederen 
Geodäsie**  mehr  als  700  Seiten  widmet),  kennzeichnet  schon  den  Stand- 
punkt, welchen  der  Herr  Verfasser  den  Messtischarbeiteu  gegenüber  ein- 
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nimmt;  noch  besser  aber  cUarakterisiren  dieseu  Standpunkt  die  launig- 
freaudscbaftlicbea  Scblussworte:  „Wir  wünschen  dem  Messtische  ein 
baldiges  Eingehen  zur  wohlverdienten  Ruhe  bei  der  Caualwaage  und  dem 
Astrolabium/* 

Bei  dem  im  nächsten  Capitel  behandelten  Abstecken  von  Linien 
ist  auf  die  Tunnel,  insbesondere  auf  die  am  Mout-Cenis  und  St.  Gotthard, 
eingegangen  und  zwar  mit  Benutzung  des  darüber  früher  Veröffentlichten. 
Die  Besprechung  des  Absteckens  der  Eisenbahocurven  nimmt  auch  auf 
diejenige  Methode  Rücksicht,  bei  welcher  zunächst  die  Kreisbögen  aus 
dem  Plane  ins  Feld  übertragen  und  dann  die  Geraden  berührend  an- 
gelegt werden.  Es  wird  ferner  die  günstigste  Wahl  der  Bestimmuiigs- 
punkte  und  Bestimuiungstangenten  untersucht,  was  zuerst  von  Helmert 
(im  Jahre  1875)  geschah. 

Auch  die  „Uebergangscurven*^  welche  man  beim  Eisenbahnbau 
anwendet,  um,  falls  Kreisbögen  an  Gerade  zu  schliessen  sind,  die  Krüm- 
mungen allmälig  ineinander  überzuführen  und  der  Bahn  überall  eine  der 
Biegung  entsprechende  Ueberhöhung  des  äusseren  Schienenstranges  zu 
ertheilen,  werden  hier  beachtet.  Die  Monographie  von  Helmert  hat 
dabei  als  Unterlage  gedient.  Es  wird  die  Gleichung  der  üebergangscurve 
unter  der  Annahme  hergeleitet,  dass  die  Strangüberhöhung  gleichförmig 
wachse  und  die  Curve  sehr  flach  sei ,  damit  man  in  den  für  Bogenlänge 
und  Krümmungshalbmesser  geltenden  Formeln 

(i  +  y'T- 


.==/>! 


+  y^dx,     ^  =  - 


y 

\p  gleich  Null  setzen  dürfe.  Am  Schlüsse  des  Capitels  empfiehlt  der 
Verfasser,  sich  bei  Eisenbahncurven  nicht  auf  den  Kreisbogen  (mit  kubi- 
scher Parabel  als  Uebergang  zur  Geraden)  zu  beschränken,  was  oft  sehr 
viel  Erdarbeiten  veranlasst,  sondei-n  „freie  Curven"  zu  benutzen. 

Das  Folgende  bietet  eine  interessante  Schilderung  desjenigen  flüch- 
tigen Aufnehmens  {flying  survey)^  welches  bei  Entdeckungsreisen  an- 
zuwenden ist,  jedoch  auch  dann  mit  Vortheil  benutzt  werden  kann,  wenn 
es  sich  (in  Gulturstaaten)  darum  handelt,  Karten,  die  sehr  lange  nicht 
nachgetragen  wurden,  geschwind  und  näherungsweise  zu  ergänzen.  Es 
wurde  auf  Grund  derjenigen  Erfahrungen  geschrieben,  welche  der  Herr 
Verfasser  bei  seiner  Theilnahme  an  der  von  Rohlfs  geführten  Expedi- 
tion sammelte  und  zuerst  in  der  Schrift  „Physische  Geographie  und  Me- 
teorologie der  libyschen  Wüste"   1876  veröffentlichte. 

Den  Schluss  des  „II.  Theiles^'  bildet  die  Besprechung  der  Organi- 
sation einer  Landesvermessung,  doch  selbstverständlich  nur  in  dem 
der  „niederen  Geodäsie^^  entsprechenden  Umfange.  Es  wird  hier  beson- 
ders den  von  Soldner  erdachten  sphärischen  Coordinaten  und  den  Po- 
lygonzügen das  Wort  geredet,  auch  dem  Messtische  nochmals  die  baldige 
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VerdrängiiDg  prophezeit,  womit  der  Referent  im  Allgemeinen  ganz  über- 
einstimmt. 

Der  dritte  Tbeil  des  Werkes  behandelt  die  „höhere  Geo- 
däsie" und  umfasst  gegen  500  Seiten,  während  den  beiden  ersten  zu- 
sammengenommen über  700  gewidmet  waren.  Die  „Einleitung"  giebt 
eine  inhaltsreiche  Uebersicht  der  Geschichte  der  Gradmessungen,  dann 
das  Nöthige  über  Beihcnentwickelungen ,  Interpolation  und  sphärische 
Trigonometrie.  Beim  Taylor'schen  und  beim  Maclaurin^ sehen  Satze 
hätte  hier  (S.  14)  die  Giltigkeitsbedingang  angegeben  werden  sollen, 
ebenso  bei  vielen  der  folgenden  Reihen;  es  hätte  z.  B.  auf  S.  16  heissen 

müssen:  9         tt        a        k 

x^      x^     ccr     x^ 

.(1+0.)=  +  ..-^+^--+--... 

giltig  für 

-l<a;<+l,  bezüglich  -l<a;<+l. 

An  die  genannten  Hilfsmittel  aus  dem  Gebiete  der  reinen  Mathematik 
schliesst  sich  die  Besprechung  des  Erdellipsoids,  seiner  Bogenrectifi- 
cation,  Complanation ,  Cubatur  etc.  und  seiner  Dimensionen  nach  den 
Bestimmungen  BesseTs. 

Hierauf  folgt  die  „Triangulirung"  (welche  die  Capitel  VIII  und 
IX  des  II.  Theiles  ohne  Rücksicht  auf  Erdkrümmung  behandelt  hatten) 
und  zwar  bezüglich  der  Wahl  und  Festlegung  der  Dreieckspunkte,  be- 
züglich der  Signalisirung,  Winkelmessung,  Basismessung  und  Genauig- 
keit derselben.  Es  haben  hierbei,  neben  den  Arbeiten  anderer  Forscher, 
vorzüglich  diejenigen  Helmert's  Benutzung  gefunden.  Bei  der  Signa- 
lisirung sind  ausser  den  Heliotropen  auch  die  neuerdings  wieder  in  Auf- 
nahme gekommenen  nächtlichen  Lampensignale  besprochen;  bei  den 
Winkelmessungen  ist  der  Vergleichung  der  Methoden  (Repetition,  Rieb- 
tungsbeobachtungen ,  Einzelmessung)  Beachtung  geschenkt;  die  Compa- 
ratoren  (mit  Fühlhebel,  Fühlspiegel,  Mikroskop),  die  älteren,  neueren 
und  neuesten  Basismessapparate  werden  ausführlich  erörtert.  Was  die 
Längen  der  Grundlinien  anlangt,  so  meint  der  Herr  Verfasser,  man  sei 
aus  einem  Extrem  ins  andere  gefallen  und  glaubt  denen  von  8  — 10  km 
Länge  (in  mehreren  Absätzen  doppelt  gemessen)  den  Vorzug  einräumen 
zu  müssen. 

Der  Berechnung  der  sphärischen  Dreiecke  und  der  Aus- 
gleichung der  Dreiecksnetze  sind  die  folgenden  140  Seiten  gewid- 
met, und  da  schon  früher  hervorgehoben  wurde,  mit  welchem  grossen 
Geschick  der  Herr  Verfasser  im  Allgemeinen  viel  Stoff  in  wenig  Raum 
zu  drängen  versteht,  so  wird  man  bereits  aus  dieser  Umfangsangabe  er- 
kennen, welche  reiche  Fundgrube  sich  hier  aufthut.  Von  besonderem 
Interesse  ist  die  Vergleichung  verschiedener  Triangulirungsausgleichungs- 
methoden,  die  Besprechung  der  Genauigkeit  und  die  kritische  Betrach- 
tung der  wichtigsten  seit  einem  Jahrhundert  ausgeführten  Triangulirungen, 
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von  den  grossen  französischen,  russischen,  preussischen  u.  s.  w.  an  bis 
herab  zu  denen  in  Baden,  Knrhessen  and  Hessen  -  Darmstadt.  Bezüglich 
der  Basen  betont  der  Verfasser  (8.  236),  „dass  es  keinen  Werth  hat,  * 
einzelne  kurze  Grundlinien  mit  Aufbietung  aller  technischen  und  wissen* 
scbaftlichen  Mittel  scrüpulös  auf  Bruchtheile  des  Millimeters  zu  messen, 
dass  man  vielmehr  darauf  ausgehen  muss,  jede  Triangulirung  mit  mög- 
lichst vielen  Grundlinien  zu  versehen,  die  aber  nicht  sehr  genau  zu  sein 
brauchen'^  Er  glaubt,  dass  bei  vielen  ausgeführten  Arbeiten  in  dieser 
Beziehung  „ein  Mangel  an  Gleichgewicht  zwischen  den  einzelnen  Mes- 
sungen^' stattfinde. 

Das  nächste  (VI.). Capitel,  „sphärische  Coordinaten'S  bespricht 
ausführlich  diejenigen  von  Soldner  und  Gauss,  die  geographischen  und 
die  Polarcoordinaten ,  stellt  auch  Vergleichung  ihrer  Vorzüge  an. 

Die  Untersuchungen  Bohnenberger^s  bilden  den  Ausgangspunkt 
für  die  nachher  behandelte  „sphäroidische  Geodäsie  mit  Nor- 
malschnitten *S  welche  mit  der  Bestimmung  der  Erddimensionen  aus 
zwei  und  mehr  als  zwei  Breitengradmessungen  abschliesst. 

Der  „geodätischen  Linie"  sind  etwa  20  Seiten  gewidmet.  Der 
Herr  Verfasser  sagt,  es  sei  „unbestreitbar,  dass  in  den  letzten  Jahrzehn- 
ten in  Deutschland  die  abstract  analytischen  Behandlungen  der  geodä- 
tischen Linie,  ohne  eine  Aussicht  auf  Resultate  zu  eröffnen,  von  der 
Lösung  viel  naher  liegender  Aufgaben  abgelenkt  haben"  und  will  in 
dieser  Hinsicht  „für  eine  möglichst  praktische  und  nüchterne  Behandlung" 
eintreten.  Damit  in  Uebereinstimmung  befindet  sich  der  von  Bremiker 
herrührende  Ausspruch  („Studien  über  höhere  Geodäsie",  1869),  „dass 
durch  manche  Abhandlungen  über  die  geodätische  Linie,  welche  ledig- 
lich für  den  Analytiker  von  Werth  sind,  der  Schwerpunkt  in  der  Geo- 
däsie verrückt  worden  ist,  insofern  sich  die  Speculation  auf  ein  Feld 
geworfen  hat,  welches  mehr  dem  Namen,  als  der  Sache  nach  mit  der 
Geodäsie  zusammenhängt". 

Auf  Grund  der  Originalarbciten  von  Bessel  und  Gauss  folgt  in 
den  beiden  nächsten  Capiteln  die  Behandlung  der  sphäroidischen 
Geodäsie  und  der  conformen  Abbildung  des  Ellipsoids. 

Allgemeine  geodätische  Untersuchungen,  welche  sich  auf  sphä- 
rische und  sphäroidische  Triangulirung,  Vergleichung  verschiedener  Me- 
thoden, auf  das  Geoid,  die  Niveauflächen,  die  Lothablenkung  u.  s.  w. 
beziehen ,  füllen  das  vorletzte  Capitel.  Den  Schluss  des  HL  Theiles  bil- 
det die  Besprechung  der  verschiedenen  Arten  der  Kartenprojectionen. 

Die  Ausstattung  des  ganzen  Werkes  ist  eine  sehr  lobeuswerthe ; 
Druckfehler,  Rechenfehler  und  Schreibfehler  sind  in  massiger  Anzahl 
untergelaufen;  ganz  ohne  Irrthümer  lässt  sich  ein  derartig  inhaltsvolles 
Buch,  von  leicht  verwechsel baren  Zahlen  und  Zeichen  erfüllt,  nicht 
liefern. 
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Da  die  Anordnung  des  Stoffes  nur  nach  Massgabe  des  Fortschreitens 
vom  Einfachen  zum  Zusammengesetzten  getroffen  wurde,  so  fehlt  Etwu 
von  der  im  entgegengesetzten  Falle  erreichbar  gewesenen  Eleganz  der 
Grnppirung  und  es  folgt  hieraus  eine  geringere  üebersichtlichkcit.  Die 
Inhaltsverzeichnisse  beider  Bände  sind  sehr  ausführlich,  hingegen  sucht 
man  ein  alphabetisches  Sachregister  vergeblich  und  das  hält  d^r  Re- 
ferent für  einen  Nachtheil.  Zu  bedauern  ist  wohl  auch,  dass  die  pro- 
jectivische  Geometrie  nirgends  Benutzung  gefunden  hat  und  dass  dem 
vertrefflichen  Werke  ein  Abschnitt  über  die  Darstellung  der  Messungen 
gänzlich  mangelt,  während  ihn  die  rühmlichst  bekannten  Lehrbücher  von 
Bauern feind  und  Hartner,  welche  bezüglich  der  niederen  Geodäsie 
seine  nächsten  Concurrenten  sind,  besitzen. 

Die  Geschichte  der  Geodäsie  hat  in  Bezug  auf  einige  Punkte 
(z.  B.  Ausgleichungsrechnung,  Gradmessungen,  Federbarometor,  Distanz- 
messer) sehr  eingehende  Berücksichtigung  gefunden,  in  Bezug  auf  andere 
nur  flüchtige  Berührung  oder  gänzliche  Nichtbeachtung.  Dadurch  ist  eine 
sehr  fühlbare  Ungleichmässigkeit  entstanden.  Nach  Ansicht  des  Referenten 
hätten  berührt  werden  müssen :  die  Entstehung  der  Kreuzscheibe  aus  der 
grorna  der  Alten,  die  des  Messtisches  und  seiner  Vorläufer,  die  Ent- 
wickelung  des  Theodoliten  aus  dem  Astrolabium  und  die  Verdienste, 
welche  sich  Tycho  Brahe,  Hommel,  Petro  Nunez,  Pierre  Ver- 
nier  u.  A.  um  ihn  erwarben.  Ebenso  die  Nivellirinstrumente  der  Alten, 
die  Erfindung  der  Röhrenlibelle  und  der  durch  sie  erzeugte  Umschwung, 
der  Vater  der  Schichtlinien  (Niveaucurven)  und  die  Vorgänger  des  Sncl- 
lius  bezüglich  der  Triangulation. 

Der  Referent  hebt  zum  Schlüsse  noch  hervor,  dass  das  Werk  neben 
vielen  anderen  früher  schon  genannten  guten  Eigenschaften  insbeson- 
dere die  hat:  auf  Genauigkeitsbestimmungen  und  auf  Fehler- 
ausgleichung besonderes  Gewicht  zu  legen,  Beispiele  und  Tabellen 
in  grosser  Anzahl  darzubieten,  viele  allgemeine  Anleitungen  zugeben 
und  die  Vergleichung  der  Methoden  gehörig  zu  berücksichtigen. 

Die  Aufsuchung  und  Ausgleichung  der  Messungsfehler,  wie  die 
erreichbare  Genauigkeit  sind  mit  der  Gewissenhaftigkeit  des  strengen 
Theoretikers ,  zugleich  aber  mit  dem  berechtigten  Leichtsinne  des  erfahre- 
nen Praktikers  behandelt,  was  viel  Lob  verdient.  Auch  graphische 
Ausgleichung  wurde  berücksichtigt  und  das  wird  dankbar  anerkannt  wer- 
den, da  in  der  Praxis  oft  lieber  —  und  auch  oft  mit  weit  grösserem 
Vortheile  —  gezeichnet,  als  gerechnet  wird.  Ebensolche  Anerkennung 
haben  die  in  reicher  Fülle  im  ganzen  Werke  auftretenden  Zahlenbeispiele 
und  Tabellen  zu  erwarten.  Nicht  minder  jene  allgemeinen  Anleitungen 
und  Betrachtungen,  welche  der  Herr  Verfasser  in  Bezug  auf  die  An- 
legung, Einleitung  und  Durchführung  verschiedener  grösserer  geodäti 
scher  Arbeiten    giebt;   sie  erwecken  gewiss  bei  jedem  Leser  das  Gefahl, 
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in  dem  schlagfertigen  Theoretiker,  welcher  das  Buch  schrieb,  auch  einen 
trefflichen,  an  Erfahrungen  reichen  Praktiker  zu  sehen.  Die  Ver- 
gleich ung  der  Methoden  aber  ist  schon  deshalb  «zu  rühmen,  weil  sie 
verhindern  hilft,  dass  einzelne  Geodäten  ihre  Ansicht  für  die  alleinselig- 
machende halten,  worauf  eine  Stelle  des  Vorworts  hindeutet. 

So  ist  denn  der  Gesaramteindruck,  welchen  der  Referent  boi 
Durchsicht  der  letzten  Lieferungen  des  Jordanischen  Handbuchs  der 
Vermessungskunde  empfing,  ebenso  günstig,  wie  der  von  der  1.  Lieferung 
hervorgerufene  und  im  XXIIL  Bande  dieser  Zeitschrift  veröffentlichte: 
das  Werk  ist  ein  solches  ersten  Ranges,  es  kann  sich  getrost 
neben  die  besten  seiner  Art  stellen,  es  bietet  eine  Fülle  neuer  Gesichts- 
punkte und  behandelt  Vieles,  was  bis  jetzt  noch  in  keinem  andern  Lehr- 
buche der  Geodäsie  sich  findet.  Ohne  Zweifel  wird  es,  wie  der  Herr 
Verfasser  hofft,  einen  Beitrag  liefern  „zur  Beschränkung  der  unleugbaren 
Zerfahrenheit  vieler  deutscher  Vermessungen,  wo  noch  häufig  Triangu- 
lirungen  für  Landesvermessungszwecke  und  Gradmessungszwecke,  Nivel- 
lirnngen ,  topographische  und  Katasteraufnahmen  ohne  die  nöthige,  leicht 
zu  erzielende  gegenseitige  organische  Verbindung  ausgeführt  werden". 
Es  ist  den  Studirenden  der  Mathematik,  Geodäsie  und  Technik  warm 
zu  empfehlen,  ebenso  warm  aber  auch  den  betreffenden  Praktikern, 
selbst  denjenigen  unter  ihnen,  welche  allen  (in  dem  Werke  freilich  oft 
vorkommenden)  Integralzeichen  ehrerbietig  aus  dem  Wege  zu  gehen 
pflegen,  denn  mit  seltenem  Geschick  hat  es  die  Theorie  der  Praxis  dienst- 
bar gemacht. 

Dresden,  20.  Februar  1879.  A.  Fuhrmann. 


Studien  zur  Geschichte  der  mathematischen  und  physikalischen  Geographie 
von  Dr.  Siegmünd  Günther.  Halle  a.S.  bei  Louis  Nebert.  1877 — 79. 
408  S.  mit  51  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten . 

Das  Buch,  welches  wir  unseren  Lesern  heute  zu  empfehlen  haben, 
bildet  kein  in  sich  abgeschlossenes  und  abgerundetes  Ganzes.  Es  sind 
vielmehr  sieben  gesonderte  Abhandlungen,  welche  im  Verlaufe  zweier 
Jahre  in  Gestalt  von  sechs  einzelnen  Heften  erschienen  sind,  deren 
zweites  die  zwei  enger  zusammengehörigen  Abhandlungen  II  und  III  ent- 
hielt, während  die  übrigen  Hefte  je  von  einer  Abhandlung  erfüllt  waren. 
Die  einzelnen  Ueberschriften  sind  folgende: 

I.  Die  Lehre  von  der  Erdrundung  und  Erdbewegung  im  Mittelalter 
bei  den  Occidentalen.     S.  1  —  56. 

.     II.    Die  Lehre  von  der  Erdrundung  und  Erdbewegung  im  Mittelalter 
bei  den  Arabern.     S.  57—93. 

III.    Die  Lehre   von   der  Erdrundung   und  Erdbewegung  im  Mittel- 
Iter  bei  den   Hebräern.     S.  94  -128. 
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IV.  Aeltere  und  neuere  Hypothesen  über  die  chronische  Versetaung 
des  Erdschwerpunktes  durch   Wassermassen.     S.  129  —  216.    * 

V.  Analyse  einiger  kosmographischen  Codices  der  Münchner  Bef- 
und Staatsbibliothek.     S.  217—276. 

VI.  Johann  Werner  aus  Nürnberg  und  seine  Beziehungen  zur  mathe- 
matischen und  physischen  Erdkunde.     S.  277—  332. 

VII.  Geschichte  der  loxodromischen  Curve.     S.  333 — 408. 

Man  erkennt  schon  aus  den  Ueberschriften,  dass  die  vier  ersten  Ab- 
handlungen eine  Gruppe  bilden,  denen  die  drei  letzten  loser  anhängen. 
Die  Sammlung,  ursprünglich  auf  sechs  Hefte  berechnet,  hätte  darum  auch 
leicht,  wie  es  der  Verfasser  eine  Zeit  lang  beabsichtigte,  zu  grösserer 
Ausdehnung  unter  mehrseitiger  Mitwirkung  sich  erweitern  können.  Es 
wäre  alsdann  eine  Art  von  Zeitschrift  in  ungezwungen  erscheinenden  Hef- 
ten geworden,  wesentlich  grösseren  Aufsätzen  historisch -geographischen 
Inhalts  gewidmet  und  diesem  Wissenszweige  gegenüber  etwa  die  gleichen 
Zwecke  erfüllend,  denen  in  historisch  -  mathematischer  Beziehung  die 
Supplementhefte  dieser  unserer  Zeitschrift  genügen  wollen.  Die  Sachlage 
habe  sich,  sagt  der  Verfasser  im  Vorwort  des  6.  Heftes,  gänzlich  ver- 
ändert und  es  müsse  bei  dem  völligen  Abschlüsse  sein  Bewenden  haben. 
Die  Freunde  der  mathematischen  und  physikalischen  Geographie  werden 
dieses  gewiss  bedauern. 

Wir  haben  die  Studien  beim  Erscheinen  der  einzelnen  Hefte  in  der 
Jenaer  Literaturzeitung  angezeigt  und  sind  dabei  auf  mancherlei  Einzel- 
heiten eingegangen.  Jetzt,  nach  Vollendung  des  Sammelbandes,  wollen 
wir  nicht  versäumen ,  unsere  Leser  auf  denselben  hinzuweisen.  Sie  dürf- 
ten in  jedem  einzelnen  Aufsatze  Dingen  begegnen,  die  ihnen  neu  und 
von  Interesse  sind;  insbesondere  werden  sie  abei'  von  der  ganzen  zweiten 
Hälfte  und  vor  Allem  von  dem  letzten  Hefte  sich  angezogen  fühlen.  In 
ihm  vollzieht  der  Verfasser,  wenn  wir  so  sagen  dürfen ,  die  Rückkehr  in 
die  eigentliche  Heimath,  in  das  Gebiet  mathematischer  Forschung. 

Cantob. 


Ouaesliofics    Archimedeae    scripsit  J.   L.   Heiberg,      Inest  de   arenae 

numero  libellm.     Hauniae,  Sumptihus  Rudolphi  Klcinii,     1879.    205  S. 

und  1  lithograph.  Tafel. 

Unsere  Leser   erinnern   sich  des  Aufsatzes:    „üeber  eine  Stelle  des 

Pappus",  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXIII,  Hist.-lit.  Abthlg.  117—120,  in 

welchem    Herr    Ileiberg    eine    ebenso    philologisch,    wie    mathematisch 

schwierige  Stelle,  die  sich  auf  die  Spirale  des  Archimedes  bezieht,  ins 

Reine    gebracht    hat,    sich    dadurch    als   in   beiden    Sätteln   gleichmSssig 

gerecht    erweisend.     Heute  schickt   uns   derselbe   seine   Dissertation  zu, 

durch   welche  er  sich  vollends  unter  die  verhältnissmässig  Wenigen  ein- 
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reiht,  die  als  Philologen  von  Fach  sich  so  eingehend  mit  Mathematik 
beschäftigt  haben,  dass  sie  auf  die  Herausgabe  antiker  Schriften  geo- 
metrischen Inhalts  fast  mit  Zwang  hingewiesen  sind.  Was  für  Heron, 
für  Pappus,  für  Nikom^achus,  für  Theon  von  Smyrna  in  den 
letzten  Jahrzehnten  geleistet  worden  ist,  das  beabsichtigt  Herr  Hei  borg 
fiirArchimed  zu  unternehmen.  Seine  Abhandlung  „Quaestiones  Archi- 
medeae^''  stellt  gewissermassen  die  Vorrede  zu  einer  neuen  Teztausgabe 
des  Archimed  dar,  von  welcher  auch  schon  eine  Probe  in  Gestalt  der  Sand- 
recbnung  in  gereinigtem  Texte  beigegeben  ist.  So  weit  wir  als  Histo- 
riker die  Abhandlung  zu  prüfen  im  Stande  waren,  bringt  der  Verfasser 
zu  seiner  Aufgabe  eine  vollkommene  Verständniss  des  grossen  Syraku- 
sischen  Mathematikers  mit,  unterstützt  durch  eine  fast  vollständige  Kennt- 
niss  der  einschlagenden  Literatur.  Wir  vermissen  nur  drei  Aufsätze, 
welche  Herr  Heiberg  noch  kennen  lernen  muss,  bevor  er  wirklich  an 
die  Herausgabe  des  Archimed  herangeht:  J.  H.  T.  Müller,  Beiträge 
zur  Terminologie  der  griechischen  Mathematiker.  Leipzig  1860,  bei  B. 
6.  Teubner;  —  M.  Curtze,  Recension  von  Henning's  Programm 
über  den  unechten  Brief  des  Archimed  in  der  Zeitschr.  Math.  Phys.  XX, 
Hist.-lit.  Abthlg.  89— 91;  —  F.  Hultsch,  Ueber  den  Himmelsglobus 
des  Archimedes,  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXII,  Hist.-lit.  Abthlg.  106—107. 
Die  genannte  Recension  Curtze's  würde  Herrn  Heiberg  insbesondere 
über  die  Unmöglichkeit  der  an  sich  recht  scharfsinnigen 'Her  che  raschen 
Hypothese  belehrt,  ihm  auch  weitere  Literaturangaben  zum  Ochsenproblem 
geliefert  haben.  Wir  freuen  uns,  bezüglich  dieses  letzteren  Problems  mit 
Herrn  Heiberg  einverstanden  zu  sein,  indem  auch  wir  dessen  Echtheit 
annehmen.  Ob  dagegen  der  sogenannte  ,,LociihiS  Archimedius''  mit  Recht 
angezweifelt  wird,  lassen  wir  bei  der  ünwichtigkeit  des  Gegenstandes 
dahingestellt.  Ein  Archimed  konnte  schon  einmal  ein  Spiel  erdenken 
—  hat  doch  Leibnitz  das  Solitairespiel  eingeführt.  Wenn  an  dem  Vor- 
handensein der  xcovixa  azoixBla  des  Archimed  gezweifelt  wird,  so  thei- 
len  wir  wieder  die  Ansichten  des  Verfassers  und  wollen  nur  ganz  kurz 
unsere  Meinung  andeuten,  dass  diese  Elemente  der  Kegelschnitte  von 
Euklid  herrühren,  dem  0Toi%HmTi]g  auch  für  diesen  Theil  der  Mathe- 
matik, wie  man  zu  oft  übersehen  hat.  Die  Wahlsätze  kann  —  das  geben 
wir  Herrn  Heiberg  gern  zu  —  Archimed  in  der  Form,  wie  sie  aus 
dem  Arabischen  übersetzt  vorliegen ,  nicht  geschrieben  haben ;  doch  dürfte 
mehr  als  nur  Satz  4  und  14  auf  Archimed  zurückzuführen  sein,  Satz  8 
z.  B.  hat  für  uns  ein  ganz  Archimedisches  Gepräge.  Ob  Salinen  Wellen- 
linie bedeuten  kann  (abgeleitet  von  adkog  =  das  Schwanken  des  hohen 
Meeres)?  Wir  stellen  diese  Frage  an  Herrn  Heiberg  selbst,  der  philo- 
logisch viel  mehr  versteht,  als  wir,  der  aber  bezüglich  dieses  Wortes 
erklärt,  Nichts  damit  anfangen  zu  können.  Cantor. 


Hiit.-Ut.  Abthlg.  d.  Zeitachr.  f.  Math.  n.  Phya.  XXIV,  5.  12 
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Abrits  der  praktischen  Astronomie,  vorzüglich  in  ihrer  Anwendung  auf 
geographische  Ortsbestimmung,  von  Dr.  A.  Sa  witsch.  Nach  der 
zweiten  russischen  Originalausgabe  unter  Mitwirkung  des  Verfassen 
neu  herausgegeben  von  Dr.  C.  F.  W.  Peters.  Mit  6  Tafeln. 
Leipzig  1879. 

Von  allen  Astronomen  wird  das  Erscheinen  einer  neuen  Auflage  der 
praktischen  Astronomie  von  Sa  witsch  mit  Freuden  begrüsst  werden. 
Dieses  Werk,  welches  zuerst  im  Jahre  1850  in  deutscher  Sprache  in 
zwei  Bänden  erschien ,  hat  sich  des  ungetheiltesten  Beifalls  der  lernenden 
und  lehrenden  Astronomen  zu  erfreuen  gehabt.  Das  fast  gleichzeitig  von 
Brunn ow  herausgegebene  Werk  über  sphärische  Astronomie  hat  jenes 
ebenso  wenig  verdrängen  können ,  wie  es  die  nicht  übertroffene  PracUcal 
.and  Spherical  Asironomy  von  Chauvenet  vermochte.  In  den  letzten 
Jahren  machte  sich  indessen  das  Bedürfniss  einer  neuen  Auflage  in  um 
so  grösserem  Maasse  geltend,  als  seit  dem  Jahre  1850  vielfach  andere 
Methoden  und  wesentlich  veränderte  Instrumente  bei  den  Beobachtungen 
in  Anwendung  kamen.  Dem  jetzigen  Standpunkte  der  Wissenschaft  ist 
nun  sowohl  von  dem  Verfasser  selbst,  als  auch  von  dem  Herausgeber 
der  deutschen  Ausgabe  dieses  ursprünglich  russischen  Werkes  in  mög- 
lichster Ausdehnung  Rechnung  getragen. 

Der  Hauptzweck  des  Werkes  ist,  Anleitung  zu  astronomischen  Be- 
obachtungen t  besonders  solcher,  welche  sich  auf  die  geographische  Orts- 
bestimmung beziehen ,  mit  kleinen  und  bequemen  Instrumenten  zu  geben. 
Demgemäss  findet  die  sphärische  Astronomie  nur  in  geringerem  Maasse 
Berücksichtigung.  In  der  Einleitung  werden  die  Erklärungen  der  ver- 
schiedenen Zeiten,  der  bei  der  Beduction  der  Beobachtungen,  wie  sie 
das  Instrument  ergiebt,  noth wendigen  Correctionen  gegeben.  Hier  hätten 
wir  freilich  gewünscht,  dass  auch  die  gebräuchlichen  Formeln  ausser  den 
einfachen  Erklärungen  angegeben  wären;  speciell  betrifft  diese  Bemerkung 
die  Refraction  und  die  zur  Reduction  des  mittleren  Ortes  des  Sternes  anf 
den  scheinbaren  nöthigen  Formeln ,  welche  letztere  geeigneter  in  §  7,  als 
am  Schlüsse  des  Werkes,  im  Anhang  ihren  Platz  gefunden  hätten.  Auch 
im  vorliegenden  Werke  finden  wir  bei  Anführung  praktischer  Befractions- 
tafeln  die  wenig  bekannten  und  doch  besonders  bequemen  Washingtoner 
{Wash.  Annais  I)  nicht  erwähnt.  —  Es  folgen  dann  allgemeine  Bemer- 
kungen über  die  Winkelmessinstrumente,  das  Fernrohr  etc.  Einen  be- 
trächtlichen Zusatz  hat  hier  die  neue  Auflage  erhalten,  indem  die  Ab- 
lesung der  Kreistheilung  mittelst  Mikroskope  besondere  Besprechung 
gefunden  hat. 

Im  ersten  Abschnitte  sind  die  zu  Ortsbestimmungen  gebräuchlichsten 
Instrumente  specieller  behandelt.  Bei  dem  Passageninstrument  sind  Zu- 
sätze oder  Veränderungen  nicht  uöthig  geworden ,  dagegen  ist  der  astro- 
nomische Theodolit  durch   den  in  Russland  vielfach  angewandten  £ep- 
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sold'schen  Verticalkreis,  und  das  ETteTsche  Uniyersalinstniment  durch 
das  Pistor  &  Martins" sehe,  welches  in  neuester  Zeit  in  der  astrono- 
mischen Werkstfttte  von  A.  Lingke  &  Comp,  in  Freiberg  in  vorzüglicher 
Weise  angefertigt  wird,  ersetzt  worden.  Mit  Rücksicht  auf  die  bei  letz- 
terem übliche  Mikroskopablesung  wnrde  die  Besprechung  der  letzteren  in 
die  Einleitung  aufgenommen,  während  die  Berichtigung  und  Untersnch- 
nng  der  Mikrometerschrauben  erst  hier  dargelegt  wird. 

Die  Bestimmung  der  Breite  und  der  Zeit  durch  die  Messung  von 
Zenithdistanzen  wird  im  zweiten  Abschnitte  gegeben.  Auffallend  ist, 
dass  bei  der  Bestimmung  der  Polhöhe  aus  beobachteten  Zenithdistanzen 
des  Polarsterns  die  erste  Auflage  keine  Zusätze  erfahren  hat.  Die 
neueren,  namentlich  vom  geodätischen  Institut  herausgegebenen  Hilfs- 
tafeln, welche  auf  der  bekannten  Littrow'schen  Reihen entwickelung, 
deren  erste  Glieder  auch  die  Tafel  im  Nautic.  Jlmanac  enthält,  beruhen, 
haben  sich  gerade  in  der  Praxis  so  vielfach  bewährt,  dass  sie  in  einem 
Handbuche  mit  spcciell  praktischen  Zwecken  wenigstens  Erwähnung  hätten 
finden  sollen.  Dagegen  hat  dieser  Abschnitt  eine  schätzenswerthe  Be- 
reicherung in  Anführung  der  in  Amerika  bei  der  Coasi  Survey  namentlich 
angewandten  Tal  cot  tischen  Methode  zur  Breitenbestimmung  gefunden. 
Ebenso  werthvoU  ist  die  Mittheilung  der  Zinger' sehen  Zeitbestimmung 
aus  Beobachtung  correspondirender  Höhen  zweier  verschiedener  Sterne. 
Dieses  Verfahren,  an  sieh  nicht  neu,  ist  von  dem  Pulkowaer  Astronomen 
Zinger  kürzlich  vollständig  entwickelt,  und  da  die  Originalabhandlung 
in  russischer  Sprache  (erst  vor  Jahresfrist  erschien  eine  deutsche  Ueber- 
setzung)  publicirt  ist,  muss  die  Auseinandersetzung  der  Methode,  welche 
gewiss  noch  weiterer  Vereinfachung  fähig  ist,  an  hiesiger  Stelle  doppelt 
angenehm  empfunden  werden. 

Es  folgt  im  nächsten  Abschnitte  die  Zeit-  und  Breitenbestimmung 
mittelst  des  Durchgangsinstruments,  mit  eingehender  Behandlung  des  in 
neuerer  Zeit  vielfach  angewandten  Verfahrens  der  Beobachtungen  im  Ver- 
tical  des  Polarsterns,  sodann  im  vierten  Abschnitte  die  Bestimmung  des 
Azimuths. 

Die  bedeutendsten  Veränderungen  hat  das  Sa  witsch"  sehe  Werk 
bei  der  gegenwärtigen  Auflage  im  fünften  Abschnitte  erfahren.  Derselbe 
giebt  die  verschiedenen  Methoden  der  Längenbestimmung.  Zunächst  hat 
hier  die  telegraphische  Methode,  wenn  auch  nur  kurz,  Erwähnung  ge- 
funden. Mit  Rücksicht  auf  die  Methode  der  Chronometerübertragungen 
ist  der  Ermittelung  des  Chronometerganges  bei  verschiedenen  Tempera- 
turen den  neuesten  Erfahrungen  gemäss  besondere  Aufmerksamkeit  bereits 
im  ersten  Abschnitte  (Capitel  über  die  astronomischen  Uhren)  gewidmet, 
l^ie  Theorie  der  Sonnenfinsternisse  ist  fast  ganz  umgearbeitet  worden ,  an 
Stelle  der  Gauss^schen  Methode  zur  Berechnung  des  Verlaufs  einer 
Sonnenfinsterniss  auf  der  Erde  ist  die  Zech^sche  getreten  und  femer  die 
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Hansen 'sehe  Theorie  zur  Vorausberechnung  einer  Sonnenfinstemiss  für 
einen  gegebenen  Ort  nnd  die  Ableitung  der  geographischen  Länge  ans 
der  Beobachtung  einer  Sonnenfinsterniss  aufgenommen  worden.  Als  voll- 
ständiges  Rechnungsbeispiel  ist  hier  die  Vorausberechnung  der  Sonnen- 
finsterniss  1887,  August  18,  welche  Herr  von  Redieger  ausführte, 
mitgetheilt.  Die  Behandlung  der  Mondculminationen ,  Sternbedeckungen, 
sowie  der  letzte  Abschnitt,  Berechnung  trigonometrischer  Messungen,  hat 
wesentliche  Veränderungen  gegen  die  frühere  Auflage  nicht  erfahren. 
Wie  bei  dieser,  bilden  auch  hier  zwei  Anhänge,  über  die  Reflexions- 
instrumente und  über  Interpolation,  den  Schluss  des  Werkes. 

Was  das  Aeussere  des  Buches  betrifft,  so  bedauert  Referent,  dass 
die  beim  Gebrauch  unbequeme  Anordnung  der  Figuren  auf  Tafeln  am 
Ende  des  Werkes  beibehalten  ist  und  die  Figuren  nicht  in  den  Text 
selbst  eingedruckt  wurden.  Valentinbb. 


Substanz  und  Bewegung,  von  J.  Clerk  Maxwell,  ins  Deutsche  über- 
setzt von  Dr.  Ernst  v.  Fleischl.  Braunschweig,  Friedrich  Vieweg 
&  Sohn.     1879. 

Diese  Uebersetzung  von  J.  Clerk  MaxwelTs  Matter  and  Motion 
ist  ein  sehr  verdienstvolles  Unternehmen,  sie  umfasst  nur  140  Seiten  kl. 8® 
neben  einem  ausführlichen  Inhalts-  und  Wortregister  und  kann  kurz  be- 
zeichnet werden  als  „die  jetzige  Naturlehre,  aufgefasst  als  Theil  der 
Mechanik*^  Der  grundlegende  Begriff  ist  der  der  Energie  eines  mate- 
riellen Systems,  und  ein  hauptsächliches  Hilfsmittel  zur  Entwickelang 
der  einzelnen  Lehren  ist  das  des  Hamilton' sehen  Hodographen.  Die 
Uebersetzung  ist,  nach  der  Versicherung  des  Uebersetzers ,  im  engsten 
Anschluss  an  das  Original  geschehen,  mit  Ausnahme  einer  einzigen 
Stelle,    die   auf  einer  brieflichen  Mittheilung  MaxwelTs  selbst  beruht 

Was  den  Werth  des  Buches  anlangt,  so  können  wir  sagen:  es  steht 
einzig  da  hinsichtlich  der  Deutlichkeit  und  Klarheit  und  hinsichtlich  des 
sparsamen  Gebrauchs  mathematischer  Hilfsmittel.  So  ist  z.  6.  kein  Ge- 
brauch vom  Differentialquotienten  gemacht,  obwohl  der  Reihe  nach  ab- 
gehandelt werden  neben  einem  einleitenden  Theile,  der  hauptsächlich 
Definitionen  enthält,  die  Bewegung,  Kraft,  Eigenschaften  des  Massen- 
mittelpunktes, Arbeit  und  Energie,  Pendel  und  Gravitation  und  die 
allgemeine  Schwere. 

Wir  glauben  berechtigt  zu  dem  Urtheil  zu  sein,  dass  kein  Anfänger 
das  Büchlein  ohne  grossen  Gewinn  studiren  und  kein  Physiker  ohne 
grosses  Vergnügen  durchlesen  wird. 

Fr  ei  b  er  g,  den   1.  März  1879.  Tu.  Köttebitzscb. 
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Die  Gnmdprobleme  der  Mechanik,  eine  kosmologische  Skizze  von  Dr.  pbil. 
P.  Langer.     Halle  a.  S.,  Lonis  Nebert.     1878. 

Das  in  überwiegend  pbilosopbiscber  Form  abgefasBte  Scbriftchen  von 
68  Seiten  gr.  8^  bebandelt  in  einem  ersten  Tbeile  auf  54  Seiten  die  am 
meisten  bestrittenen  Punkte  der  Mecbanik,  wie  die  Begriffe  von  Kraft 
und  Masse )  das  Parallelogramm  der  Kräfte,  das  Galilei'sche  Trägbeits- 
gesetz  und  das  New  ton*  scbe  Gravitationsgesetz.  Der  zweite  Tbeil  ban- 
delt über  die  ästhetischen  Eindrücke  der  Körper. 

Für  das  Scbriftchen  selbst  ist  Anfang  und  Ende  charakteristisch. 
Es  beginnt  nämlich  das  Vorwort  mit:  „Die  folgende  Skizze  ist  in  der 
Absicht  entstanden,  die  Grundlagen  der  Mechanik,  insofern  sie  Hypo- 
thesen oder  aus  der  Empirie  entnommene  Wahrheiten  enthalten,  hinsicht- 
lich ihres  begrifflichen  Werthes  näher  zu  untersuchen/^  Das  charak- 
teristische Ende  ist:  „Es  wäre  nicht  schwer,  alle  im  Vorhergehenden 
entwickelten  Anschauungen  beliebig  weit  und  beliebig  detaillirt  zu  be- 
gründen. Eben  deswegen  sehen  wir  davon  ab;  es  würde  dieser  Schrift 
alsdann  der  Titel  einer  Skizze  nicht  mehr  zukommen.  In  den  Umrissen 
ist  eine  Weltanschauung  jedenfalls  bestimmt  charakterisirt.  Enthält  sie 
fruchtbare  Ideen ,  so  reicht  die  Skizze  hin,  um  ihnen  Leben  zu  verschaf- 
fen, und  enthält  sie  dieselben  nicht,  dann  wäre  erst  recht  die  Kürze  der 
Darstellung  der  grösste  und  einzige  Vortheil/' 

Es  ist  dem  Referenten  unmöglich  gewesen ,  klar  und  deutlich  nament- 
lich im  ersten  Tbeile  des  Schriftchens  zu  erkennen,  wie  der  Verfasser 
die  anerkannten  Schwierigkeiten  der  Mechanik  vermeiden  will;  wäre  nicht 
das  Schriftchen  vom  Verfasser  selbst  als  Skizze  bezeichnet  worden,  so 
würde  Beferent  ihm  diesen  Namen  mit  besonderem  Nachdruck  gegeben 
haben. 

Freiberg,  den  10.  Februar  1879.  Th.  Köttbritzsch. 
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Einige  von  Archimedes  yorausgesetzte  elementare  Sätze. 

Von 

Dr.  Heibbrg 

in  Kopenhagen. 


Hierzu  Taf.  VI  Fig.  S  —10. 


Wo  wir  directer  Qnellea  zur  Geschichte  der  Mathematik  entbehren, 
wie  ftxr  den  Zeitraum  zwischen  Euklid  es  und  Archimedes,  sind  Rück- 
schlüsse aus  den  zunächst  späteren  mathematischen  Werken  der  einzige 
Weg,  um  die  Fortschritte  der  Kenntnisse  in  der  Zwischenzeit  zu  erkennen. 
Ich  habe  daher  QuaesU  Jrchim.  Cap,  IV  ausser  den  von  Archimedes 
aufgestellten  neuen  arithmetischen  Sätzen  diejenigen  gesammelt,  die  von 
ihm  als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  aber  bei  Euklid  es  nicht  vor- 
kommen. Es  war  dabei  natürlich  nicht  meine  Meinung,  dass  diese,  zum 
Theil  sehr  unerheblichen  Erweiterungen  der  Euklidischen  Lehrgebäude 
sämmtlich  dem  Zeitalter  des  Archimedes  zuzuschreiben  seien;  zum 
Theil  reichen  sie  gewiss  bis  in  die  Euklidische  Zeit  hinauf,  ob  man 
gleich,  wie  es  öfters  mit  Recht  hervorgehoben  worden  ist,  nur  mit  grösster 
Vorsicht  aus  dem  Bekanntsein  eines  Satzes  auf  das  seiner  Conseqnenzen 
schliessen  dürfe.  Aber  selbst  wenn  man  sicher  annehmen  kann,  dass 
ein  Satz  viel  älter  sei,  ist  es  doch  für  die  Geschichte  der  Wissenschaft 
nicht  ohne  Wichtigkeit,  bestimmt  angeben  zu  können,  bei  welchem  Ver- 
fasser jener  Satz  zuerst  ausdrücklich  vorausgesetzt  werde.  Im  Anschluss 
hieran  will  ich  die  von  Archimedes  als  allgemein  bekannt  benutzten 
plangeometrischen  und  stereometrischen  Sätze  zusammenstellen,*  insofern 
sie  bei  Euklid  es  nicht  vorkommen.  Die  Erweiterungen,  die  Archi- 
medes selbst  diesen  beiden  Disciplinen  hinzugefügt  hat,  halte  ich  nicht 
für  nöthig  hervorzuheben,  weil  er  sie  in  zwei  besonderen  Werken,  ntqi 
aq>alQag  xal  xvklvdgov  und  xvxAov  ^ixQtiaig^  niedergelegt  hat.  üebrigens 
kann   die  Möglichkeit  nicht  ausgeschlossen  werden,   dass  Archimedes 


*  Nicht  berücksichtigt  sind  die  Bücher  jc^qI  oxovfiivmv, 
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anch  einige  von  den  hier  aufgeführten  Sätzen  selbst  erfunden  habe,  sie 
aber  für  so  leicht  und  einleuchtend  hielt,  dass  er  glaubte  seinen  Lesern 
(denn  er  schrieb  nur  für  die  in  der  Mathematik  ziemlich  weit  gekomme- 
nen) zumuthen  zu  können,  den  Beweis  aus  dem  aus  Euklides  bekann- 
ten Material  selbst  aufzubauen. 

Ich  fange  mit  den  plangeometrischen  S&tzen  an  und  zwar  mit 
einigen  Erweiterungen  der  Theorie  der  Parallelen. 

1.  Wenn    (Fig.  3)    AB^CD,    wird    die    Proportion    gelten: 
JE\EB^DE\CE  (folgt  einfach  aus  Eukl.  I,  29  und  VI,  4). 

Dieser  Satz  wird  angewandt  ntgi  aq^atg.  x.  xvA.  I,  22  p.  101,  2;  die 
Torhergehende  Begründung  ist,  wie  ich  anderswo  zeigen  werde,  unecht 
Ohne  Begründung  benutzt  Archimedes  denselben  Satz  ntg)  iU%,  p«  223,2 
und  7  p.  224,  18.  Auch  9  p.  225,  46  kann  die  Proportion  KEiJK^AFiAJ 
nur  durch  diesen  Satz  gefolgert  werden  {avv%ivxi  aus  JE\JK^=-  TJ\Ai\ 

2.  Wenn  (Fig.  4)  ABij^CD^EF^  wird  sich  verhalten:    AC\CE 
^BD'.DF  (nach  Eukl.  VI,  2). 

Hiervon  macht  Archimedes  Imn.  Icoqq.  II,  4  p.  40,  46  Gebrauch, 
aber  auch  nsgl  xmvouö,  10  p.  272,  28  beruht  die  Proportion  ZA 
XAn\AKXKB:=Zr^iA/fl  auf  diesem  Satze;   vergl.  p.  274,  6  flgg. 

3.  Wenn    (Fig.   5)    ÄB'J[,CD,    verhält   sich   AEiEB^CF.FD 
(vergl.  Clavius  zu  Euklid  I  p.  295). 

Dieser  Satz  kommt  nicht  selten  zur  Anwendung,  wie  xngay.  fiagaß.h 
p.  20,  24;  16  p.  28,  27  (denn  AfA^  OA  wird  daraus  geschlossen,  dass 
JUAiOA^NAiAP;  aber  NA^AP,  weil  BE=EH  und  BEiEH 
t=:NAiAP)'^  imn.  laog.  II,  5  p.  41,  41  (wo  ZN^NH  daraus  folgt,  dass 
AA:=  AT  und  AA.jr^ZNiNH). 

4.  Den  Hauptsatz  über  den  Transversal  AB:  BC^  AD:  DE  (Fig. 6) 
hat  schon  Euklid  (VI,  2),  und  Archimedes  benutzt  ihn  hfiufig.  Aber 
bei  ihm  kommt  auch  die  bekannte  Folge  AC:ABs=CE:BD  vor,  wie 
mgl  cq>.  %a\  xvL  I,  31  p.  109,  16  (vergl.  Eutokios  p.  109,  30  flgg.);  I,  44 
p.  123,  4  (wo  ein  ganz  fthnlicher  Schluss  gezogen  wird).  Auch  ni^ 
Muvond.  23  p.  287,  29  erhält  man  die  Proportion  BA:BE^AA\EZ 
vermöge  dieses  Satzes. 

Hieran  mögen  sich  einige  das  Dreieck  betreffende  Sätze  reiben. 
5.    Die  Linie,  welche  einen  Winkel  des  Dreiecks  halbirt, 
ist  kleiner,  als   die  halbe  Summe  der  den  Winkel  ein- 
schliessenden  Seiten. 

Diesen  Satz  führt  Archimedes  itzgX  UIk.  13  p.  232,  2  ausdrücklicb 
als  bekannt  an:  akia  Tag  iv  tm  TQiyoivci)  tag  AS  iixa  tefivovcag  tav 
ymvliev  lAsl^ovig  hu  ^  öinkdöuti  {at  AH,  Af).  Den  Beweis  gtebt  U.A. 
Sturm:  Uebers.  S.  403. 

6.  Die  Medianen  kommen  bei  Euklid  nicht  vor,  Archimedes  fast 
über  sie  folgende  Sätze: 
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a)  Der  Schnittpunkt    der    Medianen    fällt    auf  EB^   wenn 
der  Linie  ED^^AD  (Fig.  7). 

Dieser  Satz  ist  in  den  Worten:  Itfra»  iri  vov  (ilv  J B P  tgtydvov 
xivxgov  Tov  ßagiog  Inl  rag  ^M,  innöi^nEg  tqItov  fiigog  a  SB  rag  B^j 
ml  Siii  Tov  0  aa^ilov  nugdiXakog  xa  ßaaei  axrai  a  MS  enthalten  inm, 
leogQ.  I,  15  p.  15,  7;  denn  I,  14  ward  bewiesen,  dass  der  Schwerpunkt 
eines  Dreiecks  der  Schnittpunkt  der  Medianen  sei.  Den  Beweis  giebt 
EutokioB  p.  15,  40  flgg.  Derselbe  Satz  wird  iniK.  hogq.  II,  5  p.  41,  26flgg. 
angewandt. 

b)  Der   Schneidepunkt  der  Medianen  fällt  auf  die  Mitte 
der£inie£^  (Fig.  7)  (unter  der  oben  angegebenen  Bedingung). 

Dies  spricht  Archimedes  TSTQay,  nagaß.  6  p.  21,  8  flgg.  aus  in  den 
Worten:  Tsz^da^a  örl  a  BF  ygamia  xatd  xo  E  ovzmg^  Sats  SinXaaiova 
dfusv  tav  FE  tag  £J3,  xai  Sjfim  itaga  rav  JB  a  KEy  xal  zet^dö^a  Sl%ct 
xorra  to  S,  Tov  dtj  BAT  zgiymvov  Kivzgov  ßdgeog  iczi  zo  S  tfofictov. 
JiÖHxzai  ydg  rovzo  iv  totg  MtixccvtHoigt  d.  h.  inin.  laoQQ.  I,  14,  wo  aber 
eben  nur  das  bewiesen  wurde,  dass  der  Schwerpunkt  eines  Dreiecks  mit 
dem  Schnittpunkt  der  Medianen  zusammenfalle. 

7.  Dass  zwei  Dreiecke  bei  gleicher  Höhe  sich  wie  die  Grundlinien 
verhalten,  beweist  Euklid  VI,  1.  Dass  sie  aber  bei  gleicher  Grund- 
linie sich  wie  die  Höhen  verhalten,  findet  sich  bei  ihm  noch  nicht 
ausgesprochen  (vergl.  Clavius  I  p.  293),  und  der  Zusammenhaag  dieser 
Sätze  lag  den  Griechen  bei  ihrer  ganzen  Anschauungsweise  bei  Weitem 
nicht  so  nahe,  als  es  uns  scheint.  Den  angeführten  Satz  wendet  nun 
Archimedes  mehrmals  an,  wie  z.  B.  zezgay.  nagaß.  17  p,  29,  49  (wo 
ABJr=4BSr  daraus  folgt,  dass  B^TiBSr^B^iES)  und  mgl 
xavoHÖ.  25  p.  291,  15.  Eine  der  unsrigen  sich  nähernde  Auffassung  zeigt 
die  Schlussfolge  mgl  umvoni,  4  p.  265,  20 flgg.:  IWi  aga  ivtl  atSH,  AK 
(die  Höhen)*  ivzl  öi  bort  xol  af  BH^  AZ'  (die  Grundlinien;  man  sollte 
also  erwarten,  dass  Archimedes  hieraus  sogleich  auf  die  Gleichheit  der 
Dreiecke  sehliessen  würde;  er  fügt  aber  hinzu:)  cacrrs  i'aov  i^xX  xo  v7to 
tav  SHf  BH  mguxo^iBVOV  rm  vno  xdv  AK^  AZ.  "laov  aga  icxl  %a\  xo 
BEB  xglytDvov  xä  AAZ  xgiycivm. 

Noch  mögen  hier  zwei  Sätze  ihren  Platz  finden,  die  in  die  Trigono- 
metrie hinüberspielen. 

8.  Es  seien  ABC^  abc  (Fig.  8)  rechtwinklige  Dreiecke.    Dann  wird» 
weuD  Lb<By  folgende  Proportion  stattfinden:  AB:BC 
>  ab,:  bc. 
Auf  dieaen  Satz  stützt  Archimedes  die  Behauptung  nBgl  9q>,  %al 
xvl.  I,  4  p.  72,  16,  dass  MK:AK>  PH:  ET.     Den  ganz  einfachen  Be- 
weis giebt  Eutokios  p.  73,  33  flgg. 
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9.    Es    seien    ABC,    EDP    (Fig.  9)    rechtwinklige    Dreiecke,    und 
BC=DEy   aber   AC>  FE.     Dann    wird  folgende  Propor- 
tion stattfinden:   AB  i  FD  <  L  DFEiLB  AC<  ACiFE. 
Diesen  Satz  spricht  Archimedes  Wa^^ilx.  p.  324,  4flgg.  (I,  21  p.l82 
in  meinen  Quaesiiones  Archimedeae)  so  ans,  jedoch  ohne  Beweis:  al  yi^ 
%ct   ivaSv  TQiymvfDv  iq^oy^mvltov  at  fihv  arsgai  nliVQtci  at  mgl  xav  o(^av 
ymvlav   i6ai   tmvrif   at  dh  atsgai   Sviaoi,   a    iiUiünv   ycnvla  xav  noxi  xaiq 
dvicoig    nXevgalg   noxl  xav   ikaaaova   iifi^ova  (ihv   l%n  Xoyov  tj  a  fulimv 
ygafifid  xav  vno  xav  oQ^av  ycaviav  vnoxBivovaav  norl  xav  iAatftfovor,  liatf- 
öova  dl  II  a  fte/^cuv  yga^iid  xav  tisqI  xav  oQ^dv  ytoviav  noxl  xdv  ildccova. 
Den  Beweis  habe   ich  Quaest.  Arch.  p.  204— 205  nach  Com  man  dinns 
ansgeftihrt. 

üeber  Vierecke  findet  sich  Folgendes: 

10.  In  einem  Parallelogramm  schneiden  sich  die  Diagona- 
len im  Mittelpunkte  der  die  Mittelpunkte  einander 
gegenüberstehender  Seiten  verbindenden  Linie. 

Auf  diesem  Satze  beruht  die  Folgerung  inin.  Icoqq.  II,  1  p.  36,  16  fl^.: 
iitBi  iaa  iaxlv  d  AS  xa  SK  %al  oka  d  AK  xdg  dnevavxiov  tdav^dg  dtja 
xiiAVtiy  okov  xov  UM  xivxgov  tov  ßdgsog  icxi  xo  S  öafieiov;  denn  I,  10 
ward  nur  bewiesen ,  dass  der  Schwerpunkt  eines  Parallelogramms  mit  dem 
Schnittpunkte  der  Diagonalen  zusammentreffe. 

11.  Wenn  AF,  BE  und  CD  (Fig.  10)  verlängert  in  einem 
Punkte  zusammentreffen,  wird  A B EF:  ACDF=AB:JC 
gelten.     LAFE  ist  90^ 

Dieser  Satz  wird  xtxgay.  itaqaß,  14  p.  26,  2  angewandt,  wo  ans  der 
Proportion  BF'.BE^  ZEiEO  sogleich  geschlossen  wird  BAiBE^  AEiKE, 
yfeW  BA=  BF  VLud  nach  diesem  Satze  X£ :£<]>=  z:/£:iC£.  Auch  tcr^ajr. 
nagaß,  16  p.  28,  27  muss  MA=OA  auf  folgende  Weise  vermöge  dieses 
Satzes  gefolgert  werden:  NA=:AP  (s.  oben  Nr.  3),  aber  MA:0A 
c=  NA  :  AP.  Auch  nBgl  tumvosti,  5  p.  266,  33  flgg.  wird  nach  diesem  Satse 
geschlossen  AEiSM^  SEiBB;  hier  ist  die  Bedingung  ausdrücklich  fain- 
zngeFügt,  aber  in  einer  andern  Gestalt,  nämlich  dass  AßißC  (in  Fig.  10) 
dem  Verhältnisse  FE:  ED  gleich  sein  solle  (p.  266,  33:  insl  ydg  at  ES, 
KA  xd9exoi>  dg  xov  avxov  Xoyov  xixfiavxai  %axd  xd  M,  J5).  Der  Beweis 
kann  ungefähr  so  geführt  werden:  AB EF=^^AFX  FE+^AF^AB 
c=^AFX(FE+AB)'^  ebenso  ACDF^  ^AFX{AC+FD)  oi  ABEFiACDF 
^  FE+AB.AC+FD-,  aber  GA  i  GF=  A  B.  FE^  AC:  FD^,  daran« 
y4B  +  FE:AC+FDt^AB:AC  o:  AB EF\  ACDF=  A B  .  AC. 

12.  Ein  regelmässiges  Vieleck  ist  einem  Dreieck  gleich, 
dessen  Höhe  der  kleinste  Radius  des  Vielecks  und 
dessen  Grundlinie  der  Perimeter  ist 

Wird  z.  B.  xvxA.  yiixg,  \  p.  204,  3  angewandt. 
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13.  Aehnliche  reguläre  Vielecke,  die  in  Kreise  eingeschrie- 
ben sind,  verhalten  sich  wie  diese  (Eukl.  XII,  1  —  2). 

Wird  nsgl  xa>voEiö.  5  p.  266,  46  ügg.  {öiiti  xai  ot  xvxkoi  tovtov  bI%ov 
Tov  koyov)  angewandt  (vergl.  Clavins  zu  Eukl.  Ip.  228). 

14.  Zirkelsectoren  verhalten  sich  bei  gleichen  Winkeln 
wie  die  Quadrate  der  Radien  der  respectiven  Zirkel 
(denn  sie  verhalten  sich  wie  die  Zirkel). 

Wird  angewandt  nsgl  iXU,  26  p.  249,  15  ügg,  (Lin.  21 :  at  yaQ  ix  xäv 
tiivxQmv  zovxov  ix^vxi  xov  Xoyov  övvdfiei  nox^dkkdkag)  und  28  p.  254,  23  flgg. 
Ib.  Den  Satz,  dass  die  Schenkel  des  Tangenten  winkeis 
gleich  sind,  hat  Euklides  noch  nicht  (Clavius  I  p.  171);  Archi- 
medes aber  benutzt  ihn  xt/xA.  fiixg.  1  p.  204,  11  (i^  yccQ  PM  xy  PA  icti 
iaxiv). 

16.  Jede    Senkrechte    von    einem  Punkte   der    Zirkelperi- 
pberie  auf  den   Durchmesser  ist  die  mittlere  Propor- 
tionale zwischen  den  beiden  Stücken  des  Durchmessers. 
Diesen  in  Eukl.  VI,  13  enthaltenen  Satz  spricht  Archimedes  negl 
xmv,  13  p.  276,  8  mit  folgenden  Worten  aus:  ä  Sga  KS  icov  ivvacsixai 
Too  vno   (xdv)  Z0J    SE'   i^iAMVxktov  ydq  iaxi  xo  in\  xäg  EZ  xol  d  KS 
Tid^nog  ovaa  (iha  ylvixai  dvdkoyov  xdv  E6,  SZ;  vgl.  8  p.  270,  6,   wo 
AM*=:iAAXjiZ  so  begründet  wird:  iv  ^ftMvxJlta)  ydg  x^  nsgl  xdv  AZ 
xd^Bzog  Sx^ri  a  AM;  auch  angewandt  10  p.  272  eltr.;  274, 8;  14  p.  277, 19. 
Schliesslich  sollen  noch  einige  wenige  und  wenig  bedeutende  Sätze 
aus   der  Stereometrie  beigefügt  werden,   die  ein  Supplement  zu  den 
Eukl.  XI,  3—19  vorgetragenen  elementaren  Sätzen  über  Ebenen  bilden. 
17.. Eine    durch  zwei  von    drei    parallelen   Linien  gelegte 
£bene    wird   entweder  die  dritte  mit  aufnehmen   oder 
ihr  parallel  sein. 
Wird  angewandt  n$gl  xwvond.  16,  c  p.  279,  44  flgg. 

18.  Eine  Ebene,  die  auf  der  einen  von  zwei  parallelen 
£benen  senkrecht  ist,  wird  auch  auf  der  andern  senk- 
recht sein. 

Angewandt  nsgl  x(ovo€i6.  18   p.  281 ,  24  (Scxb  %ai  noxl  xo  Ttagdkla- 
Xov  avxai). 

19.  Eine  Ebene,  die  einer  andern,  auf  einer  dritten  senk- 
recht stehenden  Ebene  parallel  ist,  wird  selbst  auf  der 
dritten  senkrecht  stehen. 

Wird  nBQi  nrnvoBiö.  24  p.  289,  12  vorausgesetzt,  wenn  daraus,  dass 
die  Ebene  durch  (DT  der  durch  AT  gelegten  parallel  ist,  geschlossen 
wird,  dass  sie  das  Konoid  in  B  berühre;  denn  nach  prop.  17,  b  p.  281 
muBs  sie  auf  die  Ebene  ABT  senkrecht  sein,  was  also  stillschweigend 
daraus  gefolgert  wird,  dass  sie  der  hnfABF  senkrecht  stehenden  Ebene 
durch  Ar  parallel  ist. 
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20.  Durch  eine  nicht  senkrechte  Oerade  kann  nur  eine 
Ebene  anf  eine  andere  senkrecht  gelegt  werden. 
Wird  ausdrücklich  aufgeführt  (aber  ohne  Beweis)  nsgl  %»voit6.  18 
p.  281,  26  flgg.:  d  ii  fLif«  icoovvtai  ivo  ininsia  norl  td  avxo  inini6ov 
oQ^ä  dia  rag  aviäg  yQUfiiiag  ay^ha  ov%  iovöag  OQ^ag  notl  to  Mfuiov. 
Ebenso  auch  mg)  Kcavoetd,  20  p.  283,  7  flgg. :  lipaQfAoiti  Sh  xal  to  lniK(6ov 
TO  xaTci  rdv  NZ  tm  xaTc!  rav  AF,  hcA  dno  lag  avtäg  yp^iinag  noü  to 
avTo  inlnedov  äiiq>6xsQa  [og^d?]  Jvti. 


Drei  Briefe  von  Lagrange. 

Von 

Mobitz  Cantob. 


Wir  haben  uns  in  der  histor.- literar«  Abthlg.  8.  1  —  21  des  Yorigen 
Bandes  in  eingehender  Weise  mit  dem  Briefwechsel  Ewischen  La gr an ge 
und  Eni  er  beschäftigt,  welcher  zum  Theil  erst  ganz  neuerdings  an  die 
Oeffentlichkeit  gelangt  war.  Heute  sind  wir  in  der  Lage,  unsere  Leser 
wieder  auf  drei  Briefe  von  Lagrange  aufmerksam  'machen  zu  können, 
welche  ^er  Berliner  und  der  Bologneser  Bibliothek  entstammen  und  welche 
Fürst  Boncompagni  in  ähnlicher  Weise  in  Berlin  und  Florenz  hat 
aütographiren  lassen,  wie  er  es  mit  den  obenerwähnten,  in  Petersburg 
aufgefundenen  Briefen  an  ihrem  Fundorte  veranstaltet  hat.  Wir  sind 
zugleich  in  der  Lage,  von  den  zutreffenden  Bemerkungen  Qebrauch  zn 
machen,  welche  Herr  Genocchi  bezüglich  zweier  dieser  Briefe  derTn- 
riner  Akademie  in  ihrer  8itzung  vom  23.  Februar  1879  unterbreitete,  sowie 
anderer,  welche  Herr  Favaro  drei  Wochen  später  am  16.  März  der  Aka- 
demie von  Padua  vorlegte. 

Die  Briefe  sind  allerdings  wissenschaftlich  keineswegs  von  dem  Inter- 
esse^ welches  sich  aus  dem  Umstände  herleitet,  dass  ein  Brief  uns  oft  besser 
als  eine  Abhandlung  das  Entstehen  grosser  Gedanken  erkennen  lisst. 
Sie  zeigen  uns  nur  den  Menschen,  nicht  den  Oelehrten  Lagrange, 
aber  diesen  als  liebenswürdigen  Briefsteller.  Namentlich  der  erste  Brief 
ist  in  dieser  Beziehung  hervorzuheben.  Lagrange  schrieb  ihn  von  Paris 
aus  unter  dem  16.  Januar  1801.  An  wen  er  gerichtet  war,  ist  nicht  aus- 
drücklich gesagt,  aber  verschiedene  Umstände  lassen  es  unzweifelhaft 
erscheinen,  dass  der  Adressat  Niemand  anders  gewesen  sein  kann,  sli 
Franz  Theodor  De  La  Garde,  Buchhändler  in  Berlin  und  f  in  Cha^ 
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lottenburg  den  3.  Juli  1824.  Es  bandelt  sich  um  Bücher,  welche  der 
Adressat  durch  Vermittelang  des  Pariser  Verlegers  Duprat  an  Lagrange 
geschickt  hatte,  darunter  „Denina,  Geschichte  Piemonts  und  der  übri- 
gen Staaten  des  Königs  von  Sardinien'^  welches  1800—1805  in  drei 
Bänden  gerade  bei  F.  T.  la  Garde  in  Berlin  erschienen  ist  und  wovon 
offenbar  der  I.  Band  hier  gemeint  ist.  Es  ist  ausserdem  von  Madame 
De  la  Garde  die  Bede,  welcher  Frau  Lagrange  als  Gegengeschenk 
für  einen  Roman  der  Frau  von  Goulis  (Les  mires  rivales  ou  la  CaUmnie, 
1800  in  Berlin  und  Paris  erschienen)  einen  modernen  Winterhut,  einen 
sogenannten  Turban,  zuschickt.  La  Garde  scheint  auch  Garten-  oder 
Feldbauliebhabereien  gehabt  zu  haben,  denn  das  Gegengeschenk,  welches 
Lag  ränge  ihm  zuwendet,  besteht  in  einem  Päckchen  Saamen  chine- 
sischen Hanfes,  dessen  Besitz  Lagrange  selbst  einem  gewissen  Touin 
verdankte.  Wahrscheinlich  ist  damit  Andr^  Thouiu  gemeint,  seit  1774 
königl.  Obergärtner  und  Mitglied  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaf- 
ten. Die  einzige  mathematische  Bemerkung  des  Briefes  bezieht  sich  auf 
Moutncla's  Geschichtswerk.  Montucla  war  am  18.  December  1799 
in  Versailles  gestorben  und  hatte  das  Manuscript  der  beiden  ersten  Bände 
der  zweiten  Auflage  seiner  Geschichte  der  Mathematik  druckfertig  hinter- 
lassen. Der  erste  Band  war,  als  Lagrange  diesen  Brief  schrieb,  schon 
erschienen,  der  zweite  war  unter  der  Presse.  Lagrange  verspricht  sich 
nicht  viel  von  demselben.  „Der  Gegenstand  überstieg,  glaube  ich,  das 
Maass  der  Kräfte  des  Verfassers;  ich  rede  von  der  Abtheilung,  welche 
die  Fortschritte  der  Mathematik  im  letztverflossenen  Jahrhundert  behan- 
delt; denn  was  den  schon  bekannten  Theil  betrifft,  so  lässt  dieser,  wie 
mir  scheint,  recht  wenig  zu  wünschen  übrig.*^  Noch  mehr  Misstrauen 
setz:^  Lagrange  in  Lalande's  Fähigkeit ,  bei  unvollendeten  Abschnitten 
ergänzend  einzutreten,  und  dieses  Misstrauens  hat  sich  Lalande  in  der 
That  recht  sehr  würdig  erwiesen.  Was  Montucla  in  einer  Geschichte 
der  Mathematik  im  XVIII.  Jahrhundert  hätte  leisten  können ,  wissen  wir 
nicht,  da  die  beiden  von  ihm  fertig  gestellten  Bände  nur  bis  zum  Schlüsse 
des  XVII.  Jahrhunderts  reichen,  im  dritten  Bande  aber  das  von  Mon- 
tucla Herrührende  kaum  mehr,  als  eine  erste  Aufzeichnung  genannt 
werden  kann. 

Der  zweite  Brief  ist  an  La  place  gerichtet.  War  es  beim  ersten 
Briefe  möglich,  aus  dem  Inhalt  den  Adressaten  zu  erkennen,  so  ist 
bei  dem  zweiten  die  mangelnde  Datirung  bis  zu  einem  gewissen  Grade 
zu  ergänzen.  Lagrange  dankt  nämlich  fÜrLaplace's  Abhandlung  über 
Approximationen  und  Fürst  Boncompagni  hat  offenbar  richtig  ver- 
mnthet,  es  sei  das  „Memoire  sur  les  approximaUons  des  fortnules  gut  sonl 
fonctions  de  ires-grands  nombres^^  gemeint,  welche  1785  in  Paris  in  der 
Histoire  de  VAcademie  etc.  antiee  1782  gedruckt  erschien.  Die  Abhandlung 
aus  dem  letzten  Jahre,  welche  Lagrange  dagegen  Laplace  mittheilt, 
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'N/^^i'X'S^h^^^^^^  «ih^.^^. 


weil  es  eben  eine  zweite  Abhandlung  sei  und  Laplace  die  erste  schon 
besitze ,  muss  die  „  Theorie  des  variations  seculaires  des  elements  des  planeks^^ 
aus  den  Veröffentlichungen  der  Berliner  Akademie  von  1783  und  1784 
sein,  wie  gleichfalls  von  unserem  italienischen  Fachgenossen  bemerkt 
worden  ist.  Das  Briefchen  an  Laplace  muss  demnach  1785  geschrie- 
ben sein. 

Der  dritte  Brief  ist  ein  unter  dem  6.  April  1773  Ton  Berlin  aus  an 
Canterzani,  den  Secretär  der  Akademie  von  Bologna,  gerichtetes  Dank- 
schreiben Lagrange 's  für  seine  Ernennung  zum  Mitgliede.  Da  man 
bisher  nicht  wusste,  dass  Lagrange  überhaupt  der  Akademie  von  Bologna 
angehörte,  so  entbehrt  auch  dieser  sehr  förmliche  Brief  in  französiscber 
Sprache  nicht  einiges  Interesses. 
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0tt*8  ipraphiBehes  Bechnen.  Bemerkungen  zu  der  Recension,  die  Herr 
Dr.  M.  Cantor  im  XXIV.  Jahrgänge  dieser  Zeitschrift,  S.  146  his 
147  der  histor.- literar.  Abthlg.,  yeröffentlicht  hat.* 

Es  ist  eine  alte  Sitte,  dass  bei  der  Becension  eines  Buches  vor  allem 
Andern  der  Inhalt  und  Zweck  desselben  angegeben  und  neben  den  etwa 
vorhandenen  Mängeln  auch  die  guten  Seiten  desselben,  und  namentlich 
das,  was  es  Neues  bringt,  gewtlrdigt  werde. 

Dieser  Usus  scheint  aber  dem  Herrn  M.  Cantor  unbequem  zu  sein, 
denn  nachdem  er  gleich  von  vornherein  erklärt,  dass  ihm  die  drei  vor- 
hergehenden Auflagen  des  betreffenden  Werkchens  völlig  unbekannt  ge- 
blieben sind  (was  nicht  Schuld  des  Autors  ist),  wendet  er  sich  sofort  zu 
den  Mängeln  des  Werkchens,  die  seiner  Ansicht  nach  darin  bestehen, 
dass  der  Autor  tlber  die  mathematische  Ausbildung  der  Leser,  welche 
von  ihm  belehrt  werden  sollen,  im  Unklaren  war.  Er  bemängelt,  dass 
bei  den  Lesern  die  Kenntniss  der  Kegeln  über  den  Gebrauch  der  Loga- 
rithmen, der  Begriff  der  geometrischen  Reihen  und  die  Kenntniss  der 
Gleichung  der  Ebene  nicht  als  bekannt  vorausgesetzt  wird,  während  an- 
dererseits von  der  Guldin'schen  Regel  und  jener  über  die  Zeichenfolgen 
und  Zeichenwechsel  Gebrauch  gemacht  und  sogar  die  logarithmische  Spi- 
rale und  die  Sinuslinie  benützt  werden. 

Hätte  der  Herr  Recensent  die  Vorrede  zu  den  früheren  Auflagen 
gelesen,  so  würde  er  sich  überzeugt  haben,  dass  der  Autor  nur  jene 
Kenntnisse  voraussetzte,  die  an  Untergymnasien  oder  Unterrealschulen 
gewonnen  werden  können ,  und  dass  daher  das  Rechnen  mit  Logarithmen, 
das  Wesen  der  Progressionen  und  die  analytische  Geometrie  nicht  als 
bekannt  vorausgesetzt  werden  durften.  Der  Gebrauch  der  Guldin*scheu 
Regel  und  jener  über  die  Zahl  der  positiven  und  negativen  Wurzeln 
einer  Gleichung  diente  nur  als  Mittel  zum  Zweck,  weshalb  ihre  Ableitung 
nicht  am  Platze  gewesen  wäre,  während  die  Eigenschaften  der  logarith- 

*  Anmerkung  der  Bedaction.  Wir  ersuchen  oneere  Leser,  dieser  Anti- 
kritik ihre  Aofinerksamkeit  zu  widmen.  Sie  werden  daraus  besser,  als  durch  weit- 
läufige Auseinandersetzungen  von  unserer  Seite  entnehmen,  wie  buchstäblich  ge- 
rechtfertigt unsere  Ausstellungen  waren. 
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mischen  Spirale  und  Sinnslinie  in  ganz  elementarer,  leicht  fasslicher 
Weise  entwickelt  wurden.  Dieser  elementaren,  leicht  fasslichen  Darstel- 
lungsweise verdankt  das  Werkchen  seine  weite  Verbreitung  und  Brauch- 
barkeit, die  am  besten  dadurch  documentirt  erscheint,  dass  dasselbe  yon 
namhaften  Ingenieuren  ins  Englische,  Französische,  Holländische,  Ita- 
lienische, Polnische  und  Schwedische  übersetzt  und  in  hervorragenden 
technischen  Zeitschriften  günstig  beürtheilt  worden  ist.  Schliesslich  mnss 
noch  bemerkt  werden,  dass  die  mir  von  Herrn  Dr.  M.  Cantor  zn- 
gemuthete  Folgerung:  „Jede  Oberfläche,  welche  die  drei  Coordinaten- 
ebenen  geradlinig  schneidet,  müsse  eine  Ebene  sein"  entstellt  ist;  denn 

es  heisst  auf  S.  179  wörtlich:    „Da  also  die  Fläche  — +|^  +  .i  =  l  die 

«1      Pi      7i 
Coordinatenebenen  nach  geraden  Linien  schneidet,  so  muss  diese  Fläche 
selbst  eine  Ebene  sein.*' 

Prag,  den  24.  Juli  1879.  K.  v.  Ott. 


Der  geodätisohe  Taohygraph  und  der  Taofaygraph-FlaBimeter.  Instrumente 
zur  schnellen  und  genauen  graphischen  Construction  der  aus  den 
Daten  einer  Theodolitvermessung  herzustellenden  Detailpläne,  sowie 
zur  Ausmittelung  der  Flächeninhalte*     Nebst  Studien  über  die 
Libelle  und  das  umlegbare  Nivellirfernrofar.    VonJosBP 
SoBLBSisiGER,  o.  ö.  Prof.  d.  dcscr,  u.  prakt.  Geom.  a.  d.  k.  k.  Hoch- 
schule  für  Bodeneultur  in  Wien»    Mit  8  Holzschnitten  n.  2  Tafeln. 
Wien,  1877.     Faesy  &  Frick.    8*».     115  8. 
A.   Der  ausführliche  Titel  bezeichnet  den  Zweck  des  geodätischen 
Tachjgraphen   ausreichend;  man  kann  zufügen,  dass  auch  die  Mes- 
sungen mit  einem  andern  Instrument,   das  die  Winkel  nach  Gradmaass 
liefert  (Bussole)  verwerthbar  sind.     In  der  Schrift  sind  alle  Einzelheiten 
beschrieben,  die  beigegebenen  Tafeln  sind  von  ungewöhnlicher  Fttnheit 
und  schwerlich  ohne  Lupe  zu  benutzen.     Das  Wesentliche  des  Instrn- 
ments  lässt  sich  kurz   angeben:    Eine  starke,  gerade,  getheilte  Leit- 
schiene  wird  mit  Klammern  unverrückbar  auf  dem  Zeichenbrett  befestigt 
Ein  rechteckiger  Rahmen  kann  längs  der  Schiene  gleiten,   so  dass  die 
langen  Seiten  rechtwinklig  zu  ihr  stehen.     Eine  der  Langseiten  ist  ge- 
theilt   und   eine  Spitze   ist  auf  ihr  verstellbar,    durch  deren   federndes 
Niederdrücken   ein   feines  Loch   dicht  an   der  getheilten  Linealkante  in 
das  Papier  gestochen  wird.     Man  kann  also   (in  beliebigem  Maassstab) 
Punkte  auftragen,    deren   Coordinaten  in  Bezug  auf  die  Richtung  der 
Leitschiene  unmittelbar  gemessen  oder  ans  den  Messergebnissen  berech- 
net sind. 

In  dem  rechteckigen  Rahmen  ist  parallel  den  Langseiten  mit  genauer 
Führung  ein  quadratischer  Rahmen ,  der  Limbusrahmen,  verschiebbar. 
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In  dieses  Quadrat  ist  ein  getheilter  Kreis  eingesetzt,  der  an  Nonien  vor- 
über drehbar  ist,  wodurch  ein  mit  Ziehkante  versehener,  getheilter  Durch- 
messer in  jede  beliebige,  nach  Oradmass  gegebene  Neigung  gegen  die 
Coordinatenazen  (Schiene  und  lange  Kechtecksseite)  gebracht  und  eine 
längs  demselben  gezogene  Gerade  durch  jeden  vorherbeseichneten  Punkt 
der  Zeichnung  geführt  werden  kann.  Man  hat  also  aunftchst  eitien  guten 
Winkeltransporteur,  der  frei  ist  von  der  Unbequemlichkeit  und  Unsicher- 
heit des  Centrirens  des  Scheitelpunktes.  Es  lassen  sich  somit  die  werth- 
vollen  Ve];£ahren  der  Messtischaufnahmen  i  eineü  Punkt  zeichnend  als 
Durchschnitt  zweier  Oeraden  oder  als  Endpunkt  eines  gemessenen  Strahls 
bekannter  Länge  darzustellen  i  leicht  und  genauer,  als  auf  dem  Messtische 
selbst  anwenden.  Darin  beruht  der  Hauptnutzen  des  Tachjgraphen.  Für 
die  Ausfertigung  von  Detailplänen  ist  also  der  sehwerfKllige  Messtisch 
entbehrlich,  auch  das  mühsame  Anbinden  der  Punkte  durch  Nebenooordi- 
naten  an  Polygonseiten  oder  ähnliche  Hauptriohtungen  fällt  fort;  der 
Theodolit  oder  ein  ähnlicher  Winkelmesser  wird  für  die  Zwecke  der  gra- 
phischen Darstellung  bis  in  die  letzten  Einzelheiten  nützlich  und  zweck- 
mässig verwerthbar.  Es  ist  dem  Verfasser  zu  glauben,  dass  (neben  an- 
deren Vortheilen)  der  Zeitaufwand  bei  der  Theodolitmessung  und  ihrer 
tachjgraphischen  Verwerthung  geringer  ist,  als  bei  der  Messtischaufnahme, 
wobei  noch  zu  beachten  bleibt,  dass  die  Arbeiten  auf  dem  Felde  bei  gleichem 
Zeitaufwand  kostspieliger  sind,  als  die  im  Zimmer.  Hingegen  wird  grosse- 
rer Hechts-  und  Zukunftswerth  nicht  durch  die  Anwendung  des  Tachj- 
graphen erreicht,  sondern  dieser  ist  in  den  unmittelbaren  Zahlen  der 
Theodolitaufnahme  begründet.  Die  Einbürgerung  des  Taohygraphen  kann 
man  sehr  willkommen  heissen.  Nur  kann  man  fragen,  ob  die  durch  die 
mehrfachen  Theilungen,  Nonien,  Klemmvorrichtungen ,  Mikrometerwerke 
u.  s.  w«  bedingte  verwickelte  Einrichtung,  das  grosse  Oewicht  und  detf 
hohe  Preis  des  neuen  Instruments  im  richtigen  Verhältniss  zu  den  erreich- 
baren Vortheilen  stehen.  Hauptnutzen  der  zeichnenden  DarsteUungen 
ist  die  Ermöglichung  einer  guten  Uebersicht  der  gegenseitigen  Lage  der 
Feldpunkte.  Hierzu  ist  äusserste  Genauigkeit  nicht  nöthig  und  sie  ist 
bei  keiner  Karte  zu  erreichen.  Bestünde  sie  selbst  zti  gewisser  Zeit« 
so  macheti  die  beständigen  Aenderungen  des  Papieres  sie  vergänglich. 
Demgemäss  kann  man  wohl  der  Meinung  sein,  eine  einftichere  Vorrioh« 
tung  mit  massigerem  Preise  (einfacher  Tachygraph  160  fl. ,  vervollstän- 
digter 450  fl.  ö.  W.!)  sei  noch  wünschenswerth. 

Der  Verfasser,  indem  er  die  einzelnen  möglichen  Verwendungen  des 
Instruments  aufzählt,  will  freilich  auch  aus  der  mit  dessen  Hilfe  her- 
gestellten Zeichnung  andere  Maasse  ableiten ,  Flächen  berechnen  u.  s*  w. 
Das  ist  aber  doch  nur  gerechtfertigt,  wenn  man,  mit  Kücksicht  auf  Zeit- 
erspamiss,  mit  massiger  Annäherung  vorlieb  nimmt.  Was  gezeichnet 
werden  kann,   lässt  sich  immer  genauer  und  häufig  sogar  schneller  und 
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bequemer  rechnen.  Die  Kechnnng  selbst  bringt  keine  nenen  Fehler  in 
die  Ergebnisse,  während  die  gelungenste  Uebertragung  von  Messungen 
in  die  Zeichnung  nothwendig  Ungenauigkeiten  hervorbringt  und  das  Ab- 
greifen (auf  irgend  eine  Art)  von  Maassen  aus  unvollkommener  Zeichnung 
abermals  unvermeidliche  Fehlerquellen  in  sich  birgt. 

Der  Verfasser  empfiehlt  seinen  geodätischen  Tachygraphen  auch  zur 
mechanischen  Addition  gleichabständiger  Ordinaten  (wie  bei  Anwendung 
der  Simpson'  sehen  Regel  zur  Flächenberechnung  vorkommt).  Dagegen 
glaubt  der  Berichterstatter  grundsätzlich  sich  aussprechen  zu  können.  Es 
soll  die  Spitze  an  dem  getheilten  Lineal  auf  die  Anfangs-  und  End- 
punkte der  Ordinaten  genau  eingestellt  werden ;  nachdem  doppelt  soviele 
Einstellungen  gemacht  sind ,  als  Ordinaten  zu  addiren ,  liefert  der  Unter- 
schied der  zu  Anfang  und  zu  Ende  an  der  Linealtheilung  gemachten 
Ablesungen  die  verlangte  Summe.  Unstreitig  ist  aber  die  rechnerische 
Zusammenzählung  der  Längen  sicherer  und  viel  einfacher,  namentlich 
wenn  die  Ordinaten  aus  den  Feldmessungen  unmittelbar  oder  auch  nur 
mittelbar  durch  Bechnung  (zu  anderen  Zwecken)  bekannt  sind.  Die  Be- 
rechnung zu  dem  besondem  Zwecke  möchte  sogar  häufig  vorzuziehen 
sein.  Will  oder  kann  man  diese  nicht  vornehmen  und  will  ako  aus  der 
Zeichnung  abgreifen,  so  ist  der  Tachygraph  allerdings  brauchbar,  aber 
es  ist  besser,  das  getheilte  Lineal  nur  anzuschieben ,  nicht  die  Spitze  auf 
die  Endpunkte  zu  stellen ,  sondern  mit  dem  Auge  allein  abzulesen.  Dazu 
kann  nun  eine  einfachere  Vorrichtung  dienen,  z.  B.  ein  getheilter  Win- 
kel längs  getheilter,  gewöhnlicher  Zeichenschiene  verschoben,  prismatische 
Maassstäbe.  Out  getrocknetes,  gegen  die  Einwirkungen  der  Feuchtigkeit 
geschütztes  Holz  hat  Vorzüge  vor  dem  Metall  des  Tachygraphen,  am 
besten  dürften  gläserne  Lineale  sein.  Deren  Theilung  kann  fast  un- 
begrenzt fein  gemacht  werden,  mit  einem  sehr  geringen  Aufwand  von 
Sorgfalt  und  Geschicklichkeit  die  Parallaxe  vermieden  werden. 

Es  ist  theoretisch  verwerflich,  da,  wo  es  nicht  unumgänglich  sein 
sollte,  erst  mit  scharfem  Hinsehen  (es  soll  eine  Lupe  benutzt  werden) 
mit  sehr  geschickter  und  ruhiger  Hand  eine  Spitze,  deren  Dicke  niemals 
verschwindend  klein  ist,  auf  einen  Punkt  zu  bringen  und  dann  die  Stel- 
lung der  Spitze  gegen  eine  Theilung  abzulesen,  statt  unmittelbar  die 
Lage  des  Punktes  gegen  die  Theilung  mit  dem  Auge  zu  erforschen*  Man 
erlangt  bald  die  Fertigkeit,  die  Parallaxe  (die  beim  Einstellen  der  Spitze 
auch  vorkommen  kann)  zu  vermeiden  und  mit  blossem  Auge  Zehntd- 
miUimeter  zu  schätzen. 

Der  geodätische  Tachygraph  kann  auch  in  anderer  Art  zur  Flächen- 
ermittelung  verwendet  werden.  Durch  Parallelschieben  der  Alhidade  wird 
nach  bekanntem  Verfahren  das  Vieleck  allmälig  in  ein  Dreieck  von  ge- 
wählter Höhe  verwandelt;  aus  dem  Unterschiede  zweier  Ablesungen  wird 
die   Grundlinie  des   flächengleichen   Dreiecks  gefunden.     Das  Verfahren 
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wird  wohl  den  so  bequemen  Gebrauch  der  Polarplanimeter  (und  anderer) 
nicht  yerdrftngen,  es  ist  entschieden  umständlicher  und  entbehrt  des  bei 
häufig  wiederkehrenden  Geschäften  nicht  gleichgiltigen  Vortheils,  ohne 
weitere  Deberlegung,  förmlich  mechanisch  vollführt  werden  zu  können, 
nöthigt  endlich  zu  einer  (allerdings  sehr  einfachen)  Rechnung »  welche 
beim  Polarplanimeter  erspart  ist.  Zugegeben,  dass  mit  dem  Tachygraphen 
als  Planimeter  eine  etwas  grössere  Genauigkeit  erzielt  wird.  Ist  aber 
ausnahmsweise  verlangt,  einen  Flächeninhalt  mit  sehr  grosser  Genauigkeit 
zu  kennen ,  so  ist  die  unmittelbare  Berechnung  aus  den  Ergebnissen  der 
Theodolit-  und  Längenmessungen  doch  unvermeidlich.  Gewöhnlich  sind 
die  Tenne  für  die  Berechnung  der  Coordinaten  der  Eckpunkte  ohnehin 
schon  ausgewerthet  und  wenn  nicht,  muss  man  sich  eben  zur  Vornahme 
dieses  Geschäfts  entschliessen.  Selbst  die  Anwendung  der  L'huilli er- 
sehen Formel  dürfte  in  einfacheren  Fällen  nützlich  sein.  Allerdings 
haben  leider  viele  praktische  Geometer  eine  ganz  ungerechtfertigte  Scheu 
vor  jeder  Eechnung  und  ziehen  die  mühsameren  und  unsichereren  gra- 
phischen und  mechanischen  Methoden  vor. 

Herr  Schlesinger  bespricht  eingehend  das  (ziemlich  umständliche) 
Geschäft  der  Prüfung  des  Tachygraphen.  Bei  Aufzählung  der  einzelnen 
möglichen  Anwendungen  des  Instruments  sind  interessant  die  zur  Lösung 
der  Pothenot 'sehen  Aufgabe  und  zur  Ermittelung  der  bei  dem  Ge- 
brauche optischer  Distanzmesser  häufig  vorkommenden  Producte  L,Cos*a 
und  L.Cosa.Sma. 

Der  Tachjgraph  ist  vervollständigt  durch  Anbringung  eines  Läu- 
fers, d.i.  eines  kleinen,  getheilten,  mit  Stechspitze  versehenen  Lineals, 
das  sich  längs  der  Ziehkante  der  Alhidade  verschieben  lässt,  stets  recht- 
winklig zu  dieser  verbleibend.  Dadurch  ist  die  Auftragung  von  Punkten 
möglich,  die  durch  Nebencoordinaten  an  beliebige  Linien  angebunden 
sind  und  folglich  so  recht  die  ins  Einzelste  gehende  Verzeichnung  der 
mit  dem  Theodolit  gewonnenen  Messergebnisse. 

B.  Der  Tachygraph-Planimeter,  der  durch  mehr  oder  weniger 
Beigaben  zu  einem  Tachygraphen  billigerer  Art  umgestaltet  wird  (90  fl. 
ö.  W.),  soll  durch  die  längere  Ziehkante  des  messbar  beweglichen  Winkel- 
schenkels Vielecke  mit  längeren  Seiten  ausmessen  lassen ,  ohne  dass  eine 
Zerlegung  der  Figur  nöthig  wird.  Der  Grundgedanke  ist  wieder,  das 
Vieleck  durch  Parallelabschieben  in  ein  flächen  gleiches  Dreieck  bekannter 
Höhe  und  messbarer  Grundlinie  zu  verwandeln.  Wesentlich  ein  Winkel- 
transporteur mit  langer,  getheilter  Alhidade,  dessen  Drehmittelpunkt  auf 
einem  Stücke  liegt,  welches  messbar  längs  einem  getheilten  Lineal  ver- 
schoben werden  kann.  Mit  diesem  Instrument  soll  der  Flächeninhalt 
„fast  schneller*^,  als  mit  Fahrstiftplanimetern  gemessen  werden  können; 
jedenfalls  wird  bei  seiner  Anwendung  die  Zeichnung  besser  geschont.  Er 
kann  mit  zwei  Spitzen  auf  der  Zeichnung  festgestellt  werden ;  doch  wird 
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das  nicht  empfohlen,  sondern  seine  Verbindung  mit  einem  Leit-  oder 
Orientirwinkel,  wobu  Theile  des  vorher  erwähnten  geodätischen  Tachy- 
graphen  dienen  können. 

C.  Ein  Beitrag  znm  Studium  der  Libellentheorie  befleissigt 
sich  namentlich  scharfer  Definitionen.  Es  wird  vorausgesetzt,  die  Innen- 
fläche der  Libellenröhre  sei  durch  Umdrehung  eines  Kreisbogens  entstan- 
den und  die  Umdrehungsaxe  ist  dann  die  Libellenaze.  In  einer 
späteren  (die  Schlesinger'sche  nicht  erwähnenden)  Abhandlung  von 
Helm  er  t  (Zeitschr.  f.  Vemessungswesen,  VII  S.  185)  wird  gezeigt,  „dass 
der  Axenbegriff  mit  der  fär  gewöhnlich  genügenden  Annäherung  nicht 
an  die  Existenz  einer  tonnenförmigen  Rotationsfläche  gebunden  sein  kann 
und  auch  nicht  von  der  Lage  des  Hauptstriches^'  (Nullkreises)  „abhingt'*. 
Schlesinger  nennt  Niveaukreis  den  geometrischen  Ort  der  von  der 
Libellenaxe  entferntesten  Punkte,  deren  je  einer  auf  jedem  Meridian  ist, 
und  die  Theilstriche  sollen  Parallelkreise  sein  zu  jenem  äquatorialen 
Niveaukreise.  Der  vom  Mechaniker  aufgetragene  N ulikreis  (Haupt- 
strich) wird  im  Allgemeinen  vom  Niveaukreise  abweichen;  es  wird  ein 
Mittel  angegeben,  diese  Abweichung  zu  finden.  Es  ist  nützlich,  das  eine 
Ende  der  Libellenröhre  zu  bezeichnen  und  stets  den  halben  Unterachied 
der  Ablesungen  entsprechend  dem  vom  Zeichen  wenigst  und  dem  meiat 
entfernten  Blasenende  als  Lage  des  Blasenmittelpunktes  gegen  den  Nnll- 
kreis  zu  nehmen.  Der  so  gefundene  Ausschlag  der  Libelle  bei  einer 
Neigung  ihrer  Axe  gegen  den  Horizont  ist  stets  proportional  dieser  Nei- 
gung, wenn  auch  Niveau-  und  Nullkreis  von  einander  abweichen. 

Es  wird  recht  anschaulich  der  bekannte  Satz  erörtert,  dass  bei  einer 
Drehung  der  mit  tangentialen ,  schmalen  Lagerflächen  auf  dem  ünterlags- 
cjlinder  (der  selbst  in  einem  Lager  mit  solchen  tangirenden  Flächen 
ruht)  ruhenden  Libelle  kein  Ausschlag  erfolgt,  wenn  Libellen»  und 
ünterlagsaxe  parallel  sind,  hingegen  Ausschlag  stets  nach  derselben 
Seite  bei  Vor-  und  Bückwärtsdrehen,  wenn  die  Axen  sich  schneiden, 
und  zwar  gegen  den  Schnittpunkt  hin,  endlich  entgegengesetzte 
Ausschläge  bei  Vor-  und  Rückwärtsdrehen,  wenn  die  zwei  Axen  wind- 
schief sind.  Geringe  Drehungen  —  und  häufig  sind  nur  solche  mög- 
lich —  geben  keinen  erkennbaren  Ausschlag,  selbst  wenn  Libellen-  und 
Ünterlagsaxe  ziemlich  stark  gegen  einander  geneigt  sind.  Der  Ausschlag 
wird  maximal  bei  einer  Drehung  um  zwei  Bechte  (Reveraions- 
li belle)  und  zwar  der  doppelten  Neigung  der  zwei  Axen  zu  einandv 
proportional. 

Es  giebt  zwei  Arten  der  Libellenberichtigung.  Die  erste  ist  erfolgt, 
wenn  die  Libelle  beim  Umsetzen  keinen  Ausschlag  giebt,  die  zweite, 
welche  die  Libellenaxe  der  Axe  des  ünterlagscjlinders  parallel  macheo 
soll,  nöthigt  zu  Drehungen  der  Libelle  auf  dem  Cjlinder  und  ist, 
nebenbei   bemerkt,  ausführbar,  selbst  wenn   dieser  nicht  wagrecht  liegt. 
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Spielt  eine  doppelscalige  und  nach  dieser  «weiten  Art  bericbtigte  Libelle, 
vor  nnd  nach  dem  Umsetzen  anf  dem  Unterlagscylinder,  ein,  so  folgt 
daraus  noch  nicht  die  wagrechte  Stellung  der  Unterlagsaxe ,  sondern 
diese  ist  gegen  den  Horizont  nm  die  Hälfte  des  spitzen  Winkels  geneigt, 
den  die  Tangenten  in  den  Nullpunkten  der  beiden  Theilungen  mitein- 
ander bilden.  Eine  nur  mit  einer  Theilung  versehene  Reversionslibelle, 
die  nach  der  ersten  Art  berichtigt  ist,  leistet  dieselben  Dienste,  wie  eine 
doppelscalige  oder  wie  eine,  die  um  eine  Spitzenaxe  in  ihrer  Fassung 
drehbar  ist. 

Man  bezeichne  auch  ein  Ende  des  ünterlagscylinders  und  einen 
Trftger  desselben.  Liegt  das  bezeichnete  Gylindereüde  im  bezeichneten 
'  Träger,  so  seien  die  Unterschiede  der  den  Blasenenden  entsprechenden 
Ablesungen  d^  und  (t^y  je  nachdem  das  bezeichnete  oder  das  nicht  be- 
zeichnete Libellenende  über  den  bezeichneten  Stellen  liegt,  und  die  den- 
selben Libellenlagen  entsprechenden  Ablesungsunterschiede  seien  d^  und 
^2)  wenn  der  Cylinder  in  seinen  Trägem  umgelegt  worden.  Es  ergiebt  sich 

und 

(d,-df{)+{d^^d^;)=^constani{n 
Die  Neigung  der  Cylinderaxe  in  ihrer  ersten  Lage  gegen  den  Horizont 
wird  (mit  Hilfe  der  Theorie  der  kleinsten  Quadrate)  gefunden  zu 

iK-O  +  iC^-^'+'fi^^). 

worin  K'  den  statt  K  wirklich  beobachteten  Werth  der  Summe  der  Diffe- 
renzen der  zwei  Paare  von  Ablesungsunterschieden  bezeichnet  und  C  eine 
Constante,  die  genau  gleich  —  ^  ist,  wenn  die  Lagerwinkel  (der  Libel- 
lenträger und  der  Cylind erträger)  gleich  sind ,  die  aber  nur  unwesentlich 
ändert,  wenn  jene  Lagerwinkel  geringe  Aenderungen  erfahren. 

Oiebt  die  nach  der  ersten  Art  berichtigte  Libelle  keinen  Ausschlag, 
so  ist  die  Aze  des  Ünterlagscylinders  nur  dann  wagrecht,  wenn  die 
Halbmesser  der  Unterlagskreise  genau  gleich  sind,  und  hat  andernfalls 
eine  constante  Neigung  gleich 

|c[K-d'i)  +  K-d',)]. 

Endlich  kommt  der  Verfasser  zu  dem  Ergebnisse,  dass  Reversions- 
libellen mit  Spitzenaxe  minder  verlässlich  seien,  als  jene  mit  zwei  Thei- 
lungen, und  dass  bei  Nivellirinstrumenten  mit  umlegbarem  Femrohr  die 
feste  Verbindung  einer  einfachen  Libelle  mit  dem  Fernrohr  einer  frei 
umsetzbaren  Libelle  vorzuziehen  sei. 

2>.  Studien  über  die  Eigenschaften  des  umlegbaren  Nivel- 
lirfernrohres  und  seiner  Verbindung  mit  der  Nivellirlibelle 
—  eine  weitläufige  Erörterung  bekannter  Lehren ,  die  gleichwohl  fQr  viele 
Leser,  die  ihr  zu  wünschen  sind,  recht  nützlich  sein  mag,  Bohn 
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Fest'Gave  van  hei  Wiskundig  Genooischap  ie  Amsterdam  onder  de 
zinsproek:  ,jEen  onvermoeide  Arbeid  Komt  Alles  te  Boven^^  ter  Gdegen- 
heid  der  Viering  van  zyn  honderdjarig  bestaan.  Harlem,  Joh.  Enschede 
en  Zonen.  1879. 
Die  holländische  mathematische  Gesellschaft,  welche  Dank  der  stand- 
haften Dnrchftthrung  ihres  Wahlspruches:  „Unverdrossene  Arbeit  über- 
windet Alles'*  bereits  ihre  Centennalfeier  begehen  konnte,  verewigte  dieses 
Fest  durch  die  Heransgabe  des  hochinteressanten  Documents,  von  wel- 
chem wir  hier  sprechen  wollen.  Professor  Bierens  de  Haan  in  Ley- 
den,  der  dem  Theoretiker  ebenso  sehr  durch  seine  mnstergiltigen  Inte- 
graltafeln, als  dem  Oeschichtsfreunde  durch  seine  historischen  Arbeiten 
über  altniederländische  Mathematik  —  letztere  grossentheils  in  Boncom- 
pagni's  „Bullettino''  abgedruckt  —  wohlbekannte  Gelehrte  hat  d«n 
Staube  des  Leydener  Bathsarchivs  eine  sehr  merkwürdige  Druckschrift 
entrissen,  welche  er  hier  wieder  abdrucken  lässt;  derselben  fügte  er  noch 
bei  ein  anderes  Schriftstück,  das  allerdings  von  Seiten  der  Generalstaaten 
dem  Druck  übergeben,  aber  nur  in  so  wenigen  Abzügen  verbreitet  wor- 
den war,  dass  selbes  in  jeder  Hinsicht  als  Rarität  gelten  konnte.  Die 
obengenannte  Officin  hatte  es  in  dankenswerthester  Weise  übernommen, 
beide  Documente  mit  typographischer  Genauigkeit  in  allen  Einzelheiten 
treu  wiederzugeben :  selbst  die  Errata  wurden  hiervon  nicht  ausgeschlossen, 
sondern  lediglich  in  einem  kurzen,  französisch  geschriebenen  Vorbericht 
namhaft  gemacht.  Zweck  und  Gegenstand  ist  beiden  Bestandtheilen  der 
Festschrift  gemeinsam;  es  sind  Referate,  welche  auf  behördliche  Anord- 
nung von  angesehenen  Sachverständigen  über  Themata  der  politischen 
Arithmetik,  beziehungsweise  in  den  Jahren  1599  und  1671,  erstattet 
wurden.     Auch  das  Idiom  ist  beide  Male  das  niederdeutsche. 

In  jenem  ersteren  Jahre  war  eine  Commission  niedergesetzt  worden, 
um  Tabellen  für  die  Berechnung  eines  auf  Zins  oder  Zinseszins  ans- 
geliehenen  Capitalwerthes  auszuarbeiten.  Von  den  fünf  Mitgliedern  sind 
zwei,  van  Merwen  und  Mintens,  so  gut  wie  unbekannt,  das  dritte, 
Stadtschreiber  van  Hont,  nur  aus  der  politischen  Geschichte  bekannt; 
zwei  endlich  haben  sich  als  Fachmänner  auch  anderweit  bekannt  gemacht, 
nämlich  Lndolph  van  Genien  und  Jan  Pieterszon  Dou,  betreffs 
dessen  geodätischer  Arbeiten  auf  die  treffliche  Specialschrift  Vorster- 
man  van  Oijen's  (Rom  1870)  hinzuweisen  wäre.  Der  Bericht  beruft 
sich  auf  ein  von  Ludolph  im  Jahre  1596  zu  Delft  publicirtes  Bncfa, 
„Interessenrechnung'*  betitelt,  da  man  auf  die  darin  enthaltenen  Tafebi 
zurückgreifen  werde.  Die  erste  Tafel  ist  überschrieben:  „^on  ghelijcke 
custingen  of  iermijnen  te  belalen  op  IL  III.  IUI.  of  meerder  jaren  aen  den 
anderen  volgende,^*^  Auf  der  linken  Seite  finden  wir  fortlaufend  die  Zahl 
1,  2,  3,  ...  und  auf  der  rechten  die  Summe,  bis  zu  welcher  am  Ende 
des    bezüglichen   Jahres    das  als  Einheit  gewählte  Capital    lOOOOOOOOO 
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angewachsen  ist.  In  Anbetracht  des  doppelten  Umstandes,  dass  die 
Schreibart  der  Berichterstatter  alles  Andere  eher  als  leicht  verständlich 
genannt  werden  kann,  dass  aber  die  beigefügten  Beispiele  für  die  Ge- 
schichte der  damals  gerade  von  Stevin  ins  Leben  gerufenen  Decimal- 
brachrechnnng  von  grösster  Bedeutung  sind ,  dürfen  wir  wohl  eines  dieser 
Exempel  hier  etwas  eingehend  besprechen. 

Ein  Haus  von  4500  fl.  Werth  soll  durch  Ratenzahlungen  von  je 
100  fl.  erworben  werden;  wie  wird  der  Vertrag  festzusetzen  sein?  Man 
zerlegt,  da  die  Tafel  nicht  weiter  reicht,  4500  in  seine  beiden  Summan- 
den 3000  und  1500;  dann  sucht  man  zum  Argument  30  in  der  Tafel 
die  zugehörige  Zahl,  als  welche  13404315995  sich  findet.  Da  es  sich 
aber  nicht  um  30,  sondern  um  3000  handelt,  so  hat  man  noch  zwei  Nullen 
anzuhängen.  Lässt  man  jetzt  die  letzten  neun  Ziffern  weg,  so  verbleibt 
vor  dem  Striche  1340,  nach  demselben  431599500;  dies  mit  20  multi- 
plicirt,  giebt  jetzt  8631990000;  werden  wieder  neun  Stellen  abgetheilt, 
80  bleibt  resp.  8  und  631990000;  dies  mit  16  multiplicirt,  giebt  10111840000; 
die  gleiche  Operation,  wie  bisher,  ergiebt  10  und  111840000.  Letztere 
Decimalstellen  sind  als  zu  unerheblich  fortzulassen.  Man  weiss  also  jetzt, 
dass  die  Amortisation  von  3000  fl.  durch  Theilzahlungen  von  je  100  fl. 
pro  Jahr  gleichbedeutend  ist  mit  einer  augenblicklichen  Zahlung  von 
1340,810  fl.  Nunmehr  kommt  ebenso  der  zweite  Summand  1500  zur 
Behandlung.  Da  dem  Argument  15  der  Tafelwerth  9555549358  ent- 
spricht,  als  Termin  aber  nicht  mehr  30,  sondern  blos  noch  15  Jahre  gel- 
ten, so  ergiebt  eine  der  vorigen  analoge  Rechnung  die  Zahl  955,111. 
Hier  aber  tritt  die  zweite  der  obenerwähnten  Tafeln  in  Kraft:  jyVan 
enckele  cusiinghen  of  iermijneny  le  betälen  naer  een,  tvvee,  drie,  of  meerder 
jarenjy  In  dieser  finden  wir  zu  30  die  Zahl  162230250  angegeben,  und 
die  Multiplication  des  obigen  955,111  mit  0,162230250  ergiebt  das  Pro- 
duct  155,06.  'Damit  ist  der  Calcul  abgeschlossen,  und  in  den  Kauf brief 
konnte  gesetzt  werden:  Der  Käufer  des  Hauses  muss  entweder  45  Jahre 
lang  je  100  fl.  oder  aber  sofort  auf  dem  Brett  (1340,810  +  155,06 
=  1495,870)  Gulden  entrichten.  Im  Original  ist  diese  Zahl  nach  der  noch 
heute  giltigen  Kegel  zu  1495,9  abgerundet  angegeben. 

Da  auch  die  übrigen  Rechnungen  des  Rapportes  sich  nicht  wesent- 
lich von  der  soeben  durchgeführten  unterscheiden ,  so  halten  wir  uns  für 
berechtigt,  gleich  zum  zweiten  Theile  der  Festschrift  fortzuschreiten. 
Die  ,^Wa€rdye  van  Lyf- Renten  Naer  proporlie  van  Los-Renten'^  überschrie- 
bene  und  im  Haag  gedruckte  Abhandlung  stammt  aus  der  Feder  des  als 
Mathematiker  und  Politiker  gleich  verehrungswürdigen  Pensionärs  Jan 
deWit.  Für  die  Rentenrechnung  im  Allgemeinen  hatte  allerdings  auch 
bereits  Stevin  die  massgebenden  Grundsätze  aufgestellt»  allein  für  die 
Emission  staatlich  garantirter  Leibrenten ,  bei  welcher  der  Fiscus  und  die 
Würde  des  Staates  gleichmässig  interessirt  sein  mussten,   fehlte  es  noch 
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an  jeder  erfahmngsmässigen  Basis.  De  Wit  sucht  eine  solche  zn  schaf- 
fen ,  indem  er  dabei  gewisse  Sätze  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  vor- 
ausschickt. Sein  erstes  Theorem  besagt,  dass  der  numerische  Werth  fai 
Jemanden   unverändert  bleibt,   der  zwischen  zwei  Chancen  vom  Wertbe 

0  und  m,  oder  aber  zwischen  zwei  Chancen  vom  Werthe  -^  und  -^  zu 

wählen  hat.  Mit  dem  zweiten  Satze  betritt  unser  Verfasser  ein  vor 
ihm  noch  so  gut  wie  gar  nicht  bebautes  Feld,  das  Feld  der  MortaütSU- 
statistik.  Er  stellt  fest,  dass  die  Leibrente  verschieden  bemessen  werden 
müsse,  je  nachdem  der  Bewerber  seinem  momentanen  Alter  nach  noch 
auf  eine  lange  oder  kürzere  Lebensdauer  zu  rechnen  haben  werde,  dus 
die  Sterbwahrscheinlichkeit  {y,hazardi  van  sterven^*)  als  eine  für  die  ve^ 
schiedenen  Altersperioden  wechselnde  angenommen  werden  müsse  n.  s.  f. 
De  Wit  will  diese  Thatsachen  nicht  als  Lehrsätze,  sondern  lediglich  als 
empirische  Annahmen  angesehen  wissen,  "Mittelst  deren  er  drei  mathe- 
matische „Propositie**  zu  begründen  unternimmt.  Da  die  erste  Propo- 
sition nur  ein  Unterfall  der  zweiten  ist,  so  formuliren  wir  gleich  diese 
letztere  in  unserer  modernen  Sprache.  Sie  besagt:  Erwartet  JemaDd 
durch  Ereignisse,  denen  bezüglich  die  Wahrscheinlichkeiten  m^,  mg,  ...  m^ 
zukommen,  Vortheile,  deren  Taxwerth  den  Verhältnisszahlen  n^,  »2«  **  "p 
entspricht,  so  darf  er  den  ihm  zu  Oute  kommenden  Vortheil  durch  die 
Zahl 

t»!  W|  +  »4  Wg  4*  - » '  "i"  Wprip 
ffij  +  '"2  "^  •  •  •  "1"  ^p 
ausdrücken.  Auf  Grund  air  dieser  Vorbedingungen  wird  dann  endlich 
eine  Tabelle  ausgearbeitet,  welche  den  in  Stübem  ausgedrückten  Werth 
der  Leibrenten  für  jedes  halbe  Jahr  zu  entnehmen  gestattet.  Die  eigent- 
liche Ziffernarbeit  ist  von  den  Staatsbuchhaltern  Bellechiire  und  Lense 
ausgeführt  worden,  und  J.  Hudde,  der  durch  seine  Verdienste  um  die 
neue  Coordinatengeometrie  zu  hohem  Ansehen  gelangte  Bürgermeister 
von  Amsterdam,  bezeugt  am  Schlüsse  der  Schrift,  dass  er  dieselbe  auf- 
merksam {,,mei  aendacM')  geprüft  und  nunmehr  sein  volles  Einvcrstfind- 
niss  mit  den  derselben  zu  Grunde  gelegten  Principien  zu  bekunden  habe. 
Die  Geschichte  der  Staatsrechenkunst  pflegt  Halley  als  jenen  Mathe- 
matiker zu  bezeichnen,  der  durch  seine  auf  die  standesamtlichen  Register 
der  Stadt  Breslau  gestützten  Untersuchungen  als  eigentlicher  Begründer 
der  neuen  Disciplin  zu  gelten  habe.  Allein,  wie  Cantor  in  seinem 
Schriftchen  ,,Das  Gesetz  im  Zufair*  nachweist,  hat  von  Schriftstellern  des 
XVII.  Jahrhunderts  schon  G  raunt  (1666)  statistische  Thatsachen  fest- 
gestellt und  Jacob  Bernoulli  die  grosse  Idee  einer  mathematischen 
Statistik  concipirt.  Montucla  gedenkt  auch  der  vorstehend  besproche- 
nen Denkschrift  de  Wit's,  welche  bereits  zu  Leibniz^  ZJeit  gar  nicht 
mehr  zu  bekommen  gewesen  sei.     Unsere  Analyse  wird  ergeben  babeOi 
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dass  in  der  That  der  Name  des  HoIMnders  zugleich  mit  Grannt  und 
vor  Halley  genannt  zn  werden  verdient  (vergl.  Cantori  S.  32flgg.  und 
S.  46). 

Ansbach.  Dr.  S«  Günther. 


Jnvarianti  covarianii  e  coniravarianti  delle  funzioni  omogenee, 
Nota  del  P,  Giacomo  Foglini,  Roma.  Tipografia  deUe  scienze 
matemaiiche  e  fisiche,  1879.  70  S. 
Die  vorliegende  Abhandlung  ist  nrsprünglich  in  den  Denkschriften 
der  päpstlichen  ^^Accademia  dei  lincei^^  veröffentlicht  und  hierauf  durch  die 
berühmte  Verlagsanstalt  des  Fürsten  Boncompagni  als  selbstständige 
Schrift  ausgegeben  worden.  Deutschen  Gepflogenheiten  zufolge  erwartet 
man  von  einer  akademiscben  Publication,  dass  ihr  Inhalt  nicht  sowohl 
der  Verbreitung,  als  vielmehr  der  Förderung  der  Wissenschaft  zu  dienen 
bestimmt  sei«  Dem  entgegengesetzt  verfolgt  die  Monographie  des  Herrn 
Foglini,  der  in  ähnlicher  Weise  bereits  früher  die  Theorie  der  trilinearen 
Coordinatensysteme  behandelt  hat,  eine  wesentlich  populäre  Richtung; 
ihr  Zweck  ist,  die  Grundzüge  jener  Lehren,  welche  man  unter  dem 
Gesammtnamen  der  modernen  Algebra  zusammenzufassen  sich  gewöhnt 
bat,  in  einfacherer  und  elementarerer  Weise  darzulegen,  als  dies  sonst 
gemeiniglich  geschieht,  und  dieser  seiner  Tendenz  scheint  uns  nun  auch 
der  Herr  Verfasser  vollständig  gerecht  geworden  zu  sein. 

Der  Verfasser  beginnt  mit  der  Definition  homogener  Functionen, 
deren  einzelne  Glieder  er  sich  bereits  mit  den  bezüglichen  Binomialcoeffi- 
eienten  als  Factoren  versehen  denkt;  ist  g>{A^B^Cy  ...)  diese  Function, 
welche  durch  lineare  Transformationen  in  die  Form  q>{^y  ^%^t  ••*)  über- 
geführt wird ,  ist  ferner  ^  der  Modul  der  Substitution  und  n  eine  belie- 
bige ganze  Zahl ,  so  ist  der  invariante  Charakter  einer  Function  bekannt- 
lich durch  die  Relation  (jp (.4',  ^,  C,  . . .)  =  zf*<3p(i^ ,  B,  (7, . . .)  bedingt.  Der 
Begriff  einer  unimodularen  Substitution  und  einer  absoluten  Invariante 
schliesst  sich  ungezwungen  an.  Die  Discriminanten  werden  als  erste 
Beispiele  der  Invarianz  beigezogen.  Die  weitere  Untersuchung  knüpft 
zunächst  ausschliesslich  an  die  binären  Functionen  beliebiger  Grade  an, 
und  diese  Beschränkung  ist  gewiss  um  so  mehr  berechtigt,  als  die  Stel- 
lung dieser  Functionen  innerhab  der  Formentheorie  nach  den  —  hier 
übrigens  nicht  erwähnten  —  Forschungen  von  Clebsch-Gordan  eine 
ebenso  bedeutende,  als  vorläufig  noch  exceptionelle  ist.  Für  diesen 
Specialfall  werden  mehrere  fundamentale  Lehrsätze  aufgestellt  und  mit 
einfachen  Beweisen  versehen.  Mittelst  derselben  ist  dann  die  Invarian- 
tenbildung selbst  ermöglicht.  Bei  der  Bildung  der  simultanen  Invariante 
(A^B^'\-  A^B^  —  ^A^B^  zweier  binärer  Formen  zweiten  Grades  wird  der 
geometrischen  Bedeutung  dieses  Ausdruckes  gedacht;  verschwindet  die- 
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selbe  nämlich  identisch,  so  ist  damit  ausgesagt,  dass  die  beiden  Pnnkte- 
paare,  welche  ans  der  Identificimng  jener  beiden  Formen  mit  Nnll  resnl- 
tiren,  einander  harmonisch  zugeordnet  sind.  Anch  weiterhin  wird  jenen 
Beziehungen,  in  welchen  die  Lehre  von  der  projecti vischen  Verwandt- 
schaft zur  Determinantentheorie  steht,  besondere  Beachtung  geschenkt. 
Nachdem  alsdann  noch  von  den  symmetrischen  Wurzelfunctionen  lurz 
die  Bede  gewesen,  kommt  die  im  Begriffe  der  Covariante  gelegene  Er- 
weiterung des  ursprünglichen  Invarianzbegriffes  zur  Sprache,  zu  deren 
Definition  die  Gleichung  9 (J\  B\  C\  .,.,  x\ y\  z\ ...)  =  J^(p[A^ B^  (7, ...,  x, y, z) 
dient.  Die  Discussion  der  Covarianten  bewegt  sich,  was  wir  im  Inter- 
esse einer  stetigen  Entwickelung  nur  billigen  können,  genau  in  den 
nämlichen  Geleisen,  wie  jene  der  Invarianten.  —  Bei  allen  bisherigen 
Betrachtungen  war  vorausgesetzt,  dass  die  beiden  auftretenden  Reihen 
veränderlicher  Grössen  „congredient**  seien,  d.  h.  dass  die  Verilnder- 
lichen  der  ursprünglichen  Form  und  der  aus  ihr  abgeleiteten  Formen 
durch  ein  und  dieselben  lineare  Substitution  verknüpft  sind.  Nunmehr 
gelangt  auch  der  entgegengesetzte  Fall  „contragredienter"  Variablen  zu 
seinem  Rechte.  Die  nächsten  Paragraphen  widmen  sich  der  Aufgabe, 
invariante  Bildungen  dadurch  herzustellen,  dass  man  mit  symbolischen 
Operationen  des  Differentiirens  an  vorgelegte  Formen  herantritt.  Dieser 
Theil  der  Schrift  geht  nicht  unbeträchtlich  über  den  ursprünglichen  didak- 
tischen Zweck  hinaus.  Insbesondere  dürfte  auf  die  Gedaukenreihe  hin- 
zuweisen sein,  mittelst  deren  der  Verfasser  zu  der  Thatsache  kommt, 
dass  jeder  aus  einer  binären  Form  m>^^  Grades  hervorgegangenen  In- 
variante n^^^  Grades  stets  eine  Invariante  zur  Seite  steht,  deren  nume- 
rische Bestimmungsstücke  gerade  die  umgekehrten  sind.  Damit  ist  (S.  48) 
das  Her  mite' sehe  Reciprocitätsgesetz  gewonnen.  Auf  ein  bekanntes 
Gebiet  leitet  die  Einführung  des  Begriffes  der  „Emananten",  indem, 
unter  V  irgend  eine  Form  verstanden,  die  Emanante  zweiter  Ordnung 
von  V  eine  Discriminante  besitzt,  welche  als  mit  der  bekannten  Hesse- 
schen Determinante  identisch  erkannt  wird.  Die  Schrift  schliesst  mit 
eingehender  Behandlung  der  „Contravarianten*'  und  „Evektanten",  wobei 
durchaus  den  praktischen  Beispielen  besondere  Sorgfalt  gewidmet  wird. 
Man  wird  aus  vorstehender  gedrängter  Inhaltsangabe  ersehen,  dass 
die  Arbeit  Foglini's  zu  jenen  literarischen  Erscheinungen  zu  rechnen 
ist,  welche  eine  erhöhtere  Berücksichtigung  zu  beanspruchen  berechtigt 
sind,  als  nach  der  Anlage  derselben  eigentlich  zu  erwarten  w&re.  Da 
uns  in  deutscher  Sprache  keine  gleich  übersichtliche  Einleitung  bekannt 
ist,  welche  auch  in  die  höheren  Partien  der  Invariantentheorie  einzu- 
dringen vermittelt,  ohne  mehr  als  die  ersten  Determinantensätze  und  die 
Taylor' sehe  Reihenentwickelung  vorauszusetzen,  so  würde  uns  eine  mit 
literarischen  Nachweisen  auszustattende  deutsche  Bearbeitung  dieser  klei- 
nen Schrift  sehr  willkommen  sein. 
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S.  12  Z.  15  y.  o.  ist  zu  lesen  „binaria"  statt  „binomia'%  S.  15  Z.  2  v.  o. 
o:*  statt  x^. 

Ansbach.  Dr.  S.  GixNTUER. 


Kurze  Anleitung  znm  Rechnen  mit  den  (Hamilton'sohen)  Qnaternionen 
von  Dr.  J.  Odstkcil,  Gymnasialprofessor  in  Teschen.  Halle  a.  S., 
Verlag  von  Louis  Nebert.  1879.  VIII,  79  S. 
Eine  kurze  und  blos  durch  Heraushebung  der  eigentlichen  Haupt- 
punkte zum  weiteren  Studium  anregende  Darstellung  des  Quaternionen- 
calculs  kann  in  Deutschland  in  der  That  als  ein  Bedtirfniss  gelten,  da 
die  streng  wissenschaftlichen  Werke  von  Hankel  und  Unverzagt  ein 
über  die  Wünsche  des  Anfängers  weit  hinausreichendes  Ziel  verfolgen. 
Die  kleine  Schrift,  auf  welche  wir  im  Folgenden  die  Aufmerksamkeit 
deutscher  Leser  richten  möchten,  beabsichtigt,  diese  LückQ  auszufüllen, 
und,  wie  es  uns  scheinen  will,  mit  Glück.  Nach  einer  kurzen  Ein- 
leitung, welche  den  principiellen  Unterschied  zwischen  absoluten  und 
solchen  Zahlen  erörtert,  mit  denen  irgendwelche  geometrische  und  phy- 
sikalische Eigenschaften  verknüpft  sind,  wird  der  Begriff  des  „Vectors" 
gewonnen,  welcher  infolge  der  Bedingungsgleichung  a^^Tu.Va  als  Pro- 
duct  aus  „Tensor"  und  „Versor"  sich  darstellt;  zwei  in  der  Grösse  nicht 
miteinander  übereinstimmende  Vectoren  a  und  ß  werden  durch  die  Gleich- 
ung a  =  xß  miteinander  verbunden,  wo  x  den  „Scalar"  repräsentirt.  Die 
Bedingungen ,  unter  welchen  vier  Punkte  in  Einer  Ebene  und  drei  Punkte 
in  Einer  Geraden  liegen ,  ergeben  sich  von  selbst.  Ebenso  erhellt  leicht, 
dass  die  Summation  von  Vectoren  eine  associative  und  commutative  Ope- 
ration ist,  und  dass  ebenso  für  die  Multiplication  der  Vectoren  mit  Sea- 
laren das  Gesetz  der  Distributivität  Geltung  hat.  Die  im  Allgemeinen 
unbestimmte  Aufgabe  der  Vectorenzerlegung  macht  den  Beschluss  des 
ersten  Abschnittes.  —  Der  zweite  Abschnitt  definirt  die  Quaternion  als 
Quotienten  zweier  Strecken ;  zwei  solche  Quotienten  erfordern ,  abgesehen 
von  der  für  die  gewöhnliche  Algebra  ausreichenden  Gleichheit  der  in 
Zähler  und  Nenner  stehenden  Strecken ,  auch  noch  das  zu  ihrer  Gleich- 
heit, dass  die  beiden  in  Frage  kommenden  Winkel  gleich  sind  und  in 
parallelen  Ebenen  liegen.  In  neuester  Zeit  hat,  wie  hier  wohl  hätte 
erwähnt  werden  sollen,  Professor  Unverzagt  den  Nachweis  geführt, 
dass  diese  von  Hamilton  noch  anerkannte  Beschränkung  ebenfalls 
beseitigt  werden  kann,  wenn  man  den  älteren  Begriff  der  Quaternion  zur 
„Biquatemion'*  erweitert.  Die  Entwickelung  des  Satzes,  dass  die  Qua- 
ternion zweier  beliebigen  Vectoren  ßA  und  6^  resp.  von  den  Tensoren 
a  und  b  durch  den  Ausdruck 
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ausgedrückt  werde,  ist  klar  und  einfach,  wenn  auch  ein  wenig  weit- 
schweifig. Da  der  Vectorantheil  eines  solchen  Ausdruckes  sich  in  drei 
aufeinander  senkrecht  stehende  Vectoren  zerlegen  lässt,  so  können  die 
Quaternionen  auch  auf  die  Form 

q=:a  +  bi  +  cj  +  dk 
gebracht  werden,  welche  ans  den  8calaren  a,  6,  c,  d  und  den  Tenaoren 
f,  j\  k  sich  zusammensetzt,  ein  Umstand,  dem  die  neue  Rechnung  ja 
auch  ihren  Namen  verdankt.  Die  Addition  und  Subtraction  der  Quater- 
nionen vollzieht  sich  nach  den  bekannten  algebraischen  Regeln  und  bietet 
nicht  die  mindesten  Schwierigkeiten.  Dagegen  erfordert  die  Multiplica- 
tion  der  Vectoren,  weil  bei  ihr  zuerst  ein  algebraisches  Grundgesetz, 
jenes  der  Commutativitat,  in  Wegfall  kommt,  längere  Ueberlegnngen, 
und  ein  Gleiches  gilt  natürlich  um  so  mehr  von  der  Multiplication  der 
eigentlichen  Quaternionen.  Der  Zusammenhang  letzterer  mit  der  Deter- 
minantentheorie tritt  hier,  wie  auch  besonders  im  nächsten  Abschnitt, 
„Product  dreier  Vectoren"  betitelt,  scharf  hervor.  Ein  sehr  verdienst- 
liches Unternehmen  endlich  ist  das  Schlusscapitel ,  in  welchem  eine  Reihe 
von  Anwendungen  des  Quaternionencalculs  auf  geometrische  und  mecfaa- 
nische  Fragen  vorgeführt  wird.  Hamilton  hatte  es  an  solchen  Anwen- 
dungen nicht  fehlen  lassen ,  allein  dieselben  betreffen  ausschliesslich  com- 
plicirtere  Probleme  der  höheren  Geometrie  und  der  mathematischen 
Physik,  wogegen  hier  z.  B.  zur  Sprache  kommen:  Der  pjthagoräisehe 
Lehrsatz  in  der  Stereometrie,  die  Grundgleichung  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie, die  Gleichgewichtsbedingung  für  eine  in  eine  Flüssigkeit 
eingetauchte  Pyramide. 

Sachkenner  werden  vielleicht  einwenden  —  und  wir  sehen  sogar 
solchen  Einwänden  mit  Sicherheit  entgegen  — ,  dass  elementare  Beispiele 
von  der  hier  besprochenen  Art  nicht  geeignet  seien ,  die  eigentlich  durch- 
schlagende Kraft  des  Hamil tonischen  Algorithmus  ins  richtige  Licht  zn 
setzen.  Zugestanden ,  allein  die  Absicht  unserer  Vorlage  geht  auch  nicht 
dahin,  die  specifische  Bedeutung  der  Quaternionen  darzuthun;  eine  in 
diesem  Sinne  gehaltene  Fortsetzung  seiner  Arbeit  behält  sich  der  Ver- 
fasser ausdrücklich  für  die  Zukunft  vor,  und  wir  hoffen,  dass  er  dann 
noch  manchen  andern  wichtigen  Punkt,  so  die  longimetrischen  Quater- 
nionen, das  Verhältniss  des  Calculs  zur  Grass  mann 'sehen  Ausdehnungs- 
lehre und  zu  der  (S.  5)  wohl  kaum  ausreichend  gewürdigten  Lagerech- 
nung u.  s.  w.,  mit  heranziehen  werde.  Zunächst  soll  der  Leser  des 
Buches  das  Wesen  der  Quaternionen  erkennen,  mit  diesen  manipuliren 
und  den  fremdartigen  Eindruck  abstreifen  lernen,  den  für's  Erste  die  par- 
tielle Suspension  altgewohnter  Rechnungsgesetze  macht  —  eine  Befangen- 
heit, die  so  weit  geht,  dass  nach  Spottiswoode's  gewiss  zuverlässiger 
Angabe  selbst  gewandte  Mathematiker  anfangs  ihren  mit  Hilfe  der  Qua- 
ternionen gefundenen  Ergebnissen  erst  dann  zu  trauen  pflegten,  wenn  sie 
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selbe  dein  Auge  des  Meisters  Hamilton  unterbreitet  hatten.  Dass  der- 
gleichen nicht  fürder  geschehe,  sollen  eben  elementare  Anleitungen  be- 
'Virirken,  wie  wir  deren  eine  —  und  zwar  die  erste  in  Deutschland  — 
soeben  kennen  lernten. 

S.  5  Z.  6  V.  u.  statt  Scheffer  lies  Scheffler,  S.  27  Z.  14  v.  u.  statt 
c  lies  g,. 

Ansbach.  Dr.  8.  Güntueu. 


Die  wichtigsten  Sätze  der  neueren  Statik.  Ein  Versuch  elementarer 
Darstellung  von  Dr.  J.  B.  Goebbl.  Zürich,  1877.  Verlag  von 
Meyer  &  Zeller. 

Das  kurze,  nur  51  Seiten  gr.  8^  nebst  einer  lithographischen  Figu- 
rentafel  umfassende,  übrigens  gut  ausgestattete  Werkchen  ist  dem  Lehrer 
und  Freunde  des  Verfassers,  Herrn  Hermann  Fritz,  Professor  der 
Maschinenkunde  am  eidgenössischen  Polytechnikum  in  Zürich,  gewidmet. 
In  einfacher,  elementarer  Weise  werden  namentlich  mit  Hilfe  der  Theorie 
der  Schrauben  von  Ball  (The  Theory  of  screws,  Dublin  1876)  eine  grössere 
Anzahl  Sätze  der  neueren  Statik,  wie  sie  von  Möbius,  Poinsot, 
Chasles  u.  s.  w.  gefunden  worden  sind,  hergeleitet. 

Freiberg  i.  S.,  den  17.  Februar  1879.  Th.  Köttbbitzscu. 


Schul -PhjTBik,  bearbeitet  von  Albbbt  Trappe.  8.  Aufl.  Breslau,  Fer- 
dinand Hirt.     1878. 

Ein  gut  geordnetes,  klar  und  deutlich  abgefasstes  Werkchen  von 
302  Seiten  gr.  8^  mit  ausführlichem  Inhaltsverzeichniss.  Unter  der  grossen 
Anzahl  von  Schulphysiken  ist  dieses  Werkchen  jedenfalls  eines  der  besten, 
namentlich  verdient  die  zweckmässige  Auswahl  und  Anordnung  des  be- 
handelten Stoffes  und  die  klare  und  deutliche  Darstellung  alles  Lob. 
Besonders  erwähnt  mag  hier  noch  werden,  dass  von  den  neueren  Appa- 
raten die  6 ramm* sehe  magnet < elektrische  Maschine,  der  Typendruck- 
telegraph von  Hughes  und  das  Bell* sehe  Telephon  gebührend  berück- 
sichtigt worden  sind.  253  in  den  Text  eingedruckte  Abbildungen  erleich- 
tem das  Verständniss. 

F  reib  er g  i.  S.,  den  2.  März  1879.  Th.  Eöttbritzsch. 


Opusculum  de  muUiplicatione  et  divisione  sexagesimalihus  Dio- 
phanio  vel  Pappo  aitribuendum  primum  edidii  et  notis  illustravit 
C,  Henry  Parisiensis.     Halis  Saxonum  1879. 
Ueber  einige  Abschnitte  dieses  neu  edirten  Textes  sendet  uns  Herr 

Hultsch  folgende*  Bemerkungen  ein. 
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Der  Heraasgeber  hat  lediglich  das,  was  der  Pariser  Cod^or  ^raec.  453 
bietet,  zu  einem  möglichst  getreaen  Abdruck  bringen  vollen.  Indess 
mögen  dabei,  wie  es  zu  geschehen  pflegt,  mancherlei  Fehler  sich  ein- 
geschlichen haben.  Denn  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  hat  die  Hand- 
schrift pag.  1,  17  anagn^ovrcov,  nicht  dnagri^o vtavy  pag.  2,  15  i^'^gy  nicht 
i^ijgy  und  ähnlich  mag  es  um  manche  Flexionsendung  stehen,  welche  in 
der  Handschrift  gewiss  durch  Abbreviatur  gegeben  ist. 

Mit  Unrecht  ist  gegen  die  handschriftliche  Autorität  pag.  1,  20  zu  den 
Worten  nQog  to  evgianHv  iq>o(Sov  ijv  Svvaxov  hinzugefügt  hticxae^ai^  da  nach 
feststehendem  griechischen  Sprachgebrauch  vielmehr  evptaxctv  stillschwei- 
gend bei  6vv(xt6v  nochmals  zu  denken  ist.  Durch  ein  schwer  erklärliches 
Missverständniss  ist  auch  pag.  2,  8  die  ganz  richtige  handschriftliche  Lesart 
xcr,  d.  i.  21  Myriaden,  geäi^dert  worden  in  So,  in  welcher  Lesart  er,  wie 
eine  beigeschriebene  Anmerkung  besagt,  200000  heissen  soll.  Unerfind- 
lich ist  es  auch,  aus  welchem  Grunde  pag.  1,  11  und  12  das  handschrift- 
liche ä  durch  yLoiqavy  nicht  durch  yiolguvy  wiedergegeben  i^t. 

Doch  dies  nur  beiläufig.  Zweck  dieser  Zeilen  ist,  kurz  darzulegen, 
welcher  Grad  von  Zuverlässigkeit  dem  Texte  der  Pariser  Handschrift 
zuerkannt  werden  kann.  Schreiber  dieses  gesteht,  dass  ein  so  schwer 
corrumpirter  Text  ihm  früher  noch  nicht  vor  die  Augen  gekommen  ist. 
Nicht  drei  Zeilen  kann  man  hinter  einander  lesen,  ohne  auf  eine  Unter- 
brechung der  regelmässigen  Satzconstruction  und  die  ärgsten  Fehler  in 
den  Wortformen  zu  stossen.  Zur  Probe  diene  gleich  die  erste  Periode 
in  folgender  Nebeneinanderstellung. 

Handschrift  nach  Henry:  Wahrscheinliche  Yerbesserang: 

^Ennörl  rag  iq>66ovg^  <og  fvi',  fca-  *Enei>9fi  tag  ig>6öovg,  dg  ¥vi  fid- 

Xicxa  T ot^  dxQißovg  ?y£xa  Sei  slvai^  Atara,  tov  aKQißovg  evina  ön  Btöi- 

EVQiaxonsv  öi  nXiov  xmv  akkoav  ttJ g  vat,  Bygianofiev  6h  likiov  tov  aUiav 

a6xQovoi»,iagy    neQtegyiteQOv   na-  tijv   oorpovofi t « v  xolg  nBQiigyo- 

xaytvoiiivtig^    ngog    xovx    dyantiXTlv  xigoig    xorcr/ivofii v  17 v    ngog    xovx 

i^yov(iBvov  xa*  ngog  xd  %a}g\g  daxgo-  dyanrixrjvy    'qyovfiBvoi    xal    ngog   xa 

voiitag  ndvxa  ocd  xs  nokkankaaiaa-  ^o^tg    daxgovofiiag    ndvxa^    06 a    yi 

fjLolg  xai  nsgXcfiolg  Snsxai  Iv&Bxov^  nokkankaataOfiolg  xal  fiegiOfioig  im- 

dneygaijfdfiB^a  xovxo   x6  (iBÖoöiov,  xat^  bv^sxovj  dnBygayffdfA B&a  xovxo 

XO    fAB^OÖtOV, 

Das  heisst  zu  deutsch:  „Da  man  die  (richtigen)  Methoden  so  gat, 
wie  nur  immer  möglich,  um  der  Genauigkeit  willen  kennen  muss,  und 
da  wir  finden,  dass  die  Astronomie  mehr  als  die  anderen  (Wissenschaf- 
ten) bei  solchen ,  die  es  ernster  nehmen ,  zu  diesem  (Zwecke)  beliebt  ist, 
so  haben  wir  in  der  Meinung,  dass  (die  astronomische  Methode)  auch 
zu  allen  ausserhalb  der  Astronomie  (liegenden  Rechnungsweisen) ,  soweit 


Digitized  by 


Google 


Eecensionen.  201 


sie  auf  Mnltiplication  und  Division  gerichtet  sind,  wohl  passend  sei,  diese 
kurze  Anweisung  uiedergesch riehen/' 

In  ähnlicher  Weise  ist  auch  das  weiter  Folgende  yerderbt.  Um 
jedoch  nicht  noch  weiter  die  Ueberlieferung  und  die  Emendation  neben 
einander  aufzuführen  und  dadurch  zuviel  Eaum  in  Anspruch  zu  nehmen, 
gehen  wir  die  Fortsetzung  in  Uebersetzung  und  fügen  die  nöthigen  Ver- 
besserungen als  Anmerkungen  bei. 

„Denn  da  der  Zodiacus  in  60  Abschnitte^)  getheilt  wird,  nannten 
die  Alten  jeden  einzelnen  Abschnitt  einen  Grad  (fAoiQo).  Wir  aber  durf- 
ten den  Grad  ansehen  entweder  als  den  Raum  einer  Einheit  oder  eines 
Fusses,  je  nachdem  der  Bedarf  dies  erheischt  ...^).  Indem  sie  aber  als 
erste  Unterabtheilung  diejenige  in  Sechzigstel  ersannen^),  weil  die  Zahl 
60  mehrfach  sich  theilen  lässt  (als  andere  Zahlen)^),  nannten  sie  jeden 
einzelnen  Abschnitt  (des  Grades)  theils  ersten  Bruchtheil,  theils  erstes 
Sechzigstel.  Ferner,  weil  sie  einer  noch  feintheiligeren  Scala^)  bedurften, 
um  soweit  als  möglich  mit  Genauigkeit  zu  finden,  welche  Stellungen  zu 
jedem  Zeitpunkte  die  Sterne  am  Himmel  einnehmen,  theilten  sie  jeden 
ersten  Bruchtheil  für  sich^)  in  weitere  Sechzigstel  und  bezeichneten  diese 
als  zweite  Sechzigstel  oder  Bruchtheile.  So  war  ihnen  also  der  Grad 
durch  die  ersten  Sechzigstel  getheilt  in  60  erste  Bruchtheile,  und  durch 
fernere  Theilung   in   3600    zweite^).      Femer,    da   man   noch   grösserer 


1)  sig  xfiTjßena  £'  statt  slg  zd  £'. 

2)  Hier  folgen  die  unverständlichen  Worte  Siä  ovv  ra  nQoaijiisifa  tavtrj  ro 
d^tati  rm  xov  £'  fi^ifBi  Tov  nv%Xov  nott  fihv  ag  nodt  nox\  6\  mg  (iovdd'i  dwafiivri 
naffalafißdvea^au  Dieselben  scheinen  ein  erklärendes  Scholion  zu  den  vorher- 
gehenden Worten  zu  bilden;  denn  td  »(foci]fiB(fa  (oder  vielleicht  za  ngog  i^fisgav) 
liegt  dem  Sinne  nach  bereite  in  rag  dnavzmcag  x^üag^  und  die  letzten  Worte, 
welche  wahrscheinlich  zu  lesen  sind  tov  ^  gifQovg  zov  nvnXov  «orl  gikv  mg  »odbg 
novl  dh  mg  fiovddog  dwafidvov  naQaXanßdveö^aiy  erläutern  das  vorhergehende 
fiovadiKov  xoy9^ov  ^  nodtalov, 

3)  Es  ist  zu  lesen  IlQoiTfjv  dh  dtalQBötv  inivorjcovxBg  statt  nffmrrjv  di- 
aT(f$ai9  ixivoTiöovto.  Durch  diese  Aenderung  ist  sowohl  das  falsche  Medium  des 
Yerbiuns  inivoelv  beseitigt,  als  auch  die  Verbindong  der  Structur  mit  dem  Folgen- 
den hergestellt. 

4)  Lies  dta  tb  (statt  rmv)  nXuovmv  (A6(fmv  ylvsö^ai  tinaQti^ofABvov  (statt 
dnaffviiovtmv)  tov  ^  äifi^fiov  (statt  tavTTiv  —  in  der  Handschrift  steht  jeden- 
falls ein  Compendium  ähnlich  demjenigen ,  welches  der  Herausgeber  pag.  3  not.  1 
andeutet). 

5)  Die  handschriftliche  Lesart  dxQtßsCag  ist  auffällig,  weil  gleich  darauf  (ista 
dnQtßslag  folgt;  doch  ist  es  ja  möglich,  dass  der  Bearbeiter  dieses  Tractates  an 
der  Wiederholung  keinen  Anstoss  genommen  hat. 

6)  Zu  verbessern  xo^'lavro  statt  des  haarsträubenden  »od'^avroüg,  welches 
der  Druck  bietet. 

7)  Der  griechische  Schriftsteller  hat  ohne  Zweifel  geschrieben  zig  ZexTa  ^ilw 
n(fiSta  ^y  divtsga  dl  %at*  inidwlifsetv  ^yz\  statt  dessen  die  Handschrift  nach  Aus- 
weis des  Druckes  haben  soll  sig  Xsjnd  galv  n^mzUf  i  devri^a  dl,  %av  hii9tdiqBiSiv 
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Genauigkeit  bedurfte,  weil  bei  den  himmlischen  (Erscheinungen)  eine 
noch  so  geringe  von  uns  beobachtete  Abweichung  eine  nicht  geringe  Dif- 
ferenz bewirkt,  so  theilten  sie  jeden  der  zweiten  Bruchtheile  in  weitere 
Bechzigstel  und  nannten  die  (so)  entstehenden  Bruchtheile  dritte»  da  sie 
der  dritten  Theilung  angehören^).  Weiter  theilten  sie  in  ihrem  Streben 
nach  exacter  (Messung)  jeden  Ton  diesen  dritten  Bruchtheilen  in  Sedi- 
zigstel  und  bezeichneten  die  herauskommenden  (Theile)  als  vierte  Seeh- 
zigstel  oder  Bruchtheile,  ja  noch  viel  kleinere  Bruchtheile  hatten  sie')." 

Es  folgt  nun  mit  den  Anfangsworten  „Hiemach  muss  man  wissen, 
in  wie  viele  Theile  der  Kreis  getheilt  wurde^'  ein  für  sich  stehender  Ab- 
schnitt, in  welchem  angedeutet  wird,  dass  die  Theilung  bis  zu  den  sechs» 
ten  Sechzigsteln  von  Ptolemäus  in  seiner  Syntaxis  durchgeführt  worden 
ist.  Auch  hier  fehlt  es  nicht  an  Verderbnissen,  besonders  gegen  Ende, 
wo  der  Schriftsteller  den  Uebergang  nimmt  zu  dem  Thema  seines  Trac- 
tates,  nämlich  der  Anweisung,  wie  Minuten  und  Secunden,  auf  welche 
man  sich  für  den  gewöhnlichen  Bedarf  beschränken  könne,  auszurechnen 
seien.     Wir  versuchen,  auch  diese  Worte  wieder  herzustellen» 

„Bei  Ptolemäus  nun^)  in  der  Syntaxis  schreitet  die  Theilung*) 
bis  zu  den  sechsten  Sechsteln  vor,  indem  er  wacker  und  genau  die 
Sache  vorträgt^);  für  uns  aber  möge  es  genügen,  um  ein  wohlgeßüliges 
Beispiel  behufs  der  Einführung  (in  den  Gegenstand)  zu  geben,  bis  zu 
den  zweiten  Bruchtheilen,  d.  i.  bis  zu  Dreitausend^echshundertsteln^) 
die  Einheit  oder  den  Fuss  zu  theilen.  Denn  nach  der  Ansicht  der  Alten 
genügt  das  für  die  Ausrechnung  der  Handtafeln  ^)/^ 


zQlta.    Das  ist  ganz  unverständlich  und  auch  insofern  falsch,  als  von  dritten  Sedh 
zigsteln  hier  noch  gar  nicht  die  Bede  ist. 

1)  Hierzu  folgt  wieder  eine  Bemerkung,  die  als  erklärendes  Scholiou  aazu- 
sehen  \md  etwa  folgendermassen  zu  lesen  ist:  ovzag  diai(fovvzis  (statt  diat- 
Qovvtcti)  vfiv  fiOi^av  iJTOi  (lovädtc  ^roi  noda  Ms  x  ä  ^f»,  oSatk  x6  y  iBnvov  im- 
yiveö&ai  (statt  ivylvsa^ai)  Blxocäxig  nal  asa£  (iVQioazov  k^aniaxiliO' 
er 69  (statt  ttKoato  fioQtov  nvffidBmv  h^aKicxiUov)  v^g  fiovddog^ 

2)  Kai  tixov  Iri  noXXa  (statt  noXlä)  iXccxrova  fAOQia,  Hierauf  folgt  in  der 
Handschriit  noch  das  Scholion  Xccitßavd/uva  r^g  /j^vddog  fig  itvifiädag  asß,  wel- 
ches zu  lesen  ist  Xaiißwofiivrig  (oder  dtaXccfkßavofihnig)  tijg  fiovdöog  %lg  ^vfiadcrs 
,acqi\  d.  i.  1296,  womit  also  nachträglich  die  Theilung  in  vierte  Sechzigste! 
erklärt  wird. 

8)  Zu  lesen  T^  fikv  ovv  UtoXifutUp  statt  Ta  fklv  ovv  J7roZ%Luriov. 

4)  Herzastellen  ij  dtal(fS9ig  statt  (i/)  düuifiifsig, 

6)  Griechisch  noiovfiivio  tag  (dies  fuge  ich  hinzu)  %€C4^d6c£ig. 

6)  Zu  lesen  Foc  dswiiftov  Xanrav  (statt  ßß  Xsxro)»  row4mv  ing  yi  (statt 
tot'  ItfriV  %(og  rglta). 

7)  (rriechisch  nghg  tag  tov  hqoxsIqov  navovog  'tfnjfpoqtoiflag,  womit  stillschwei- 
gend auf  diejenigen  im  Almagest  befindlichen  astronomischen  Tafein  verwiesen 
wird,  welche  es  bei  der  Theilung  bis  zur  Secuude  bewenden  lassen,  wie  das  Zv- 
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Im  weiteren  Texte  ist  die  Zabl  der  Fehler  vergleichsweise  etwas 
geringer,  aber  immer  noch  gross  genug,  nm  ein  Lesen  mit  Verständniss 
ausserordentlich  su  erschweren.  In  Kürze  seien  noch  folgende  Verbesse- 
rungen zu  einem  sp&teren  Abschnitte  erwähnt:  pag.  6  vorletzte  Zeile 
oQiOmiiivovg  statt  oQtaafiivov ,  pag  7,  4  und  6  diaiQtjtat  und  noi'j  statt 
ö'iaiQshai  und  noisi,  ebenda  Z.  10  havximg  statt  ivavvtovgy  Z,  12  nnd  13 
laimg  statt  ücix'Cg^  Z.  18  vielleicht  nagaßakkstat  statt  nagaßctlXei  (doch 
kann  auch  der  Fehler  wo  anders  stecken,  da  die  ganze  Periode  Z.  17 — 20 
unklar  und  verwirrt  ist) ,  Z.  23  ^  to  (statt  iJt^)  ivQilv  und  gleich  darauf 
cvvxs^ng  statt  avvs^ug  (denn  dass  avvxt&ivat  soviel  bedeutet  als  mnlti- 
pliciren,  ist  kurz  vorher  Z.  25  ausdrücklich  gesagt  worden),  endlich  Z.  31 
eÜTSCDfiev  statt  Imofisv, 

Hoffentlich  gelangt  der  ganze  Tractat  über  die  sexagesimale  Multi- 
plication  und  Division  (denn  das  von  Herrn  Henry  Veröffentlichte  ist  nur 
ein  Bruchstück  des  Ganzen)  recht  bald  zu  einem  lesbaren  Abdruck. 

F.  HULTSGH. 


Synthetisdie  Oeometrie  der  Kugeln  und  linearen  Kugelsysteme.  Mit  einer 
Einleitung  in  die  analytische  Geometrie  der  Kugelsysteme  von 
Dr.  Th.  Bete,  o.  Professor  an  der  Universität  Strassburg.  Leipzig, 
Teubner.  1879. 
Die  synthetische  Geometrie  der  Kreise  und  Kugeln  verdankt  ihren 
Aufschwung  seit  Anfang  dieses  Jahrhunderts,  wie  in  dem  Vorwort  gesagt 
wird,  zunächst  den  französischen  Geometern  Dupuis,  Hachette,  Du- 
pin,  Gaultier,  Poncelet.  Nachdem  Letzterer  (1822)  die  Lehre  von 
den  Kreisbüscheln  und  Aehnlichkeitspunkten  mehrerer  Kreise  vervoll- 
ständigt und  mit  der  Polarentheorie  in  Verbindung  gebracht  hatte,  er- 
schienen 1826  im  I.  Bande  des  Grelle* sehen  Journals  die  geometrischen 
Betrachtungen  von  Jacob  Steiner,  in  welchen  zum  ersten  Male  der 
Ausdruck  „Potenz"  bei  Kreisen  angewendet  wird.  Er  giebt  die  Absicht 
kund,  ein  Werk  über  das  Schneiden  der  Kreise  in  der  Ebene,  das 
Schneiden  der  Kugeln  im  Räume  und  das  Schneiden  auf  der  Kugel  ober- 
flache  herauszugeben.  Diesen  von  Steiner  nicht  ausgeführten  Plan 
finden  wir  in  der  vorliegenden  „Synthetischen  Geometrie  der  Kugeln" 
wieder  aufgenommen  und  bis  zur  Lösung  des  von  Steiner  erweiterten 
Apollonischen  Problems:  „Eine  Kugel  zu  construiren,  welche  vier  ge- 
gebene Kugeln  unter  bestimmten  Winkeln  schneidet",  durchgeführt.  Das 
Hauptmittel  zur  Herleitung  der  zur  Construction  nothwendigen  Sätze  ist 
ein  von  Plücker   (1834)  und  William  Thomson   (1845)   entdecktes 


v6Se9v  xavoviov  im  6.  Buche  und,  was  die  Bruchthoile  anbelangt,  das  •navovi.ov  x&v 
Jx  %v%ktp  Bv^tidv  im  1.  Buche.  Die  Sonnen-,  Mond-  und  Planetentafeln  (Buch  3. 4. 9) 
sind  bekanntlich  bis  zu  sechsten  Sechzigsteln  ausgerechnet. 
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Princip,  zu  welchem  wenige  Jahre  sp&ter  (1853)  auch  Möbius  gelangte. 
Lionville  (1847)  nannte  es  „Princip  der  reciproken  Radien'*;  Möbius 
gab  ihm  den  Namen  „Ereisverwandtschaft".  Ihren  Ausgangspunkt  nimmt 
die  ,,Eugelgeometrie"  vom  Eugelgebüsch ,  womit  die  Gesammtheit  aller 
Engeln ,  Ereise  und  Fanktepaare  bezeichnet  wird ,  welche  in  einem  festen 
Punkte,  Centrum  des  Gebüsches ,  eine  bestimmte  Potenz  haben ,  wobei 
unter  Potenz  einer  Engel  in  einem  Punkte  das  constante  Product  ans 
den  Abschnitten  irgend  einer  durch  diesen  Punkt  gelegten  Eugelsehne 
verstanden  wird.  Ein  Punkt,  in  dem  zwei  Engeln  gleiche  Potenz  haben, 
heisst  ein  Potenzpunkt  der  Engeln.  Ohne  Rechnung  werden  dann  die 
Sätze  abgeleitet,  dass  alle  Potenzpunkte  zweier  Engeln  auf  einer  Ebene 
(Potenzebene),  dreier  Engeln  auf  einer  Geraden  (Potenzaze)  liegen  und. 
dass  vier  Engeln  nur  einen  Potenzpunkt  haben.  Steiner  leitet  („Die 
geometrischen  Constructionen ,  ausgeführt  mittelst  der  geraden  Linie  und 
eines  festen  Ereises*^)  die  entsprechenden  Sätze  für  Ereise  durch  öftere 
Anwendung  des  pythagoräischen  Lehrsatzes  ab.  Das  Gebüsch  hat,  wenn 
die  Potenz  seiner  Engeln  im  Centrum  positiv  ist,  eine  Orthogonalkugel, 
welche  jede  seiner  Engeln  rechtwinklig  schneidet.  Diese  wird  imaginär, 
wenn  die  Potenz  negativ  ist,  und  so  gelangt  die  Darstellung  zu  Engeln 
mit  reellem  Centrum  und  rein  imaginärem  Radius.  Nennt  man  die  Punkte 
eines  Paares  im  Gebüsch  zugeordnete  Punkte,  so  folgt,  dass  alle  Paare 
zugeordneter  Punkte  eines  Ereises  oder  einer  Geraden  des  Grebüsches 
eine  Involntion  bilden,  und  so  führt  das  Gebüsch  unmittelbar  zum  in- 
volutorischen  Gebilde.  Die  Schnittpunkte  mit  der  reellen  oder  imaginä- 
ren Orthogen alkngel  sind  die  reellen  oder  imaginären  Ordnungspunkte. 
Da  diese  jedes  Punktepaar  harmonisch  trennen,  so  folgt  die  Theorie  der 
harmonischen  Punkte.  Mit  Hilfe  des  Princips  der  reciproken  Radien 
wird  der  Satz  bewiesen,  das  vier  Strahlen  eines  Punktes  5,  welche  eineo 
durch  S  gehenden  Ereis  in  vier  harmonischen  Punkten  treffen,  jeden 
durch  S  gelegten  Ereis  oder  jede  Gerade  in  solchen  Punkten  schneiden. 
Da  der  gegebene  Beweis  auf  der  Voraussetzung  beruht,  dass  die  vier 
Strahlen  reell  sind,  also  auf  involutorische  Punkte  nur  in  dem  Falle 
reeller  Ordnungspunkte  ausgedehnt  werden  kann,  so  hätte  der  Vollstän- 
digkeit wegen  der  Beweis  für  den  Fall  imaginärer  Ordnungselemente, 
zumal  er  sich  in  ganz  analoger  Weise  führen  lässt,  wohl  auch  angeführt 
werden  müssen.  —  Im  weiteren  Verlaufe  gelangt  die  Darstellung  zum 
sphärischen  und  cyclischen  Polarsystem  von  reellen  oder  imaginären 
Engeln  und  Ereisen.  Irgend  zwei  zugeordnete  Punkte  eines  Gebüsches 
sind  nämlich  harmonische  Pole  in  Bezug  auf  die  reelle  oder  imaginäre 
Orthogonalkugel  und  die  zur  Verbindnngsgeraden  senkrechte  Ebene  in 
einem  ist  die  Polare  des  andern.  —  In  §  9  wendet  sich  die  Eugelgeo- 
metrie  zu  den  linearen  Eugelsystemen ,  in  §  11  zu  coUinearen  und  reci- 
proken Gebilden   in  Bezug  auf  ein  Eugelgebüsch   und  geht  in  §  12  zu 

Digitized  by  VjOOQIC 


Becensionen.  205 


^  ^^«A.AM.AMAM^^^A^^NM^i^k^^t^^SA^a^iMAA'  '* 


Itarmonischen  Kugeln  und  Kreisen  über.  Die  Eigenschaften  der  Aehnlicb- 
keitspunkte  führen  darauf  zur  Lösung  der  Aufgabe:  „Diejenigen  Kugeln 
zu  construiren,  welche  vier  gegebene  Kugeln  berühren  oder  fünf  gegebene 
Kugeln  unter  gleichen  Winkeln  schneiden*^  und  lassen  erkennen,  dass 
jede  dieser  Aufgaben  16  Lösungen  hat.  In  analoger  Weise  ergeben  sich 
die  Auflösungen  der  entsprechenden  Aufgaben  in  der  Ebene  oder  auf 
der  Kugelfläche,  die  sich  durch  das  Princip  der  reciproken  Radien  auf 
einander  zurückführen  lassen.  Mit  der  Entwickelung  der  Eigenschaften 
der  Du pin' sehen  Cyclide  beschäftigt  sich  §  15,  der  im  weiteren  Fort- 
gange zu  einer  andern  Construetion  des  Berührungsproblems  führt.  Wie- 
derholte Benutzung  des  Princips  der  reciproken  Radien,  mittelst  dessen 
ein  Kugelbüschel  entweder  in  ein  Ebenenbüschel  oder  in  ein  Büschel 
concentrischer  Kugeln  transformirt  werden  kann ,  ergiebt  die  Lösung  der 
allgemeinen  Aufgabe:  „Eine  Kugel  zu  construiren,  welche  Tier  gegebene 
Kugeln  unter  bestimmten  Winkeln  schneidet.** 

Den  Schluss  des  Werkes  bildet  eine  Einleitung  in  die  analytische 
Geometrie  der  Kugelsysteme,  zu  deren  projectivischer  Beziehung  durch 
Einführung  von  Kugelcoordinaten   ein  leichter  Zugang  gewonnen  wird. 

Mit  Reye's  Kugelgeometrie  ist  einem  wirklichen  Bedürfniss  abgehol- 
fen. Das  bisher  in  deutschen,  französischen  und  englischen  Zeitschriften 
und  Werken  zerstreute  und  den  Meisten  unzugängliche  Material  ist  ge- 
sammelt und  gesichtet,  durch  ein  gemeinsames  Band  Terknüpfb  und  zur 
Lösung  der  wichtigsten  Kreis-  und  Kugelprobleme ,  welche  seit  den  Zeiten 
des  Apollonius  die  Geometer  beschäftigt  haben,  verwendet  worden. 
Die  Darstellung  ist  leicht;  in  den  letzten,  schwierigeren  Paragraphen  von 
weniger  bekanntem  Inhalt  wird  sie  knapper,  als  in  den  ersten,  und  ver- 
langt diesen  gegenüber,  ehe  man  zum  vollen  Verständniss  und  zu  klaren 
Vorstellungen  der  Gebilde  gelangt,  ungleich  grössere  Arbeit.  Im  All- 
gemeinen aber  sind  die  Ableitungen  so  einfach,  dass  sie  nicht  nur  bald 
Gemeingut  der  Mathematiker  sein,  sondern  auch  Eingang  in  unsere 
Schulen  finden  werden.  Besondere  Erwähnung  verdient  der  Umstand, 
dass  die  gegebene  Darstellung  mit  Leichtigkeit  auf  elementarem  Wege 
zum  Begriffe  der  imaginären  Punkte,  des  imaginären  Kreises  und  der 
imaginären  Kugel  führt. 

Die  „Kugelgeometrie"  wird  fortan  für  jeden  Geometer  ein  unentbehr- 
liches Handbuch  sein  und  nach  dem  Wunsche  des  Verfassers  der  Geo- 
metrie der  Kugeln  und  Kreise  Freunde  und  Förderer  in  reicher  Zahl 
»'»Möhren.  Milinowbki. 
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253.  Sur  une  r^ciprocit^  de  deux  courbes  dans  Tespace  approchant  du  parall^lisme. 
Gambey.    N.  ann.  math.  XXXVII,  188. 
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254.  De  la  d^formation  quMprouye  une  pi^ce  ä  simple  ou  ä  double  courbnre  80ti8 

raction  de  forces  qui  lui  foni  subir  en  m^me  temps  nne  flezioii  et  une 
torsion.    Eesal.    Journ.  mathöm.  S^r.  3,  HI,  307. 

255.  Formulae  relating  to  the  ri^ht  line.    Cayley.    Quart.  Journ.  matii.  XV,  169. 

256.  Enveloppe  d'une  sph^re  qui  coupe  orthogonalement  une  sphere  fixe  tout  en 

demeurant  tangente  ä  3  diamätres  conju^u^s  d'nne  surface  ä  centre  da 
second  degr^.    ßrunot.    N.  ann.  math.  XXXVl,  523. 

257.  Sur  une  classe  particuli^re  de  courbes  gaucbee  unicursaies  du  qnatri^me  ordre. 

Appell.    Örun.  Archiv  LXII,  175. 

258.  Cone  engendr^e  par  une  perpendiculaire.     A.  Lacazette.     N.  ann.  math. 

XXXVU,  473. 
Vergl.  Abbildung.    Ausdebnungslebre.    Determinanten  in  geometrischer  An- 
wendung.     Geometrie    (höhere).      Kegelschnitte.      Mannichföltigkeiten. 
Oberflächen.     Oberflächen  zweiter  Ordnung.    Zahlentheorie  619. 

Aitronomie. 

259.  Geometrical  cousiderations  on  a  solar  eclipse.    Cayley.    Quart  Jouni.  math. 

XV,  340. 

260.  Mdmoire  sur  les  dquations  du  mouvement  d'un  Systeme  de  corps.  E.  Mathieu. 

Journ.  mathem.  Sdr.  3,  HI,  5. 

261.  Sur  le  probl^me  des  trois  corps.    E.  Mathieu.    Journ.  mathdm.  S^r.  3,  m, 

216;  IV,  61. 

262.  Note  sur  le  probleme  des  trois  corps.     Allägret     Journ.  mathdm.  S^r.  3, 

m,  422. 

Asymptoten. 

263.  Zweite  asymptotische  Linie  einer  Regelfläche.   Hoppe.    Grün.  Archiv  LX,  276. 

264.  Sur  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  repr^sentee  par  r^quation2FZ=T'. 

Appell.    Grün.  Archiv  LXI,  144. 
Vergt  Analytische  Geometrie  der  Ebene  243.    Hyperbel. 

Ausdehnimgslelire. 

265.  Verwendung  der  Ausdehnungslehre  för  die  allgemeine  Theorie  der  Polaren 

und  den  Zusammenhang  algebraischer  Gebilde.     Herrn.   Grassmann. 
Grelle  LXXXIV,  273. 

B. 

Bemonlli'sohe  Zahlen. 

266.  Theorie  nouvelle  des  nombres  de  Bemoulli  et  d'Euler.    E.  Lucas.    Annali 

mat.  Ser.  2,  VHI,  66. 

267.  Sur  les  th^or^mes  de  Binet  et  de  Staudt  concemant  les  nombres  de  Beruoulli 

Ed.  Lucas.    N.  ann.  math.  XXXVI,  157. 

268.  Zur  Theorie  der  Bemoulli'schen- Zahlen.    Stern.    Grelle  TiYYTTTV,  267. 

Vergl.  Reihen  365,  366. 

Bestimmte  Integrale. 

269.  Erste  Sätze  von  den  bestimmten  Integralen  unabhängig  vom  Differentialbegriff 

entwickelt.    Hoppe.    Grün.  Archiv  LXI,  270. 

270.  Sur  le  calcul  inverse  aes  integrales  d^finies.    H.  Laurent.    Journ.  mathem. 

Sdr.  3,  IV,  225. 

Ä 

271.  Berechnung  von   /(t*- «)-*-' (w—^)'-*  qp(u)dtt.     S.  Spitzer.     Gnm.  Archiv 

LXU,  221. 
Vergl.  Functionen  335.    Gammafunctionen.    Qifadrator. 

Binomischer  lehrsats. 

272.  Geometrische  Veranschaulichung   des   binomischen   Satzes.     Koppe.     Gmn. 

Archiv  LXI,  113. 

273.  Sur  le  binome  de  Newton.    DeLongchamps,    N.  ann.  math.  XXXVU,  101. 

Braehittochrone. 

274.  Solution   ^l^mentaire  duprobläme  gdnäral  des  brachistochrones.     ResaL 


iprobJ 
VI,  97. 


N.  ann.  math.  XXX 

€• 
Oardioide. 
275.  Sur  ie  cardio'ide.    Laguerre.    N.  ann.  math.  XXXVH,  55. 
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Combinatorik. 

276.  Relation  entre  les  nombres  de  combinaiBons  de  a,  de  5,  et  de  a+&  ^^ments. 

Moret-ßlanc.    N.  aon.  math.  XXXVU,  236. 

277.  On  the  game  of  mouaetrap.    Cayley.    Quart.  Joum.  math.  XV,  8.  —  Steen 

ibid.  230. 

278.  On  the  partition  of  numbers.   Faa  de  Bruno.    Quart.  Joum.  math.  XV,  272. 

279.  On  the  general  properties  of  naaik  Squares  and  cubes.    Frost.    Quart  Joum. 

math.  XV,  34,  93,  366. 

Cnbatur. 

280.  Bestimmung    des  Eörperinhaltes  jener   Flächen,    die    durch  die  Gleichung 

(  —  )    4-  \j-)    -f  ( — )    =  1  gegeben  sind,  in  welcher  m  eine  ganze  posi- 
tive Zahl  bezeichnet.    S.  Spitzer.     Grün.  Archiv  LXI,  831. 

281.  Volume  d'un  segment  d'un  volume  de  r^volution.    Gabriel>Marie.    N.  ann. 

math.  XXXVl,  136.  —  Desboves  ibid.  226. 

282.  Deux  corps   de  rävolution  de  volumea   ^ganx.     Sondat.     N.   ann.  math. 

XXXVD,  208. 


DetarmiaantOL 

283.  On  a  theorem  in  determinants.    Cayley.    Quart.  Joum.  math.  XV,  66. 

284.  On  the  iactors  of  a  special  form  of  determinant.   J.  W.  L.  Glaisher.   Quart. 

Joum.  math.  XV,  347. 

285.  V^rification  d'une  identitä  au  moyen  des  däterminants.    Jamet.   N.  ann.  math. 

XXXVIj  372. 
Vergl.  Gleichungen  880,  381. 

Detemiinaiiten  in  geometrisdher  Anwendimg. 

286.  Weiterer  Beitrag  zur  Theorie  der  Cissoide.    Zahradnik.    Gran.  Archiv  LXn, 

443. 

287.  Zur  Theorie  der  Symmetriepunkte  erster  Ordnung.     Hain.     Gran.  Archiv 

LX,  71. 

288.  Beziehungen  zwischen  Dreieck  und  Kreis.    Hain.    Grün.  Archiv  LX,  78. 

289.  Die  Höhenschnitte  der  Dreiecke  aus  vier  Geraden.  Hain.   Grün.  Archiv  LX,  88. 

290.  üeber  isogonal  entsprechende  Punkte  des  Dreiecks.    Hain.     Grün.  Archiv 

LX,  92. 

291.  Ueber  Doppelverhältnisse.    Hain.    Gran.  Archiv  LX,  404. 

292.  Untersuchungen  über  das  Dreieck.    Hain.    Grün.  Archiv  LXI,  417;  LXU,  422. 

293.  Sätze  über  Determinanten  und  Anwendung  derselben  zum  Beweise  der  Sätze 

von  Pascal  und  Brianchon.    Hertens.    Grelle  LXXXIV,  365. 

294.  Th^or^me  sur  les  courbes.  dont  les  tangentes  fönt  partie  d'un  complexe  de 

droites  du  premier  ordre.    Appell.    Grün.  Archiv  LX,  274: 

295.  Ueber  den  Torsionshalbmesser  von  Raumcurven.    Mehmke.    Grün.  Archiv 

LXII,  212. 

296.  On  the  Hessian  of  a  quartic  surface.    Cayley.    Quart.  Joum.  math.  XV,  141. 

Vergl.  Kegelschnitte  403.    Oberflächen  493. 

Differentialglelohnngen. 

297.  Memoire  sur  les   dquations   diff^rentielles   Unfaires  ä  integrale  algäbrique. 

C.  Jordan.    Grelle  LXXXIV,  89. 

298.  Sur  les  ^quations  difif^rentielles  Unfaires  qui  admettent  des  integrales  dont  les 

diffärentielles  logarithmiques  sont  des  fonctions  doubl  ement  päriodiques. 
L.  Fuchs.    Joum.  mathäm.  S^r.  3,  IV,  125. 

299.  Ueber  algebraische  Beziehungen  zwischen  Integralen  verschiedener  Differen- 

tialgleichungen.   Eoenigsberger.    Grelle  LXXXIV,  284. 

300.  Sur  quelques  cas  de  Separation  des  variables  dans  T^quation M.dx-^N.dy^O. 

Harkema.    N.  ann.  math.  XXXVI,  215, 

801.  Sur  rintegration  de  requation  ^+^^  ^  +  F=0.   Worms  de  Romilly. 

OS*  sc        Cr  M? 

Joum.  mathäm.  Sär.  3,  IV,  177. 

302.  Integrer  requation  ay"=y'+y\    Grieas.    N.  ann.  math.  XXXVH,  111. 

303.  Ueber  das  Ffaff'sche  Problem.    Hamburger.    Gran.  Archiv  LX,  185. 

304.  Eine  partielle  Differentialgleichung.    Hoppe.    Grün.  Archiv  LXH,  336. 

Vergl.  Functionen  333,  334.    Mechanik  471 
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Differentialqnotient. 

305.  Two    demoüBtrations   of  a  theorem  due  to  Bodrigaes.     Wal  ton.     Quart. 

Journ.  math.  XV,  335. 

306.  Demonstration   d'one   identit^    dans   laqnelle   entre   la  difFärentielle  d'ordre 

Bupörieure  du  produit  (a;*--4*)".  («;•— B*/.  (ac»—(7 •)''...  Eecary.  N.  aniu 
math.  XXXVI,  281. 
Vergl.  Functionen  381. 

B. 

Elektrodynamik. 

307.  Sur  la  däduction  d'un  nouveau  principe  d'älectrodynamique.  Claus  ins.  Jonni. 

mathäm.  S6r.  3,  IV,  63. 

308.  üeber  das  elektrodynamische  Grundgesetz.    Lorberg.    Grelle  LXXXIV,  305. 

309.  On  yelocity  and  electric  potentials  between  parallel  planes.    Hicks.    Quart 

Journ.  math.  XV,  274. 

310.  üeber   den   Durchgang  des  elektrischen  Stromes  durch  eine  Eugelcalotte. 

W.  Wolf.    Grün.  Archiv  LX,  226. 

311.  Ueber    ebene    Stromcurven   von   demselben    elektromagnetischen   Potential 

Wassmuth.    Grün.  Archiv  LXII,  374. 

Elimmation. 

312.  Sur  IMlimination.    Rouch^.    N.  ann.  math.  XXXVI,  105. 

Ellipse. 

313.  Azenconstruction  der  Ellipse  als  Lissaj  ous'scher  Schwingungscurve.  Januschke. 

Grün    Archiv  LX,  222. 

314.  Construction  des  azes  d'une  ellipse,  dtant  donn^s  deux  diam^tres  conjngu^s. 

Mannheim.    N.  ann.  math.  XXXVII,  529. 
815.  Propriät^B  de  l'ellipse.    Moret-Blanc.    N.  ann.  math.  XXXVII,  325,  328. 

316.  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  triangles  circonscrits  ä  une  ellipse  et  tels 

que   les  hauteurs  passent  par  les  points  de  contact  des  cötes  opposes. 
Po u jade.    N.  ann.  math.  XXXVI,  186. 

317.  Die  Ellipse  vom  kleinsten  Flächeninhalte,  welche  einen  gegebenen  Brennpunkt 

hat  und  durch  zwei  gegebene  Punkte  geht.    Hoppe.   Grün.  Archiv IjXII, 
215. 
Vergl.  Geometrie  (höhere)  364.    Parabel  534.    Schwerpunkt  581. 

Ellipsoid. 

318.  Sur  une  sdrie  de  surfaces  du  deuziäme  ordre  circonscrites  k  un  ellipsoTde. 

Gambev.    N.  ann.  math.  XXXVII,  77. 

319.  Enveloppe  d  un  plan  passant  par  les  extrdmit^s  de  3  diam^tres  conjugn^ 

d'un  ellipsoide.    Chambon.    N.  ann.  math.  XXXVII,  133. 
Vergl.  Potential  557. 

EUiptisdie  Transoendenteii. 

320.  Theorie  ^l^mentaire  des  fonctions  elliptiques.    H.  Laurent.    N.  ann.  math. 

XXXVI,  78,  211,  361,  385,  433,  481;  XXXVII,  119,  247,  385,  537. 

321.  Ueber  die  geometrische  Darstellung  elliptischer  Functionen.    Strnad.    Gnm. 

Archiv  LXI,  321. 

322.  Sur  de  nouvelles  classes  de  courbes  al^äbriques  gauches  dont  les  arcs  renr^- 

seutent  exactement  la  fonction  elliptique  de  premiere  espäce  k  moanle 
quelconque.    Molins.    Journ.  mathäm.  S^r.  3,  IV,  187. 

323.  Ueber  einige  Beziehungen  der  elastischen  Curve  zu  den  elliptischen  Functio- 

nen, speciell  zu  dem  elliptischen  Bogen.  C.  Bender.  Grün.  Archiv  LX,  117. 
Vergl.  Differentialgleichungen  298.    UltraelliptiBche  Transcendentcn  610 

Eoler'sclie  Zahlen. 
Vergl.  Bemoulli'sche  Zahlen  266. 

EzponentialgrÖssen. 

324.  Theorems  involving  certain  exponential  symbolic  Operators.  J.  W.  L.  Glaisher. 

Quart.  Journ.  math.  XV,  266. 
Vergl.  Gleichungen  379.    Näherungsgleichungen  491. 

F. 
Pomen. 

325.  Ueber  lineare  Substitutionen  und   bilineare  Formen.    Frobenias.    Grelle 

LXXXIV,  1. 
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326.  Sulla  teoria  delle  forme  binarie  del  sesto  ordine  e  la  trisezione  delle  funzioni 

iperelittiche.    Clebsch.    Annali  mat.  Ser.  2,  VIII,  43,  147.    rVerörl.  Bd. 
XXIII,  Nr.  461.J 

327.  Sopra  una  classe  di  forme  binarie.    Brioscbi.    Annali  mat.  Ser.  2,  VIII,  24. 

328.  On  the  derivatives  of  three  binary  quantice.    Cayley.    Quart.  Journ.  math. 

XV,  167. 

329.  Des  formes  quadratiques  binaires  et  temaires.     Selling.     Journ.  math^m. 

Sär.  3,  III,  21,  153. 

FnnctionoiL 

330.  Ueber  Bezeichnungen.    Hoppe.    Grün.  Archiv  LXI,  323. 

331.  Su  alcune  funzioni  che  in  tutto  un  intervallo  non  hanno  mai  derivata.   Dini. 

Annaii  mat.  Ser.  2,  VIII,  121. 

332.  Zur  Theorie  der  Functionen.    Schendel.    Grelle  LXXXIV,  80. 

333.  Ueber  die  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung,  die  zu  einem  »ingulären  Punkte 

einer  linearen  Differentialgleichung  gehöre.  Hambureer.  &elle  LXXXIV, 
264.     [Vergl.  Bd.  XXIII,  l^r.  466.] 

334.  On  a  functional  equation.    Cayley.    Quart.  Journ.  math.  XV,  315 

335.  Sur   une  classe  particuliere  de  fonctions  enti^res  et  de  fractions  continues. 

Christoffel.     Annali  mat.  Ser.  2,  VIII,  1. 

336.  On  the  fiinction  ^(ic)  =  a»(c  — x)-|- {c(c-a;)  — &'|.     Cayley.     Quart.  Journ. 

math.  XV,  338. 

337.  Identit'i   remarquable   foumie  par  la  quatriäme  puissance  d^une  somme  de 

quatre  nombres.    Dostor     Grün.  ArcMv  LX,  445. 

338.  Däcomposition  de  la  somme  de  4  carräs  en  2  facteurs  dont  chacun  soit  une 

somme  de  4  carr^s.    Gaur  et.    N.  ann.  math.  XXXVU,  132.  —  Realis 
ibid.  221.  —  Pisani  ibid.  222, 

339.  On  a  relation  between  certain  products  of  differences.   Cayley.   Quart.  Journ. 

math.  XV,  174. 

340.  On  Cauchy's  theorem  relating  to  the  factors  of  («-fy)»  — aj*-y».    J.  W.  L. 

Glaisher.  Quart.  Journ.  math.  XV,  365. 
Vergl.  Bernoulli'sche  Zahlen.  Bestimmte  Integrale.  Determinanten.  Diffe- 
rentialquotient. Elliptische  Transcendenten.  Exponentialgrössen.  Formen. 
Gammafunctiouen.  Gleichungen  362.  Kettenbrüche.  Logarithmen.  Nähe- 
runffsgleichungeu.  Producte.  Thetafunctionen.  Ultraelliptische  Trans- 
cendenten.   Unbestimmte  Formen. 

Oammafanotlonen. 

341.  ^laircissements   sur  une  note  relative  ä  la  fonction  logFix).     Genocchi. 

Grün.  Archiv  LXI,  366. 

Geodäsie. 

342.  Ueber  ein  einfaches  Winkelmessinstrument   zum  Gebrauch  für  die  Schule. 

F.  W.  Fischer.    Grün.  Archiv  LXI,  99. 

Geometrie  (höhere). 

343.  Thdorie  des  indices     Faure.     N.  ann.  math.  XXXVI,  6,  160,  193,  249,  289, 

467,  508,  541;  XXXVII,  69.     [Vergl.  Bd.  XXIH,  Nr.  465.J 

344.  Formules  fondamentales  de  g^omätrie  tricirculaire  et  t^trasphärique.   Ed.  Lu- 

cas.   Annali  mat.  Ser.  2,  VIII,  187. 

345.  Observations  algäbriques  sur  les  courbes  planes.    Hermite.    Grelle  LXXXIV, 

298. 

346.  Note  on  the  theory  of  corres^ondence.    Gaylev.   Quart.  Journ.  math.  XV,  32. 

347.  Sopra  una  classe  di  trasformazioni  univoche involutorie.  Bertini.  Annali  mat. 

Ser.  2,  Vm,  11,  146. 

348.  Ricerche  sulle  trasformazioni  univoche  involutorie  nel  piano.    Bertini.    An- 

nali mat.  Ser.  2,  VUI,  244. 

349.  Theoreme  gönäral  sur  les  courbes  unicursales.  Appell.  Grün.  Archiv  LX,  125. 

350.  Demonstration  d'un  th^oräme  fondamental  de  la  thdorie  des  figures  homo- 

graphiques  dans  Pespace.    Dewulf.    N.  ann,  math.  XXXVU,  265. 

351.  Sur  quelques  th^oremes  wndamentaux  dans  la  th^orie  des  courbes  et  des  sur- 

faces  algöbriques,  et  sur  une  loi  gänärale  d'oü  Ton  peut  les  faire  döriver. 
De  Jonquiöres.    Annali  mat.  Ser.  2,  VIll,  312. 

352.  On  the  correlation  of  two  planes.  Hirst.  Annaii  mat.  Ser.  2,  VIII,  287.    [Vergl. 

Bd.  XXn,  Nr.  85.] 
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353.  Nouveaux  th^or^mes  de  g^omätrie  projective.  Bighi.  N.  ann.  math.  XXXYI, 

241. 

354.  Ueber  5  zu  einer  Ellipse  in  Beziehung  stehende  Kreise.    Meutzner.    Gmn. 

Archiv  LXI,  111. 

355.  Sur  les  courbes  de  troisi^me  Classe.    Laguerre.    JounL  math^m.  S^r.  3,  IV, 

213. 

356.  D^monstrations  directes  de  quelques  proprif^täs  connues  relatives  ä  la  coorbe 

enveloppe   d*un  segment  de  droite  de  longueur  constante  qui  se  meut 
dans  un  angle.    A.  M.    N.  ann.  math.  XXXVII,  321. 
Yergl.  Cardioide.    Kegelschnitte.    Lemuiscate. 

Ctosehiohta  der  Mathematik. 

357.  Inedita  Goppemicana.    M.  Curtze.    Grün.  Archiv  LXn,  113,  337. 

358.  Yie  et  travaux  de  LeBesgue  f  10.  Juin  1875.    Hoüel.    N.  ann.  matk  XXXYI, 

116.  ' 

Yergl.  Hydrodynamik  383.    Mechanik  465. 

Gleiehnngen. 

359.  Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen.    Siebel.    Grün.  Archiv  LX, 

138:  LXI,  122.     [Yergl.  Bd.  XXII,  Nr.  373.] 

360.  Sur  le  d^veloppement,  en  s^ries,  des  racines  räeUes  des  <§quationB.    Tvon 

Yillarceau.    Journ.  mathäm.  S^r.  3,  IV,  119. 

361.  On  Solution  by  radicals.    Cookie.    Quart.  Journ.  math.  XY,  65. 

362.  Die  Stürmischen  Functionen  zv^eiter  Gattung.    Wen  dl  an  dt    Gran.  Archiv 

LXn,  1. 

363.  Sur  la  rdsolution   des  ^quations  numäriques.     Laguerre.     N.  ann.  matb. 

XXXVil,  20,  97. 

364.  Sur  quelques  points  de  la  thäorie  des  äquations  i^umäriques.    N.  ann.  math. 

365.  E^solution  simple  de  Tdquation  -37  -f  -73  =  — Hv-   Desgardins.  N.  ann. 

math.  XXX  VI,  184. 

366.  Sur  Nquation  aj  + J^a«-a;*  =  6.    Robaglia.    N.  ann.  math.  XXXYU,  206. 

367.  Particularit^s  relatives  k  Päquatiou  du  troisiäme  degre.    S.  Bealis.    N.  ann. 

math.  XXXVn,  178. 

368.  Si  les  3  racines  de  l'äquation  rc'  — 3ga;  +  r  =  0  sont  reelles  chacune  d'elleseet 

moindre  que_2K9;  ^^i^  ^i  ^^^  seule  de  ces  racines  est  räelle  sa  valeor 
surpasse  2j^g.    Brunot.    N.  ann.  math.  XXX VI,  333. 

369.  Sur  les  dififärences  des  racines  de  toute  dquation  cubique.    Koehler.    Kann. 

math.  XXXVII,  261. 

370.  a  et  ^  dtant  des  entiers  quelcouques  qui  n'annulent  pas  le  dernier  terme  de 

Täquation  x^—Qaßx  —  3aß(a-^ß)  =  0  cette  öguation  n'a  pas  de  racines 
entiäres.    Ed.  Lucas.    N.  ann.  math.  XXXYU,  227. 

371.  üeber  rationale  Wurzeln  cubischer  Gleichungen  in  rationaler  Gestalt.    Lieb- 

recht.    Grün.  Archiv  LX,  216. 

372.  Conditions  pour  que  Täquation  a^  —  {ß  —  y)x-hav=^0  ait  au  moins  une  racine 

reelle  mcommensurable.    Moret-Blanc.    N.  ann.  math  XXXVII,  228. 

373.  Relation  entre  les  racines  reelles  des  ^quations  a:^-^px  +  q  =  0  et  y'+(4j?+l)y 

4-8g  =  0.    S.  Realis.    N.  ann.  math.  XXXVII,  331. 

374.  Relations  entre  les  racines  de  trois  ^quations  cubiques.    S.  Realis.    N.  ann. 

math.  XXXVII,  190. 

375.  Resolution  des  äquations  num^riques  du  quatriäme  degr^.    Y.  Yidal.    N.  ann. 

math.  XXXVII,  367. 

376.  Limites   entre   lesquelles   doit  varier  le   coefßcient  a  pour  que  r^ouation 

3«*  — 40:^— 12a5"  +  a  =  0  ait  ses  4  racines  reelles.  Moret-Blanc.  N. ann. 
math.  XXXVI,  265. 

377.  Resolution  d*une  ^quation  du  siziäme  degr^.    H.  Brocard.    N.  ann.  math. 

XXXYI,  477. 

378.  Trouver  les  racines  derequationO  =  i--^4-7^4T^7^  - t-^^^^^^'^^^ 

^  ^    a;+l     (a;-hl)(a;+2)     (a;-flXa:+2)(ÄH-3) 

+  ....    Muffat.    N.  ann.  math.  XXXVI,  318.  —  Catalan  ibid.  416.  — 
B  risse  ibid.  418. 

379.  Auflösung  einer  symmetrischen  Exponentialgleichung.    Hoppe.    Gran.  Archiv 

LX,  336. 
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380.  Studien  zu  Fürstenau's  neuer  Methode  der  Darstellung  und  Berechnung  der 

Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  durch  Determinanten  der  Coemcien- 
ten.    Naegelsbach.    Grün.  Archiv  LXI,  19.     fVergl.  Bd.  XXUI,  Nr.  161.J 

381.  B»^8olution  d^un  Systeme  d'dquations  dont  une  est  de  second  degrd  tandis  que 

les  autres  sont  linäaires.    Versluys.    Grün.  Archiv  LX,  128. 

382.  Besolutiou  de  0^  ^quations  du  second  degrd  avec  6  inconnues.    G  a  m  b  e  y. 

N.  ann.  math.  XXXVII,  284. 
Vergl.  Elimination.    Substitutionen. 

H. 

Hydrodynamik« 

383.  On  a  modification  of  Huyghens*  principle.    Steadman  Aldis.    Quart.  Journ. 

math.  XV,  326. 

384.  Compl<^ment  ä  deux  m^moires.  ent^rieurs  sur  la  thäorie  des  eaux  courantes. 

Boussinesq.    Journ.  mathöm.  Ser.  3,  IV,  335. 

385.  Plane  vortex  motion.    Greenhill.    Quart.  Journ.  math.  XV,  10. 

386.  Vortex  motion  in  and  about  elliptic  cylinders.    Coates.    Quart.  Journ.  math. 

XV,  356. 

387.  Sur  Täquilibre  relatif  d'une  masse  fluide  soumise  ä  Taction  de  corps  quel- 

conques.    Villiö.    Journ.  mathöm.  Ser.  3,  IV,  267. 

388.  On  the  mution  of  water  in  a  rotating  rectangular  prism.    Greenhill.   Quart. 

Journ.  math.  XV,  144. 
Vergl.  Potential  659.  Hyperbel. 

389.  Sur  las  tangentes  ä  des  cercles  concentriques  normales  en  mSme  temps  ä  une 

hyperbole  ^quilat^re  ay ant  aussi  le  m^me  centre.  Moret-Blanc.  N.  ann. 
math.  XXXVI,  266. 

390.  Propri^t^ös  du  cercle  passant  par  le  centre  et  par  deux  points  d'une  hyperbole. 

Lez.    N.  ann.  math.  XXXVII,  193. 

391.  Hyperboles  passants  par  les  points  ^  et  .B  d'un  triangle  ÄOB  rectangle  en 

0  et  ayant  leurs  asymptotes  paralleles  ä  OA  et  OB.   Chambon.   N.  ann. 
math.  XXXVn,  200. 

392.  Hyperbole  passant  par  un  point  donne,   ayant  un  autre  point  donne  pour 

foyer  et  les  asyniptotes  paralleles  a  deux  lignes  donn^es.    Moret-Blanc. 
N.  ann.  math.  XXXVII,  557. 

393.  Intersections  de  deux  hyperboles  ^quilateres.    Jamet.    N.  ann.  math.  XXXVI, 

236.  —  Dessoudeix  ibid.  238. 

394.  Ce  que  deviennent  deux  hyperboles  conjugu^es  en  les  projettaut  coniquement 

sur  un  plan.    H.  Brocard.    N.  ann.  math.  XXXVII,  429. 
Hyperboloid. 

395.  Surface  du  second  degrd  coup^  orthogonalement  par  un  hyperbolo'ide  de  rävo- 

lution  le  long  d'une  Hgne  droite  commune  aux  deux  surfaces.    Moret- 
Blanc.    N.  ann.  math.  XXXVII,  209. 

I. 

Tmaginftres. 

396.  Sur  une  reprdsentation  des  points  imaginaires  en  gdom^trie  plane.    Appell. 

Grün.  Archiv  LXI,  359. 

397.  On  the  function  aresin  (x-^iy),    Cayley.    Quart.  Journ.  math.  XV,  171. 

Vergl.  Quaternionen.    Trigonometrie  600. 

Integpration. 

398.  Sur  une  mäthode  de  Variation  des  param^tres  dans  les  integrales  inddfinies. 

Andreiewski.    N.  ann.  math.  XXXVI,  61. 
Interpolation. 

399.  Ueber  Interpolation.    Neil.    Grün.  Archiv  LXI,  185. 

400.  Beitrag  zum  Interpolationsproblem.    Bartl.    Grün.  Archiv  LXQ,  202. 

401.  Sur  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange.    Her  mite.    Grelle  LXXXIV,  70. 

K. 

Kegelschnitte. 

402.  Equation  to  the  axes  of  a  conic.    Walker.    Quart.  Journ.  math.  XV,  30. 

403.  Üeber  die  quadratische  Gleichung,  von  welcher  die  Hauptaxen  eines  Kegel- 

schnittes im  Räume  abhängen.    Geiser.    Annali  mat.  Ser.  2,  VIII,  113. 
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404.  Sur  les  angles  qu'une  axe  d'une  conique  donnde  en  coordonn^es  trüineaires 
fait  avec  les  cdtäs  du  triangle  de  räfereuce.  Genese.  N.  ann.  math. 
XXXVI,  46. 

406.  Determination  analytique  des  foyers  dans  les  sections  coniqnes.  E.  G.  K.  ann. 
math.  XXXVII,  26. 

406.  Nouvelle  m^thode  pour  däterminer  les  foyers  des  courbes  du  second  degr^. 

Do  stör.    Grün.  Archiv  LXII,  289. 

407.  Deplacement  d*une  conique  tel  que  chacun  de  ses  foyers  reste  sur  une  droite 

donnäe.    Moret-Blanc.    N.  ann.  math.  XXXVII,  116. 

408.  Zur  Tangirung  der  Kegelschnitte,    v.  Wasserschieben.    Grün.  Archiv  LX, 

410. 

409.  Propridtäs  nouvelles  de  la  tangente  et  de  la  normale  aux  courbes  du  second 

degrä.    Dostor.    Grün.  Archiv  LXI,  160. 

410.  Propriäte  des  4  normales  tir^es  d*un  point  ä  une  conique.    Moret-Blanc. 

N.  ann.  math.  XXXVII,  86. 

411.  Sur  les  transfcttmations  biquadratiques.  Pellissier.  N.  ann.  math.  XXXVI,  37. 

412.  Sechs  Punkte  eines  Eegelechnittes.    Scholtz.    Grün.  Archiv  LXII,  317. 

413.  Trouver  les  ^oints  de  rencoutre  d'une  droite  donn^e  avec  une  conique  dont 

on  connait  5  points.    Brocard.    N.  ann.  math.  XXXVI,  142. 

414.  Belations  entre  des  grandeurs  se  rapportant  tous  k  la  m6me  conique.    Lex. 

N.  ann.  math.  XXXVI,  260. 
416.  Zur  Theorie  der  Kegelschnitte.    Grein  er.    Grün.  Archiv  LX,  108. 

416.  Coniques  circonscrites  ä  un  triangle  ABC  rectangle  en  A  et  telles  que  les 

&ngentes  en  £  et  C  ä  des  coniques  aillent  se  couper  sur  la  hauteur  da 
triangle.    Tourrettes.    N.  ann.  math.  XXXVII,  196. 

417.  Propriätd  d'ane  conique  circonscrite  ä  un  triangle.    Pisani.    N.  ann.  math 

XXXVI,  Ö26. 

418.  Conique  des  neuf  points.    Chambon.    N.  ann.  math.  XXXVII,  281.  —  Cata- 

lan  ibid.  518. 

419.  Coniques  circonscrites  ä  un  trap^ze  isosc^e.    Moret-Blanc.    N.  ann.  math. 

XXXVII,  203. 

420.  Dans  tous  les  triangles  circonscrits  ä.  une  conique  donnde,  et  tels  que  lee 

hauteurs  pasaent  par  les  points  de  contact  des  cöt^s  oppos^s,  le  rapnort 
d'une  hauteur  au  diam^tre  conju^^  de  celui  qui  passe  par  son  pieaest 
constant.    Pisani.    N.  ann.  math.  XXXVII,  229. 

421.  Coniques  doublement  tangentes  ä  une  ellipse  et  k  une  hyperbole  homofocales. 

Genty.    N.  ann.  math.  XXXVII,  186. 

422.  Ein  neuer  Satz  von  den  Kegelschnitten.    Sjfkora.    Grün.  Archiv  LXI,  444. 

423.  Neue  Eigenschaft  der  Kegelschnitte.    Zahradnik.    Grün.  Archiv  LXII,  111. 

424.  Construction  eines  Kegelschnittes.    Mamke.    Grün.  Archiv  LXII,  325. 

425.  Propositions  sur  les  coniques.    Dostor.    Grün.  Archiv  LXI,  171. 

426.  Ort  der  Punkte  constanter  Berühru^ssehnen  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt 

Zahradnik.    Grün.  Archiv  LXI,  220. 

427.  Lieu  du  pole  d^une  ligne  droite  donnäe  par  rapport  aux  coniques  qui  coupent 

cette  droite  ä  angle  droit  et  dont  les  axes  sont  paralleles  ä  deux  lignee 
perpendiculaires  entre  elles.    N.  ann.  math,  XXXVII,  408. 

428.  Conique  lieu  de  rencontre  des  deux  droites.    Moret-Blanc.    N.  ann.  matL 

XXXVI,  224. 

429.  Conique  engendr^e  au  moyen  d^une  circoufi^rence  et  d'un  point  fixe.    Ber- 

thomieu.    N.  ann.  math.  XXXVII,  46. 

430.  Points  d^intersections  des  diam^tres  de  2  coniques.    L.  Thuillier.    N.  ann. 

math.  XXXVI,  478. 
'    Vergl.  Cubatur  281.  Determinanten  in  geometrischer  Anwendung  293.  Ellipse. 
Hyperbel.    Kreis.    Parabel.    Sphärik  584. 
Xettenbrüche. 

431.  Ueber  aufsteigende  Kettenbrüche.    Czuber.    Grün.  Archiv  LX,  266. 

432.  Die  geschlossene  Form  der  periodischen  Kettenbrüche.     K.  E.  Hoff  mann. 

Grün.  Archiv  LXII,  310. 

433.  Sur  les  fractaons  continues  p^riodiques.    Appell.    Grün.  Archiv  LXII,  183. 

Xreis. 

434.  üeber  die  Steiner'sche  Verallgemeinerung  des  Malfatti'schen  Problems.   Godt. 

CreUe  LXXXIV,  259. 

435.  Radius  des  Kreises,   der  drei  gegebene  Kreise  berührt.     Matthes.    Gran. 

Archiv  LX,  445. 
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436.  Trouver  un  point  dans  le  plan  d'un  cercle  par  le  moyen  d'une  relation  entre 

les  aires  de  deuz  Burfaces  de  rdvolution.    N.  ann.  math.  XXXVII,  216. 

437.  Fuissance  d^un  point  donnä  par  rapportäun  cercle.   Delmas.   N.  ann.  math. 

XXXVII,  430   —  Goldenberg  ibid.  516. 

438.  PnisBance  d'un  point  donnä  par  rar^port  au  cercle  drconscrit  ä  un  triangle 

donnö.  Genese  N.  ann.  matn.  XXXVII,  477,  —  Lez  ibid.  478.  —  La- 
cazette  ibid.  518. 

439.  Ueber  den  in  der  Definition  der  Potenzlinie  enthaltenen  Kreis.    Mack.    Grün. 

Archiv  LXII,  405. 

440.  Sur  le  cercle  des  neuf  points.    H.  Brocard.    N.  ann.  math.  XXXVI,  188. 

441.  Ueber  den  Neunpunktekreis  des  Dreiecks.    W.  Fuhrmann.     Grün.  Archiv 

LXII,  218. 

442.  Si  r  reprdsente  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  un  triangle  et  p  le  demi-päri- 

mStre,  on  ajp'>27r*.    Fauqaembergue.    N.  ann.  math.  XXXVII,  475. 

443.  Sur  les  polygones   incrits  et  circonscritB  ä  la  fois  ä  deuz  cercles.    Weill. 

Journ.  mathöm.  Sär.  3,  IV,  266. 

444.  Geometrical  note  on  triangles  inscribed  in  a  circle  and  circumscribed  about 

a  parabole  with  reference  to  the  nodes  and  foci  of  a  three-bar  curve. 
Ö.  Roberts.    Quart.  Journ.  math.  XV,  52. 

445.  Propri^t^  de  deuz  circonf^renees ,  le  centre  de  Tune  se  trouvant  sur  Tautre. 

A.  Morel.    N.  ann.  math.  XXXVII,  333. 

446.  Le  centre  d'un  cercle  O  de  rayon  constaut  se  deplace  dans  son  plan  sur  la 

circonfdrence  d'un  cercle  fize  0'.  Trouver  Tenveloppe  des  polaires  d'un 
point  fize  P  par  rapport  au  cercle  0.  Moret-Bianc.  N.  ann.  math. 
XXXVII,  471. 

447.  Ueber  zwei  Kreise.    Liebrecht.    Grün.  Archiv  LX,  99.    [Vergl.  Bd.  XXIII, 

Nr.  205.] 

448.  Girconfärence  lieu  des  points  communs  ä  deuz  circonf^rences  variables.    Ter- 

rler.    N.  ann.  math.  XXXVU,  623. 
Vergl.  Schwerpunkt  678. 

Krfijiunimgsliniexi. 

449.  G^näration  de  certaines  surfaces  par  leurs  lignes  de  courbure.    Amigues. 

N.  ann.  math.  XXXVI,  337. 

Lenmiscate. 

450.  Sur  les  courbes  du  quatriäme  degr6  qui  ont  3  points  doubles  d*inflezion,  et 

en  particulier  sur  la  lenmiscate.   Laguerre.    N.  ann.  math.  XXXVII,  387. 

Logarithmen. 

451.  Entwickelung  von  log{l-^x).    W.  Fuhrmann.    Grün.  Archiv  LXII,  220. 

452.  Dämonstration  älämentaire  de  deuz  formules  logarithmiques.    P.  Mansion. 

Grün.  Archiv  LX,  105. 
Vergl.  Ganmiafunctionen. 


Magnetiamus. 

453.  Zur  Theorie  der  magnetischen  Induction.    L.Weber.    Grün.  Archiv  LXI,  286. 

454.  Simultane  Schwingungen  zweier  Magnete.    Obermann.    Grün.  Archiv  LX,  1. 

Manniehfaltigkeit 
456.  Ein  Beitrat  zur  Mannichfaltigkeitslehre.    G.  Cantor.    Grelle  LXXXIV,  242. 

456.  Ueber  die  Benutzung  einer  vierfachen  Manniehfaltigkeit  zur  Ableitung  ortho- 

gonaler Flächensysteme.    Mehler.    Grelle  LXXXIV,  219. 

M azima  imd  Minima. 

457.  Die  Lehre  vom  GrÖssten  und  Kleinsten  als  Zweig  des  mathematischen  Unter- 

richts an  höheren  Schulen.    Heilermann.     Grün.  Archiv  LX.  436. 

458.  Ueber  den  Weg,  den  ein  Punkt  aus  einem  Medium  in  das  angrenzende  in  der 

kürzesten  Zeit  durchläuft.     Bartl.    Grün.  Archiv  LXII,  189. 

459.  Ein  Beitrag  zur  Theorie  des  Mazimum  und  Minimum.    Grub  er.    Grün.  Ar- 

chiv LX,  415. 

460.  Minimum  de  la  somme  des  deuz  hypot^nuses  de  triangles  rectangles  situäes 

sur  la  mgme  droite,  une  cathete  d'un  des  triangles  dtant  bissectrice  de 
rangle  droit  de  Tautre.    Beaugey.    N.  ann.  math.  XXXVII,  231. 
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.461.  Maximum  du  p^rimätre  et  de  Faire  d'nn  triangle  et  de  la  corde  d'iuie  ciroon- 
förence.    Arm.  Bertrand.    N.  ann.  math.  XXXVI,  283. 

462.  Triaogle  isoscele  d'aire  mazimum  ayant  deux  de  ses  sommets  sur  one  drcon- 

flrence  donn^e.    Michel.    N.  ann.  math.  XXXVII,  4«9. 

463.  Variation  d*un  triangle  la  somme  de  2  cöt^s  et  la  bissectrice  de  Tangle  qu^ils 

forment  dtant  donnds.     Tourrette s,    N.  ann.  math.  XXXVIl,  316.  — 
ibid.  617. 
Vergl.  Ellipse  317. 

Meolumik. 

464.  Sur  quelques  paradoxes  en  m^canique.   Breton  (de  Cham p).  Joum.  math^m. 

Sär.  3,  in,  323. 

465.  Gäom^trie  et  gäom^canique  et  la  connexion  de  ces  scienoes.  Fiedler.   Joom. 

math^m.  Sör.  3,  IV,  141. 

466.  BäflexionB  sur  la  cinämatique  da  plan.    Laisant.    N.  ann.  math.  XXXVIl, 

481. 

467.  Zur  Kinematik  des  Auges.    Hoppe.    Grün.  Archiv  LXI,  146. 

468.  Zur  Theorie  des  Keiles.    Meutzner.    Grün.  Archiv  LXT,  344. 

469.  Variation  der  flauptträgheitsaxen.    Hoppe.    Gmn.  Archiv  LX,  218. 

470.  Modification  d'une  soluüon  donnäe  en  1874.    Hioux.    N.  ann.  math.  XXXVI, 

312.    [Vergl.  Bd.  XXI,  Nr.  140.] 

471.  Untersuchungen  über  die  mit  dem  Fortbestehen  linearer  partieller  Differ^- 

tialgleicnungen  verträglichen  ünstetigkeiten.  Christo  f  f  e  1.  Annali  mat. 
Ser.  2,  VIIL  81. 

472.  Demonstration  des  formules  de  Lagrange.   Ossian  Bonnet.   Joum.  math^m. 

S^r.  3,  III,  207. 

473.  Sur  un  probl^me  de  m^canique  rationelle.    Gilbert.    N.  ann.  math.  XXXVI, 

152. 

474.  Mouvement  d'un  point  matäriel.    Bourguet.    N.  ann.  math.  XXXVI,  258. 

475.  D^veloppements  sur  la  question  du  mouvement  d'un  point  mat^riel  sur  one 

surlkce.    Besal.    Journ.  math^m.  S^r.  3,  III,  79. 

476.  Sur   un   cas   particulier  de  mouvement  d'un  point  matdriel.     Joukovsky. 

Journ.  mathäm.  S^r.  3,  IV,  425. 

477.  Sopra  il  moto  di  un  sistema  di  un  numero  qualunque  di  punti  che  si  attrag- 

gono  0  si  respingono  tra  loro.    Betti.    Annah  mat.  Ser.  ^,  VIII,  301. 

478.  Bewegung  eines  am  Faden  hängenden  Stabes.    Hoppe.    Grün.  Archiv  LXII, 

296. 

479.  Positions  d'^quilibre  de  deux  poids  dgaux  mobiles  sur  une  circonförence  ver- 

ticale  et  sur  une  tige  rectiligne  pouvant  tourner  autour  d'un  point  pris 
sur  le  diamätre  horizontal  de  la  circonförence.  Gambey.  N.  ann.  math. 
XXXVn,  75. 

480.  Sur  la  rotation  d'un  Corps  solide  autour  d'un  point  fixe  dans  un  cas  particu- 

lier.    Flje  Sainte-Marie.    Joum.  mathäm.  S^r.  3,  III,  213. 

481.  Sur  la  percussion  des  corps.    Joukowsky.    Joum.  math^m.  Sör.  3,  IV,  417. 

482.  Ueber  die  Fortpflanzung  von  Stössen  durch  elastische  feste  Körper.   Christof- 

fel.   Annali  mat.  Ser.  2,  VIII,  193. 

483.  Memoire  sur  la  thäorie  des  plaques  ^lastiques  planes.    Maur.  Levy.    Joonu 

mathöm.  Sär.  3,  III,  219. 

484.  Bewegung   zweier    durch  einen  elastischen  Faden  verbundener  materieller 

Punkte  ohne  Einwirkung  äusserer  Kräfte.  Hoppe.  Gmn.  Archiv  LXII, 
390. 

485.  On  the  motion  of  a  top  and  allied  problems  in  dynamics.   GreenhilL   Quart 

Joum.  math.  XV,  176. 

486.  Recherches  sur  la  poussde  des  terres  et  stabilit^  des  murs  de  sout^nement. 

Besal.    Joum.  math^m.  S^r.  3,  III,  115. 

487.  Sur  la  construction  g^omätrique  des  pressions  que  supportent  les  divers  Cle- 

ments plans  se  croisant  sur  un  mdme  point  d'un  cor^s,  et  sur  celle  des 
d^formations  qui  se  produisent  autour  d'un  tel  point  Bons  sine  sq. 
Joum.  math^m.  Sär.  3,  UI,  147. 

488.  Sur  le  raccordement  de  deux  alignements  droits  d'une  ligne  de  chemin  de  fer 

horizontal.    Collet    Joum.  math^m.  Sär.  3,  III,  61. 
Vergl.  Akustik.  Analytische  Geometrie  des  Baumes  254.  Astronomie.  Brachis- 
tochrone.    Elektrodynamik.    Elliptieche  Transcendenten  823.   Hvdrodyna- 
mik.  Magnetismus.  Maxima  und  Minima  458.  Optik.  Paraboloia.  PendeL 
Planimetrie  554.    Potential.    Quaternion.    Schwerpunkt 
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irfth6ni]igtgleidiii]ige&. 
489.  Memoire  sur  rapproximation  des  fonctions  de  tr^s  grands  nombres,  et  sur  une 

classe  ätenaue  de  däveloppements  en  särie.    Darboux.    Joum.  mathäm. 

Sär.  3,  IV,  5,  377. 
499.  Proof  of  Stirling's  theorem  1.2.3  ..»n  =  ^(2n»)fi»e-*.    J.  W.  L.  Glaisher. 

Quart.  Journ.  math.  XV,  67.  —  Cayley  ibid.  63. 
491.  An  approximate  numerical  theorem  involving  e  and  s.    J.  W.  L.  Glaisher. 

Quart.  Joum.  math.  XV,  125. 


Oberfläohen. 

492.  Nachtrage  zur  Curven-  und  Fl&chentheorie.    Hoppe.    Grün.  Archiv  LX,  376. 

[Vergl.  Bd.  XX,  Nr.  357.] 

493.  Geometrische  Deutung  der  Fundamental^ssen  zweiter  Ordnung  der  Flächen- 

theorie.   Hoppe.    Gran.  Archiv  La,  66. 

494.  Sopra  i  sistemi  tnpli  di  superficie  isoterme  e  ortogonali.    Betti.    Annali  mat. 

Ser.  2,  VIII,  138. 
495   Note  sur  le  contact  g^omätrique  des  courbes  et  des  surfaces.   Co  11  et.    Joum. 
mathäm.  Sär.  3,  IV,  315. 

496.  Ueber  conjugirte  Tangenten.    Hoza.    Grün.  Archiv  LXI,  218. 

497.  Ueber  das  Bollen  der  Flächen  aufeinander.    Hoppe.    Gnm.  Archiv  LX,  159. 

498.  Sur  la  courbure  des  surfaces  r^ciproques.    J.  FranKC.    Journ.  mathäm.  S^r.  3, 

III,  415. 

499.  On  the  fleflecnodal  planes  of  a  surface.    Cayley.    Quart.  Joum.  math.  XV,  49. 

500.  Ueber  Puuktlinien  auf  krummen  Flächen.    Hoza.    Grün.  Archiv  LX,  371. 

501.  Memoire  sur  les  lignes  de  falte  et  de  thalweg  que  Ton  est  conduit  ä  consi- 

d^rer  en  topographie.  Breton  (de  Champ).  Joum.  mathäm.  Sär.  8, 
ni,  99. 

502.  Sur  les  syst^mes  de  droites  qui  sont  normales  d.  une  möme  surface.    La- 

guerre.    N.  ann.  math.  XXXVII,  181. 
603.  Sur  les  surfaces  rdgl^es.    Mannheim.    Joum.  math^m.  Sär.  3,  IV,  67. 

504.  Si  d'un  point  situe  sur  une  surface  alg^brique  de  degr^  m,  on  abaisse  des 

perpendiculaires  sur  un  systäme  de  plans  fixes,  le  lien  ^äom^trique  des 
points  de  moyenne  distance  des  pieds  des  perpendiculaires  est  une  sur- 
face algdbrique  de  mSme  degrd  m.    Brisse.    N.  ann.  math.  XXXVII,  39. 

505.  On  M.  Mannheim^s  researches  on  the  wave  surface.    Niyen.    Quart.  Joum. 

math.  XV,  242. 

506.  On  some  properties  of  the  wave  surface.    Nivjen.    Quart.  Joum.  math.  XV, 

257. 

507.  Surface  d^terminäe  par  deux  ^quations  diff^rentielles  simultan^es  du  premier 

ordre.    Courbe.    N.  ann.  math.  XXXVII,  113, 
Vergl.  Abbildung.    Asymptoten.    Cubatur.    Determinanten  in  geometrischer 
Anwendung  296.    Geometrie  (höhere).    Erümmungslinien.    Optik.    Theta- 
functionen. 

Oberflächen  «weiter  Ordnimg. 

508.  Demonstration  analytique  de  quelques  propri^t^s  g^n^rales  des  surfaces  du 

second  ordre.    Hioux.    NT  ann.  math.  XXXVI,  303. 

509.  Zwei  Sätze  von  den  Flächen  zweiten  Grades.    Mehmke.    Grün.  Archiv  LXI I, 

214. 

510.  Sur  la  ddtermination,  en  un  point  d'une  surface  du  second  ordre,  des  axes  de 

rindicatrice  et  des  rayons  de  courbure  principaux.  Laguerre.  Joum. 
mathäm.  Sdr.  3,  IV,  247. 

511.  Propridtd  des  ombilics  d'une  surface  du  second  ordre.    Jamet.    N.  ann.  math. 

XXXVII,  83. 

512.  Foyers  des  surfaces  du  second  degr^.   Haillecourt.   N.  ann.  math.  XXXVII, 

457. 

513.  Exemple  numärique  de  la  recherche  d*un  plan  diametral  d'une  surface  du 

second  ordre.    Moret-Blanc.    N.  ann.  math.  XXXVI,  264. 

514.  Sur  les  normales  aux  surfaces  du  second  ordre.    Laguerre.    N.  ann.  math 

XXXVII,  163. 

515.  Intersections  d^une  surface  da  second  ordre  ä  centre  uniqne  avec  sa  sphöre 

de  Monge.    Dunoyer.    N.  ann.  math.  XXXVII,  23 J. 
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516.  Oberflächen  zweiter  Ordnung  mit  einer  Symptosenaxe.   v.  Escherich.   Gnm. 
Archiv  LX,  22. 

617.  Kegelflächen  zweiter  Ordnung  mit  einer  Symptosenaxe.   Czuber.   Grün.  Ärch. 

LXI,  361. 

618.  Surface  du  second  degr^  coup^e  par  tous  les  plana  qui  passent  par  le  point 

A  de  la  surface.    Genty.    N.  ann.  math.  XXXVII,  310. 

619.  Surface  de  second  ordre  passant  par  3  droites  infiniment  voisines  d*nne  sur- 

face rägläe.    Pravaz.    N.  ann.  math.  XXXVI,  42. 

620.  Surfaces  de  rävolution  du  second  ordre  passans  par  une  parabole  et  mi  point 

donnö.    Gambey.    N.  ann.  math.  XXXVII,  414. 

621.  Etant  donnäs  deux  plans  P  et  P'  et  un  point  A  hors  de  ces  plans  on  cond- 

däre  toutes  les  sph^res  qui  passent  par  le  point  A  et  qui  sont  tangentes 
aux  deux  plans  donnds.  Trouver  le  iieu  de  la  droite  qui  Joint  A  au 
centre  de  la  sph^re  et  le  Iieu  du  point  oü  la  sphere  touche  un  des  plans. 
N.  ann.  math.  XXXVII,  213.  —  Bergson  ibid.  268.  —  Hilaire  ibid.  426. 
522.  On  a  System  of  quadric  surfaces.  Cayley.  Quart.  Journ.  math.  XV,  124. 
Vergl.  Ellipsoid.    Hyperboloid.    Paraboloid.    Sphärik. 

Optik. 

623.  Der  Malus*sche  Satz   und   die  Gleichungen  der  dadurch  deflnirten  Flächen. 

Roethig.    Grelle  LXXXIV,  231. 

624.  Construction  der  Wellenfläche  bei  der  Brechung  eines  homocentiischen  Strab- 

lenbündels  an  einer  Ebene,    y.  Frank.    Grün.  Archiv  LX,  13. 
626.  Elementarer  Beweis  eines  Satzes  aus  der  Optik.    Brodersen.    Grün.  Archiv 
LX,  107. 

626.  Construction  der  Reflexe  auf  ebenen  Spiegelflächen«    Eoepl.    Gran.  Archiv 

LX,  366. 
Vergl.  Oberflächen  606,  606. 

P. 

Parabel. 

627.  Analoge  Eigenschaften    der   ebenen  und   sphärischen  ParabeL     Mehmke. 

Grün.  Archiv  LX,  216. 

628.  Ueber  die  ErümmungskreiBe  der  Parabel.    Mack.    Grün.  Archiv  LXI,  386. 

629.  Th^oräme  sur  les  perpendiculaires  mendes  des  diff^rents  points  de  la  tangente 

au  sommet  d'une  parabole  aux  rayons  aboutissant  au  foyer  et  ^ales  en 
longueur  ä  ces  rayons.    Brunot.    N.  ann.  math.  XXXVI,  332. 

630.  Snr  les  paraboles  osculatrices  d'une  conique.    Lez.    N.  ann.  math.  XXXVII, 

130.  —  Pellissier  ibid.  225. 
531.  Sur  les  paraboles  tangentes  ä  deux  droites  rectangulaires.    Moret-Blana 
N.  ann.  math.  XXXVI,  218, 

632.  Toute  corde  men^e  par  le  foyer  d'une  parabole  est  ^gale  en  quadruple  du 

rayon  vecteur  du  point  de  contacte  de  la  tangente  parallele  ä  cette  corde. 
Barthe.    N.  ann.  math.  XXXVII,  91. 

633.  Sur  les  paraboles  du  meme  sommet  et  passant  par  un  second  point  common 

a  toutes.    Freson.    N   ann.  math.  XXXVI,  180. 

634.  Lieu  g^omdtriques  se  rapportant  aux  pai:aboles  de  m6me  axe  et  de  m§me 

sommet  et  aux  ellipses  ayant  un  axe  commun.    Moret-Blanc.    N.  ann. 
math.  XXXVI,  326. 
Vergl.  Kreis  444. 

Paraboloid. 

635.  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  paraboloüde.     De  Saint- Germain. 

Journ.  mathäm   Sär.  3,  III,  401. 
Vergl.  Akustik. 

Pendel. 
536.  Methode  simple  et  rapide  pour  d^terminer  les  lois  du  mouvement  da  pendnle 
ä  petites  oscillations.    Dostor.    Grün.  Archiv  LX,  366. 

637.  Fortrücken  der  Bahnscheitel  eines  Pendels  von  geringer  Elongation  mit  Be- 

zugnahme auf  das  Foucault'sche  Pendel.  Hoppe.  Gruu.  Archiv  LXI,  264. 

638.  üeber  die  oscillatorischen  Bewegungen  einer  Walze  mit  excentrischer  Schwer- 

punktsaxe     C.  Bender.    Grün.  Archiv  LX,  113. 

Philosophie  der  Mathematik. 

639.  Sur  un  nouvel  exemple  de  la  räduction  des  d^monstrations  ä  leor  forme  la 

plus  simple  et  la  plus  directe.    Laianne.    N.  ann.  math.  XXXVI,  146. 
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Planimetrie. 
540.  Bein  geometriBche  Proportionslehre.    Hoppe.    Gmn.  Archiv  LXII,  163. 
641.  Trouver   sur  une  droite  im  point  duquei  on  en  voit  denx  autres  soob  des 
angles  dgaux.    Terrier.    N.  ann.  math.  XXXVI,  183. 

542.  Planimetrischer  Lehrsatz.    Eugelbrecht.    Gran.  Archiv  LX,  447. 

543.  Beiträge  zur  Theorie  des  Dreiecks.    Hain.    Grün.  Archiv  LX,  290. 

544.  Der  Punkt  der  gleichen  Parallel transvei-salen.    Hain.    Grün.  Archiv  LXI,  177. 

545.  D^terminer  le  point  d'oü  denx  lignes  OA  et  OB  ont  ^t^  vues  sous  les  angles 

a  et  /?.    Toubin.    N.  ann.  math.  XXXVI,  377. 

546.  Neue  Ableitung  der  pythagoräischen  Lehrsätze.    S^kora.    Grün.  Archiv  LXI, 

447. 

547.  Cercles  inscrits  dans  un  triangle  rectangle  et  dans  les  deux  triangles  en  les- 

guels  il  est  paitag^  par  la  perpendiculaire  menäe  sur  Thypot^use. 
N.  ann.  math.  XXXVII,  217. 

548.  Thäor^me  aar  le  triangle  rectangle.    N.  ann.  math.  XXXVU,  217. 
649.  Propriätä  du  trianiQ:le.    A.  Morel.    N.  ann.  math.  XXXVII,  332. 

550.  Sur  la  R^omätrie  oes  quinconces.    Ed.  Lucas.    N.  ann.  math.  XXXVII,  129. 

551.  Ueber  aie  Congruenz  zweier  aus  gewissen  Bestimmungsstücken  construirter 

Dreiecke.    F.  Lukas.    Grün.  Archiv  LX,  224. 

552.  Thäor^me  sur  le  (][uadrilatöre.    Moret-Blanc    N.  ann.  math.  XXX VH,  263. 
563.  üeber  das  Kreisviereck.    Grein  er.    Grün.  Archiv  LX,  178. 

554.  Sur  le  svst^me  articul^  de  M.  Peaucellier.     G.  Thi^baut.    N.  ann.  math. 

XXXVII,  268. 
566.  Bestimmung  der  Vielecke  durch  die  Winkel  zwischen  Seiten  und  Diagonalen. 

.Hoppe.    Grün.  Archiv  LXI,  439. 

566.  Recherche  des  syst^mes  de  deux  polygones  r^guliers  ^toil^s,  inscrits  dans  le 

mSme  cercle,  qui  sont  tels  que  la  surface  de  Tun  soit  double  de  la  sur- 
face  dei'autre.  Dostor.  Gion.  Archiv  LXI,  407.  [VergL  Bd.  XXIII, 
Nr.  286.] 

567.  Nombres  relatifs  des  poljgones  rdguliers  de  n  et  de  2  n  cöt^s  suivant  que  n 

est  un  nombre  impair  ou  un  nombre  pair.  Dostor.  Grün.  Archiv  LXÜ, 
148. 

Potential. 
668.  üeber  den  Ausdruck  für  das  innere  Potential  eines  homogenen  Ellipsoids. 
Wassmuth.    Grün.  Archiv  LXII,  448. 

559.  Solution  of  certain  questions  in  potentials  and  motion  of  liquids.    Ferrers. 

Quart.  Joum.  math.  XV,  83. 

Prodaete. 

560.  Producte  einiger  Factorenreihen.    DobiÄski.    Grün.  Archiv  LXI,  434. 

VergL  Functionen  339,  840.    Trigonometrie  600. 

Projectionen. 

561.  Ableitung    der   Centralprojection    aus    einer    cotirten  Orthogonalprojection. 

Grub  er.     Grün.  Archiv  LXII,  269. 
Vergl,  Abbildung  237. 

Quadratur. 

662.  Bemerkung  zur  mechanischen  Quadratur.    Ligowski.    Grün  Archiv  LX,  336. 

663.  Bestimmung  der  Flächeninhalte  der  Curven,  die  durch  die  Gleichung  f- j  "* 

+  \^)  =  1  gegeben  sind ,  in  welcher  m  eine  ganze  positive  Zahl  be- 
zeichnet.   S.  Spitzer.    Grün.  Archiv  LXI,  329. 

Quatemionen. 

664.  Applications  m^caniques  du  calcul  des  quatemions.  Laisant.  Joum.  mathdm. 

Sär.  3,  UI,  326. 

■»• 
Beihen. 
666.  Beiträge  zur  Theorie  der  Reihen.    MeisseL    Grün.  Archiv  LX,  837. 
666.  Sur  les  sommes  des  puissances  semblables  des  nombres  entiers.    Ed.  Lucas. 
N.  ann.  math.  XXXVI,  18. 
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667.  Verallgemeinerung  einer  Jacobi*6chen  Formel.    Stern,    Grelle  LXXXIV,  216. 

—  Lampe  ibid.  270. 
568.  Sur  la  formuie  de  Maclanrin.    Her  mite.    Grelle  LXXXIV,  64. 

669.  Summirung  der  Eeihe  2J—^  für  m  =  1,  2,  3,  4,  6,  ....    D obinski.     Gran.  Ar- 

chiv LXI,  388. 

670.  Znr  Summirung  der  Reihe  27—,.    Ligowski.    Gran.  Archiv  LXII,  334. 

0  ni 

671.  Sommation  de  quelques  säries.    Gatalan.    N.  ann.  math.  XXXVII,  256. 

672.  Sommation  de  quelques  säries  au  moyen  d'une  äquation  aux  diff^rences  finie» 

Morea-u.    N.  ann.  math.  XXXVI,  316. 

673.  Summirang  einer  Reihe.    Hoppe.    Grün.  Archiv  LXI,  224. 

674.  Summation  einiger  Reihen.    Hoppe.    Grün.  Archiv  LXII,  166. 
576.  Summation  zweier  Reihen.    SVkora.    Grün.  Archiv  LXI,  445. 

3-  Vb 

676.  D^veloppement  de  — - —  en  särie  rapidement  convergente.   Morean.   N.  ann 

math.  XXXVII,  138.  —  Gatalan  ibid.  266. 

677.  Sur  la  limite  du  rapport  de  deux  s^ries.    Moreau.    N.  ann.  math.  XXXVIl 

136.  ~  Gatalan  ibid.  262. 
Vergl.  Bernoulli'sche  Zahlen.    Binomischer  Lehrsatz.    Gleichungen  360,  37^ 
Logarithmen.    Trigonometrie  600. 

Sohwerpiinkt. 
578.  Sur  le  centre  de  gravitä  d'un  polygone.    Laisant    N.  ann.  math.  XXXYl 

407. 
679.  Gentre   de  gravitä  d*un  Systeme  de  circonf^rences.     Tourrette s.    N.  ani 

math.  XXXVIl,  319. 
580.  Kugel  von  excentrischer  Masse  und  centrischer  Trägheit.     Hoppe.     Grui 

Archiv  LX,  100. 

681.  Ellipse  d^crite  par  le  centre  de  gravit^  de  mobiles  parcourant  des  cercle 

dans  Tespace  avec  des  vitesses  angulaires  Egales.    Laisant.    N.  am 
math.  XXXVI,  234. 

Sphärik. 

682.  On  the  regulär  solids.    Gayley.    Quart.  Joum.  math.  XV,  127. 

583.  Triädres  dont  les  ar^tes  ou  dont  les  faces  sont  tangentes  ä  une  Sphäre.  N.  ann 

math.  XXXVH,  215. 
684.  Untersuchungen  über  das  sphärische  Pascarsche  Sechseck  und  das  sphärische 

Brianchon'sche  Sechsseit.    Thieme.    Grün.  Archiv  LX,  43. 
585.  On  spherical.class  cubics  with  double  foci  and  double  cyclic  arcs.    Jeffery 

Quart.  Joum.  math.  XV,  131. 
Vergl.JAnalytische  Geometrie  des  Raumes  266.    Parabel  627.    Tetraeder  695 

Stereometrie. 

686.  Neue  Methode  zur  Auflösung  des  Dreikants.    El  eck  1er.    Grün.  Archiv  LXI 

337. 

687.  Propriätäs   relatives   des  polyödres  r^guliers  qui  sont  conjugu^s  entre  eux 

Dostor.    Grün.  Archiv  LXII,  286.    [Vergl.  Bd.  XXHI,  Nr.  326.] 

588.  Les   trois   sph^res   des  polyödres  r^guliers  ^toil^s.     Dostor.     Grün.  Archiv 

LXn,  78. 

589.  Propositions  sur  les  corps  de  rävolution  de  la  gäom^trie  ^l^mentaire.  Dostoi 

Gron.  Archiv  LX,  307. 
Vergl.  Sphärik.    Tetraeder.    Zahlen theorie  618. 

Substitationen. 
690.  Einleitung  in  die  Theorie  der  Substitutionen  und  ihre  Anwendungen. .  Nette 
Grün.  Archiv  LXII,  226. 
Vergl.  Formen  325. 

T. 

Tetraeder. 

591.  Exercices  sur  le  t^traMre.    Genty     N.  ann.  math.  XXXVH,  223. 

592.  Begriff  der  Harmonicalebene  eines  I^inktes  in  Bezug  auf  ein  Tetraeder.    U  aic 

Grün.  Ardiiv  LX,  302. 
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Tili    693.  Bemerkung  über  Symmetriepunkte  des  Tetraeders.    Hain.    Gran.  Archiv  LX, 
304. 
694.  Th^or^me  snr  le  t^tra^dre.    Jamet.    N.  ann.  matb.  XXXVI,  286. 

696.  üeber  die  Kugeln,  welche  die  Flächen  eines  Tetraeders  berühren.    Klug. 
-^'  Grün.  Archiv  LXI,  861. 

Yergl.  Zahlentheorie  618. 

Thetaftinotioiien. 
V      696.  On  the  16  nodal  quartic  surface.    Cayley;    Crelle  LXXXIV,  238.    [Vergl. 
.^  Bd.  XXIII,  Nr.  612—614.] 

697.  üeber  die  Kummer'sche  Fläche  vierter  Ordnung  mit  16  Knotenpunkten  und 
"~^'  ihre  Beziehung  zu  den  Thetafunctionen  mit  2  Veränderlichen.  H.  Weber. 

Crelle  LXXXIV,  832. 

Trigonometrie. 

698.  Beschreibung  eines  Modells  för  den  ersten  Unterricht  in  der  Goniometrie.  Ho  za. 
Grün.  Archiv  LXI,  108. 

699.  Sur  les  d^buts  de  la  trigonom^trie.    B risse.    N.  ann.  math.  XXXVL  49. 

600.  A  theorem  in  trigonometry.   J.  W.  L.  Glaisher.   Quart.  Joum.  math.  XV,  161. 

601.  Beitrag  zur  Trigonometrie.    Zahradnik.    Grün.  Archiv  LXII,  830. 

602.  Bendre    calculable   par  logarithmes  «na5=»r-- — : ;— r.     De  Virieu. 

i^AS'  N.  ann.  math.  XXXVI,  286.  —  Laisant  ibid.  876. 
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cubes  entiers.    Beb  out.    Grün.  Archiv  LX,  353. 
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Rebout.    N.  ann.. math.  XXXVI,  272. 
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Gärono.    N.  ann.  math.  XXX Vf,  230. 

631.  SurTäquationindäterminäe  a:'H-y3  =  aÄf^.  Ed.  Lucas.  N.  ann. math.  XXXTU. 

425. 

632.  Sur  Tdquation  a;(a;  +  l)(a;+2)  =  6y».    Meyl.    N.  ann.  math.  XXXVH,  464. 

683.  L'äquaüon  a?(aj+l)(2ic-fl)  =  6i/*  n'apas  d'autres  Solutions  entiäres  que  a:=^24. 

Ed.  Lucas.    N.  ann.  matn.  XXXVI,  429. 

684.  Gas  d^impossibilitö  d'une  Solution  en  nombres  entiers  de  Täquation  ac*  +  o=y*. 

De  Jonquieres.    K  ann.  math.  XXXVII,  374,  514. 

635.  De  rimpossibüitö  de  IMquation  Ä;'=y*+17.    Gärono.   N.  ann.  math.XXXVl, 

325. 

636.  Sur  nn  thäoräme  de  Liouville  concemaut  la  däcomposition  des  nombres  en 

bicarrös.    Ed.  Lucas.    N.  ann.  math.  XXXVH,  536. 

637.  Impossibilitä  des  äquations  6xy(Sx*  +  y*)=^u^  ou  =4t7'.    S.  Eealis.    N.  ann 

math.  XXXVH,  468. 

638.  De  rimpossibilitä  en  nombres  entiers  de  trois  äquations  du  siziäme  degrä. 

C.  H.    N.  ann.  math.  XXXVH,  524. 

639.  Conditions  sous  lesquelles  on  a  p  =  P,  +  ©.  +  i2,  +  iSf,  et  jp«  =  P,*  +  Ci*  +  Ä* 

+  St*  les  nombres  P,  Q,  i2,  S  satisfaisant  eux  mäme  ^  une  condition 
arithmologique.    Moreau.    N.  ann.  math.  XXXVH,  45. 

640.  Sur  la  räsolution  en  nombres  entiers  du  Systeme  d'dquations  2r*~u*  =  ii7*  et 
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